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EDITORIAL

Estimados colegas y amigos:

Llegamos al numero 55 de la revista Union. Como siempre hay diferentes
investigaciones y distintos temas de interés para la educacion matematica en sus
diferentes niveles. La calidad de los articulos ha sido mantenida por la evaluacion
rigurosa de los revisores. Para que la produccion dignifique el area de la educacion
matematica iberoamericana contamos siempre con la colaboracion de todos, tanto
autores como revisores.

En este numero en la sesidon Firma Invitada aparece un articulo de Lluis Bonet Juan,
que desde el ano 1995 ejerce como profesor de secundaria en el IES Mare Nostrum
de Alicante y como profesor-tutor en la UNED de Denia-Benidorm. En 2017 fue
galardonado en Alicante con el Premio Joan Ponsoda a la Innovacion Educativa. En
2018 fue uno de los diez profesores premiados en los Il Premios EDUCA a los
mejores docentes en Espafia. En el articulo: “¢Matematicas? Si, si ... acércate y
veras” el autor argumenta la necesidad de crear situaciones cercanas al mundo de
nuestro alumnado, con escenarios de aprendizaje diferentes con los que emocionar
y descubrir las matematicas desde una perspectiva que les resulte mas atractiva y
motivadora en la que las TIC permiten trabajar en el aula de una manera diferente y
ser una fuente para generar y profundizar en el conocimiento matematico.

Este volumen lo componen seis articulos, dos propuestas de aula, una resefia de un
libro y la habitual seccion de problemas.

“Las percepciones de los profesores de matematicas en Francia y México”, es
el primer articulo, escrito por Maria del Rocio Juarez Eugenio y Maria Anabell Aguilar
Zaldivar. Las autoras analizan las percepciones que tienen los futuros profesores de
matematicas de Francia y Meéxico sobre su formacidn y muestran que las
percepciones de los docentes en formacién de ambos paises son similares en dos
categorias. Diana Patricia Salgado, Maria Rita Otero y Veroénica Parra presentan un
trabajo que se encuadra dentro de una investigacion mas amplia, cuyo objetivo
general es ensefar matematica para no matematicos en la universidad, adoptando
las nociones centrales de la Teoria Antropolédgica de lo Didactico (TAD). El articulo

lleva por titulo “A praxeological model of reference related to costs
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calculation: comparison with the ones developed in a research and study
path at university level”. El tercer articulo de este numero lleva por titulo
“Coordinaciéon de Registros de Representacion en el Aprendizaje de la Funciéon
Lineal”, es de los autores Marina Soto, Carlos Gabriel Herrera y Nora Elisa Pereyra.
En este articulo se pretende, teniendo en cuenta la teoria de Duval, analizar en
alumnos que cursan tercer afno de Escuela Secundaria, el nivel de coordinacion
entre registros de representacion semiética, de la funcién lineal. Angel Alsina, Miquel
Garcia y Eduard Torrent son los autores del articulo “El desarrollo y la evaluacion
de la competencia matematica desde la escuela y para la escuela”. En este
trabajo se ofrecen orientaciones y recursos didacticos para evaluar la competencia
matematica en Educacion Primaria. Y a continuacion puede encontrar el articulo de
Lénio Fernandes Levy “O Individuo, a Sociedade, o Conhecimento (Matematico)
e a Educacdao (Matematica)’”. En este trabajo, se abordan los papeles
desempefiados por el individuo y la sociedad en lo que concierne a la construccién
del conocimiento, con énfasis en el conocimiento matematico. Se trata de una
investigacién de naturaleza tedrico-bibliografica. Por ultimo, aparece el articulo “Um
estudo da Primeira Forma Quadratica: Uma proposta de ensino com
construcao dinamica” de los autores Ana Carla Pimentel Paiva y Francisco Reégis
Vieira Alves. En este articulo se presenta un analisis epistemoldgico de un concepto
de la teoria matematica de las superficies, denominada Primera Forma Cuadratica.

Como propuestas de aula Magali Lucrecia Freyre y Ana Maria Mantica presentan
“Una nueva mirada a los poliedros regulares: construcciones que generan
sorpresas”. Las autoras, en este trabajo, plantean el analisis de lo realizado por
estudiantes de tercer afno de profesorado en matematica en la resolucién de dos
problemas de geometria tridimensional con GeoGebra y Polydron. Martha de las
Mercedes Iglesias Inojosa y José Ortiz Buitrago tienen como propuesta en el articulo
“La Demostracion en Geometria desde una Perspectiva Didactica” la revision y
analisis dirigido a caracterizar, desde una perspectiva didactica, el escenario y las
experiencias de aprendizaje que conforman un curso de resolucién de problemas
geométricos en ambientes de geometria dinamica; especificamente el caso de
experiencias vinculadas a la demostracion en geometria. En este numero también
aparece la resefia elaborada por Yeni Acosta “Itinerarios didacticos para la
ensefianza de las matematicas (6-12 afios)”, cuyo autor es Angel Alsina

(Universidad de Girona, Espafia), dirigido a maestros en activo, futuros maestros,
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formadores de maestros y otros profesionales interesados en la educacion
matematica. El problema de este numero 55 es “Porcentajes. Reflexiones em un
marco de creacidon de problemas” de nuestro colaborador habitual, el profesor
Uldarico Malaspina Jurado de la Pontificia Universidad Catdlica del Peru — IREM,
que surgi6é en un taller con profesores de matematica en ejercicio, sobre creacion de
problemas.

Estamos convencidas que este numero contiene articulos para todos los gustos y
proporciona reflexiones sobre educacién matematica.

Agradecemos a los autores y revisores, e invitamos a todos a una buena lectura.

EDITORAS
Celina Abar y Sonia Igliori

)
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EDITORIAL

Estimados colegas e amigos:

Chegamosaonumero 55 da Revista UNION. Como sempreha diversas dire¢des de
pesquisa e comvarios temas de interesse do ensino de matematica em seus
diferentes niveis. A qualidade dos artigostem sido mantida pela avaliagdo rigorosa
de nossospareceristas. Para que a produgdo dignifique a area da
EducacaoMatematica Iberoamericanacontamos semprecom a colaboragao de todos
autores e revisores.

Nesse numero na sessdo Firma Invitada temos o artigo do pesquisador Lluis Bonet
Juan, que desde o ano 1995 éprofessor de secundaria no IES Mare Nostrum de
Alicante e profesor-tutor na UNED de Denia-Benidorm. Em 2017 foi premiado em
Alicante como Premio Joan Ponsoda a la Innovacion Educativa. En 2018 foi um dos
dez professores premiados em |l Premios EDUCA aos melhores docentes de
Espana. No artigo: “¢ P¢Matematicas? Si, si ... acércate y veras” o autor defende
a necessidade de criar situagdes proximas ao mundo dos nossos alunos com
cenariosde aprendizagem diferentes que excitam e descobrem a matematica de
uma perspectiva que € mais atraente e motivadora e que las TIC em geral permitem
o trabalho em sala de aula de uma forma diferente e ser uma fonte para a geracao e
o conhecimento matematico.

Seis artigos, duas propostas de sala de aula, uma resenha de um livro e a se¢ao de
problemas compdem este volume.

“Las percepciones de los profesores de matematicas en Francia y México”, é o
primeiro artigo, escrito por Maria del Rocio Juarez Eugenio e Maria Anabell Aguilar
Zaldivar. As autoras analisam as percepgdes de futuros professores de matematica
na Franca e no México sobre sua educacao e que os resultados mostram que as
percepcdes dos professores em formacdo nos dois paises sdo semelhantes em
duas categorias.Diana Patricia Salgado, Maria Rita Otero e Verdnica Parra
apresentam um trabalho que enquadra-se dentro de uma investigacdo mais ampla
cujo objetivo geral € ensinar matematica para ndo matematicos na universidade,
adotando as nogdes centrais da Teoria Antropologica do Didatico (TAD).O artigo tem
como titulo “A praxeological model of referencerelated to costscalculation:

comparisonwith the onesdeveloped in a research and studypath at
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universitylevel”. O tercero artigo de titulo “Coordinacion de Registros de
Representacion en el Aprendizaje de la Funcion Lineal” é dos autores Marina
Soto, Carlos Gabriel Herrera e Nora Elisa Pereyra. Neste artigo se pretende, tendo
em conta a teoria de Duval, analisar o nivel de coordenagao entre os registros de
representacdo semidtica da funcao linear em alunos que estdo em seu terceiro ano
do ensino médio. Angel Alsina, Miquel Garcia e Eduard Torrent sdo os autores do
artigo “El desarrollo y la evaluaciéon de la competencia matematica desde la
escuela y para la escuela”. Neste trabalho se oferecem orientagbes e recursos
didaticos para avaliar a competéncia matematica no Ensino Fundamental.
Continuando podemos encontrar o artigo de LénioFernandes Levy “O Individuo, a
Sociedade, o Conhecimento (Matematico) e a Educacao (Matematica)”. Neste
trabalho, abordam-se os papéis desempenhados pelo individuo e pela sociedade no
que respeita a construcdo do conhecimento, com énfase ao conhecimento
matematico. Trata-se de uma pesquisa de natureza tedrico-bibliografica. Por ultimo,
temos o artigo “Umestudo da Primeira Forma Quadratica: Umaproposta de
ensino com construgao dinamica” dos autores Ana Carla Pimentel Paiva e
Francisco Régis Vieira Alves. Neste artigo € abordada uma analise epistemoldgica
de um conceito da teoria matematica das superficies, denominado Primeira Forma
Quadratica.

Como propostas de aula Magali Lucrecia Freyre e Ana Maria Mantica apresentam
“Una nueva mirada a los poliedros regulares: construcciones que generan
sorpresas”.As autoras,neste artigo, apresentam uma analise do que foi feito pelos
estudantes do terceiro ano do professorado de matematica na resolugcdo de dois
problemas de geometria tridimensional com GeoGebra e Polydron. Martha de las
Mercedes Iglesias Inojosa e José Ortiz Buitrago no artigo“La Demostracion en
Geometria desde una Perspectiva Didactica” tém como proposta uma reviséo e
analise visando caracterizar, a partir de uma perspectiva didatica, o cenario e as
experiéncias de aprendizagem que compdem um curso de resolugdo de problemas
geométricos em ambientes de geometria dindmica; especificamente o caso de
experiéncias relacionadas a demonstracdo em Geometria. Neste numero temos
também a resenha elaborada por Yeni Acosta “Itinerarios didacticos para la
ensefianza de las matematicas (6-12 afos)” do autor Angel Alsina (Universidad de
Girona, Espafa), dirigido a professores, futuros professores, formadores de

professores e outros professionais interessados pela Educacdo Matematica. O
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problema deste numero 55 “Porcentajes. Reflexiones en un marco de creacion
de problemas” é proposto por nosso colaborador habitual, o professor Uldarico
Malaspina Jurado da Pontificia Universidad Catdlica del Peru — IREM, e foi
inspirado em uma oficina com professores de Matematica em exercicio sobre a
criacao de problemas. Esse numero certamente tem assunto para todos os gostos e
possibilita reflexdes sobre a educagdo matematica. Agradecemos aos autores e aos

revisores e convidamos a todos para uma boa leitura!

EDITORAS
Celina Abar e Sonia Igliori

)
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FIRMA INVITADA

Lluis Bonet Juan

Lluis Bonet Juan, nacid en Lorcha (Alicante) el 10 de agosto de 1965. En 1988 se licencié en
Ciencias Matematicas por la Universidad de Valencia. Finalizados los estudios universitarios,
una beca del programa europeo COMETT le llevd a Paris (Francia) para trabajar, durante casi
un afio, en el Institut de Recherches de la Sidérurgie Francaise. A finales de 1989 regresé a
Espafia y comenzé a trabajar como docente y desde el afio 1995 ejerce como profesor de
secundaria en el IES Mare Nostrum de Alicante y como profesor-tutor en la UNED de Denia-
Benidorm.

En 2017 fue galardonado en Alicante con el Premio Joan Ponsoda a la Innovacién Educativa. En
2018 fue uno de los diez profesores premiados en los || Premios EDUCA a los mejores docentes
en Espafia. Es miembro de la Sociedad de Matemadticas de la Comunidad Valencina y forma
parte del grupo de calculadoras CASIO para la investigacion didactica, creacion de materiales e
implementacion de estas herramientas en el aula.

Es autor y coautor de diversas publicaciones como “Mathcad auxiliar matematico con
ejercicios practicos”, o “Actividades para el aula con calculadora cientifica”.

En su Canal de Youtube INTEGRANT MATEMATIQUES dispone de una coleccién de video
abiertos de matematicas, con propuestas didacticas, proyectos videoMAT y video tutoriales
para el uso y aprendizaje de la calculadora desde la resolucion de problemas y su aplicacidn en
la Pruebas de Acceso a la Universidad.
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¢Matematicas? Si, si ... acércate y veras

Maths? Yes, maths... come closer and you will see
Lluis Bonet Juan

La imagen general de las matematicas es que son simplemente calculos y
persiste la desconexién con las situaciones que nos proporciona la vida
cotidiana que por otra parte son las que verdaderamente dan significado y
enriquecen nuestra materia. De ahi la necesidad de crear situaciones cercanas
al mundo de nuestro alumnado con escenarios de aprendizaje diferentes con
Resumen los que emocionar y descubrir las matematicas desde una perspectiva que les
resulte mas atractiva y motivadora. Ademas, los recursos que nos aportan las
calculadoras, GeoGebra y las TIC en general permiten trabajar en el aula de
una manera diferente y ser una fuente para generar y profundizar en el
conocimiento matematico.

Palabras clave: Innovacion, Motivacion, Resolucion de problemas

The general image of mathematics is that it consists only in calculation; and the
disconnection with daily life situations, which, on the other hand, are what really
give meaning and enrich our subject, remains. Hence the need to create
situations that are close to the real world of our students with different learning
situations to stimulate them and make them discover maths from a more
appealing and motivating perspective. Furthermore, the resources provided by
calculators, GeoGebra and |.T. in general, allow students to work in the
classroom in a different way, and are also a source to generate and go in depth
in the knowledge of mathematics.

Keywords: Innovation, Motivation, Problem solving

Abstract

A imagem geral da matematica é que se trata simplesmente de calculos e
persiste a desconexdo com as situagoes fornecidas pela vida cotidiana que, por
outro lado, sdo aquelas que realmente dao sentido e enriquecem essa matéria.
Dai a necessidade de criar situagdes acerca do mundo dos nossos alunos com
diferentes cenarios de aprendizagem que excitam e descobrem a matematica
de uma perspectiva que € mais atraente e motivadora.

Além disso, os recursos que nos fornecem calculadoras, GeoGebra e TIC em
geral permitem o trabalho em sala de aula de uma forma diferente e ser uma
fonte para a gerar e aprofundar o conhecimento matematico.

Palavras chave: Inovagao, Motivagao, Resolugéo de Problemas

Resumo

1. Introduccioén

Son las 7:45 h de la mafana de un dia cualquiera en el que acudes a tu centro de
trabajo, cuando Maria José, la conserje, me pide que me acerque al tablén de
anuncios de la entrada. Hay una nota: “Se necesita profesor para dar clases de
matematicas de Lluis Bonet”. Nunca habia pensado que tuviese esta exclusividad,
aunque no voy a negar que algun elemento diferenciador existe en mis aulas. Asi que,
he pensado centrar este espacio en tres elementos, emociones, cercania y tecnologia
(desde la humildad y sin pretender ser modelo de nada) porque..., hay un puesto de
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¢ Matematicas? Si, si ... acércate y veras
Maths? Yes, maths... come closer and you will see
Lluis Bonet Juan

trabajo vacante, alguien puede estar interesado y tal vez todo esto que voy a contar
pueda servirle de ayuda o inspiracion.

Ultimamente he escuchado con bastante frecuencia frases que mencionan las
palabras educar a través de las emociones. Y sinceramente he de decir que no deja
de sorprenderme porque siempre habia pensado que esto era algo “de serie”
intrinseco a nuestra labor como docentes. Entiendo que nuestro trabajo, ejercido con
verdadera vocacion esta repleto de la ilusidn con la que sorprender cada dia a nuestro
alumnado.

¢ Cuantas veces habéis escuchado a personas presumir en debates y tertulias de los
medios del analfabetismo matematico o que directamente detestan las matematicas?
¢ Y frases como... me gustan las mates pero no los problemas? La imagen que la
gente tiene en general de las matematicas es que son calculo, simplemente calculos,
pero pensar en un problema, investigarlo y debatirlo eso ya son palabras mayores,
porque existe una gran desconexién entre las matematicas y las situaciones que nos
proporciona la vida cotidiana que son las que verdaderamente dan un significado y
enriquecen nuestra materia, de ahi la necesidad que esas situaciones sean cercanas
al mundo de nuestro alumnado.

Y para finalizar la terna quisiera destacar el papel que pueden desempefiar los
recursos tecnoldgicos que tenemos a hoy en dia nuestro alcance: calculadoras,
Geogebra, medios audiovisuales, etc. que nos van a permitir trabajar en el aula de
una manera diferente y donde una vez aprendidas las herramientas que nos
proporcionan las matematicas, poder profundizar en la comprension de los
problemas, investigar, modelizar y ser criticos con los resultados obtenidos.

Asi pues, cerrar un circulo donde emocionar y sorprender con las matematicas pueda
ser también hacerlas mas dinamicas, creativas y cercanas a través de la resolucion
de situaciones cotidianas en las que el uso y aprendizaje de la tecnologia (no
olvidemos que nuestro alumnado siente generalmente pasion por ella) nos permita
llegar mas lejos y conseguir otros objetivos como los citados anteriormente y a los
que tantas veces no damos la importancia que merecen.

2. La conexion matematica y vida cotidiana desde la etapa infantil

Desde los colegios de la primaria se podrian trabajar las matematicas no solamente
con paquetes de ejercicios y actividades, generalmente de calculo, sino ademas
establecer esa perspectiva de resolucion de situaciones que puedan tener relacion
con la vida cotidiana. Cuanto antes exista esta conexidén antes haremos desaparecer
de nuestro alumnado esas angustias y temores por los “problemas de enunciado”.
Decidido a ayudar a romper estereotipos, trabajo desde hace un tiempo con mis
alumnos en la creacion videos cortos. ¢ Y vosotros ... qué pensais de esto? es como
finalizan cada una de las situaciones que se presentan en estas “pildoras
matematicas”. En ellas, se plantea una situacion sacada de la vida cotidiana, con
datos reales, conocida y cercana al alumnado. Un pequefio problema que pretendo
sea accesible a una amplia mayoria y donde la pregunta y el hecho de no disponer
de la respuesta lanza un desafio.

jQué lio con las pizzas! es un ejemplo que ha funcionado muy bien en el ultimo curso
de la primaria y en el primer ciclo de la secundaria, donde se combinan operaciones
y porcentajes, economia doméstica, comparacién de resultados y toma de decisiones,
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¢ Matematicas? Si, si ... acércate y veras
Maths? Yes, maths... come closer and you will see
Lluis Bonet Juan

alguna muy sorprendente en las experiencias de aula llevadas a cabo, como podran
comprobar.

Es el cumpleafios de Marc y quiere comprar 6 pizzas para invitar a sus amigos en su casa.

Ha visto la promocion del “-70 % en la segunda unidad’ en el Hipermercado. Sus padres le
han dado 20 €. El precio de las pizzas es 5,10 € cada una y piensa que va a tener dinero
suficiente.

De camino se encuentra con Alex y éste le comenta que ha visto la promocion “3x2” en el
supermercado del barrio y que le van a salir mejor de precio.

(Qué piensas de esto?

En el debate se enfadan y finalmente Alex no ir4 al cumpleafios que ha preparado Marc, por lo
que s6lo deberd comprar 5 pizzas. Ahora Marc tiene dudas sobre cudl puede ser la compra mas
beneficiosa.

Y tu ... ;qué piensas ahora?
Ver video: ;Qué lio con las pizzas!
Canal Youtube INTEGRANT MATEMATIQUES
https://youtu.be/0bUlgRB1hT4

Con esta actividad el alumnado resuelve un problema real realizando calculos
sencillos, con numeros decimales aprovechando las diferentes opciones que
proporciona la calculadora, porcentajes, aproximaciones, etc. Una forma de resolver
el problema puede ser la siguiente:

e COMPRA DE LAS 6 PIZZAS CON LA OFERTA 22 UNIDAD - 70%

1" PIZZA 2 PIZZA 3 PIZZA # PIZZA 5* PIZZA 6" PIZZA
70% 70% 70%
5.10 € 5.10-0.3 =1.53€ 5.10 € 5.10-0.3 =1.53€ 5.10 € 5.10-0.3 =1.53€
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=diD] A ver A
5. 104+30%%5.10 Ansx3

6. 63 19. 89

COMPRA DE LAS 6 PIZZAS CON LA OFERTA 3x2

1* PIZZA 27 PIZZA 3* PIZZA 4* PI1ZZA 5" PIZZA 6" PIZZA
5.10€ 5.10€ 0€ 5.10€ 5.10€ 0€
viv A
5.10x4
20. 4
TABLA RESUMEN
6 PIZZAS CON LA OFERTA 6 PIZZAS CON LA OFERTA
27 UNIDAD - 70% 3x2
19.89 € 20.40 €

La mejor opcidn pasa por comprar las seis pizzas en el Hipermercado con la oferta
de la segunda unidad al -70%.

Se analizan a continuacion las posibilidades de comprar 5 pizzas.

e COMPRA DE LAS 5 PIZZAS CON LA OFERTA 22 UNIDAD - 70%

1* PIZZA 2* PIZZA -70% 3* PIZZA

4* PI1ZZA -70% 5* PIZZA
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5.10€

5.10 - 0.3 = 1.53€ ||]

5.10€ 5.10 - 0.3 =1.53€ II] 5.10€

viv [
5. 10+30%X5.10

AL)
AnsX2+5.10

18. 36

e COMPRA DE LAS 5 PIZZAS CON LA OFERTA 3x2

1* PIZZA 2% PI1ZZA 3* PIZZA 4* P1ZZA 5* PIZZA
5.10€ 5.10€ 0€ 5.10€ 5.10€
N =gi0] A
5.10%X4
20. 4

En principio la compra con la oferta de la segunda unidad al -70% parece la mas
recomendable pero el alumnado me sorprendié con la compra combinada que al final
resulta ser la mas interesante.

e COMPRA DE LAS 5 PIZZAS COMBINANDO LAS DOS OFERTAS

OFERTA 3x2 OFERTA 2% UNIDAD -70%
1* PIZZA 2 PIZZA 3* PIZZA 4* P1ZZA 5* PIZZA -70%
5.10€ 5.10€ 0€ 5.10€ 5.10 - 0.3 =1.53€
UNI&N
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v @ a
2%5. 10+5.10%1. 3

16. 83
TABLA RESUMEN
S PIZZAS CON LA S PIZZAS CON LA S PIZZAS CON LAS
OFERTA OFERTA OFERTAS
2* UNIDAD - 70% 3x2 COMBINADAS
18.36 € 20.40 € 16.83 €

En la experiencia de aula con el alumnado de 6° de primaria se facilitaron unas
plantillas similares a las anteriores, pero sin las separaciones que se observan para
que no pudiesen dirigir demasiado la resolucion.

Organizados en grupos de cuatro alumnos/as en el desarrollo de la actividad, tanto
en primaria como en secundaria, el trabajo supuso fomentar la capacidad para
interpretar, estimar, comparar, incluso mantener una actitud critica con los resultados
obtenidos, sobre todo en la segunda parte de esta situacién, sentando poco a poco
las bases de unas matematicas que son también para pensar.

3. Promover la investigacion en la secundaria porque... los numeros hablan

En ocasiones con noticias o sucesos que pueden parecer irrelevantes se pueden
establecer conexiones que permitan dar un enfoque matematico que, ademas,
prepare a nuestro alumnado y a sus familias en aspectos como el consumo y la
economia, como he resaltado con el anterior ejemplo, pero también en otros como
pueden ser nutricién y salud o por qué no, con gestos y practicas beneficiosas para
el medio ambiente.

¢ Podrias ducharte con un cubo de agua? es experimento que he llevado a cabo
en mi aula de 2° ESO con la colaboracion de sus familias y que partié de una noticia
que rapidamente se hizo viral en todos los medios de comunicacién en Espaia.
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Tras los problemas de escasez de agua en la ciudad de Malaga y el anuncio del
incremento de las tarifas, el Alcalde De la Torre exponia a la ciudadania diversas
propuestas para el ahorro de agua en una vivienda. Entre estas, en las que estaba
usar la ducha en lugar del bafio, explicaba que una persona podia ducharse con 11
litros, poco mas de un cubo de agua y que él mismo habia constatado este dato en
su casa.

No sabemos si podemos ducharnos con los aproximadamente 11 litros que caben
dentro de un cubo de agua. Pero nuestro experimento se basa en utilizar un cubo en
el plato de ducha donde recoger el agua que se desperdicia en tanto llega caliente y
aquella que pueda caer dentro del cubo mientras la persona se ducha. Esta agua
podra ser reutilizada en el inodoro, por lo que le estaremos dando una segunda
oportunidad, con el consiguiente ahorro econémico en la factura doméstica y sobre
todo con la contribucién al medio ambiente.

Esta actividad permite conocer cual es el consumo medio de agua utilizada en la
ducha a nivel individual y en cada familia efectuando unas sencillas medidas del
caudal de la vivienda y del tiempo empleado en la ducha, con las que se rellena una
plantilla que se preparo siguiendo unas normas previamente establecidas.

Una vez realizados los calculos se procede a rehacer la factura de cada vivienda y se
redactan junto con los resultados, las conclusiones a las cuales se ha llegado,
compromisos, etc.

Toda la prensa acaba de hacerse eco de las declaraciones del alcalde de Malaga en las
que afirma que puede ducharse con 11 litros, poco mas de un cubo de agua. Julia no
estd muy segura de esto, pero se le ha ocurrido que podria poner un cubo de agua en la
ducha e intentar recuperar una parte del agua utilizada y aprovecharla para el inodoro.
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Junto con su amiga Daniela van a poner en marcha un experimento para dar una
segunda oportunidad al agua de la ducha y estudiar la repercusion econdémica que
podria representar en su factura trimestral. Van a poner un cubo en la ducha que recoja
el agua que se desperdicia mientras llega el agua caliente o incluso la que se pueda
recoger mientras se estd duchando cada miembro de la familia.

Tras llevar a cabo el experimento han recogido la siguiente informacion:

= Han calculado el caudal de su casa midiendo en una jarra de cocina con
medidas que en 15 segundos recoge 2,50 litros de agua.

= En lafamilia de Julia son cuatro y han calculado que el tiempo medio de ducha
son 221 segundos y que con el cubo recuperan una media de 14,30 litros de
agua en cada ducha.

a) ¢Cuantos litros de agua utilizan de media en cada ducha?

b) ¢éQué porcentaje de agua recuperan con este experimento?

c) Observa la factura trimestral del agua. Si estimamos seis duchas semanales
por los cuatro miembros de la familia, ¢puedes recalcular dicha factura para
ver cudl seria el ahorro, realizando esta sencilla accion cada dia?

FACTURA TRIMESTRAL . Cantidad  Precio unitario Importe (€)  IVA (%) q ,)
AGUAS IMUNICIPALIZADAS DE ALICANTE, EM. N.LF 803002441 AVISO MENSAJE /

Cuola de servicio 23 01 i i =
Consume hasta 12 ma/Trim. . 10 te (HEmEnCes &0 20 Ui 2 o
eyes 2/2017 y 3/2017, de 3 de
Consumo de 13 a 30 m3/Trimestre | 5 52
febrero, de la Generalitat, se
L‘éuNng.vAcluN @ 174 adoptan una serie de medidas de las
ontador 5 que Ud_podra beneficiarse i se
ALCANTARILLADO (3)
Cuola de servicio
Consumo hasta 12 m3/Trimesire
Consumo de 13 a 30 m3/Trimestre

en  situacion  de
vulnerabmdau social.

Para consultas comerciales o para el
pago de sus facturas, utilice nuestra
web: www.aguasdealicante es o
et liehes e G

1.V.A al 10 % BASE IMPONIBLE: 34,43 3.44

1.V.A al 21 % BASE IMPONIBLE: 1,74 0,37 800 717 717 - 965 982 204(si
SLIITDTAL 39,08 llama desde un no.movil).
ERALITAT VALENCIANA NI F_ Q9650012! Juntos, podemos suprimir 3 factura
GANON SANEAMIENTO @ en papel. Solicita ya tu fact
Cuota de servicio 11,21 electronica y aprovecha sus vemajas
Consumo 20 0.441 8.82
Coeficiente corrector aplicado 1,00
SUBTOTAL: 20,08
e
SU GASTO \ o
Su gasto medio en el periodo ha sido
de 0,659 EUR/ia, de los cuales
0. EUR/dia OOVESPOHGEH aAgua
CONSUMO TOTAL 20 m3 TOTAL A PAGAR 60,01 €
o1hi7 02h7 a7 o417 othe
Contador mm_Lectura anterior Lectura actual Gonsumo m3 (1, 2) B.O.P. N® 72 12.04.2017, (3) B.O.P. N®*123 29/06/2017, (4) D.O.C.V./N®
02237695 13 17-10-17 379 16-01-18 399 20 8202 30.12.2017
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Ver video: ;Podrias ducharte con un cubo de agua?
Canal Youtube INTEGRANT MATEMATIQUES
https://youtu.be/r8he3lAf eQ

En esta actividad se trabaja con proporciones y porcentajes. Ademas, se trata de un
problema real donde el alumnado toma sus datos en casa y aporta su propia factura
sobre la cual se van a trasladar los resultados obtenidos en su experimento.

Una forma de resolver el problema puede ser la siguiente:

a) Se utiliza el caudal medido para calcular los litros de agua que se gastan en la ducha:

15

=d0]
221%2. 5

CAUDAL 15 seg. 2,51
DUCHA 221 seg. X
Se plantea la proporcion directa:
T a
15 25 221-2,5
21 X x=T=36,83l.

36. 83333333

Normalmente la familia utiliza una media de 36,83 1. de agua en cada ducha.

Si restamos los 14,30 1. que recuperan con el cubo de agua, esto supone un gasto

efectivo de:

36,831.—14,301.= 22,53 1.

El gasto en cada ducha, una vez recuperada el agua con el cubo es de 22,53 1.

b) Para calcular el % de agua que se recupera con el experimento del cubo de agua, se
plantea de nuevo una proporcidn una vez se conocen los litros de agua que se gastan
en la ducha:

UNIE@N

AGUA

36,83 1. 14,30 L.

%

100 % X
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Se plantea la proporcion directa:

vE- I A
100X14. 30
36. 83 3683 _ 1430 1001430

100 x T 7 3683

= 38,83 %
38. 82704317

Con el experimento del cubo en 1a ducha, se recupera el 38,83 % del agua utilizada.

c) Se estudia ahora el agua utilizada en las duchas por trimestre y por toda la familia, asi
como la que se recupera para poderle dar una segunda oportunidad y ser utilizada en
el inodoro.

4 personas - 6 duchas semanales - 12 semanas al trimestre = 288 duchas/trim.

288 -36,83 =10607,04 |. de agua vz il T _a
38. 83%x10607. 04

Se recuperan aproximadamente el 38,83 % ->

4118. 713632

De esta manera se han recuperado 4118,711. = 4,1 m3

d) Se rehace la factura ahora con 4,1 m3 menos que son los que se han recuperado con
el experimento.

El consumo en la vivienda ha sido de 20 m? por lo que ahora se tiene:
20m3 —4,1m3 =159m?3

En las facturas hemos observado que se cobra por metro cubico entero asi que se nos
cobraran 16 m>.

Los célculos son interesantes ya que hay que aplicar IVA 10 % o IVA 21 %

En el célculo de los porcentajes donde hay un impuesto de IVA se han utilizado
diferentes técnicas para obtener el resultado final directamente:

=gi0] 4 A V=giD] ° A [D]
23. 01+10%X23. 01 23. 01 (1+10%) 23.01x1.1

25.311 25. 311 25.311
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FACTURA TRIMESTRAL
Cantidad Precio Unitario  IVA % Importe (€)
AGUAS MUNICIPALIZADAS ALICANTE

AGUA (1)

Cuota de servicio 1 23,01 10% 25,31
Consumo hasta 12 m3/Trim. 12 0,01 10% 0,13
Consumo de 13 a 30 m3/Trim. 4 0,69 10% 3,04
CONSERVACION (2)

Contador 1 1,74 21% 2,11
ALCANTARILLADO (3)

Cuota de servicio 1 51 10% 5,61
Consumo hasta 12 m3/Trim 12 0,01 10% 0,13
Consumo de 13 a 30 m3/Trim 4 0,07 10% 0,31
SUBTOTAL: 36,63

GENERALITAT VALENCIANA
CANON SANEAMIENTO (4)

Cuota de servicio 1 11,21 11,21
Consumo 16 0,441 7,06
SUBTOTAL: 18,27
| CONSUMO TOTAL: 16 m3 TOTAL A PAGAR: 54,90|

La factura trimestral era de 60,01 € por lo que se ha conseguido un ahorro trimestral de:
60,01 € — 54,90 € = 5,11 €

Se ha conseguido un ahorro trimestral de 5,11 € en la vivienda de Julia.

CONCLUSIONES IMPORTANTES

e El agua utilizada en la ducha por esta familia son 10607,04 1. que suponen casi 11 m3
de agua de los 20 m3 trimestrales de consumo en la casa.

Este consumo representa el 53 % del total, es decir, 10. Bdi%[}
algo més de la mitad del consumo de agua de la
vivienda se utiliza en la ducha.

0.53

e Larealizacion de este sencillo experimento en una casa de estas caracteristicas puede
suponer recuperar 4118,71 |. es decir, aproximadamente 4,1 m3 con lo que se estard
contribuyendo, junto con otras posibles actuaciones, a un uso mas racional del aguay
por lo tanto a un mayor respeto al medio ambiente.

UNIEN NGmero 55- Abril 2019 — Pagina 19



¢ Matematicas? Si, si ... acércate y veras
Maths? Yes, maths... come closer and you will see
Lluis Bonet Juan

Ademas: 10607,04 — 4118,71 = 6488,33 .~ 6,5m3

Ahora el consumo de agua de la ducha representa el Ve @ s 4
32,44 % es decir, pasa a ser aproximadamente 1/3 del '
consumo trimestral de la vivienda.

0. 3244

e Se consigue un ahorro econémico de 5,11 € trimestrales en la vivienda.

La realizacion de un trabajo de investigacion de estas caracteristicas, basado en
datos reales y que el propio alumnado ha obtenido con la colaboracién de su
familia, proporciona unos resultados que aportan una informacion objetiva y veraz
que pueden ser importantes para la consecuciéon de cambios en habitos mas
acordes y respetuosos con el medio ambiente. Y desde un punto de vista mas
académico dan valor a las matematicas que son las que permiten llegar a los
resultados numéricos que dan visibilidad clara de lo que esta ocurriendo en la
realidad y que en muchas ocasiones no se es capaz de pensar.

4. ; Alumnos/as digitales y profesorado no tanto?

En este momento de la era digital en el que la tecnologia forma parte de nuestro dia
a dia y donde el mundo de la ciencia y la informatica avanza a pasos agigantados, las
matematicas como base importante de éste, deberian estar en la brecha. Ademas,
nuestro curriculum establece el uso y aprendizaje de la tecnologia en nuestras aulas,
profesorado y alumnado.

¢ Esta preparado nuestro alumnado para estos cambios digitales y tecnologicos y el
profesorado no tanto? Responderé a esta pregunta con un tal vez con importantes
matices que entiendo cabe tener muy en cuenta.

Nuestro alumnos y alumnas empiezan a utilizar recursos como las calculadoras o
GeoGebra de una manera muy rapida, pero no lo son tanto en el grado de madurez
y reflexibn matematico que se requiere cuando se hace uso de estas herramientas. Y
ahi es donde entiendo debe estar nuestro rol como docentes, y aprovechar todos
estos recursos para generar y profundizar en el conocimiento matematico.

Pondré un ejemplo de una experiencia en mi aula de Bachillerato con la realizacion
de un simple ejercicio de calculo de un limite:

Calcula el limite justificando paso a paso:

i x> +3x—10
P x3 —x2—-8x+12
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x? +3x — 10 2243.2-10 0
M B x?_sxtl12 2Z_22-8.2+12 0 ndererminacion

Mis alumnos utilizan la calculadora CASIO Classwiz 991 y esto es lo que ocurri6 con alguno
de ellos:

A N=gD] £
ARZ+BEAC
ﬂ d d ﬁ 1x2+ - 0
HH JEE 54 fag
tEcuacidénfFunc -10
vir 1 i v =2 D] i VA
axZ2+bx+c=0 axZ2+bx+c=0
X1= Xa=
2 -5
A szdﬁlmd i
AT HHEFCH+
1 d Ul /N o B g he- te- o
HE X4
A:Ecuacidon/Func 12
vEr 1 i v vEr 1 i A
ax3+bx2+cx+d=0 ax3+bx2+cx+d=0
X1= Kg=
-3 2
x?+3x—10 0 _ x+5x-2) . (x+5) 2+5_7

li = — —
2 X —x2—Bx+12 0 2 (x+3)(x—2) 2 (x+3) 243 5

Pero esto provoca el debate por el grado y la factorizacion del polinomio del denominador:
o ¢Falta una raiz?
o (Ah es porque la que falta es compleja!
o iNo puede ser compleja!
o Unade ellas sera doble. Pero... écudl de las dos?

Alguno/a nos dira que analizando el producto entre los términos independientes de los factores
(o de las raices) se debe obtener el termino independiente del polinomio de partida por lo que

la factorizacion deberia quedar:
x+3)x—-2)x—[PD=&+3)(x—2)2 =x3—x?>—-8x +12

Asi pues:
. x*+3x-10 0  (x+5x-2) (x +5)
2 —x2—8x+12 0 xnR(x+3)(x—2)2 x2 (x+3)(x—2)
=6indtipooo

Se analizan los limites laterales en x =2
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i (x+5) 7
o x+3)x—-2) o0-
(x+5) l:+oo

li -
o x+3)(x—2) 0+

. x2+3x-10 . . , .
El lim no existe, y se tiene una asintota vertical en x =2

x—2 Xx3-x2-8x+12
El uso de las tablas de valores también aportd detalles interesantes de aplicacion de los

Teoremas de Ruffini, del Resto y sus corolarios a la hora de escoger los rangos de las tablas.

vE-

f(x)=x?+3x-10

13 g Uil g /A o B
d %% 4 i g

aal® X3
9:Tabla
ver N7
g(x)=x"—x?—8x+12 Rango tabla
Inic. :-12
Final:12
Paso -

Con la busqueda de los ceros y el andlisis del signo de las funciones a su derecha e izquierda,

se estaba trabajando el Teorema de Bolzano.
=g} ver
x fimd ELE ] x fimd atEd
& - -324 g - 0| ___-3g
7 & g -192 ] o
g of -9 10 g| -i0 0
3 -4 ) - 11 -12 1€
-5 -

=D}
fimd | iz
-10

12
14 1 -6
15 u]
16 3 =]

J

La actividad finalizé con la construccion y analisis de diferentes graficas de las funciones

f)=x(x+3)}(x—-2) .
|

polindémicas de tercer grado.
f) =(x—2)*(x +3)

]

) = G+3)G +1)
|

/ L]

/ AN
/ \ = |

/ \‘ |

f(x):‘(x—l)3

,-‘"‘I i o)
.-‘"H \ /"‘
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Los detractores del uso de estas herramientas lanzan frases como que las
calculadoras atrofian la mente, acaban liando al alumnado o hacen dificil y tedioso lo
sencillo, y tendran parte de razén cuando como docentes no proporcionemos a
nuestros alumnos la formacion necesaria para la gestién de estas herramientas con
unos objetivos bien definidos que generen conocimiento matematico. Por el contrario,
de ser asi se podra avanzar hacia un modelo en el que prime mas el trabajo con datos
reales, la investigacion, la creacion de simulaciones etc.

Las administraciones educativas deben facilitarme los medios y la formacion
necesaria y yo como docente debo tener esa actitud de no dejar nunca de aprender
y poder de esta manera hacer efectiva la implantacion de la tecnologia en el aula que
ayude a conseguir una ensefianza mas dinamica de nuestra materia.

5. Descubrir contextos que dan sentido y enriquecen las matematicas

Y en estos niveles de bachillerato nos seguimos encontrando con preguntas como las
que se hace mi alumna Llucia ... pero ¢y todo esto para qué me va a servir? ;Esto
se utiliza para algo? Posibilitar al alumnado descubrir contextos que den sentido a los
contenidos y que enriquezcan las matematicas que estan aprendiendo no resulta ser
en estos momentos una tarea sencilla, sobre todo en 2° de bachillerato, que se ha
convertido en un curso preparador de actividades modelo que aparecen en la Prueba
de Acceso a la Universidad.

Bajo mi punto de vista, deberia existir un serio debate sobre la conexién entre la
secundaria, bachillerato y universidad, como se esta haciendo desde un tiempo entre
la primaria y la secundaria con los proyectos de transicion entre colegio e instituto. No
se promueve una discusion sobre contenidos, numero de horas, modelo de
ensefanza, etc. y la preocupacién desde la Universidad parece encorsetada en si el
alumnado puede hacer uso, o no, de determinadas calculadoras cientificas, graficas
o CAS y su prohibicién en las Pruebas de Acceso como responsables de la baja
formacion matematica con la que llega el alumnado a sus aulas. Curiosa
preocupacion esta, cuando solamente un bajisimo porcentaje de alumnado de
bachillerato trabaja con calculadoras graficas o CAS u otras herramientas, puesto que
al estar prohibidas en las Pruebas de Acceso tampoco el profesorado se preocupa en
ensefar haciendo uso de ellas.

El incendio en CAMPOFRIO, basado en una noticia real, propone un escenario de
trabajo que da respuesta a las preguntas de nuestro alumnado y donde el uso de
Geogebra y la calculadora se hace imprescindible para facilitar los calculos.

A las 6.40 de la mafiana se ha originado un incendio que esta arrasado la planta de
industria carnica de Campofrio en Burgos, sin que se hayan producido heridos. Las
llamas estan destrozando la totalidad de la fabrica, ubicada en el Poligono de Villafria
de la capital burgalesa y en la que trabaja un millar de personas. El fuego, que ha
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obligado a evacuar a 400 vecinos por la nube de humo téxico, permanece activo y la
principal hipdtesis apunta a un cortocircuito.

Los bomberos desplazados al lugar nos explican que el incendio es muy virulento
debido a la presencia de material inflamable en la planta de la industria carnica y tras
controlar las llamas y realizar una medicion ambiental van a realizar los calculos
necesarios para determinar la superficie de los terrenos que ocupa esta empresa y
poder realizar una evaluacién de los dafios.

. i : e 2
pyoasila) Legr
BURGOS W [ A Poligono
g - ' GAMQNAL Industrial
j »'.f:f'- ;, _-.“_f By de Vlllafrla
N—120

| IR, ' PH MLaﬁZQJZ}
Gatedral de Burgus g

1 kM
El Ejército ha aportado equipos electrogenos para que sea posible seguir trabajando
durante toda la jornada y se mantiene activado el Plan de Emergencia Municipal
realizdndose mediciones ambientales periddicas para detectar cualquier riesgo de

toxicidad.

¢Podéis localizar la parcela que ocupa la empresa y ayudar a los bomberos a calcular
la superficie para que puedan emitir el correspondiente informe de dafios?

Ver video: ¢Se puede calcular la superficie de una parcela irregular?
Canal Youtube INTEGRANT MATEMATIQUES

https://youtu.be/4 mxEQUQT1Y

En esta actividad que he desarrollado en 2° de bachillerato se trabaja con vectores,
matrices y determinantes. Ademas, se trata de un problema real donde el alumnado
debera realizar sus busquedas e investigaciones sobre la noticia, localizacion de la
parcela con herramientas como Google Maps o Google Earth, llevar sus imagenes a
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GeoGebra para posteriormente realizar los calculos de sus determinantes con CASIO
Classwiz. Finalmente podra acudir a la sede del catastro en www.sedecatastro.gob.es y
contrastar sus resultados.

La actividad es facilmente exportable ya que se pueden crear contextos similares para
acceder a datos de superficies de terrenos agricolas y utilizar el Visor SigPac del
Ministerio de Agricultura desde http://sigpac.mapa.es/ con el que contrastar
resultados.

Una forma de resolver el problema puede ser la siguiente:

a) Se localiza la parcela en Google Maps.

b) Sellevalaimagen a GeoGebray se ajustan los ejes a la escala de la imagen capturada.
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c) El procedimiento es como sigue. Se triangulariza la parcela que se desea conocer la
superficie y se puede calcular el drea de cada triangulo aplicando el razonamiento que
se expone a continuacion.

En R3 se puede calcular el drea del tridngulo de vértices A, By C a través del médulo
del producto vectorial de los vectores

Sea el tridngulo de vértices A = (x1,y1) B =(x2,¥2) C = (x3,¥3)

Se consideran los puntosen R® A = (x1,y1,0) B = (x2,¥2,0) C = (x3,¥3,0)

, (O T [ Jok
Areatriangul0=§-|AB><AC|=§- x2—x1 y2—Yy1 Of| =
X3—X1 y3—y1 0
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=3 [(0,0,(X2 —=X1) - (y3 —y1) — (X3 —X1) - (y2—y))| =

1
=5 [[(x2 —%1) - (y3— Y1) — (X3 —x1) - (y2 —y)]l =
1 1 X1 Y1 1
=‘_-|X2—X1 Yz_Y1| =2 0% y2 1
X3 — X —
2 IX3 1 Y3s—Y1 2 %3 Vs 1
X, y1 1 Xq X
OBSERVA: |x2 Vs 1| = [xs— x4 y2 |X3 - xi §i|
X3 ys 1 X3 —X1 Y3—

d) Se calcula el area de cada uno de los trlangulos qgue cubren la superficie utilizando los
determinantes segun se ha explicado anteriormente.

X
(1.98, 7.71)
(2.84, 4.42)
(4.4, 6)
(4.2, 4.32)
= (5.91, 8.71)
H = (7.02, 5.78)
I=(7.12, 8.26)

0000000~
@mMmoo
T

Para ello se va al Menu 4: Matriz:

xt J 8 g 54 JIEEP
¥ o lils § A\ o B8 g

d:Matriz

Se define la primera de las matrices y se introducen sus elementos:
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1:Definir matriz | Definir matriz

2:Editar matriz 1:Math 2:MatB
3:Mata 4:MatB 3:MatC 4 :MatD
5:MatC 6:MatD

<

Definir matri% Math
1:Mati 2:MatB ZNum de columnas?
3:MatC 4 :MatD

Seleccionar 1~4

MatA=

1.28 7.7l 1
2.84 4.42 1
4.4 & I

1

Desde T se escoge la tercera de las opciones para realizar calculos con la matriz de la
siguiente manera:

1:Definir matriz I ’
2:Editar matriz
3:Calc Matriz
Matriz
0.50TR2T3=
[D]
0. 5XDet (MatA
3. 24506
C =(1.98,7.71) . 198 7.71 1
Triangulo CDE - {D = (2.84,4.42) - Al =-(2.84 442 1|=3.2456
E=(44,6) 4.4 6 1
Se procede de la misma forma con cada uno de los triangulos:
matp= 0.5xDet (MatB
L= . e a
[ e e 4.57015
5.91 2.71 I
1
¢ =(1.98,7.71) L 198 771 1
Triangulo CEG — < E = (4.4,6) - A2 = 5 |44 6 1| =4.57015
G =(5.91,8.71) 591 871 1

m
MatC= 0. 5xDet (MatC
[ e TE -1.1524
4.2 4.32 I
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Se toma el area en valor absoluto

D = (2.84,4.42) 284 442 1
Triangulo DEF —» {E = (4.4,6) - A3 =|--144 6 1| =1.1524
F=1(4.2,432) 42 432 1
m m
MatD= c ; 0. 5xDet (MatD
5,51 271 1] -3. 7162
T.02 5.7 I
1
Se toma el area en valor absoluto
E=(44,6) L 4.4 6 1
Triangulo EGH —» { G = (5.91,8.71) - A4= S 391 871 1f|= 3.7162
H=(7.02,5.78) 7.02 578 1
matp= " 0. 5xDet (MatD
anL= . e a
[ S e 1.5229
T.12 2. 26 I
1
G = (5.91,8.71) L 591 871 1
Triangulo GHI - {H = (7.02,5.78) - A5 = 51702 578 1| = 1.5229
1=(7.12,8.26) 7.12 8.26 1

Finalmente se suman los cinco resultados para obtener el area total que deberemos
multiplicar por la razon al cuadrado. En nuestro caso se ha utilizado una escala 1: 100
m por lo que deberemos multiplicar la suma total por 10*,

3. 245641, 57015+1.
152443, 7162+1. 522

14. 20725

Areatotal = (3.2456 + 4.57015 + 1.1524 + 3.7162 + 1.5229) - 10* = 142072,5 m?

Des de la web del Catastro www.sedecatastro.gob.es se pueden contrastar los resultados de la
superficie trabajada. Los datos oficiales en el Catastro con Referencia 7194004 VM4879S
00**** son que los terrenos de Campofrio ocupan una superficie de 142090,62 m?.

Si nuestra profesion es ensenar, también lo es prender, no dejar nunca de aprender
para asi mejorar nuestras ensefianzas. En nuestra profesion tenemos la obligacion
de buscar como ofrecer lo mejor a nuestro alumnado y asistir su derecho a recibir una
educacion de calidad. Nuestra profesion es también compromiso con la sociedad para
formar ciudadanos mas reflexivos, mas criticos, que contrasten la informacion y que
por lo tanto decidan con mayor rigor y libertad. Pero requiere también ser exigente
con los compromisos y obligaciones del resto de estamentos y colectivos que forman
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la comunidad educativa para que nos permitan alcanzar los objetivos de una
formacion integral de los estudiantes.

Y para finalizar propongo que preguntemos a nuestro alumnado... ¢ qué tienen Clash
Royale, Fortnite, Brawl Stars o Clash of Claus? ;Cuantas horas les dedicais cada
dia? y que les invitemos a dejar 1/5 del tiempo que emplean en abrir cofres en ese
tipo de juegos para dedicarlo a “Clash GeoGebra Royale” o “Calculadora Fortnite” con
los que acercarse y descubrir escenarios de aprendizaje diferentes, que les resulten
motivadores y atractivos desde la perspectiva de las matematicas.
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Resumen

El objetivo de esta investigacion es mostrar las percepciones que tienen
los futuros profesores de matematicas de Francia y México sobre su
formacion. Se trata de un estudio cuantitativo en el que los sujetos se
determinaron a partir de un muestreo no probabilistico discrecional. Se
aplicé un cuestionario, elaborado a partir de cuatro categorias. Se
seleccionaron a los estudiantes que obtuvieron los mas altos puntajes en
las pruebas nacionales de oposicion, las instituciones participantes
fueron: la Universidad Paris Diderot-VIl y la Escuela Normal Superior de
Toluca. Los resultados muestran que las percepciones de los docentes
en formacién de ambos paises son similares en dos categorias.

Palabras clave: Percepciones, formacion de profesores, ensefianza de
las matematicas

Abstract

The purpose of this research is to show the perceptions that the future
mathematics teachers in France and Mexico have about their formation.
It's about a quantitative study in which the subjects were determined from
a non-probabilistic discretionary sampling. A questionnaire was applied,
elaborated from four categories. The students who obtained the highest
scores in the national opposition tests were selected, the participating
institutions were: The Paris Diderot-VIl University and the Normal
Superior School of Toluca. The results show that the perceptions of
teacher in formation of both countries are similar.

Key words: Perceptions, teacher training, mathematics teaching

Resumo

O objetivo desta pesquisa €& mostrar as percepcdes de futuros
professores de matematica na Franga e no México sobre sua educacgao.
Trata-se de um estudo quantitativo em que os sujeitos foram
determinados a partir de uma amostragem n&o probabilistica
discricionaria. Um questionario foi aplicado, baseado em quatro
categorias. Os alunos que obtiveram as maiores pontuagdes nos testes
de oposigao nacional foram selecionados, as instituicdes participantes
foram: a Universidade Paris Diderot-VIl e a Escola Superior Normal de
Toluca. Os resultados mostram que as percepg¢oes dos professores em
formacgéao nos dois paises sao semelhantes em duas categorias.
Palavras-chave: Percepcdes, formagdo de professores, ensino de
matematica
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1. Introduccioén

La formacion de docentes de matematicas es un aspecto clave para la mejora
en la enseflanza de las matematicas asi lo considera Vassiliou (2012) en la
introduccién del informe “La ensefianza de las matematicas en Europa: retos
comunes y politicas nacionales” pues la inquietud suscitada por los estudios
internacionales respecto al bajo rendimiento escolar en matematicas llevd a
establecer en 2009 el siguiente objetivo comun para toda la Union Europea: “para
2020, el porcentaje de jovenes de 15 afios con un nivel de competencia insuficiente
en lectura, matematicas y ciencias deberia ser inferior al 15%”, para lograrlo una
cuestion importante era identificar aspectos clave de la formaciéon de docentes de
matematicas.

La Organizacion de las Naciones Unidas para la Educacién la Ciencia y la
Cultura (UNESCO, 2014) refiere que el conocimiento que el docente tiene de la
asignatura de matematicas suele reflejarse claramente en la puntuacién o el
aprovechamiento de los alumnos en las pruebas estandarizadas. La falta de una
adecuada formacion en esta area les ha impedido a los escolares enfrentar con
éxito los problemas de la vida cotidiana y desempefiarse de una manera
competente en una sociedad compleja (Otero, 2001; Murillo y Roman, 2008). Por
esta razén es importante identificar aspectos clave de la formacion de docentes de
matematicas de Francia y de México, ambos paises con una fuerte tradiciéon en la
formacion de docentes.

1.1 La trayectoria de formacién de los docentes en Francia y México

La formacion de docentes en Francia y México se realizé por mas de un siglo
en las escuelas normales, aunque en México aun prevalece. En Francia, la
formacion de docentes ha estado sometida a varios procesos de reforma en la
preparacion de su profesorado de secundaria. A principios de la década de los
noventa eran los Institutos Universitarios de Formacion de Maestros (IUFM)
componentes de las universidades, los encargados de la formacién de los docentes
de segundo grado (college- lycée). Los IUFM tenian la doble vocacion de preparar a
los docentes para los concursos nacionales de oposicion, ademas de brindarles una
formacion centrada en la adquisicion de saberes disciplinares y competencias
pedagogicas con el propdsito de lograr una articulacion entre teoria y practica.

Con la reforma de 2013, las Escuelas Superiores de Profesores y de la
Educacién (ESPE) fueron las encargadas de la formacién de profesores. Las ESPE
abrieron sus puertas a partir de septiembre de 2013, organizando la formacion de
maestria “Métiers de I'enseignement, de I'éducation et de la formation” (MEEF),
(Profesion de la ensefianza, la educacion y la formacion); esta maestria ha
contemplado diferentes moddulos de ensefanza disciplinar asi como de iniciacién a
la investigacion, apertura internacional y herramientas pedagogicas innovadoras; ha
incluido una preparacién a los concursos nacionales de oposicion (pruebas orales y
escritas); en el segundo ano, el estudiante debe desarrollar una estancia de practica
de nueve horas por semana en responsabilidad con la escuela, por la cual recibiria
una remuneracion de jornada completa aunque solo laborara media jornada y
redactara una memoria como producto de su reflexion sobre la practica docente. El
marco de competencias profesionales es la referencia central y comun a todos los
actores de la formacién inicial y continua (EDUSCOL, 2013).
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En México, las instituciones que han asumido la responsabilidad de formar a
los docentes de secundaria son las escuelas normales superiores que hay en el
pais. El periodo de formacion es de cuatro afos, con estudios previos de
bachillerato. A partir de la firma del Acuerdo Nacional de Modernizaciéon de
Educacién Basica (ANMEB, 1992), se determin6 una reforma curricular a los planes
de estudio para la formacion inicial del profesor, por lo cual se disefid un modelo con
un tronco basico general (preescolar, primaria y secundaria) y una intensa
observacion y practica en el salon de clase; de esta manera, el maestro se
capacitaria en el dominio de los contenidos basicos y tendria las bases pedagdgicas
suficientes para desempenarse en el ambito educativo. El gobierno federal expidié
los lineamientos para reformar la educacion normal del pais.

A partir de 1996, la Secretaria de Educacion Publica (SEP, 1999) en
coordinacion con las autoridades educativas estatales, puso en marcha el Programa
para la Transformacion y el Fortalecimiento Académico de las Escuelas Normales,
(PTFAEN) mediante cuatro lineas de accion las cuales fueron: transformacion
curricular; actualizacion y perfeccionamiento profesional del personal docente de las
escuelas normales; elaboracion de normas y orientaciones para la gestion
institucional y la regulacién del trabajo académico; mejoramiento de la planta fisica y
del equipamiento de las escuelas normales. El programa partié de la conviccion de
que las escuelas normales deben seguir formando a los maestros de educacién
basica, pero respondiendo a los requerimientos de la educacion superior y las
demandas cada vez mayores y mas complejas que se derivan de la necesidad de
una educacion suficiente para todos, de alta calidad formativa y que distribuya con
equidad sus beneficios (SEP, 1999).

El plan para formar a docentes de secundaria entré en vigor en 1999 y desde
esa fecha no se ha reformado, es de caracter nacional, se divide en tres apartados
los cuales son: actividades escolarizadas, actividades de acercamiento a la practica
escolar y practica intensiva en condiciones reales de trabajo. Este plan de estudios
pretende que los estudiantes normalistas adquieran una formacion centrada en el
conocimiento del estudiante de secundaria, en la pedagogia y en la didactica de
alguna disciplina especifica. A fin de titularse, los aspirantes a docentes en el ultimo
afio de su formacion, deben realizar un documento recepcional, el cual es un
ensayo en el que reflexiona sobre su practica docente. Una vez concluida su
formacion, los aspirantes a docentes deben presentar el examen de oposicion a fin
ingresar al servicio profesional docente

1.2 La formacién especifica de los futuros docentes de matematicas en
Francia y México.

En Francia la formacién de docentes de matematicas de segundo grado
(college — lIycée) - lo equivalente en México seria profesor de secundaria y
bachillerato-, ha sido un tema de vital importancia, asi lo expresan varios
investigadores matematicos franceses como Artigue (1995) y Chabanes (1996)
entre otros, debido a que se pensaba que los futuros profesores de secundaria de
matematicas deberian tener solo un dominio de la disciplina que iban a ensefiar, sin
considerar las condiciones de la poblacion a la que le impartirian clases. La
formacion profesional de los docentes de matematicas en Francia constituye un
elemento fundamental en la construccion de un sistema eficaz de ensehanza
matematica (ICMI, 2005). Los estudiantes que han cursado una licenciatura en
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matematicas en la universidad, han recibido una ensefanza que trata de las
estructuras algebraicas, las definiciones formales de las bases del célculo (como la
de limite), las demostraciones de los teoremas fundamentales y teorias como la de
integracion de Rienman.

El programa se centra en el algebra y el analisis, en la mayoria de las
universidades la geometria que juega un papel muy importante en el segundo grado
casi ha desaparecido, salvo un poco de geometria analitica. En relacion con el
algebra lineal, en tercer afo de la licenciatura hay un salto cualitativo desde el punto
de vista de la abstraccidon con los cursos de topologia general, el calculo diferencial
en los espacios vectoriales normados, la integracion, el analisis funcional, y las
estructuras algebraicas abstractas (Dorier, 2007). Después del tercer afo, se dan
cursos de informatica en todas las universidades y los estudiantes se inician a
menudo en los programas de calculo formal como maple, mathematica o matlab. En
cambio, las relaciones con las otras disciplinas, las aplicaciones y la modelizacion,
las estadisticas y el analisis numérico estan en general ausentes del curriculum
hasta la licenciatura y solamente son opcionales a nivel de maestria.

En México, la formacion de docentes de matematicas, se rige con el plan de
estudios 1999, en su oferta educativa se encuentra la licenciatura en educacién
secundaria con diferentes especialidades entre las cuales se encuentra la de
matematicas. Este plan de estudios pertenece a un marco comun para la formacién
de maestros de educacion basica, teniendo los siguientes campos de formacion:
formacion general para educacion basica, formacidn comun para todas las
especialidades de educacién secundaria; y la formacion especifica por especialidad.
Se pretende que los futuros maestros adquieran las competencias y la sensibilidad
necesarias para actuar como educadores de adolescentes y que, ademas sean
capaces de trabajar con los contenidos de la asignatura de la especialidad en que
se forman.

El objetivo fundamental del plan de estudios de la licenciatura en educacion
secundaria, es que los futuros maestros de secundaria con especialidad en
matematicas desarrollen habilidades que les permitan manejar con profundidad los
contenidos matematicos del nivel basico y analizar situaciones didacticas que, al ser
aplicadas a los alumnos, favorezcan en éstos un conocimiento significativo y
funcional (SEP, 1999). La formacion disciplinaria de la especialidad de matematicas
contempla catorce cursos escolarizados sobre contenidos y competencias
didacticas cada uno con una duracién promedio de cuatro horas semanales, las
cuales son: Introduccion a la ensefanza de las matematicas; pensamiento
algebraico; los numeros y sus relaciones; figuras y cuerpos geométricos; plano
cartesiano y funciones; procesos de cambio o variacion; medicién y calculo
geométrico; procesos cognitivos y cambio conceptual en matematicas y ciencias;
escalas y semejanza; seminario de temas selectos de historia de las matematicas;
seminario de investigacion en educacion matematica; tecnologia y didactica de las
matematicas; la prediccion y el azar; presentacién y tratamiento de la informacion.

En las siguientes tablas se observa la trayectoria de formacion de los
docentes de matematicas en Francia y México.

Tabla 1.
Trayectoria de formacion de los profesores de matematicas en Francia.
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Niveles educativos Examen
z — = - - nacional de
Ecole Primaria College Lycée Licence ¢ Investiga oposicion
Edad maternelle 6 - 11 11 - 15 15 - 18 mathémati cion @Maestria (escrito) en
3 -6 afos afios afios afios ques el primer
18 - 21 o Ensefianza 21-23afios .5, de
afnos e Ecolede 2 afios maestria
Aiios de escolaridad inlgénieurs Total  de
3 afos 5 afios 4 afnos 3 afos 3 afios o i e anos  en
formacion

Fuente: Elaboracion propia a partir de la consulta de los documentos oficiales.

Tabla 2.
Trayectoria de formacion de los profesores de matematicas en México.

Niveles educativos

Formacion
Examen continua
Preescolar Primaria Secundaria Bachillerato Escuela Normal nacional de
3 -6 afnos 6-12afnos 12-15anos 15-18 afios Superior oposicion
Edad 18 - 22 afios
Total de afios
en formacion
Aios de escolaridad Maestria
Doctorado

3 afos 6 afos 3 afios 3 afos 4 afos

Fuente: Elaboracién propia a partir de la consulta de los documentos oficiales.

En la tabla anterior, se puede observar que tanto en Francia como en México
la trayectoria de un estudiante regular que ha decidido formarse para ser profesor
de matematicas es de diecinueve anos, hasta el momento en que se presenta a las
pruebas nacionales de oposicion, a las que se deben someter los futuros profesores
de matematicas en la ultima parte de su formacion para obtener una plaza de
profesor de matematicas.

1.3 Las pruebas nacionales de oposicion

Los documentos analizados fueron en el caso de Francia: “CAPES EXTERNE
DE MATEMATIQUES” (EDUSCOL, 2015), y en el caso de México, la “Guia para el
sustentante del examen nacional de conocimientos y habilidades docentes para
matematicas en secundaria”, para participar en el concurso nacional para el
otorgamiento de plazas docentes durante el ciclo escolar 2014- 2015 (SEP, 2015).
A partir del estudio y analisis de ambos documentos, podemos decir que en el caso
de Francia la prueba CAPES (Certificat d’aptitude au professorat de I'enseignement
du second degré) mediante la cual el gobierno francés otorga un diploma a los
estudiantes que obtuvieron resultados idéneos para obtener una plaza de profesor
de secundaria o bachillerato, privilegia el dominio disciplinar de la matematica. El
tiempo previsto para la aplicacién es de aproximadamente cinco horas, ademas de
que deben hacer una prueba oral a partir de un listado de ochenta temas del
curriculo de matematicas cuya duracion es de dos horas y media. La prueba oral
permite que el candidato demuestre su cultura matematica profesional y el
conocimiento de los contenidos de los programas de ensehanza.
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Es importante mencionar que en Francia a partir del ciclo escolar 2010-2011,
entre los requisitos de registro para presentar la prueba CAPES por parte de los
futuros profesores de matematicas deberan contar con el grado de maestria o el
equivalente, (Ministerio de Educacion Nacional Francés, 2012).

En el caso de México, en mayo 2008 se firmé un documento denominado:
“Alianza por la calidad de la educacion” por los representantes del gobierno federal y
el Sindicato Nacional de los Trabajadores de la Educacion (SNTE). En dicho
documento, se menciona que el ingreso y promocién de todas las nuevas plazas
docentes y las vacantes definitivas seran asignadas a los futuros docentes por
medio de un concurso nacional de oposicién (SEP, 2011). A partir de la disposicion
anterior, en el ciclo escolar 2009-2010 se realiz6 un examen nacional de oposicién
para ocupar las plazas docentes.

Para presentar la prueba de oposicion, los aspirantes deben ser egresados
de las instituciones formadoras de docentes publicas y privadas y de las
especialidades indicadas en el anexo técnico de cada entidad federativa. En el caso
especifico del aspirante a ocupar una plaza de profesor de educacién secundaria de
matematicas (asignaturas académicas), solo pueden presentar examen los
egresados de las escuelas normales. Para el caso del aspirante a ocupar una plaza
en secundarias técnicas (actividades tecnolégicas), pueden presentar examen los
egresados de licenciatura y de ingenierias. A diferencia de Francia, en México no
se efectuan las pruebas orales. En el siguiente cuadro, se pueden observar los
contenidos sobre los que se basan las pruebas nacionales de oposicion a las que se
someten los candidatos, existe una correspondencia entre los planes de estudio y
las pruebas nacionales de oposicion; en el caso de México, existe una menor
cantidad de contenidos matematicos en comparacion con Francia.

Tabla 3.

Contenidos de las pruebas nacionales de oposicion en Francia y en México

Francia México
Aritmética Aritmética
Légica y conjuntos Algebra
Algebra y geometria Geometria
Funciones Trigonometria
Aplicaciones matrilineales, determinantes Probabilidad
Matriz de calculo Estrategias de ensefianza que favorezcan el
Geometria vectorial euclidiana aprendizaje de las matematicas
Integrales Propdsitos para la ensefianza, el aprendizaje y el
Calculo diferencial e integral estudio de las matematicas en la escuela secundaria

Series de numeros reales o complejos
Probabilidad y estadistica

Fuente: Ministere de I'Enseignement Supérieur et de la Recherche (2015) y SEP, 2015

Como se puede ver en la tabla anterior, las areas de matematicas en comun
de las pruebas nacionales de oposicion de ambos paises son: aritmética, algebra, y
probabilidad pues geometria en Francia va en conjunto con el algebra y ademas es
mucho mas especifica al ser geometria vectorial euclidiana; en Francia, los
candidatos a ser profesores de matematicas realizan dos tipos de pruebas, oral y
escrita; en México sélo realizan la prueba escrita. En Francia, la prueba CAPES
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presenta temas de la disciplina matematica de mayor complejidad por ejemplo, el
calculo diferencial e integral, las series de numeros reales o complejos. En cambio
en México, las pruebas nacionales de oposicion, de los temas que propone soélo es
algebra, no presenta ningun tipo de calculo, ademas de los contenidos basicos que
corresponden a los programas de educacion basica.

2. Marco teédrico

Antes de presentar el marco tedrico que se realizd, son pertinentes las
siguientes consideraciones en torno al uso que se da de estos constructos.

2.1 Creencias, percepciones y concepciones.

Segun el diccionario de la Real Academia Espanola (2017), la percepcion es
un conocimiento o una idea. Se han realizado diversas investigaciones en relacion a
las percepciones de los docentes pero también de las creencias, motivo por el cual
es pertinente mencionar que una creencia es un pensamiento o una opinion de algo.
Gilbert (1991) sefiala que las diferencias son minimas y no vale la pena tenerlas en
cuenta. Thompson consideraba que las creencias formaban parte de las
concepciones, mientras que Ponte (1992) afirmaba que las creencias tenian una
naturaleza proposicional y que las concepciones no eran mas que constructos
cognitivos que podian verse como el marco subyacente que organiza los conceptos
en el individuo.

Gbémez-Chacon (2000) considerd como sindnimos las palabras percepciones
y creencias evitando establecer mayores diferencias entre ambas. Para Garcia y et.
al. (2006), las creencias son ideas poco elaboradas generales o especificas, que
forman parte del conocimiento que posee la persona (docente, estudiante) e influyen
de manera directa en su desempeno.

Una de las principales disciplinas que se ha encargado del estudio de la
percepcion ha sido la psicologia, tradicionalmente este campo ha definido a la
percepcion como el proceso cognitivo de la conciencia que consiste en el
reconocimiento, interpretacién y significacién para la elaboracién de juicios en torno
a las sensaciones obtenidas del ambiente fisico y social en el que intervienen otros
procesos psiquicos entre los que se encuentran el aprendizaje, la memoria y la
simbolizacion (Godoy, 2012).

En la presente investigacién se consideraran como percepciones a aquellas
ideas que tienen las futuros docentes de matematicas de Francia y de México
acerca de la formacion recibida en las instituciones formadoras de docentes.

En los siguientes parrafos se describen algunas investigaciones que se han
realizado en las ultimas dos décadas, cuyos objetos de estudio han sido conocer las
percepciones y/o concepciones de los profesores y/o estudiantes.

En un estudio reciente efectuado por Friz M. y et. al. (2018), denominado: “El
proceso de ensefianza y aprendizaje de las matematicas. Concepciones de los
futuros profesores del sur de Chile”; el propdsito del estudio fue analizar las
concepciones que poseian estudiantes de pedagogia del primer y ultimo afo de
titulacion (n=50) hacia la ensefianza de las matematicas a partir de tres
dimensiones: 1) las matematicas como objeto de estudio, 2) utilidad de las
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matematicas y 3) ensefianza y aprendizaje de las matematicas. Utilizando un
enfoque cuantitativo de disefio descriptivo y comparativo, los resultados
demostraron el predominio de la concepcién de las matematicas como una
disciplina instrumental asistida principalmente por el uso de textos escolares en los
estudiantes de primer afo, aspecto que es modificado en el ultimo curso, cuando se
integran elementos culturales y comunicativos de las matematicas, asi como un
caracter interdisciplinario.

Chaves, et. al. (2016), en su investigacion titulada: “Percepcion de los
docentes de primaria en ejercicio, acerca de las matematicas y su ensefianza en
relacion con los programas oficiales del Ministerio de Educacién Publica (MEP)”,
reportan las percepciones que un grupo de docentes de primaria en ejercicio tiene
sobre las matematicas y su ensefianza. La informacién se recab6 por medio de un
cuestionario de sesenta y seis preguntas, dirigidas a determinar su percepcion de
las matematicas y su ensefianza en relacion con los actuales programas del
Ministerio de Educacion Publica; ademas, de su percepcion sobre la formacion
inicial recibida y en los procesos de capacitaciéon. Se obtuvo la respuesta de 87
docentes en servicio. Los principales hallazgos fueron: su percepcién fue positiva en
cuanto a las matematicas y su ensefanza; el uso de la resolucién de problemas y
las aplicaciones de las matematicas en la clase, en vez de procedimientos rutinarios
y reglas memorizadas; los docentes sienten poca satisfaccion en lo relativo a
aspectos tedricos, estrategias de ensefianza y de evaluacion; y piensan que su
formacion inicial no guarda estrecha relacion con la labor profesional que realizan en
las aulas. La relevancia de la investigacion radicd en que el autor identifico lo que
pensaban los docentes acerca de su formacién inicial: no aporta elementos
suficientes para hacer frente a la realidad escolar, fue una contribucién importante
para los disefiadores de politicas educativas, para los tomadores de decisiones en
relacion a las reformas educativas y revisores de programas educativos.

Rojas, F. y Deulofeu J. (2015), en su articulo denominado: “El formador de
profesores de matematica: un analisis de las percepciones de sus practicas
instruccionales desde la tension estudiante - formador”, considerando el contexto de
un master de formacion de profesorado, los autores analizaron las percepciones de
estudiantes y formadores sobre la actividad instruccional experimentada en cursos
de tipo didactico. Las opiniones las recogieron por medio de dos grupos focales,
construidos de forma secuencial e inclusiva. Un aspecto que resulté clave para los
estudiantes en tanto una caracteristica fundamental de las practicas instruccionales
de sus formadores tiene relacibn con la coherencia entre las practicas
instruccionales de estos y la racionalidad formativa que se busca para la gestidén de
las actividades didactico-matematicas realizadas.

En México, seria importante realizar una investigacion similar en las
instituciones formadoras de docentes; para identificar si existe la coherencia entre
practicas instruccionales de los formadores de formadores y su desempefio en las
aulas, es comun que los formadores expliquen a los futuros docentes como
deberian dar una clase a los alumnos, pero ¢habra formador de formadores que
ponga en practica las recomendaciones que hacen a los futuros docentes?; seria
conveniente revisar ¢quiénes son los formadores de formadores?, ¢;qué perfil
académico tienen?, ;cual es su experiencia pedagdgica con los alumnos de
educacion primaria y/o secundaria? Al respecto, Vaillant, (2009), menciona que
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debe existir una seleccion rigurosa de los formadores de formadores que respondan
eficazmente a los nuevos requerimientos del desarrollo profesional docente que
puedan revisar sus marcos conceptuales y sus practicas docentes.

Badia. et. al. (2015), en su investigacion “Factores que influyen en la
percepcion de los profesores de los beneficios instruccionales de los medios
educativos digitales”; se recogieron datos de setecientos dos profesores de
trescientos cincuenta y seis escuelas de educacion primaria y secundaria en Espaia
con un cuestionario. Mediante analisis de correlacion multiple y de regresiéon
jerarquica examinaron la relacion entre las variables independientes y las
percepciones de los profesores. Los resultados mostraron una fuerte relaciéon entre
estas percepciones y las caracteristicas tecnologicas del profesor. Los factores mas
predictivos son el area de ensefianza, la alfabetizacion digital, la formacion en
tecnologia educativa y la frecuencia de acceso a internet, dentro y fuera de la
escuela. Por ultimo, sugieren que la integracion de los medios educativos digitales
en el aula no sea un objetivo aislado que deba ser alcanzado por separado de los
objetivos pedagogicos, sino que sea un objetivo totalmente interrelacionado con las
finalidades instruccionales de los profesores.

Sotomayor, et. al. (2013), en su investigacion intitulada “Percepcion de los
estudiantes de pedagogia sobre su formacion inicial”, tuvo como objetivo conocer la
percepcion de los estudiantes de pedagogia en educacién basica sobre la formacion
recibida en el area de lenguaje y el grado de preparacidon que perciben para ensefar
en esta area. Los resultados del estudio mostraron que los estudiantes tenian una
valoracion positiva de la formacion recibida y que otorgaban mayor importancia a la
formacion practica que a la tedrica. Es evidente que la formacion de los docentes
que demanda la sociedad del conocimiento requieren de una solida formacién
pedagodgica y disciplinar en la que integren un conocimiento practico, lo que obliga a
que instituciones formadoras y escuelas construyan vinculos de mutuo beneficio
para mejorar sus respectivas tareas.

Al respecto, Ortega y Castafieda (2009) mencionan que la experiencia de
inmersion en las escuelas como aporte central para la formacion de los estudiantes
constituye el principal acierto del curriculo, pero las dificultades en su aplicacion han
tenido que ver precisamente con la practica, debido a la distancia de los formadores
respecto a los problemas y culturas escolares, a la falta de regulacion y
organizacion para asegurar la asesoria a los practicantes y a que los formadores no
siempre poseen habilidades reflexivas y criticas sobre la propia actuacion para que,
a partir de ello, reorienten la practica educativa de sus alumnos.

Cortés y Sanabria (2012), En su investigacion titulada: “Concepciones y
creencias de profesores de matematicas sobre resolucion de problemas: un estudio
de casos”. Desde un enfoque cualitativo de caracter exploratorio y descriptivo, se
realizé un estudio de casos con un profesor en ejercicio y en formacion inicial del
programa de licenciatura en matematicas y fisica de la Universidad del Valle,
teniendo en cuenta elementos tedrico-practicos del referente didactico de los
organizadores del curriculo y del analisis didactico planteados inicialmente por el
grupo Pensamiento Numeérico y Algebraico (PNA) de Espana. En este trabajo se
adoptd la propuesta de analisis didactico como estrategia metodoldgica de
investigacion y de formacién. Los resultados obtenidos mostraron la pertinencia de
que la resolugién de problemas sea planteada como un organizador del curriculo, ya
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que a través de la aplicacion de esta propuesta se pueden obtener procesos
dindmicos y mejores resultados en la formacién del profesor y por consiguiente en
los procesos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas.

Madrigal, E. (2011). En su estudio titulado: “Percepcién de docentes sobre las
competencias matematicas y pedagodgicas recibidas en su formacion inicial”; tuvo
como objetivo analizar la percepcion de los profesores de matematicas en servicio
ante la formacion de competencias recibidas durante su formacién en la Universidad
Nacional de Costa Rica; especificamente en areas como geometria, algebra,
calculo, analisis, evaluacion, curriculo y planeamiento, pedagogia y teoria de los
aprendizajes. Este estudio se enmarcé en el procedimiento metodolégico de tipo
colaborativo para la intencion. El enfoque al que se hizo mencion fue cualitativo, ya
que se buscdé llegar al conocimiento por medio del entendimiento de intenciones y
usando la empatia, para comprender en profundidad las experiencias de cada
docente y asi obtener la percepcion de los participantes en relacién a las
competencias adquiridas en el proceso de su formacidén y conocer como este aporte
impacta su labor en el aula.

Chaves, (2011). En su articulo denominado “Percepcion de una muestra de
profesores de matematicas sobre la formacion recibida en la universidad”, menciona
que el objetivo fundamental del estudio fue determinar la percepcion de una muestra
de doscientos cuarenta y nueve profesores de matematicas de educacién
secundaria con respecto a la formacion recibida en la universidad. Se identificaron
fortalezas y debilidades de los programas académicos que formaron al profesorado
de matematicas en Costa Rica, segun el criterio de los docentes. La informacion fue
recolectada por medio de la aplicacidon de un cuestionario.

En términos generales, los educadores percibieron su formacion en
matematicas tedricas como la principal fortaleza. No obstante, de acuerdo con la
escala empleada, todos los demas aspectos vinculados con el proceso formativo de
un educador matematico presentaron una percepcion baja. Dentro de las
debilidades mencionaron: la formacion en elementos pedagdgicos, evaluativos,
metodoldgicos, filosoficos, sicoldgicos y de historia; asi como la carencia de una
adecuada preparacion en el uso de recursos tecnoldgicos para la ensefianza. Este
tipo de estudio es importante, en la medida en que nos permita identificar las
fortalezas, pero sobre todo las debilidades en el proceso de formacién de los futuros
docentes de matematicas, para poner especial atencidn en reorientar las acciones
pedagogicas en las instituciones formadoras de docentes.

Friz (2010) en su ponencia titulada “Concepciones de los futuros profesores
de matematicas sobre las competencias profesionales implicadas en la ensefanza
de la estadistica”, presentada en el segundo congreso internacional de
DIDACTIQUES analizé las concepciones que poseen los estudiantes para profesor
sobre la ensefianza y aprendizaje de la estadistica. El autor partié del supuesto de
que los estudiantes para profesor ponen en juego diferentes concepciones
(conocimientos y creencias) de las matematicas que tienen que ver con sus propias
experiencias y que inciden en las tareas profesionales que ellos trasladan al aula en
el desarrollo de practicas profesionales y/o en el propio ejercicio de la profesién. Los
resultados mostraron que al inicio del curso los estudiantes valoran principalmente
el conocimiento pedagodgico procedente de la pedagogia o de la psicologia, lo que
podria expligarse por la formacion recibida; sin embargo, sus competencias vy
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conocimientos se van modificando en la medida en que interactuan con el entorno
de aprendizaje.

Friz et. al. (2009), en su estudio “Concepciones en la ensefianza de la
matematica en educacion infantil”’, evaluaron las concepciones sobre las tareas
profesionales implicadas en la ensefianza de las matematicas en tres dimensiones:
a) conocimiento de la disciplina matematica, b) habilidades para la puesta en
practica de situaciones matematicas y c) actitudes hacia el curriculo oficial en el
ambito de matematicas. Se adopt6é un enfoque metodoldgico cuantitativo, disefio no-
experimental descriptivo del tipo encuesta. El analisis de los datos se realizo
mediante paquete estadistico SPSS 14.0 y las técnicas utilizadas fueron
descriptivos, frecuencias y porcentajes, técnicas de reduccién de datos (analisis
factorial) e inferencia estadistica (comparacion, medias y porcentajes). Los
resultados demostraron que existia en ese momento un escaso dominio en
aspectos importantes de las matematicas como la geometria, numeracién y uso de
la tecnologia educativa. Las diferencias observadas entre grupos hacen aconsejable
promover programas de formacién continua en esta area y fortalecer la formacion
inicial docente.

Mora y Barrantes (2008). En su estudio: “4 Qué es matematica? Creencias y
concepciones en la ensefianza media costarricense”, los autores afirmaron en este
estudio que el proceso de ensefianza aprendizaje de las matematicas se vio
influenciado por las creencias que tanto estudiantes como profesores tenian acerca
de esta disciplina. Se hizo una encuesta a treinta y seis profesores de los que un
poco mas de la mitad coincidieron en que era importante crear en los estudiantes
las destrezas matematicas para enfrentar creativamente la solucion de problemas
abstractos o practicos. En cuanto a los estudiantes, los autores mencionaron que
éstos no tenian una concepcién clara de esta disciplina pues presentaban una
confusidn en cuanto a la importancia de la comprension conceptual, en cierta
medida se debid a que los estudiantes consideraron que era suficiente memorizar
procedimientos para obtener buenos rendimientos en pruebas estandarizadas.

Moreno y Azcarate (2003). Realizaron una investigacion titulada:
“Concepciones y creencias de los profesores universitarios de matematicas acerca
de la ensefianza de las ecuaciones diferenciales”, la cual se caracterizd por ser de
caracter cualitativo, exploratorio, descriptivo y explicativo. Dada la importancia de
disponer de diferentes instrumentos de recogida de informacién que permitieran
triangular los resultados, a parte del cuestionario y la correspondiente entrevista
grabada, se dispuso de otros instrumentos de recogida de informacién, como:
programas oficiales, hojas de ejercicios y problemas propuestos, referencias
bibliograficas recomendadas a los estudiantes y, en algun caso, dossier de apuntes
preparado por los profesores para el seguimiento de la asignatura. Los participantes
del estudio fueron seis profesores universitarios, todos ellos matematicos, expertos
en matematica aplicada y que impartian docencia, entre otros, a estudiantes de
quimica, biologia y veterinaria. Los profesores consideraban que la buena
ensefanza estaba casi exclusivamente relacionada con el nivel de conocimientos
matematicos del profesor; de ahi que no se plantearan la necesidad de una
formacion didactica que les proporcionara herramientas de trabajo en clase.

Se puede observar en los diferentes estudios que se han descrito que los
autores se han preocupado por identificar las percepciones y/o concepciones que
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tienen los docentes acerca de su formacion docente inicial recibida en las
universidades, sobre todo, identificar las fortalezas y debilidades que se encuentran
en los planes de estudio, asi como proponer cursos de formacién continua a los
docentes que les permitan afrontar las demandas de una sociedad del conocimiento
compleja. Al hacer la revision tedrica no se encontré algun estudio que muestre la
percepcion que tienen los profesores de matematicas que se hayan formado en una
escuela normal de México mas aun que se le contraste con las percepciones que
tienen los profesores de matematicas de algun otro pais. Por lo que es pertinente
plantear la siguiente pregunta: ¢Cuales son las percepciones sobre su
formacion que tienen los futuros profesores de matematicas de Francia y
México?

En la siguiente tabla se muestran a manera de sintesis las investigaciones
encontradas, considerando el orden cronoldgico en el que fueron apareciendo.

Tabla 4.
Sintesis de la revisién teodrica.

Ano Autor Titulo de la Objeto de estudio Metodologia
(es) investigacion
2018 Friz, M. y El proceso de Las concepciones de estudiantes de  Enfoque
et. al ensefianza y aprendizaje Pedagogia hacia la ensefianza de las  cuantitativo de

de las matematicas. Matematicas a partr de tres disefo descriptivo
Concepciones de los dimensiones: 1) las matematicas y comparativo
futuros profesores del sur como objeto de estudio. 2) utilidad de

de Chile. las matematicas 3) ensefianza y
aprendizaje de las matematicas.
2016 Chaves E. Percepcion de los La percepcion que un grupo de Cuantitativa, no
y et. al docentes de primaria en ochenta y siete docentes de primaria experimental,

ejercicio, acerca de las en ejercicio tiene sobre las descriptiva.
matematicas y su matematicas y su ensefanza
ensefianza en relacion
con los programas
oficiales del MEP

2015 Rojas, F. y El formador de Las percepciones de estudiantes y Cualitativa,

Deulofeu J. profesores de formadores sobre la actividad estableciendo dos

matematica: un analisis instruccional experimentada en grupos focales
de las percepciones de cursos de tipo didactico.

sus practicas
instruccionales desde la
tension estudiante-
formador.
2015 Badia, A. y Factores que influyen en Los factores que influyen en las Cuantitativa,
et. al. la percepcion de los percepciones de los profesores descriptiva.
profesores de los
beneficios sobre los beneficios de los medios
instruccionales de 10s o4 cativos  digitales  para  la
medios educativos  gnsefianza y el aprendizaje.
digitales
2013 Sotomayor  Percepcion de los La percepcién de los estudiantes de Descriptivo
C. et. al. estudiantes de Pedagogia sobre la formaciéon transversal
pedagogia sobre su recibida en el area de lenguaje y el
formacion inicial. grado de preparaciéon que perciben

para ensefar en esta area.
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2012 Cortés J. y
Sanabria
F.

2011 Madrigal,
E.

2011 Chavés, E.

2010 Friz, M.

2009 Friz, M. et.
al.

2009 Godino, J.
D.

2008 Mora F. y
Barrantes
H.

2003 Moreno, M.
y Azcarate
C.

Concepciones y
creencias de profesores
de matematicas sobre
resolucion de problemas:
un estudio de casos

Percepcion de docentes
sobre las competencias
matematicas y
pedagdgicas recibidas en
su formacién inicial

Percepcion de una
muestra de profesores
de matematicas sobre la
formacion recibida en la
universidad

Concepciones de los
futuros profesores de
matematicas sobre las
competencias

profesionales implicadas
en la ensefianza de la
estadistica

Concepciones en la
ensefianza de la
matematica en

educacion infantil

Categorias de analisis
de los conocimientos del
profesor de matematicas

¢,Qué es matematica?

Creencias y
concepciones en la
ensefianza media
costarricense

Concepciones y
creencias de los

profesores universitarios
de matematicas acerca
de la ensefianza de las
ecuaciones diferenciales

Reconocer y describir algunas
concepciones y  creencias de
profesores de matematicas sobre la
resoluciéon de problemas, y analizar
de qué manera éstas operan en sus
practicas educativas, especificamente
en la clase de algebra y geometria.

La percepcién de los profesores de
matematicas en servicio ante la
formacion de competencias recibidas
durante su formacibn en |la
Universidad Nacional de Costa Rica.

La percepcion de una muestra de
249 profesores de matematicas de
educacién secundaria con respecto a
la formacion recibida en la
universidad.

Las concepciones (conocimientos y
creencias) que poseen los
estudiantes para profesor sobre la
ensefianza y aprendizaje de la
estadistica.

Las concepciones sobre las tareas
profesionales implicadas en |la
ensefianza de las matematicas en
tres dimensiones: a) conocimiento de
la disciplina matematica, b)
habilidades para la puesta en practica
de situaciones matematicas y c)
actitudes hacia el curriculo oficial en
el ambito de matematicas.

Propone un modelo que comprende
categorias de analisis mas finas de
los  conocimientos didactico-
matematicos del profesor

Creencias de estudiantes y
profesores acerca del significado de
esta disciplina.

Las concepciones y creencias de los
profesores universitarios de
matematicas acerca de la ensefianza
de las ecuaciones diferenciales en
estudios cientifico-experimentales.

Enfoque
cualitativo,
exploratorio
descriptivo

Cualitativo

Cuantitativo
medio de

por
un

cuestionario auto-

administrado

Enfoque
metodoldgico
cuantitativo,
disefio
experimental,
descriptivo

tipo encuesta.

Enfoque
metodoldgico
cuantitativo,
disefio
experimental
descriptivo
tipo encuesta

Exploratorio
descriptivo

Cuantitativo

Cualitativo,
constructivo,
exploratorio,
descriptivo
explicativo.

no

del

no-

del

y

y

Fuente: Elaboracion propia a partir de la revision teorica.

A la luz del estado del conocimiento, se identific6 que no se ha efectuado
algun estudio similar que planteara conocer las percepciones de los estudiantes
para profesor de matematicas de alguna escuela normal en México con relacion a la

formacién recibida.

3. Metodologia
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El enfoque de esta investigacion fue cuantitativo. Para conocer las
percepciones de los futuros docentes de matematicas de Francia y México se
elaboré y aplic6 un cuestionario de catorce preguntas, que considerd cuatro
categorias. Dicho instrumento se sustenta en las aportaciones que hace Godino
(2009), a partir de Shulman (1987).

Las categorias de analisis fueron: motivacion, el conocimiento del contenido
matematico para la ensefianza, la experiencia docente que otorga la practica misma
y el conocimiento de los fines y propdsitos de la ensefanza, En la tabla cinco, se

puede observar la organizacion de las preguntas en categorias de analisis.

Tabla 5.

Categorias de analisis que conformaron el cuestionario.

Categorias Sub categorias Preguntas Busco conocer
El ingreso a |la Cuando decidi6 formarse como profesor de
1. Motivacion carrera docente 1-4 matematicas y cuales fueron los factores que
influyeron en su decision
2. El Conocimiento Si tiene otros estudios de nivel terciario y como es
conocimiento del matematico para la 5-8 que consideran su nivel de conocimientos
contenido ensefanza matematicos y pedagdgicos para ensefiar en
matematico para secundaria
la ensefanza
3. La experiencia La experiencia La practica docente que han tenido al impartir clases
docente que personal 9-10 de matematicas con alumnos de secundaria,
otorga la relacionada con la brindando ésta cierta experiencia docente a los
practica misma. educacion futuros profesores de matematicas
Su opinién sobre si la ensefianza de las matematicas
4. El La opinion sobre la esta acorde con lo que necesita la sociedad; si un
conocimiento de ensefianza de las objetivo prioritario de la formacién matematica de la
los fines y matematicas en escuela secundaria es la formacién de ciudadanos
propédsitos dela secundaria y su 11-14 responsables; si la ensefianza de las matematicas en
ensefianza finalidad la escuela secundaria debe participar en la formacién

de cientificos y técnicos de buen nivel y si el papel de
las matematicas es un filtro para continuar estudios
superiores

Fuente: Elaboracién propia a partir de las categorias de analisis de Godino (2009).

Para seleccionar a los sujetos participantes se recurrio al muestreo no
probabilistico discrecional; se eligieron a aquéllos estudiantes que obtuvieron los
mas altos puntajes en las pruebas de oposicion durante el ciclo escolar 2014-2015,
en el caso de Francia fue la Universidad Paris Diderot-VII, siendo doce estudiantes
con edades entre veintidds y veinticinco anos; y en el caso de México se eligié a la
Escuela Normal Superior de Toluca, con diecisiete estudiantes con edades entre
veintidds y veintisiete afos; siendo un total de veintinueve.

4. Resultados.

Los resultados se organizaron a partir de las siguientes categorias.

Tabla 6.

Categorias de andlisis elaboradas para este estudio
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1 La motivacion de los estudiantes para formarse como profesor de
matematicas.

2 El conocimiento del contenido matematico para la ensefianza.
3 La experiencia docente que otorga la practica misma.

4 El conocimiento de los fines y propésitos de la ensefianza.

Fuente: Elaboracion propia a partir de Godino (2009).

Figura 1. Categoria 1. La motivacién de los estudiantes para formarse como
profesor de matematicas.

Universidad Paris Diderot-VII Escuela Normal Superior de Toluca
El gusto por Influencia Su gusto
resolver de un para formar Influencia
problemas _ profesor, 6 a jovenes; deun
matematicos; — .‘ 8 ~eso,-; 11
9 I P
o —
El gusto por Elrg:isepror/
formar a |
jovenes; 11 prob emas
matematico
s, 11

Fuente: Elaboracion propia a partir de las respuestas emitidas de los estudiantes.

Las preguntas que se formularon en la primera parte del instrumento
permitieron conocer las causas que motivaron a los alumnos para formarse como
profesores de matematicas y se refieren a: el gusto por formar jévenes; influencia de
un profesor y el gusto por resolver problemas matematicos.

Respecto al gusto por formar a jovenes: En el caso de Francia once de los
doce alumnos refieren haber encontrado mayor motivacion, mientras que en México
ocho de los diecisiete alumnos resultaron motivados. Se aprecia que los estudiantes
franceses se ven altamente motivados para formarse como profesores de
matematicas, por el gusto de formar a jévenes. Mientras que en el caso de México
menos de la mitad de los estudiantes se encontraron motivados por esta razon.
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Figura 2. Categoria 2. El conocimiento del contenido matematico para la
ensefanza.

Universidad Paris Diderot-VII Escuela Normal Superior de
- Toluca
' u Casi suficiente _
m Insuficiente
= Suficiente m Casi suficiente
= Excelente

m Suficiente

Fuente: Elaboracion propia a partir de las respuestas emitidas de los estudiantes.

La categoria dos, nos permitié conocer la percepcion de los estudiantes acerca
de cual es su nivel de conocimientos de la disciplina de las matematicas.

Como se puede observar en la grafica anterior, un estudiante francés
considerd contar con un nivel excelente de conocimientos; es preciso mencionar
que éste ya contaba con una maestria en matematicas aplicadas, sin embargo el
Ministerio de Educacién Francés determiné6 que para poder dar clases de
matematicas era necesario contar con estudios de matematicas con terminacién en
la ensefanza; por lo que el estudiante se vio obligado a cursar otra maestria. En el
caso mexicano ningun estudiante refiri6 contar con un nivel excelente de
conocimientos. Esto nos indica que desde el punto de vista de los estudiantes
mexicanos hace falta estudiar mas a profundidad la disciplina de las matematicas.

Nueve de doce estudiantes franceses coincidieron en su percepcion de que su
nivel de conocimientos matematicos era suficiente, en el caso de los estudiantes
mexicanos fueron trece de diecisiete quienes mencionaron que sus conocimientos
también eran suficientes. En cuanto al nivel de conocimientos que tienen los futuros
docentes para ensenar matematicas, los resultados se pueden observar en la
siguiente figura.

Figura 3. Categoria 2.1. El conocimiento del contenido pedagégico para
la ensenanza.

Universidad Paris Diderot-VII Escuela Normal Superior del Estado
de Toluca

Insuficiente 2

Insuficiente 3

Fuente: Elaboracion propia a partir de las respuestas emitidas de los estudiantes.
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En el caso de los estudiantes franceses una tercera parte menciond contar con
conocimientos suficientes, al contrario de los estudiantes mexicanos nueve de
diecisiete consideraron tener los conocimientos suficientes; esta situacion se
pudiera explicar debido a que en el caso mexicano el plan de estudios con el que se
forman los futuros docentes contempla por ejemplo la asignatura: “La ensefianza en
la escuela secundaria. Cuestiones basicas | y II”, durante dos semestres.

Tres de doce estudiantes franceses, consideraron que los conocimientos para
ensefiar son insuficientes, incluso una estudiante refirid que lamentaba desconocer
algunos referentes tedricos para la ensefianza de las matematicas, en el caso
mexicano fueron dos de diecisiete.

Figura 3. Categoria 3. Experiencia personal relacionada con la educacion.

16
14
12
10

o N b O

Impartir cursos de
matemadticas

Dar clases particulares de
matemadticas

Actividades de monitor
(animacion cultural o
cientifica)

Prestar algun servicio
social en alguna
institucién educativa

‘ m Mexico

6

15

6

15

‘ M Francia

11

12

4

1

Fuente: Elaboracion propia a partir de las respuestas emitidas de los estudiantes.

La experiencia personal relacionada con la educacion que tuvieron los
estudiantes franceses y mexicanos coincide en que han impartido clases
particulares de matematicas. En Francia, los doce estudiantes que contestaron el
cuestionario de la Universidad Paris Diderot-VIlI ha tenido ese acercamiento con la
ensefianza de las matematicas de manera particular; en México, de los diecisiete
estudiantes que contestaron el cuestionario, quince mencionaron haber dado clases
particulares de matematicas.

Tanto los estudiantes franceses como mexicanos se han visto favorecidos al
obtener esa experiencia en el proceso de ensefanza, pues al dar clases particulares
de un tema en especifico de matematicas para alumnos de primaria y/o secundaria
se vieron obligados a buscar estrategias didacticas que favorecieran el logro del
aprendizaje en los nifios.

De los doce estudiantes franceses, s6lo uno mencioné haber prestado un
servicio social en una instituciéon educativa por un periodo de tres meses, en cambio
de los diecisiete estudiantes de México, quince dijeron haber prestado un servicio
social en alguna institucion educativa, dos estudiantes no contestaron. Esto en muy
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buena medida se explica por el plan de estudios de la escuela normal, pues
establece que los alumnos que lleguen al séptimo semestre de la licenciatura deben
realizar periodos de practica intensiva repartidos a lo largo del ciclo escolar, hasta
juntar 480 horas, las cuales se deben trabajar impartiendo clases de matematicas, lo
gue es considerado como un servicio social a las escuelas secundarias.

Categoria 4: El conocimiento de los fines y propoésitos de la ensehanza

La opinidn de los estudiantes franceses y mexicanos sobre la ensefianza de
las matematicas en secundaria presenta diferencias, por ejemplo, nueve de los doce
estudiantes franceses mencionaron que es suficiente para lo que necesita la
sociedad, en cambio de los diecisiete estudiantes mexicanos, cinco dijeron que era
suficiente para lo que necesita la sociedad.

En Francia, la ensefianza de las matematicas en secundaria es considerada
como un elemento de la cultura cientifica y va asociada al desarrollo de la ciencia y
la tecnologia, eso podria explicar la respuesta de los estudiantes de la Universidad
Paris Diderot-VIl. En México, el enfoque de la ensefianza de las matematicas en
secundaria es a partir de la resolucion de problemas, se trata de que los alumnos
sean capaces de resolverlos utilizando mas de un procedimiento, reconociendo cual
o cuales fueron mas eficaces; o bien, que puedan probar la eficacia de una forma de
resolucién al cambiar uno o mas valores de las variables o el contexto del problema,
para generalizar maneras de resolucion (SEP, 2011).

Mientras que la ensefianza de las matematicas en secundaria en México
pretende desarrollar competencias como resolver problemas de manera autbnoma,
comunicar informacion matematica, validar procedimientos y resultados y manejar
técnicas eficientemente, en Francia los alumnos de secundaria realizan
investigacion matematica, desarrollan la imaginacién y la capacidad de abstraccion.
Por esa razon, once de los diecisiete estudiantes mexicanos, coinciden en la opinidon
de que la ensefianza de las matematicas en secundaria es inferior para lo que
necesita la sociedad.

Conclusiones.

Las percepciones con respecto a lo que motivd a los estudiantes de ambos
paises para formarse como profesores de matematicas coinciden en que tienen su
origen en el gusto por resolver problemas matematicos y por formar a jovenes de
secundaria. Ademas reconocen que durante el trayecto de su formacion académica
influyé algun profesor de matematicas por la forma en que impartia los contenidos,
lo que remite a pensar en la importancia del conocimiento pedagdgico del contenido,
que tiene a su vez sustento en la formacidén académica disciplinar de dicho profesor.

El conocimiento del contenido de las matematicas asi como el conocimiento
del contenido pedagdgico, son dimensiones fundamentales para la ensefianza; en
este caso los estudiantes de ambos paises percibieron como insuficiente dichos
conocimientos. Este hallazgo es importante, ya que se puede contar con un
curriculum pertinente pero con un docente que carece del conocimiento del
contenido y del conocimiento pedagogico, o que podria generar una ensefianza
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insuficiente. Una linea de investigacion que se podria generar a partir de lo anterior
es la caracterizacion del conocimiento pedagogico de futuros profesores de
matematicas.

Con respecto a la experiencia personal que han tenido los estudiantes de
Francia y de Meéxico referente a la experiencia docente que otorga la practica
misma, si bien dicha practica docente ofrece altas posibilidades de lograr una
ensefanza pertinente siempre que en ella se conjuguen los conocimientos
disciplinares y pedagogicos de las matematicas, con los conocimientos de los
contextos que incluyen las caracteristicas de los alumnos; en este estudio se puede
apreciar que contar con mayor numero de horas destinadas a la practica docente no
garantizan una mejor formacion.

Un componente mas que influye de manera directa en la formacion de los
docentes de matematicas es el conocimiento de los fines y propdsitos de la
ensefanza; contar con dichos conocimientos ofrecera una mayor claridad en los
futuros profesores sobre su quehacer pedagogico.

Por ultimo, es conveniente tener presente que las categorias abordadas en
este estudio no concurren en el futuro profesor de manera estatica, por lo que
valdria la pena investigar como influye este dinamismo en la formacién del
profesorado de matematicas.
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Este trabajo se encuadra dentro de una investigacion mas amplia cuyo objetivo
general es ensefiar matematica para no matematicos en la universidad,
adoptando las nociones centrales de la Teoria Antropoldgica de lo Didactico
(TAD). Se propone un modelo praxeoldgico de referencia sobre el calculo de
costos de un micro-emprendimiento y se lo compara con el modelo
Resumen efectivamente desarrollado. La pregunta generatriz estudiada ¢Como calcular
los costos en un micro-emprendimiento? involucra praxeologias matematicas y
econdmicas. Este modelo permite cubrir una parte del programa de estudios de
un curso de Calculo del nivel universitario.

Palabras clave: calculo, universidad, modelo praxeoldgico de referencia, teoria
antropoldgica de lo didactico.

This work fits within a wider research whose general objective is teaching
mathematics to non-mathematicians at the university, taking central assumptions
of the Anthropological Theory of the Didactic (ATD). This work proposes a
praxeological model of reference related to a micro-entrepreneurship costs
calculation in comparison with the effectively developed model. The generative
question How to calculate micro-entrepreneurship costs? links mathematical and
economic praxeologies. This model allows to go through a part of the study
programme of a university calculus course.

Keywords: calculus, university, praxeological model of reference,
anthropological theory of the didactic.

Abstract

Este trabalho enquadra-se dentro de uma investigagdo mais ampla cujo objetivo
geral é ensinar matematica para ndo matematicos na universidade, adotando as
nogdes centrais da Teoria Antropolégica do Didatico (TAD). Propbe-se um
modelo praxeolégico de referéncia sobre o calculo de custos de um micro-
empreendimento e compara-lo com o modelo efetivamente desenvolvido. A
Resumo pergunta geradora estudada: Como calcular o0s custos num micro-
empreendimiento? envolve praxeologias matematicas e econdmicas. Este
modelo permite cobrir uma parte do programa de estudos de um curso de
Calculo do nivel universitario.

Palabra-chave: calculo, universidade, modelo praxeolégico de referéncia,
teoria antropolégica do didatico.

1. Introduction
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This work is part of a didactic research developed at university level. The
institution is a public Argentine university, Universidad Nacional del Sur (UNS).
Mathematics teaching characteristics at UNS satisfy the conditions that the ATD
describes as visits to works. One of the objectives of the didactic research that is
being realised refers to the analysis of the possibility conditions to deal with this
phenomenon at least locally, taking the developments of the ATD such as the
notions of research and study paths (RSP) and praxeological model of reference
(PMR).

The RSP proposed has been implemented in two opportunities (N=38 and
N=35 students) in a mathematics course corresponding to Enterprise Administration
and Public Accountancy at the UNS. It begins with a question related to economy:
how to calculate micro-entrepreneurship costs?

Firstly, a description of the PMR is presented in this article. It has been
designed previous to these implementations. It would be possible through this RSP
not only to study different institutional culture works, but also to produce the
emergence of other researches. This model also helps us to detect which these
“‘works” are and which of them are linked to the proposed curriculum.

In this PMR the mathematical and economic organizations giving answer to the
generative and derived questions are presented. Particularly, the RSP would allow
rebuilding mathematical organizations related to two-variable Calculus and an
important part of the institutional proposed curriculum. Also, it would be possible to
manage the involved organizations integration.

Secondly a general description of the developed RSP is commentated. Finally
it is possible to make a comparison between the reference model and the
implemented one giving answer to these questions: which paths do the teacher and
the students go through? does this path coincide with any presented in the PMR?
does it lead really to the study of part of the proposed curriculum? which are the
effectively studied praxeologies?

Thus it is confirmed that the path followed by the groups of study is one of the
possible paths detected by the PMR, between other conclusions.

In this way we highlight the importance of the PMR as an instrument of didactic
and praxeological analysis even if the realization or not of an RSP.

2. Previous Researches

Different Calculus teaching researches are related to the didactical
phenomenon of mathematical content disconnection, rigidity and atomization of
mathematical organizations (Lucas, 2015; Trigueros, 2005). At university level and
from ATD point of view, some investigations propose an inquiry-based calculus
teaching (Barquero, 2009; Serrano, Bosch & Gascén, 2007).

Lucas (2015) points up the main characteristics of an MER (epistemological

model of reference) structured by an activity diagram containing different
mathematics paths in an RSP. The importance of the MER is emphasised as a
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provisional and relative system of reference from which the formulation of new
didactic problems is possible.

Costa, Arlego and Otero (2013) design and implement a teaching by RSP in
the context of an Engineering Faculty in Argentina. Recovering the vectorial calculus
sense and raisons d’étre was attempted in this path, integrating physic notions. The
path permitted the approach to mathematical organizations included in the
institutional curriculum.

On the other hand, Otero et al. (2013) promote and analyse the possibility
conditions of a teaching in the sense proposed by the ATD at university level.

The PMR proposed in this work shows different paths in a teaching by RSP, in
a regular math course at university level, integrating two-variable Calculus and
Economy notions. Some results obtained in the RSP implemented can be found in
Salgado, Otero and Parra (2017).

3. Theoretical framework

The reference knowledge analysis involved in a Research and Study Path
(RSP) is an action the didactic researcher must be able to realize before carry out
the teaching by RSP. This knowledge integrates the praxeological model of
reference (PMR) (Chevallard, 2013) consisting in an always provisory and open
analysis of the organizations or praxeologies of one or more disciplines,
mathematics and economy in this case, the researcher would meet, or meet again,
studying a question Qo. What he must know or give himself the liberty to learn about
Qo is not identified with what a professor knows or with the way he would answer Q.
On the contrary, the researcher must adopt a precognitive posture, “ask the world” in
which he is situated. In summary, the PMR underlies the whole teacher, student and
researcher activity.

A PMR elaboration importance lies in its utility as a tool of didactic and
praxeological analysis, being always of dynamic nature. Following up on the
praxeological analysis implies formulating didactic questions as: Where does this
‘work” come from? Why is it there? How has it been learned by the institution?
Which transformations has it suffered? On the other hand, all didactic analysis
implies considering how is the praxeology pretended to teach so that it leads to
identify the structure and the studied work functioning (Lucas, 2015).

A PMR elaboration is also important facing the didactic phenomenon that
Chevallard (2005) metaphorically describes as monumentalism. Monumentalism is
the predominant epistemological view of the traditional mathematics and other
disciplines teaching, consisting in showing the knowledge already constructed. It is
characterised by considering knowledge as a monument, that only could be admired,
venerated, but never altered or deconstructed. Thus there is only one and monolithic
mathematics and it has been and will be always the same. This monumentalistic
epistemological conception promotes the idea that the mathematical knowledge is
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not the problem when teachers are organizing teaching and also, that mathematics
is evident and transparent in the teaching process. Contrary, the ATD advocates for
a new, emergent and non-monumental paradigm where the research and
questioning the world are the rule. In this paradigm, knowledge is the product of
questions related to social necessities into a given historical moment, affected by
conditions and constraints of different levels, included humanity, society, pedagogy,
social institutions, etc. This includes the moment where some mathematical
knowledge has to be taught and studied at university in a certain moment. One
relevant consequence originated by this epistemological point of point is that
mathematics is useful treating everyday problems, like decisions making in
economical, commercial, domains.

4. Description of the reference institution and the course

The institution is a public Argentine university, Universidad Nacional del Sur
(UNS), with a departmental organization, so that exclusively the Mathematics
Department lecture mathematics courses of all majors. Also, the courses are
developed in a four-month form, the first one from March to June and the second
one, from august to November. Particularly the mathematics courses have a theory-
practice modality, where a professor lectures the theory class and one or more
assistants are in charge of the practice class. This institution is characterised by a
monumental viewpoint of mathematics teaching, like all those who respond to an
official curriculum.

The proposed RSP pretends to go through the contents of the first year subject
Matematica 1IC (MIIC), second four-month period, in the degree of Enterprise
Administration and Public Accountancy at the UNS. This subject study programme is
divided in four modules:

Sequences and series

Linear equations systems. Matrix Algebra

Several-variable functions

Extremes of several-variable functions. Linear Programming.

The main objective of MIIC is to acquire notions related to the more-than-one
variable functions analysis, placing emphasis in its application to administration and
economic concrete problems. The programme is developed in two theoretical and
two practical weekly classes of two hours each. The evaluation modality includes the
approval of partial exams and a final one, both written ones.

5. Praxeological model of reference related to costs calculation

5.1. Generative question analysis

The PMR described in this work allows us to delimit and analyse the possible
research and study paths that arise from the question Qo: How to calculate micro-
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entrepreneurship costs? We will see that the elaboration of a possible answer to Qo
results in the study of different mathematical and economic organizations, for
example, a mathematical organization (MO) related to differential Calculus and other
economic one (EO) linked to costs calculation.

The starting question Qo allows the emergence of multiple economic questions
as, for example, what is a micro-entrepreneurship about? which are the generated
costs? which is the purpose of doing a costs calculation?, among others.

First questioning belongs to the notion of micro-entrepreneurship. If its
definition and central characteristics are looked up in the Internet, one can find
statements such as: micro-entrepreneurship is an earning generating company
owned and run by its own entrepreneurs. They themselves work at these companies,
in general, without employees. It is an individual or family project requiring very low
capital investment. The notion of micro-entrepreneurship is associated to the idea of
micro-credits, born in Bangladesh in the 70’s when the economist Muhammad Yunus
gave economic aid to a group of poor women to carry out a small business. This
initiative led to the foundation of a social bank orientated to the poorest so they could
go out of their misery.

The second questioning comes from the notion “costs”, understood as all the
money needed to produce and commercialise products, it is all that will be used to
manufacture the products that will be sold later. So that, not everything that is an
expense represents a cost. An important part corresponds to the necessary capital in
order that the micro-enterprise could work. The capital is the value of what is
possessed, whereas the cost is the value of what the company uses to generate a
product.

Finally, the questioning about “why” a costs calculation must be done is very
important for the micro-entrepreneur. In general, a costs study and calculation are
needed to fix sale prices. Most enterprises fix their prices, principally and exclusively,
taking into account costs, but also costs determination is elementary for decision
making because it allows, for example:

Determine business results (profit or loss)

Evaluate the level of competitiveness

Determine the marginal contribution and the equilibrium point
Plan future investments

Analyse the incorporation of new products.

Only over costs it is possible to make an enterprise control or manage because the
sale price of a product can be fixed by the market.

5.2. First possible answers to the generative question

The first stage in the construction of an answer to Qo refers to the different
hypotheses analysis that will determine, for example, the variables of the system. De
Renolfi and Cardona (2007) affirm that different alternatives require the application of

UNI&N Namero 55- Abril 2019 — Pagina 58



A praxeological model of reference related to costs calculation
Salgado, Otero, Parra

different types of costs, it does not exist an only one cost but different ones for
different purposes. These authors consider that different hypotheses related to costs
calculation exist; namely,

H1: costs behaviour following an independent variable

H2: costs relation to the possible product allocation

Hs: calculation extension

Ha: costs considering the relationship to the moment of the calculation
Hs: the relationship to the decision making.

Taking into account the above-mentioned hypotheses, different costs considering
each one are described below:

H1: costs behaviour following an independent variable. This hypothesis is
considered when the system to model refers to an enterprise whose objective is to
fix the article sale price, to cover the minimal cost. Under H1, the cost depends on
one or more independent variables, for instance, production, level of activity,
supplies, etc. In this case, costs are classified as fixed (FC) and variable (VC) costs.
As a consequence, the total cost is the addition of both: C=FC+VC, which represents
a first answer to Qo. A fixed cost is that whose amount is constant, whatever the
value of the independent variable. This does not mean that it is invariable in the long-
term; for example, rent, insurances, etc. A variable cost is the one modified in
relation to the independent variable value; for example, raw material, direct
manpower, etc.

H2: Considering costs relation to the possible product allocation, costs are
classified as direct and indirect. Direct ones are those identified in every produced
article, either in its physical aspect, or in its value. They are produced when the
activity is carried out; they depend on the realization or not of it, for example,
supplies, manpower related to the activity, etc. Indirect costs are those related
indirectly to the articles. They are produced independently of the realization or not of
a certain activity; for example, taxes, general accounts, fuel expenses, etc. In this
case, the cost (C) is given by the addition of the direct (DC) and indirect (IC) costs:
C=DC+IC, which represents a second answer to Qo.

Hs: considering the calculation extension, costs are classified as total and
partial. Total ones are those involved in the totality of a certain activity, while partial
ones are those referring to a specific aspect of the activity. In this case, the cost (C)
is given by the addition of the total (TC) and partial (PC) costs: C=TC+PC, which
represents a third answer to Qo.

Ha4: considering the relationship to the moment of the calculation, costs are
classified as real and estimated. Real costs also called historical, retrospective or
resulting are those in which the enterprise incurred in a past activity. They are used
to evaluate past actions and to control the management of the enterprise. Estimated
costs, also called future, prospective or budgeted are those that could happen in a
future situation during the manufacturing of a product.
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Hs: considering the relation to the decision making, costs are classified as
marginal, incremental, relevant and opportunity costs. Marginal cost is the cost of the
last produced article or the cost required to increase the production in a unit.
Incremental cost refers to how much the cost was raised on having increased the
activity at a certain level. Relevant costs are those that have a special opportunity for
every decision making. Finally, opportunity costs refer to the value of the rent that
might be obtained if the resource was used in its better alternative.

The unitary cost is not included in this classification made by De Renolfi and
Cardona. It represents the production cost of an article and it is important to fix the
sale price. However, searching the Internet how to calculate the costs of a micro-
entrepreneurship, principally the fixed, variable, total and unitary costs, are
mentioned.

5.3. Construction of two models

After performing a costs analysis, the micro-entrepreneur estimates total
production costs; he puts up all data in tables -considering hypotheses H1 to Hs, or
even a combination of them- and performs simple arithmetic operations to answer
Qo, by adding the registered information. This leads to consider both a mathematical
organization related to arithmetic operations and an economic one referred to costs
according each hypothesis.

Supposing that one wants to calculate the total costs, under Hys, it is necessary
to determine the fixed and variable costs for the manufacturing of a product.
Whereas the fixed ones (rent, salaries, electricity, gas, etc.) can be calculated
monthly, the variable ones (materials for the production, packaging, delivery costs,
etc.) can be calculated by produced unit. Table 1 shows a list of costs if only one
product is manufactured:

Fixed per month Variable per unit

Gas F1 Materials Vi

Electricity F2 Labels V2

Rent F3 Package V3

Taxes F4

Fixed Costs per FC=F1+F2+F3 Total Variable Costs VC=V1+V2+V3
month

Table 1. Costs in the manufacturing of an article

The total fixed monthly costs FC emerges from the addition of all fixed costs.
The total variable costs per unit VC is the addition of the different manufacturing
expenses. If x is the number of manufactured products in a month, the total cost is
given by: C = FC + VC - x, with FC, VC no negative real numbers.

If on the other hand, two articles are manufactured, variable costs are
calculated per unit (see Table 2). The fixed monthly costs FC emerge from the
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addition of all fixed costs. VC1 and VC2 are the variable costs to manufacture
articles 1 and 2, respectively.

Fixed Per month Variable Per total per unit
unit
Gas F1 Art. Materials V11 VC1=V11+V12+V13
Electricity F2 1 Labels V12
Rent F3 Package V13
Taxes F4

Art. Materials V21 VC2=V21+V22+V23
2 Labels V22
Package V23
Fixed FC=F1+F2+F3+F4
Costs

Table 2: Costs in the manufacture of two articles

If x and y are the number of articles 1 and 2 manufactured in a month,
respectively, the total cost is given by: € = FC +VC1-x+VC2 -y, with FC, VC1, V(2
no negative real numbers.

5.4. Derived questions from Qo
The search of an answer to Qo originates more questions, such as:
Q7: How many articles can one make with a certain amount of money?
Q2: Which is the marginal cost?

Q3: How does the total cost change considering a modification in the variable
costs?

Q4 Which are the maximum and the minimum cost?

A questioning about how to answer Q7 to Q4 emerges, what techniques to use,
that we resume in Qs: How do we reply to each of Q7 to Q4?

Considering a numerical model, where the micro-entrepreneur performs a
regular register of the costs, one can deduce conclusions from these data in tables;
such as, estimating short term costs, calculating marginal costs, analysing cost
variation, determining how many articles can one manufacture with a certain budget,
etc. From specific data, estimations or exact calculation will possibly be done in
order to answer Q7 to Q4, among other questions.

Considering a functional algebraic model, if the micro-entrepreneurship, for
example, is engaged in the production of two articles and it must face fixed and
variable costs, the model C = FC +VC1-x +VC2-y, with FC, VC1, VC2 no negative
real numbers, can be written as:
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C(x,y) =cix+cy+ FC

with FC representing fixed costs (rent, electricity, etc.), c¢;, ¢, variable ones, and
C(x,y) the cost function with variables x and y. It will be showed that this model also
allows us to answer Q1 to Q.

Up to here, two possible paths are detected (see Scheme 1). They allow to find
answers not only to the generative question, but also to the derived ones.

Qo: How to calculate the micro entrepreneurship costs?

l System variables l

y determination
Numerical model

Data in tables Construction of a functional

l algebraic model

R }

Cost = fixed costs + variable costs RY
Cost= direct costs + indirect costs Some models:
Cost= total costs + partial costs C(x) =CF + c1x
Marginal, incremental, opportunity, C(x,y) = c;x+c,y+CF
relevant, real, estimative, unitary Cx,y) =f(x)-x+g(y) y+CF

costs

Scheme 1: Two possible paths detected

Considering the functional algebraic model, one can describe an answer to Q1.
Supposing a certain amount of money or budget for expenses, the answer will
indicate which the production with this budget is, which possibilities with this
constraint are contemplated.

If one has an amount of K monetary units to carry out the project and to use it
completely, one models this situation by the equation C(x,y) = K, which represents
a level curve of the surface whose equation is z = C(x,y). The curve corresponds to
a set of points in the XY plane for which z = K, with K a positive constant. From an
economic point of view, this is an isocost curve (Mochén and Beker, 2003) or
boundary of possibilities. Every point (x,y) belonging to it brings a production level
for which the cost is constant. If a point (x,y) doesn’t belong to the curve, it means
that, either the budget is exceeded or it is not used totally. Thus, all the points
verifying C(x,y) = c;x + ¢,y + FC = K represent possible solutions to Qs. In this
way, this analysis that answer Qs allows to get into an economic organization related
to costs and a mathematical one referred to two-variable calculus and notions of
analytic geometry in the plane.

With regards to Qz: which is the marginal cost? this means: how much the cost
varies given an increase in one unit in the production level? In the case of the
functional algebraic model in two variables considered here, the question can be
reformulated as: Given a fixed nhumber of manufactured articles of one type, how
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does the cost change if an increase in the number of manufactured units of the other
type happens?

The rate of change of a variable in relation to another, here, how does C
change given an increment of x or of y, requires to get into the “work” of derivative.
In this way, given the function z = C(x,y), one can answer Q2 by taking partial

I ac ac — : :
derivatives: = and % These derivatives evaluated in a point (x,,y,), have an

economic interpretation, represent the approximated change of C for each unit
increase in x (or y) keeping y (or x) fixed, which are called marginal costs.

For example, Z—i(xo,yo) represents the approximated change of C for each unit

increase in x, keeping y fixed, at the moment in which the production level is x = x,
and y = y,.

Similarly, g—i(xo,;v()) represents the approximated change of C for each unit

increase in y, keeping x fixed, at the moment in which the production level is x = x,
and y = y,.

The question Q3: How does the total cost change considering a modification in
the variable costs? states that the parameters c; and ¢, can change. Supposing that
one of these parameters changes and the other remains constant, the question can
be reformulated as: considering a fixed manufacturing cost of one of the articles,
how does the total cost vary if an increase or decrease in the manufacturing cost of
the other article happens?

If c; and ¢, depend on the production, for example, ¢; = f(x) and ¢, = g(y),
Clx,y) =f(x)-x+g(y)-y+ FC, then the approximated changes of C are given by:

Z_i =f'(x) x+ f(x) =cj(x)x +¢; and Z—)C/ =9'0)y+9@) =) y+c,.

In this way, answering Q2 and Qgs, one gets into an economic organization
related to costs, specifically marginal costs, and a mathematical one referred to two-
variable differential calculus.

Finally, considering the functional algebraic model, an answer to Q4. Which are
the maximum and the minimum cost? can be found studying a mathematical
organization referred to two-variable Differential Calculus.

The search of an answer to Q4 can generate more questions: how to calculate
maximum (minimum) cost? what techniques to employ?, what constraints do the
independent variables x and y have, if any? These questions are solved using
techniques to find relative or absolute extreme values of the cost function C(x,y). If
there are not constraints for the variables, one can use techniques to find local or
relative extreme values of C(x,y), named stationary values. One of these
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techniques, under some assumptions, refers to finding the points where the partial
derivatives are simultaneously equal to zero:

GC_O
ox
8(]_0
ay_

On the other hand, if there are constrains, one employ techniques of
constrained optimization. In the case that we are considering, the variables take
positive values, then one has at least the restrictions: x > 0, y > 0.

Another possible constraint is that of fixing the production in a units so that one
has to find the extremes of the cost function knowing that the total production is a
units. This leads to search for the extremes of C(x,y) subject to the equality x + y =
a, with a positive integer, or the constraint could be an inequality x + y < a, if the
production is up to a units. One can use techniques of extreme values calculation to
solve this kind of problems, for example, the method of Lagrange multiplier -
constraints given by one or more equalities- or techniques of linear programming -
linear constraints, given by inequalities and linear cost function-, by solving the
following systems respectively:

Extreme values with constraints given by equalities
C(x,y): function to optimise
constraint given by: a1x + a,y = a
withx >0,y >0
Linear programming
C(x,y): linear function to optimise

constraints of the form: a;x + a,y < a
withx >0,y >0
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Qo: How to calculate the micro entrepreneurship costs?

v

Qo1: What is a micro- Qo2:.  Which  are  the Qo3: Which is the purpose of
entrepreneurship about? generated costs? doing a costs calculation?
: ¢ System
Nurcr;elrlcal Cost = fixed costs + variable costs variables Functional
got cL . Cost= direct costs + indirect costs determination algebraic
— ¢ ?)Ia N 4= Cost= total costs + partial costs — 5 model
abes Marginal, incremental, opportunity,
relevant, real, estimative, unitary costs l
l Some models:
. . C(x) =FC +c1x
Q;: How many articles can one Q;: Which is the C(x,y) = c1x + ¢,y + FC
make with a certain budget? marginal cost? y
Qs Which  are :
Qs How does total cost mgximum and il CO,StS ee
change for a modification in minimum costs? CE» 5 o

variable costs?

¢ * ¢ Curve of constant cost
Qs How do we reply to [—» Cluy) =k
li each of Qs to Q,? - ]
Maximum (Minimum)
—» MO: Ry ; L'y % _o
Arithmetic MO: Differential Calculus Costs g’c(
operations Erh
+— with constraints
MO: Analytic Geomet X+y=aor
—» EO: Costs vt o x+y<a,xy=0

f t

Figure 1: Generative and derived questions. Possible MO and EO to rebuild in the SRP

It is easily seen that considering the functional algebraic model the search of
answers to questions Q2 to Qs, leads to the study of mathematical organizations
referred to two-variable Differential Calculus, which includes dealing with functions of
two variables, the calculation of partial derivatives and extreme values. The
generative and derived questions are shown in Figure 1, as well as the possible
organizations to rebuild in the research and study path.

6. Implemented Research and Study Path

The research and study path proposed was implemented in two opportunities,
implementation 1 (IMPL1) and implementation 2 (IMPL2) during 2014 and 2015
respectively, in a course of Matematica IIA (MIIA) in the degree of Enterprise
Administration and Public Accountancy at the UNS. Actually some changes have
been carried out in the study programmes of these majors so that MIIA has been
modified and was renamed as MIIC.

UNI&N Namero 55- Abril 2019 — Pagina 65



A praxeological model of reference related to costs calculation
Salgado, Otero, Parra

A detailed description of each performed path is not included in this work
whose only objective is to compare these paths with the praxeological model of
reference described in the last section, indicating principally which trajectories have
been taken in IMPL1 and IMPL2 respectively.

Students were distributed in groups of 3 or 4 members each. Beginning the
research and study path with the generative question Qo, an important number of
derived questions arose (see Table 3).

Derived questions in IMPL1 Derived questions in IMPL2

Q1: Which is the cost to manufacture Qo1: What is a micro-entrepreneurship about?
every article? Qoz2: Which are the generated costs? Which types of
Q2: How can we predict the costs exist?

manufacturing cost of a certain amount Qos: How to calculate them?

of articles of each type? Q1: How to calculate the marginal cost?

Qs: How many articles of each type Q1,1 Which would be the cost function if two articles
could we manufacture with a certain are manufactured?

amount of money? Q1,1,1: How is the proposed cost function graphic?
Qa: Which is the cost to produce one Q1,1,2: Which is the domain?

more unit of each product? Q1,2: How to calculate the marginal cost of a two-
Qs,1: How is the relation between variable function?

marginal and variable costs? Qu1.2,1: How to calculate partial derivatives?

Qu.2: If total cost function were quadratic, | Q1.2,2: If a function is derivable, it is also continuous?
how we could calculate marginal costs? | Q1,2,3: What is a directional limit and what situations
Q4,3: What are partial derivatives? How are presented in the cost calculation?

to calculate them? Q1.24: We know that the tangent line is related to the
Qa.3,1: Is the increase of a function equal | covered topics, how could we apply it to the micro-

to the derivative? Is it correct to write entrepreneurship example?

C'(xg,¥0) = Clxg +1,y5) — C(x0,¥0)? Q2: How many articles can we manufacture with a
Qu,3.2: If a partial derivative represents certain budget?

the slope of a tangent line, which is this Qs: How does the time influence on our costs?
tangent line? Qa4: How does the cost vary in case of an increment in
Qa4,3,3: Which are the two variable- the number of manufactured articles?

function, tangent line and tangent plane | Q4,1: What is a differentiable function?

graphics? Qa4,2: How can | demonstrate that a function is

Qua.4: If a function is derivable in a point, differentiable?

this means that it is continuous in this Qs: How many articles do | have to sell monthly in
point? order to have no loss? What is the minimum to

Qa.4,1: Derivable is the same that produce in order to have no loss?

differentiable? Qs,1: How to find the extremes of a two-variable

Qs: How does the demanded quantity function?

vary with respect to the price? Qs,2: Which is the maximum utility that a micro-

Qs: How to minimize the costs, to entrepreneurship can obtain? Which is the number of

produce more quantity at the same cost? | articles of every type that leads to that utility?

Qs,3: Which is the maximum or minimum utility
according to a given budget? Idem for the maximum
or minimum production.

Qs: How to calculate the total cost based on the
marginal cost?

Table 3: Derived questions from Qo

Referring to the trajectory gone through by the study groups (teacher and
students) and the studied mathematical and economic organizations, both
experiences showed similar results. The study group at each opportunity opted to a

Py
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functional algebraic model as an instrument to answer Qo and the derived questions
mentioned in Table 3. They determined the variables of the system and formulated a
cost function that would allow to calculate the costs in a specific micro-
entrepreneurship, performing simple arithmetic calculation to estimate some
parameters (fixed and variable costs). Students choose this model because they
expressed being part of a mathematics course so that they had to formulate a
expression as a function.

The answers to questions, using the functional algebraic model led to the study
of a mathematical organization related to two-variable differential Calculus including
different works of the institutional culture (see Table 4). In this way it was possible to
cover part of MIIA study programme.

Studied works in IMPL1 Studied works in IMPL2

Two variable-functions. Two variable-functions.

Partial derivatives. Partial derivatives.

Differentiability. Differentiability.

Maximum and minimum calculation | Directional derivative.

with and without constraints. Maximum and minimum calculation

Costs: fixed, variable and marginal | with and without constraints.

costs. Costs: fixed, variable and marginal
costs.

Table 4: Studied works

Also, it was possible to rejoin an economic organization related to costs. Both
study groups studied marginal costs, isocost curves and extreme values of the cost
function always taking the functional algebraic model as a reference. Although they
began with a question referred to a micro-entrepreneurship, they did not make a
deep economic study and they focused on the mathematical details trying to put
results into context.

7. Discussion

Firstly, the praxeological model of reference shows that Qo is open and
generates multiple questions that can result in the study and research of
mathematical and economic organizations. Two possible paths are detected in order
to search an answer to Qo one path using a numerical model and another, a
functional algebraic one. In the first one, adequate costs are considered according to
the micro-entrepreneur objectives which lead to meet an economic organization
related to costs and a mathematical one referred to arithmetical operations. In the
second one, the variable number determination will imply the one or more variable
functions study. Therefore, to answer the derived questions, for instance, one will get
into the mathematical organization study related to two-variable differential calculus.
Another possible path is to consider firstly the numerical model and then to decide to
take the functional model. While on the other hand the path corresponding to a
functional algebraic model was the only one followed by IMPL1 and IMPL2.
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In the mathematics university level course where the research and study path is
performed, the search of an answer to Qo and its derived questions would allow, at
least, rejoining a mathematical organization relative to two-variable calculus and an
economic one referred to costs. This fact was confirmed by the performed IMPL1
and IMPL2, leading to the study of these contents related to the two-variable
differential calculus: partial derivatives of, differentiability, directional derivative and
maximum and minimum calculation with and without constraints. It led also to the
study of different types of costs such as fixed, variable and marginal costs.

The answers to questions Qo to Qs, described in the praxeological model of
reference, using the functional algebraic model, could lead to the study of a
mathematical organization related to two-variable differential calculus, which are part
of modules 3 and 4 of MIIC study programme. Referring to this point, the performed
implementations confirmed us that a research and study path beginning with Qo is an
instrument to cover part of this subject study programme.

Referring specifically on the questions, an important number of them arose
from the generative one during both experiences, remarking the open character of
Qo. Furthermore, different questions arose, different than those presented in the
praxeological model of reference, which led to cover the same contents.

At last, we remark that it would be possible to go over the institutional proposed
curriculum using a different pedagogy.

7. Conclusions

In this work we have initially presented a praxeological model of reference
belonging to a research and study path related to a micro-entrepreneurship costs
calculation and then some details of the one corresponding to an implemented
research and study path. Later we emphasise the most important characteristics
shared by them.

Possible paths are detected and pointed out in the praxeological model of
reference; namely the one using a numerical model and a functional algebraic one.
Besides, it is shown that these paths would allow going through a part of the
reference institutional proposed curriculum.

This praxeological model of reference also shows that Qo is open and
generates multiple questions that can result in the study and research of
mathematical and economic organizations.

Two possible paths are observed in order to search and find an answer to Qq,
one path using a numerical model and another, a functional algebraic one. We notice
that the last one was chosen by the study group in both implementations.

In the mathematics university level course where the research and study path is
performed, Qo effectively allowed rejoining a mathematical organization relative to
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two-variable calculus and an economic one referred to costs. Therefore the answers
to Qo and the derived questions, using the functional algebraic model, led to the
study of mathematical organizations related to two-variable differential calculus,
which are part of MIIC study programme. In this way, it was possible to go over the
institutional proposed curriculum using a different pedagogy that introduce the
mathematics in a university course where this discipline is not always well received
by its students. Besides we make an alternative contribution to different proposed
didactical researches in calculus teaching field (Sanchez-Matamoros, Garcia &
Llinares, 2008).

Further than the development of the research and study path, we remark the
relevance of the praxeological model of reference as the didactic equipment of any
teacher.
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Resumen

Teniendo en cuenta la teoria de Duval se plantea en esta investigacion, analizar
en alumnos que cursan tercer afio de Escuela Secundaria, el nivel de
coordinacién entre registros de representacion semiotica, de la funcion lineal. Se
disefid y aplicé un instrumento de recoleccion de datos, consistente en un
cuestionario que implicé la realizacion de actividades cognitivas de tratamiento y
conversion entre diferentes registros semidticos. Los resultados obtenidos
demuestran, que en esta etapa, los alumnos presentan dificultades para realizar
algunos tipos de conversiones, como asi también en la actividad de tratamiento
en un registro determinado, notandose ademas dificultades de interpretacion,
cuando la funcién es presentada en registro verbal o coloquial.

Palabras clave: Registros Semioéticos, Funcioén Lineal

Abstract

According to Duval's theory, the objetive this research is to analyze the level of
coordination among semiotic representations in the learning of the linear
function, in the third year of the Secondary School, A data collection instrument
consisting of a questionnaire that involved the realization of cognitive activities of
treatment and conversion between semiotic registers, was designed and applied
during the process of learning the concept. Results obtained show that the
students have difficulties to perform some types of semiotic transformations, as
well as in the treatment activity in a particular representation, and there were
interpretation difficulties, when the function is presented in colloquial register.
Keywords: Semiotic Representations, Linear Function

Resumo

Tendo em conta a teoria de Duval, esta pesquisa tem como objetivo analisar o
nivel de coordenagao entre os registros de representagao semidtica da fungao
linear em alunos que estdo em seu terceiro ano do ensino médio. Um
instrumento de coleta de dados foi elaborado e aplicado, constituido por um
questionario que envolveu a realizagdo de atividades cognitivas de tratamento e
conversao entre diferentes registros semidticos. Os resultados obtidos mostram
que, nessa etapa, os alunos tém dificuldades para realizar alguns tipos de
conversdes, bem como na atividade de tratamento em um determinado registro,
percebendo também dificuldades de interpretacdo, quando a fungdo é
apresentada em registro verbal ou coloquial.

Palavras-chave: Registros de Representagdo Semiodtica, Fungéo Linear

1. Introduccion
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Los objetos matematicos son entes abstractos y por lo tanto su visualizacién se
realiza a través de diferentes representaciones semiéticas. Asi por ejemplo, una
funcion o una relacién matematica entre dos variables puede expresarse a través de
un conjunto de pares ordenados, de una tabla, de un grafico o de una ecuacion
entre otros sistemas.

En ese contexto Duval (2006, p. 145) afirma

“La actividad matematica requiere que aunque los individuos emplean
diversos sistemas de representacién semidtica (registros de
representacioén), sélo elijan una segun el propdsito de la actividad. En otras
palabras, la actividad matematica requiere una coordinacion interna, que ha
de ser construida entre los diversos sistemas de representacion que
pueden ser elegidos y usados. Sin esta coordinacién, dos representaciones
diferentes significarian dos objetos diferentes, sin ninguna relacién entre
ambos, incluso si se tratara de dos contextos de representacion diferentes
del mismo objeto”. (Duval, 2006, p. 145)

El concepto matematico funcién se puede expresar en una multiplicidad de
registros y genera diferentes niveles de abstraccién y de significados, siendo
considerado ademas como uno de los puntos centrales en los curriculos escolares,
comenzando su estudio en niveles de educacion secundario donde se trabaja con
distintos tipos de funciones empezando por la funcion lineal, que es el punto de
analisis en este trabajo.

“En el caso del concepto matematico funcién, se documenta que existe una
amplia variedad de obstaculos y dificultades en el aprendizaje de los
significados asociados a su estudio, especialmente en la etapa transitoria,
desde una etapa inicial de comprension, donde el citado concepto es
concebido de una manera intuitiva o basado en la experiencia, a otra etapa,
cuando se especifica mediante una definicion formal a través de la
deduccion logica” (Cuesta Borges, Piquet, Méndez Salazar, 2010, p. 8).

Algunas de estas dificultades se hallan en la articulacion entre las diferentes
maneras de representar el concepto; la idea de traduccion surge de los trabajos de
Janvier (1987), en cuyo analisis se abordan las conversiones entre distintos tipos de
representacion tales como verbal, tabular, grafica, expresion algebraica.

Diversas investigaciones abordan el estudio del proceso de aprendizaje del
concepto de funcion desde la perspectiva de los registros semidticos de
representacion, como por ejemplo (Prada-Nufiez, Hernandez-Suarez, Ramirez-Leal,
2016) quienes concluyen que existen deficiencias en el manejo del concepto funcién
y dificultades en las representaciones semioticas en especial en lo referente a la
lectura y comprensiéon de graficos. También la nocién que poseen los estudiantes no
se corresponde con una definicion formal; en su lugar, manifiestan una serie de
variaciones conceptuales que, en algunos casos, se encuentran mas proximas a
una nocion intuitiva (Nufiez, Hernandez-Suarez, Contreras, 2017). En el mismo
sentido (Perdomo, Tafur, Martinez, 2015) consideran ademas los criterios de
congruencia en las actividades cognitivas de conversion de representaciones
semiéticas del concepto funcion lineal. Es decir que se ha detectado en diferentes
investigaciones que la comprension del concepto esta estrechamente vinculado a
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las actividades de conversion de los diferentes registros de representacién del
objeto matematico. En (Oviedo, Kanashiro, Bnzaquen, Gorrochategui, 2012) se
hace mencion a la importancia en la ensefianza de la matematica del dominio de los
registros semidticos y el manejo de mas de uno de ellos implica una mejor
comprensiéon. Retamal (1998) concluye que los estudiantes tienden a trabajar en un
solo registro con prevalencia del registro algebraico, situacién que también se ha
detectado en alumnos que finalizaron este ciclo y se encuentran en etapa de
ingresar a la Universidad. (Sastre Vazquez, D'Andrea, Villacampa, Navarro
Gonzalez, 2013).

La presente investigacion se plantea en el marco de una escuela secundaria
de la ciudad de Catamarca, Argentina, en el tercer curso del Ciclo Basico de Nueva
Escuela Secundaria (14 afos de edad) durante el proceso de aprendizaje del
concepto Funcién Lineal. Este concepto aparece en los disefos curriculares del
Ciclo Basico de la Escuela Secundaria, por ejemplo (Ministerio de Educacion de
Chubut, 2014, p. 10) donde se explicita que el alumno debe “Reconocer y formular
funciones lineales en diversos registros” en el tercer afio de este ciclo.

En ese sentido y de acuerdo a lo citado precedentemente se planteé como
objetivo de la investigacion:

Analizar, en alumnos que cursan el tercer afo del ciclo Nueva Escuela
Secundaria, el nivel de coordinacién entre registros de representacién semidtica en
el aprendizaje del concepto matematico funcion.

Se trata de una investigacion de caracter descriptivo, ya que intenta describir
situaciones y eventos. “Los estudios descriptivos buscan especificar las propiedades
importantes de personas, grupos, comunidades o cualquier otro fendmeno que sea
sometido a analisis (Dankhe, 1986 citado por Hernandez Sampieri). La poblacion en
estudio corresponde a alumnos que cursan el tercer afno de la Nueva Escuela
Secundaria (14 anos), en la ciudad de Catamarca, Republica Argentina, habiéndose
considerado para el analisis, un grupo de nueve (9) alumnos.

El instrumento de recoleccion de datos consistid en un cuestionario consistente
en tres items, cuyo objetivo fue analizar si identifican una funciéon a partir de
diferentes registros de representacion y ademas, realizar actividades cognitivas de
tratamiento y conversion entre dichos registros.

2 Marco Teérico

2.1 Registros Semiéticos de Duval

La investigacion estd fundamentada en la Teoria de Registros de
Representaciones Semidticas propuesta por Duval, (1998) quien sostiene que los
objetos matematicos sélo son accesibles mediante sus respectivos registros de
representacion; siendo fundamental en el proceso de aprendizaje, que los alumnos
logren identificar un objeto matematico a partir de diferentes representaciones
semidticas y de este modo puedan coordinar dichos registros a través de
actividades cognitivas de tratamiento y conversion.

“Las representaciones semiéticas son producciones constituidas por el
empleo de signos que pertenecen a un sistema de representacién. Una
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figura geométrica, un enunciado en lenguaje natural, una férmula
algebraica, una gréfica, son representaciones semidticas que pertenecen a
sistemas semiéticos diferentes” (Duval, 1998, p. 175)

Segun (Duval, 1998) para que un sistema semibtico pueda constituir un
registro de representacion, debe permitir tres actividades cognitivas fundamentales:

eLa formacién de una representacién identificable dentro de un registro dado.
Esta formacion debe respetar las reglas propias del registro semidtico en el cual se
produce la representacion, la funcion de estas reglas es asegurar las condiciones de
identificacion y de reconocimiento de la representacion, asi como también la
posibilidad de su utilizacién para los tratamientos.

oEl tratamiento de una representacion, que es la transformacion de esta
representacion en el registro mismo donde ha sido formada. El tratamiento es una
transformacioén interna equivalente en un registro. Por ejemplo, la transformacién
equivalente de una expresién algebraica.

eLa conversion de una representacion, que es la transformacion de esta
representacion en una representaciéon dentro de otro registro, conservando la
totalidad o solamente una parte del contenido de la representacion inicial. Por
ejemplo, la transformacion de una expresion algebraica en una grafica, o viceversa.

En el caso de la funcidn lineal existen diferentes representaciones semiéticas
como por ejemplo (Oviedo et.al, 2012):

a) Registro Semidtico: lenguaje algebraico, mencionando dos tipos de
representaciones la escritura conjuntista {(x, y) / y = -6x +1, x € R } y la
escritura funcional (y = f(x) : x—-6x+1)

b) Esquema grafico:

a

3

o

&

-4

c) Registro Semidtico: lenguaje coloquial, diferenciando dos tipos de
representaciones semidticas “una recta de pendiente -6 y ordenada del origen
1”7 6 “a la variable x se la multiplica por -6 y se le suma 1”. (Oviedo et.al, 2012,
p. 33)

De acuerdo a este autor existen diversos registros semidticos del concepto
funcion lineal que a su vez pueden tener mas de una representacion.

A los efectos de esta investigacion, se emplearon cuatro tipos de
representaciones semitticas de la funcion lineal: lenguaje coloquial, esquema
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grafico, lenguaje algebraico (escritura funcional) y se anade la representacion
tabular.

Otro elemento a tener en cuenta en las actividades de conversion, es la
congruencia o no congruencia, entre los registros de representacion. Segun Duval
(1999), la conversion entre dos representaciones es congruente, si al segmentar
cada una de las representaciones en sus unidades significantes, se cumplen tres
criterios: correspondencia semantica entre las unidades significantes propias de
cada registro, univocidad semantica terminal y conservacion del orden de
organizacion de las unidades significantes en las representaciones. El primero de
estos criterios hace referencia a que a cada unidad significante del registro de
partida, se le puede asociar una unidad significante elemental en el registro de
llegada; el segundo, que a cada unidad significante elemental de la representacion
de partida, se la relaciona con una unica unidad significante elemental en el registro
de llegada, y el tercero se refiere a que debe existir igual orden entre las unidades
significantes en las dos representaciones. (Duval, 1999)

3 — Metodologia

3.1 Instrumento de recoleccion de datos

El instrumento de recoleccion de datos se aplicd durante el proceso de
ensefianza del tema en estudio: el concepto funcidon. Se describen a continuacion
cada una de las situaciones planteadas a los alumnos:

Item 1 ;Crees que las siguientes expresiones representan la misma situacién?
Justifica tu respuesta.

a) Daiana cobra un sueldo fijo de $150,00 mas una comision de $35,00 por cada
libro que vende.

b) Si x representa los libros que vende e “y” representa sueldo mas comision:

X 0 1 2 4

y 150 185 220 290

c) y=35x+ 150
d)

450 4

300
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Objetivo: reconocer una funcion lineal a partir de diferentes registros de
representacion semiotica. Esta actividad requiere diferentes actividades de
conversion de registros de representaciéon semidtica, ya que el enunciado esta
presentado en registro coloquial, y los estudiantes deben indicar si la tabla que se
presenta en el inciso b) se corresponde con la expresidon dada en el inciso a) de este
ejercicio, lo cual conlleva una conversién del registro verbal al tabular. Luego, deben
llevar a cabo la conversion al registro algebraico y grafico.

item 2: Gastén contrato el servicio telefénico de internet a una empresa que cobra
$120,00 fijos por mes, mas $2,00 por hora de conexion.
a) Completen la tabla de valores, siendo la variable “X”, las horas de conexion

mientras que la variable “Y” representa el valor del servicio telefénico.

X 0 1 2 5

Y

b) Realiza el grafico correspondiente con los datos de la tabla.

c) Escriba la formula que permita calcular el costo total “Y” a pagar, sabiendo la
cantidad de horas de conexién “X”.

d) ¢Cual es el costo total que Gastdén pagara por el servicio si utilizé 120 horas
de internet en el mes?

Objetivo: Expresar una funcién dada en representacion verbal o coloquial, en
las representaciones tabular, algebraica y grafica.

Desde el punto de vista de la Teoria de Duval, en esta actividad los
estudiantes deben realizar actividades cognitivas de conversidon de registros
semioticos de representacion; en un primer caso, de registro verbal a registro
tabular (inciso a), en otro, teniendo en cuenta la tabla de valores, de registro tabular
a registro grafico (inciso b) y por ultimo, de registro verbal a su respectivo registro
algebraico (inciso c). Ademas, en el inciso d) tienen que llevar a cabo una actividad
cognitiva que se conoce como tratamiento, el que se debe efectuar a partir de la
ecuacion obtenida en el inciso c¢) puesto que deben calcular el valor de variable “v”
costo del servicio en funcion de la variable “h”, cantidad de horas conectado.

item 3: Una sustancia se encuentra a 22°C, y a partir del comienzo de un
experimento su temperatura disminuye de manera uniforme a razén de 4°C por
minuto, como lo muestra el siguiente grafico
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264 Temperatura de la sustancia

22

16 -
14
12
10
8 -
6
4 -

2 o 1 2 3 a4 5 6 7

2 Tiempo (minx

a) ¢Qué temperatura alcanzo la sustancia 6 minutos después del comienzo del
experimento?

b) ¢Cuanto tiempo habia transcurrido cuando la temperatura alcanzo los 0°C?

c) Si X representa el tiempo transcurrido en minutos desde que comienza el
experimento, e Y representa la temperatura de la sustancia, ;Cual o cuales
de estas expresiones representa mejor la situacion? ¢ por qué?

Y =22 +4X
Y =22 -4X
Y=22-X

Y=-4X+22
Y=-4X-22

Objetivo: Analizar si interpretan la representacion grafica de la funcidn,
determinando el valor de una variable. Se trata de actividades cognitivas de
tratamiento en el marco geométrico. En el tercer apartado se solicita que
identifiquen la ecuacién que representa la grafica, lo que conlleva una actividad de
conversion de registro grafico al algebraico.

3.2 Analisis de congruencia entre las diferentes representaciones.

Para el analisis de congruencia en las actividades cognitivas de conversion de
registros semidticos de representacién, se determina, para el primer Item, las
variables y unidades significantes correspondientes a cada registro de acuerdo a
Tablas 1,2,3.

UNISN Numero 55- Abril 2019 — Pagina 77



Coordinacion de registros de representacion en el aprendizaje de la funcion lineal.
Marina Soto, Carlos Gabriel Herrera, Nora Elisa Pereyra

REGISTRO VERBAL

VARIABLES UNIDADES SIGNIFICANTES

Se incrementa a razén constante.
Comisidn por ventas Cobra $ 35 adicionales por cada
libro que vende

Sueldo fijo $150.00

Tabla 1: analisis de variables y unidades significantes del registro verbal correspondientes al
Item 1 del Instrumento de recoleccién de datos.

REGISTRO ALGEBRAICO y = 35.x + 150

VARIABLES UNIDADES SIGNIFICANTES

Pendiente de larecta: la relacién
entre variacion de y, variacion de
X

Sueldo inicial El sueldo es de $150

Tabla 2: analisis de variables y unidades significantes del registro algebraico
correspondientes al Item 1 del Instrumento de recoleccion de datos.

REGISTRO GRAFICO

VARIABLES UNIDADES SIGNIFICANTES

Sentido de inclinacidn de la recta. |Ascendente de izquierda a
derecha

La posicidn del trazo respecto al |Corta al eje de ordenadas por
origen del eje vertical arriba del origen

Tabla 3: analisis de variables y unidades significantes del registro grafico correspondientes al
Item 1 del Instrumento de recoleccién de datos.

Del analisis de las variables y unidades significantes correspondientes a cada
uno de los registros de representacion semidtica de la funcion descripta en item N°
1 del cuestionario, se puede afirmar que se cumple lo concerniente a
correspondencia semantica, pues a cada unidad significante del registro verbal se le
puede asignar una unidad significante en el registro algebraico y en el registro
grafico, tal como se puede observar en las Tablas 1,2,3.

UNISN Numero 55- Abril 2019 — Pagina 78



Coordinacion de registros de representacion en el aprendizaje de la funcion lineal.
Marina Soto, Carlos Gabriel Herrera, Nora Elisa Pereyra

Ejemplo: en registro verbal, el sueldo inicial se le asigna en el registro
algebraico el valor del término independiente de la funcion $ 150.00, que se
corresponde con la interseccidén de la recta con el eje de ordenadas en el registro
grafico, y que se encuentra por arriba del origen de coordenadas, es un valor
positivo. Esta relacién es unica, por lo que también se verifica la condicién de
univocidad terminal, como asi también la conservacion del orden. Estas condiciones
también se cumplen para la otra variable y su unidad significante, que en el registro
verbal, corresponde a la comision por libro vendido, en el registro algebraico es la
relacién entre la variacion del sueldo percibido respecto a la cantidad de libros
vendidos, que es un valor constante, y que en el registro grafico es el sentido de
inclinacion de la recta.

Coérdoba (2008) sostiene que cuando la conversidn se realiza desde la
escritura algebraica hacia el grafico, no parece haber inconvenientes, mientras que
si hay dificultad en la conversion inversa. Esto puede ser consecuencia de un
desconocimiento de las unidades significantes del registro grafico ya que estos no
estan determinados por la relacidn con los puntos constituidos en un sistema
cartesiano. Es decir, que para la conversion del registro algebraico al registro grafico
se puede realizar a través del dibujo de una serie de puntos en un plano cartesiano
sin que implique el conocimiento del registro grafico, por ello la actividad inversa se
les dificulta.

La conversion de registro tabular a registro grafico puede ser congruente o no
congruente, de acuerdo al criterio de aprehensién entre las unidades significantes,
por ejemplo, si se invierte el orden correspondiente a la representacion grafica, la
actividad de conversion no es congruente. (Perdomo, et al., 2015). Respecto a items
2 y 3 del cuestionario, se trata de funciones de similares caracteristicas al item 1 por
lo que también verifican los criterios de congruencia entre los diferentes registros de
representacion.

4 Resultados

En Tabla 4 se presentan, en porcentajes, los resultados de las producciones
de los alumnos respecto de los tres items del Instrumento de recoleccidon de datos.

Respecto del primer item del instrumento, dos alumnos logran identificar la
funcién a partir de los cuatro registros de representacion presentados, realizando las
actividades de conversion correctamente, siendo importante destacar que los
alumnos obtienen la expresidn algebraica, a partir de la grafica de la funcion, la cual
fue construida con ayuda de la tabla solicitada en el segundo apartado. Un grupo de
tres alumnos determinan los valores de la tabla, realizan el grafico a partir de tabla,
pero no logran determinar la expresion algebraica de la funcién, dos alumnos
tuvieron dificultades para tabular los datos, no logran realizar conversion a ningun
otro registro de representacién partiendo del registro coloquial mientras que dos
alumnos no responden. Se observan dificultades en determinar la representacion
algebraica.
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Respuestas
o ) . . Respuestas . Respuestas No
Item N Tipo de Actividad Cognitiva parcialm.
Correctas Incorrectas | responde
Correctas
Conversién de registros de
1 ., 2 3 2 2
Representacion
Conversién de registro verbal a
6 3 0 0
tabular
Conversidn de registro tabular a
ee 2 0 5 2
5 grafico
Conversién de registro verbal a
. 5 0 1 3
algebraico
Actividad cognitiva de tratamiento en 5 3 1 3
un registro determinado
Actividad cognitiva de tratamiento en
. . 4 0 2 3
un registro determinado
Actividad cognitiva de tratamiento en
3 . . 4 0 2 3
un registro determinado
Conversion de registro grafico a
BISTTO 8 0 5 1 3
algebraico

Tabla 4: frecuencias de respuestas de los diferentes items del instrumento de recoleccién de
datos.

El segundo item se discrimina por actividad, observandose que en los dos
primeros apartados, seis alumnos determinan los valores de la tabla pero soélo dos
realizan la grafica correctamente. Del mismo modo, cinco alumnos determinan la
expresion algebraica de la funcién planteada, mientras que tuvieron dificultades en
determinar el valor de una variable en funcién de otra, es decir, una actividad
cognitiva de tratamiento que se solicitaba en el ultimo apartado del item, y que sélo
fue realizada por dos alumnos. Esta actividad requeria de la formulacién algebraica
de la funciéon. En Figuras 1, 2 se puede observar la produccion de un alumno
respecto a la resolucion de los diferentes apartados del item 2 del Instrumento de
Recoleccion de Datos, quién tabula correctamente los valores de las variables de la
funcidn, identifica su ecuacion y dibuja su correspondiente representacion grafica.

3) Gastén contrato el servicio telefonico de internet a una empresa que cobra por el sarvicio
$120 fijos por mes, mas $2 por hora de conexion.

a) Completen la tabla de valores. %o 5TE

1
Ll R S
i
b) Realiza el grafico correspondiente con los datos de |a tabla.

¢) Escribe la formula que permite catcuWam total Y a pagar, sabiendo la cantidad de
horas da conexién xq/_yz rzo

*

Figura 1: Produccion de Alumno respecto al item 2 del Instrumento de Recoleccién de Datos.
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Figura 2: "Produccién de Alumno respecto a la representacion grafica del item 2 del
Instrumento de Recolecciéon de Datos.

En el tercer item del instrumento, cuatro alumnos responden correctamente los
dos primeros apartados del mismo, es decir que pueden determinar el valor de las
variables en funciéon de otras (Temperatura en funcion de tiempo) a partir del
registro grafico, lo que de acuerdo al marco tedrico se trata de una actividad
cognitiva de tratamiento en dicho registro. El tercer apartado no es respondido por
ningun alumno, es decir tuvieron dificultades para realizar la actividad de conversion
del registro grafico al algebraico, ya que se solicitaba la ecuacion y = f(x), siendo “y”
la variable Temperatura y “x” es la variable tiempo. En Figura 3 se presenta la
produccion de otro alumno que responde correctamente los dos primeros apartados
del item 3, donde se solicita el valor de una variable de acuerdo al valor de la otra
variable a partir de la representacion grafica y la ecuacion de la funcién lineal que
representa la linea recta.
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Figura 3: Producciéon de un Alumno respecto al item 3 del Instrumento de Recoleccién de
Datos

5 Conclusiones

Desde el punto de vista de la conversion de registros de representacion
semidticos, se observaron dificultades en algunos tipos de conversiones,
especialmente del registro grafico al registro algebraico y en el segundo item, la
conversion del registro tabular al grafico, posiblemente por la no congruencia de la
conversion si se invierte el orden en la representacion grafica.

También se observan, en primera instancia, dificultades de interpretacion
cuando la situacion es presentada en registro coloquial, posiblemente por la falta de
entrenamiento en problemas planteados en este tipo de registro.

Si bien no se observa en este grupo de alumnos, que las actividades de
coordinacion entre diferentes representaciones semiéticas del concepto en estudio
se lleve a cabo en forma espontanea, esto se justificaria, por tratarse de alumnos
que se encuentran en una etapa inicial del estudio de relaciones y funciones.

En algunos, casos la falta de coordinacion de registros, puede ser
consecuencia del desconocimiento de alguno de ellos por parte de los estudiantes, y
no porque la actividad de conversién sea congruente o no congruente. Por ejemplo,
el pasaje del registro tabular al registro grafico en este tipo de funciones, no implica
que el alumno identifique correctamente las variables y unidades significantes en
este registro, sino que la conversién se puede realizar marcando puntos en el plano
cartesiano.

La coordinacion entre diferentes registros de representacion de la funcion lineal
es una actividad que no es sencilla por parte de los estudiantes. Esta actividad
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puede ser fortalecida por el uso de diferentes herramientas tecnoldgicas en la etapa
instructiva del estudio de funciones, como por ejemplo el uso software de geometria
dindmica que permita trabajar en un marco algebraico, y un marco geométrico
simultaneamente.
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En este articulo se ofrecen orientaciones y recursos didacticos para
evaluar la competencia matematica en Educacion Primaria. A partir de la
descripcion y analisis del proceso de toma de decisiones y el conjunto de
estrategias e instrumentos que se han incorporado en una escuela, se
propone un modelo que consta de cinco fases: 1) organizacion de la
ensefanza de las matematicas; 2) busqueda de actividades matematicas
competenciales ricas; 3) concrecion de las dimensiones y competencias
del conocimiento matematico que deben evaluarse; 4) seleccion de las
Resumen dimensiones y competencias que se evaluan en cada actividad; 5) disefo
de instrumentos especificos de evaluacion, especialmente rubricas. Se
concluye que este modelo puede contribuir a que otras escuelas
preocupadas por ofrecer una educacion matematica adecuada a las
necesidades del S. XXI puedan iniciar procesos similares, adaptados a
su propia realidad.

Palabras clave: Competencia matematica, evaluacion de la competencia
matematica, evaluacion formativa, evaluacion formadora, Educacién
Primaria.

This article offers guidelines and didactic resources for evaluating the
mathematics competence of primary school students. A model is
presented based on a description and analysis of the decision-making
process and set of strategies and instruments that a specific school has
introduced. The model includes five phases: 1) organisation of
mathematics teaching; 2) search for rich competency-based mathematics
activities; 3) specification of the dimensions and competences of
mathematics knowledge that should be assessed; 4) selection of the
dimensions and competences assessed in each activity; 5) design of
specific assessment instruments, especially rubrics. The article concludes
by suggesting that the model could help other schools eager to provide
mathematics education in line with 21st century needs to embark on
similar processes, adapted to their own specific contexts.

Keywords: Mathematics competence, assessment of mathematics
competence, formative assessment, developmental evaluation, primary
education.

Abstract

Neste artigo oferecemos orientagdes e recursos didaticos para avaliar a

Resumo competéncia matematica no Ensino Fundamental. A partir da descricéo e
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analise do processo de tomada de decisdo e do conjunto de estratégias
e instrumentos que foram incorporados em uma escola, é apresentado
um modelo que consiste em cinco fases: 1 organizagdo do ensino de
matematica; 2) busca de atividades ricas de competéncia matematica; 3)
especificagdo das dimensdées e competéncias do conhecimento
matematico que deve ser avaliado; 4) selegdo das dimensbes e
competéncias avaliadas em cada atividade; 5) desenho de instrumentos
de avaliacao especificos, especialmente rubricas. Este modelo pode
contribuir para outras escolas preocupadas em oferecer uma educacgao
matematica adequada as necessidades do século XXI, para iniciar
processos semelhantes, adaptados a sua propria realidade.
Palavras-chave: Competéncia matematica, avaliacdo de competéncia
matematica, avaliagdo formativa, avaliagdo formativa, Ensino
Fundamental.

1. Introduccioén

La competencia matematica y, de forma mas concreta, la evaluacion de la
competencia matematica es un tema de candente actualidad en todos los paises en
los que se ha incorporado el enfoque competencial para la ensefianza de las
matematicas. Este enfoque deja claro que es necesario substituir un curriculum
orientado exclusivamente a la adquisicién de contenidos para obtener éxito escolar.
En su lugar, se requiere un curriculum que esté orientado a alfabetizar
matematicamente a los alumnos, con el propdsito que puedan usar de manera
comprensiva y eficaz los conocimientos matematicos en todas las situaciones de su
vida cotidiana en las que dichos conocimientos son necesarios (Alsina, 2012, 2016).
Se trata, en definitiva, de ensefiar para la vida y no para la escuela o, por lo menos,
no solo para la escuela.

El enfoque competencial en el contexto escolar surge a partir del proyecto
DeSeCo de la OCDE, en el que se establecen unas competencias clave que los
alumnos deben adquirir a lo largo de su escolaridad (Delors, 1996; Rychen y
Salganik, 2004). La principal finalidad de este enfoque es formar a ciudadanos
competentes, es decir, que sepan desenvolverse adecuadamente en una sociedad
compleja como la actual. En el caso de la competencia matematica, la clave para su
desarrollo esta en centrar la ensenanza de los contenidos mediante los procesos
matematicos de resolucion de problemas, razonamiento y prueba, comunicacion,
conexiones y representacion. Estos procesos permiten poner de relieve las formas
de adquisicion y uso del conocimiento matematico: pensar, razonar, relacionar,
modelizar, representar, etc. De acuerdo con Alsina (2016), la planificacion y gestion
de la ensefanza de los contenidos mediante los procesos favorece nuevas miradas
que enfatizan las relaciones que se establecen entre ellos. Ademas, progresa el
conocimiento de la disciplina y crece la habilidad para aplicar conceptos y destrezas
con mas eficacia en diferentes ambitos de la vida cotidiana.

Este enfoque, que esta calando con fuerza, ha venido acompafnado de
orientaciones generales por parte de algunas Administraciones educativas
(consultar, por ejemplo, Generalitat de Catalunya, Departament d'Ensenyament,
2013). Sin embargo, la concrecidon de estrategias e instrumentos especificos para
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incorporar este planteamiento competencial en las escuelas ha sido escasa o nula,
sobre todo en lo que se refiere a la evaluacion. Con el propésito de intentar
subsanar esta situacion, en Alsina (2018) se publicé un decalogo con diez ideas
clave acerca de la evaluacion de la competencia matematica: 1) forma parte del
proceso de ensefianza-aprendizaje de las matematicas; 2) solo tiene sentido si se
trabaja en la linea de desarrollar la competencia matematica; 3) implica evaluar los
procesos matematicos, mas que los contenidos; 4) requiere, a menudo, el uso de
rubricas o bases de orientacion; e implica, ademas: 5) evaluar el grado de riqueza
competencial de las actividades; 6) analizar la practica docente del profesorado; 7)
plantear claramente los aspectos que se quieren evaluar; 8) analizar si se han
trabajado todas las competencias; 9) aportar evidencias; y, finalmente, 10)
establecer niveles de adquisicidon. Ademas, se aportaron también algunos recursos -
principalmente en forma de rubricas e indicadores- para valorar el grado de riqueza
competencial de las actividades, para analizar la practica docente del profesorado y
para valorar la competencia matematica de los alumnos, ademas de establecer el
nivel 6ptimo de adquisicion. En concreto, en la rubrica “Niveles de Adquisicion de la
Competencia Matematica de 6 a 12 afios” (NACMAT 6-12) se establecian los
indicadores que se deberian evaluar en Educacién Primaria y, para cada indicador,
se rubricaban tres posibles niveles de adquisicion. Estos indicadores son los
siguientes: 1) comprender y traducir una situacidon problematica a lenguaje
matematico; 2) aplicar estrategias de resolucion de problemas y comprobar las
soluciones; 3) plantearse preguntas acerca de las ideas matematicas; 4) hacer
conjeturas o suposiciones; 5) argumentar sobre las ideas matematicas; 6) expresar
ideas matematicas; 7) establecer relaciones entre diferentes ideas matematicas; 8)
establecer relaciones con otras disciplinas y con el entorno; 9) utilizar diferentes
formas de representacion; y 10) utilizar la tecnologia. El principal mensaje que se
pretendia ofrecer a los maestros es que:

La evaluacion competencial implica un cambio de chip, un cambio de mirada,
que supone poder valorar con precision cada uno de los diez aspectos de la
competencia matematica expuestos. En lugar de poner el foco en si un
alumno, a modo de ejemplo, sabe hacer divisiones, conoce los poligonos
regulares o tiene la nocién de media aritmética, se trata de identificar si el
alumno sabe resolver problemas de reparto, si identifica distintos tipos de
poligonos en un determinado contexto o bien si usa de forma comprensiva y
razonada medidas de tendencia central (como por ejemplo la media aritmética)
para interpretar los datos y obtener conclusiones de una determinada
investigacion estadistica (Alsina, 2018, p. 19).

Evidentemente, el cambio de chip o cambio de mirada implica que, desde la
escuela, se tomen decisiones que den una respuesta eficaz al enfoque
competencial de ensefianza-aprendizaje de las matematicas, incluida la evaluacion.
Desde este prisma, la finalidad de este articulo es ofrecer orientaciones especificas
y, a la vez, ejemplificar como se puede llevar a cabo este cambio, que ha venido
para quedarse. Para ello, se va a mostrar el proceso de toma de decisiones y el
conjunto de estrategias e instrumentos que, desde una escuela en concreto, se han
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incorporado para fomentar la adquisicion y el desarrollo progresivo de la
competencia matematica y su evaluacion.

2. El desarrollo y la evaluacion de la competencia matematica: decisiones
desde la escuela

La escuela publica “Els Estanys” de Sils (Girona, Espafa) es de una linea,
desde los 3 anos hasta 12 afios. Desde su creacion, en 2009, se ha caracterizado
por ser una escuela participativa, activa e innovadora; para la diversidad; solidaria,
tolerante y educadora en los valores; comprometida con el medio ambiente
dialogante; ademas de abierta a los padres y a su entorno, como se indica en su
Proyecto Educativo (http://www.elsestanys.cat/projectes). En este sentido, uno de
sus objetivos prioritarios es activar aprendizajes competenciales utiles para la vida
dentro y fuera de la escuela, de manera que cuestiones como ;qué debe
ensenarse?, ;como debe ensenarse?, jpara qué debe ensenarse? o bien ;cémo
debe evaluarse lo que aprenden los alumnos? rigen el dia a dia de las reuniones
pedagogicas del profesorado.

Desde esta perspectiva, se van a describir detalladamente el conjunto de
decisiones que desde la escuela se han tomado para desarrollar la competencia
matematica de los alumnos y evaluar su nivel de desarrollo, tomando como punto de
partida las directrices curriculares establecidas por la Administracion educativa.
Estas decisiones se sintetizan en cinco puntos: 1) organizacidén de la ensefanza de
las matematicas; 2) busqueda de actividades matematicas competenciales ricas; 3)
concrecion de las dimensiones y competencias del conocimiento matematico que
deben evaluarse; 4) seleccién de las dimensiones y competencias que se evaluan
en cada actividad; 5) disefio de instrumentos especificos de evaluacion,
especialmente rubricas.

2.1. Organizacion de la ensenanza de las matematicas

La organizacion de la ensefianza de las matematicas se ha llevado a cabo a
partir de diversos contextos de aprendizaje, considerando para ello que los alumnos
tengan la oportunidad de establecer contacto con el conocimiento matematico en
situaciones de vida cotidiana, materiales manipulativos, juegos, entornos simulados
o bien graficos, respetando de esta forma el principio de abstraccion progresiva
(Freudenthal, 1991), que parte de la base que los alumnos inician el aprendizaje de
las matematicas en contextos reales y lo formalizan en contextos mas abstractos.
Ademas, el eje comun de todos estos contextos es la resolucion de problemas,
entendido como el marco para pensar, argumentar, justificar, comunicar, conectar y
representar ideas matematicas. Desde este punto de vista, en la escuela “Els
Estanys” se han establecido cinco contextos de ensefianza: 1) retos; 2) actividades
manipulativas; 3) juegos de mesa; 4) resolucion de problemas; 5) calculo mental.
Estos contextos, aun presentados por separado para facilitar su organizacion, se
relacionan entre ellos potenciando un trabajo global tanto en sesiones concretas de
matematicas como en sesiones dedicadas a trabajar por proyectos dentro del
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horario escolar. A continuacién se describen las principales caracteristicas de cada
contexto de ensefianza:

Retos: se plantean mediante dos recursos didacticos diferentes, en funcion del
nivel que cursan los alumnos. En 1° y 2° el maestro propone actividades en
pequefios grupos con materiales manipulativos (geoplanos, regletas, multicubos y
bloques logicos). Acostumbran a ser retos en los que debe comprender el criterio de
una serie y construirla, o bien razonar dicho criterio a partir de una serie
predeterminada. En otras ocasiones, tienen que observar distintos modelos para
establecer conjeturas y, si es necesario, modificarlas para que sean ciertas o falsas.
De 3° a 6°, las actividades se proponen a través del “rincon de los retos”: suelen ser
situaciones relacionadas con la aplicacion del calculo, la geometria, la medida, la
estadistica, etc. Los retos propuestos a menudo requieren el uso de materiales
manipulativos, graficos, dibujos o esquemas para resolverlos, y otras veces se
resuelven simplemente aplicando estrategias de calculo. Una vez resuelto el reto,
los alumnos comunican no solo el resultado, sino también el proceso seguido para
llegar a la solucidén o bien el razonamiento matematico realizado. Estos retos se
llevan a cabo tanto de manera individual como en pequefios grupos.

Actividades manipulativas: en este contexto, los materiales manipulativos se
utilizan para introducir o bien repasar los contenidos matematicos de los distintos
bloques (numeracién y calculo, algebra temprana, geometria, medida, estadistica y
probabilidad), por lo que se dispone de una amplia variedad de materiales de
distinta naturaleza (inespecificos, disefiados por el profesorado o bien
comercializados) que permiten recubrir practicamente todo el curriculum de
matematicas de Educaciéon Primaria.

Juegos de mesa: al igual que los materiales manipulativos, también se usan
para practicar diferentes contenidos y, en el caso del bloque de numeracién y
calculo, se dedica especial atencion al desarrollo de estrategias de calculo mental.
Normalmente se juega en pequenos grupos y con diferentes juegos, en funcion de
los contenidos o estrategias de calculo que se quieran potenciar.

Resolucion de problemas: este contexto, como ya se ha comentado, es el eje
comun de todos los contextos tanto para trabajar como para evaluar todas las
dimensiones y competencias. Las actividades de resolucion de problemas se
proponen tanto en equipo como individualmente, e incluyen situaciones escritas
(siempre a partir de contextos reales como mapas del metro, horarios de trenes o
autobuses, calendarios, folletos de tiendas con ofertas, planos, etc.) y situaciones de
la vida cotidiana (como por ejemplo campanas de recogida de ropa o alimentos, la
recogida de castafas para la celebracion de una fiesta tradicional, etc.), en las que
suele ser importante la parte vivencial y manipulativa. Ademas, se propone también
la creacidn de problemas por parte del alumnado.

Calculo mental: partiendo de la base que el calculo es una herramienta para la
resolucién de problemas, la escuela “Els Estanys” tiene un proyecto especifico para
trabajar y desarrollar el calculo mental basado en la supresion de los algoritmos
tradicionales y en el trabajo y descubrimiento de otros algoritmos y de multiples
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estrategias. El hecho de ofrecer diversos algoritmos y estrategias permite una mejor
adaptacion tanto a los diferentes niveles como a las distintas maneras de pensar de
cada nifio. En este proyecto cobra vital importancia la verbalizacion del proceso
utilizado para calcular, observar claramente las estrategias utilizadas, las
conexiones, el razonamiento matematico y la capacidad comunicativa.

2.2. Busqueda de actividades matematicas competenciales ricas

Una vez establecidos los contextos de ensefanza-aprendizaje de las
matematicas, el siguiente paso ha sido iniciar una exhaustiva investigacion con el
proposito de localizar actividades matematicas competenciales en diversas fuentes
(organismos y autores de reconocido prestigio, blogs, museos de las matematicas,
etc.). Se trata de un proceso dindamico de busqueda de actividades que el
profesorado de la escuela realiza de forma continua y sistematica, para diversificar
de esta forma las propuestas que se presentan a los alumnos. El criterio para
seleccionar las actividades es que sean competencialmente ricas. Planas y Alsina
(2014) describen algunos de los principales rasgos de este tipo de actividades,
considerando para ello los siete principios clasicos de la ensehfanza de las
matematicas elaborados por el matematico inglés John Perry y sintetizados en Price
(1986, p. 114) y, a modo de decalogo, los completan con tres principios mas,
ubicados al final de la lista para concretar las caracteristicas de una buena practica
matematica: tener en cuenta la motivacion y los intereses del alumnado; basar lo
abstracto en la experiencia concreta para promover la comprension; emplear
actividades que supongan el uso de la mano y el ojo, y no solo de la oreja, en
conjuncion con el cerebro, asi como de los métodos graficos; adoptar métodos
experimentales y heuristicos: experimento, estimacién, aproximacion, observacion,
induccion, intuicién, sentido comun, etc.; retrasar el rigor 16gico y la preocupacion
inicial por los fundamentos, y restringir los elementos deductivos formales,
admitiendo diversas formas de demostracidon; simplificar, ensanchar y unificar la
materia-disciplina de las matematicas, e ignorar las divisiones artificiales
tradicionales; correlacionar las matematicas con la ciencia y el trabajo de
laboratorio, y relacionar las matematicas con la vida y sus aplicaciones; recordar la
necesidad de incorporar el rigor l6gico y la preocupacion por los fundamentos en los
momentos posteriores a la experiencia concreta; introducir formas de validacion de
la practica matematica que no hayan surgido de la implicaciéon del alumnado en las
actividades propuestas; y generar motivacion e interés en el alumnado por
problemas matematicos.

Los tres ultimos principios se afiaden con la intencion de cerrar “mejor” el
circulo, retomando cuestiones y practicas matematicas de importancia que podrian
no ser incorporadas en el desarrollo del curriculo si solo se tuvieran en cuenta la
motivacion y los intereses del alumnado o si se retrasara tanto el rigor légico y la
preocupacion por los fundamentos que, finalmente, no se volviera a ellos. Se trata,
en definitiva, de ofrecer actividades que “involucren a los alumnos en un aprendizaje
significativo mediante experiencias individuales y colaborativas que fomenten su
habilidad para dar sentido a las ideas matematicas y para razonar de una manera
matematica” (NCTM, 2014, p. 7). Desde este prisma, el NCTM (2014, p. 9) identifica
ocho practicas de ensefianza de las matematicas que “representan un conjunto

UNI&N Namero 55- Abril 2019 — Pagina 90



La evaluacion de la competencia matematica desde la escuela y para la escuela
Angel Alsina, Miquel Garcia, Eduard Torrent

esencial de practicas de alto impacto y de habilidades esenciales de ensefianza que
se requieren para desarrollar un profundo aprendizaje de las matematicas”, y que
también se han considerado de forma implicita para la seleccion de las actividades:

- Establecimiento de metas matematicas enfocadas en el aprendizaje: determinar
objetivos claros en relacion a las matematicas que los alumnos estan
aprendiendo, para guiar la ensefianza.

- Implementacién de tareas que promuevan el razonamiento y la resolucion de
problemas: seleccionar actividades que permitan abordar la resolucién de
problemas desde multiples perspectivas, argumentandolas adecuadamente.

- Uso vy vinculacibn de las representaciones matematicas: relacionar
representaciones matematicas diferentes para favorecer la comprension de
conceptos y procedimientos matematicos necesarios para la resoluciéon de
problemas.

- Impulso del discurso matematico significativo: promover el dialogo con los
alumnos para co-construir el conocimiento matematico mediante el andamiaje
colectivo, a través del analisis y la comparacién de distintos enfoques y
argumentos.

- Planteamiento de preguntas deliberadas: pensar buenas preguntas para
favorecer y evaluar el razonamiento de los alumnos.

- Elaboracion de la fluidez procedimental a partir de la comprension conceptual:
favorecer el uso flexible y eficaz de procedimientos matematicos basados en la
comprensioén de los conceptos.

- Impulso del esfuerzo productivo en el aprendizaje de las matematicas: ofrecer a
los alumnos, de manera individual y colectiva, las oportunidades y los apoyos
necesarios para que se involucren en esfuerzos productivos a medida que
abordan ideas y relaciones matematicas.

- Obtencion y utilizacion del pensamiento de los alumnos: obtener evidencias del
pensamiento de los alumnos que permitan evaluar su progreso en la
comprension matematica y adecuar la ensefianza para apoyar y extender el
aprendizaje.

Considerando estos antecedentes, a continuacion se presenta una breve
seleccidn de actividades que se plantean en el marco de los distintos contextos de
ensefanza, destinadas a alumnos de 2° y 5° de Educacion Primaria (7-8 afios y 10-
11 afos respectivamente).

2.2.1. Ejemplos de retos

En 2° de Educacién Primaria (7-8 anos) los retos suelen consistir en
comprender el criterio de una serie y construirla, o bien a partir de una serie
predeterminada razonar dicho criterio (figuras 1 y 2): en la primera actividad los
alumnos deben construir las series en funcién de los criterios planteados; en la
segunda actividad cada circulo representa una de las regletas de Cuisenaire v,
observandolos, deben decir si las conjeturas planteadas por el maestro son ciertas o
falsas (si son falsas tendran que eliminar uno de los circulos para que sea cierta);
finalmente, en la tercera actividad son los alumnos quienes deciden los colores de
los circulos y plantean las conjeturas correspondientes. Normalmente, la resolucion
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de estos retos se inicia con un trabajo en gran grupo para conocer la actividad y su
funcionamiento; siguen haciéndolo en pequefios grupos donde se potencia la
contraposicion de ideas; y acaban con un trabajo individual, normalmente evaluable.

1. Observay ordena con los criterios que se pide:

TSIt LT

Ia) No pueden haber unosy doses juntos.

b) Demenos vértices a mas vértices.

Figura 1. Construccion de series en funcién del criterio planteado

2. Di si las conjeturas hechas de la representacién grafica de las regletas de Pintalas regletas y escribe las cuatro conjeturas

OOO0O0O

“Cuisenaire” son ciertas (C) o falsas (F). En caso de ser falsas, piensa qué regleta
deberias sacar para que la conjeturasea clerta.

L JOR NGO

Todas las regletas son diferentes, | )
- Algunas regletas son iguales, { ]

- Laregleta rosaes lamdslarga. | )

- lLaregleta rosano es la mas larga nilamas corta, ()

Figura 2. Verificacion y elaboracién de conjeturas

En 5° de Educacion Primaria (10-11 afios) los retos son de dos tipos: los
primeros estan relacionados casi siempre con el calculo y la légica. Algunos son
sencillos, del tipo “;Cual es el numero que es la mitad de la cuarta parte de la
décima parte de 400?” o bien “Multiplicando un numero por 5 obtienes el mismo
resultado que si le sumas 12. ;Qué numero es?”. Estos retos sirven para practicar
el calculo y las estrategias de calculo, pero rara vez se evaluan. También hay otros
retos mas complejos que requieren razonar mas, establecer relaciones o descubrir
la solucién valida entre varias (figura 3). Acabado el tiempo establecido, se exponen
oralmente las respuestas y las estrategias usadas para resolver el reto.
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;COMO LO HARIAS PARA LLENAR EL BARRIL CON 7. DE AGUA? .
¢ ! s ;QUE EDAD TIENEN LA MADRE Y LA HIJA?

- Tenemos un barril de 101. vacio.

- Tenemos 2 jarras vacias, una de 3l. y otra de 51. La suma de las edades de la madre y de la hija es 55.
- Elgrifo de agua s6lo se puede abrir 2 veces y tiene 11l. de agua. | Susedades estdn formadas por los mismos niimeros
- Loslitros tienen que ser exactos, no se puede contar a ojo. pero colocados al revés. ;Qué edad tiene cada una?

- Elbarrilsélo se puede llenar con las jarras.
- Nose puede sacar agua del barril.

=Y Kl

Figura 3. Retos numéricos

Los otros retos estan relacionados con la geometria, la medida o la estadistica:
se plantea una situacidn con una afirmacion y los alumnos tienen que determinar si
es cierta o falsa. Estos retos van acompafados de una ficha en la que los alumnos,
individualmente, explican la situacion y la conclusion a la que han llegado; pero la
parte mas importante, la que se evalua, es en la que argumentan cémo han llegado
a esta conclusién. En funcion del reto, se explican las razones matematicas o bien
los pasos seguidos para resolver el reto.

ERDAD O MENTIRA 7:

Tengo un huerto triangular. Un lado del huerto mide 10m.,

El drea de la figura que hay a continuacién es de 68cm?
otro lado mide 5m. y el otro 3m. ;Verdad o mentira?

¢Verdad o mentira?

3cm I

>

— 10 cm
6ecm

5em

Figura 4. Retos geométricos

2.2.2. Ejemplos de actividades manipulativas

Como se ha indicado, en la escuela hay multiples materiales manipulativos que
se usan para introducir y repasar los distintos contenidos. En las actividades de 2°
de Educacion Primaria que se muestran en la figura 5, por ejemplo, los alumnos
representan una fraccion con el geoplano y realizan actividades de compra-venta
como se estuvieran en un supermercado, respectivamente. En todos los casos,
ademas de observar las producciones de los alumnos, se analiza también si son
capaces de cuestionarse las afirmaciones de los comparieros.
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Figura 5. Uso de geoplanos para representar fracciones y materiales inespecificos y monedas
para situaciones de compra-venta

En la figura 6 se muestran diversos ejemplos en los que los alumnos de 5° de
Educacién Primaria, a través de las regletas Cuisenaire, repasan la nocion de area y
como calcularla en cuadrados y rectangulos.

Figura 6. Uso de regletas para comprender la nocién de area y como calcularla.
2.2.3. Ejemplos de juegos de mesa

Uno de los juegos de mesa que se usa en 2° de Educacion Primaria es
“Cédigo secreto 13+4”, que sirve para fomentar el calculo mental de sumas y restas,
aunque en cursos superiores también se puede usar con multiplicaciones, divisiones
y operaciones combinadas. Los jugadores tiran los dados y, con los numeros que
han obtenido, tienen que buscar una operacién que les permita obtener el numero
que aparece en la tarjeta deseada del tablero de juego para poder avanzar.
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Figura 7. Calculo mental con el juego “Cddigo secreto 13+4”

Un ejemplo de juego de mesa para 5° de Educacién Primaria es “Structuro”,
que sirve principalmente para trabajar la visualizacion geométrica. Este juego consta
de una serie de cubos de plastico con las caras opuestas pintadas del mismo color
(rojo, amarillo y azul) y de una serie de tarjetas clasificadas en 4 niveles (A, B, Cy
D). El ejemplo que se muestra en la figura 8 corresponde a una tarjeta del grupo D
en la que, observando las proyecciones de las caras (frontal, lateral y cenital), los
alumnos tienen que construir con los cubos la forma correspondiente, respetando
los colores.

Figura 8. Visualizacién geométrica con el juego “Structuro”
2.2.4. Ejemplos de resolucion de problemas

Como se ha indicado, uno de los tipos de actividades de resolucion de
problemas que se fomenta en la escuela “Els Estanys” es la creaciéon de problemas.
Para ello, se insiste primero en que analicen y distingan las partes de diferentes
problemas (enunciado, pregunta, operacion/es y respuesta). En la figura 9, por
ejemplo, se muestran actividades de creacidon de problemas en las que los alumnos
de 2° de Educacién Primaria tienen que escribir, por un lado, un problema
conociendo solo la respuesta, y por otro lado, crear un problema a partir de la
pregunta.
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éCuantas canicas le quedan a Antonio?

Operacion: Respuesta:
Operacion: [y Respuesta

Mi hermana y mi prima juntas pesan
60kg.

Figura 9. Creacion de problemas

El ejemplo de resolucién de problemas para alumnos de 5° de Educacion
Primaria que se muestra en la figura 10 corresponde al grupo de problemas
competenciales que parten de situaciones reales o cotidianas. En este caso, desde
la escuela se organiz6 una recogida de alimentos en favor de una organizacion de
ayuda a personas necesitadas. Con todos los alimentos recogidos se hizo un trabajo
de clasificacién y de recuento, previo al trabajo estadistico de elaboracién de
graficos y analisis de datos. Otros contenidos trabajados fueron las equivalencias
entre las unidades de medida con los paquetes de arroz, lentejas, etc.; la estimacién
de los kilos de alimentos recogidos, seguido del calculo real; y finalmente nos
planteamos si las cajas facilitadas por la fundacién eran las mas adecuadas para la
recogida de los alimentos o si serian mejor de otra forma o medida.

Figura 10. Resolucion de problemas a partir de una campana de recogida de alimentos
2.2.5. Ejemplos de calculo mental

En la figura 11 se muestra un ejemplo de estrategia de calculo mental que
usan los alumnos de 2° de Educacién Primaria para resolver una resta a partir de la
descomposicién del minuendo. Los numeros que se suman al sustraendo pueden
variar de un alumno a otro, haciendo que la descomposicion sea mas o0 menos
larga, por lo tanto, este algoritmo se adapta a los distintos niveles de los alumnos.
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35’739’ 4 +6+ 40+ 10+ 5 H= 61

WS- 239 = 23+ 1+ 60 +100+45 =206

Figura 11. Resolucion de restas a partir de la descomposicion del minuendo

Finalmente, en la figura 12 se muestra una estrategia que usan los alumnos de
5° de Educacioén Primaria para realizar divisiones con resultado decimal, es decir,
enteras. Por ejemplo, en la division 48 : 5, la alumna descompone mentalmente el
48 en 45 y 3 para después dividir 45 entre 5 (que es 9) y 3 entre 5:

Figura 12. Realizacion de divisiones enteras

Alumna: “como una division es igual a una fraccion, 3 entre 5 es igual que tres quintas partes;
y como una quinta parte es 0,20, tres quintas partes son 0,60. Asi que el resultado final es
9+0,60=9,60".

2.3. Concrecion de las dimensiones y competencias del conocimiento
matematico que deben evaluarse.

Una de las cuestiones mas delicadas en el marco de la evaluacion de la
competencia matematica consiste en concretar qué aspectos deben evaluarse. Si se
asume, como se ha indicado, que no se trata de evaluar si los alumnos saben
resolver operaciones aritméticas, sino de identificar si saben resolver problemas en
las que dichas operaciones son necesarias, entonces es imprescindible pensar la
evaluacion desde los procesos matematicos y establecer qué dimensiones
especificas del conocimiento matematico deberian evaluarse. En este sentido, se ha
tomado como base la legislacion educativa en materia de evaluacion del
Departament d’Ensenyament de la Generalitat de Catalunya (ver Tabla 1):

Dimensiones Competencias

Competencia 1. Traducir un problema a una representacion matematica y
emplear conceptos, herramientas y estrategias matematicas para
resolverlo.

Resolucion de
problemas
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Competencia 2. Dar y comprobar la solucion de un problema de acuerdo
con las preguntas planteadas.

Competencia 3. Hacer preguntas y generar problemas de tipo
matematico.

Competencia 4. Hacer conjeturas matematicas adecuadas en situaciones
Razonamiento y | cotidianas y comprobarlas.

prueba Competencia 5. Argumentar las afirmaciones y los procesos matematicos
realizados en contextos cercanos.

Competencia 6. Establecer relaciones entre diferentes conceptos, asi
como entre los diversos significados de un mismo concepto.

Conexiones Competencia 7. ldentificar las matematicas implicadas en situaciones
cotidianas y escolares y buscar situaciones que se puedan relacionar con
ideas matematicas concretas.

Competencia 8. Expresar ideas y procesos matematicos de manera
comprensible empleando el lenguaje verbal (oral y escrito).

Competencia 9. Usar las diversas representaciones de los conceptos y
relaciones para expresar matematicamente una situacion.

Competencia 10. Usar las herramientas tecnoldgicas con criterio, de
forma ajustada a la situacion, e interpretar las representaciones
matematicas que ofrecen.

Comunicacién y
representacion

Tabla 1. Dimensiones y competencias matematicas (DECRETO 119/2015, de 23 de junio, de
ordenacion de las ensefianzas de la educacion primaria, se establecen cuatro dimensiones que
incluyen diez competencias)

Ademas, en la ORDEN NOS/164/2016, de 14 de junio, por la cual se
determinan el procedimiento y los documentos y requisitos formales del proceso de
evaluacion en la educacion primaria, se establece que:

Los diferentes elementos que integran el curriculum son los referentes para la
evaluacion. Los criterios de evaluacion de las areas muestran el grado de logro
de las competencias basicas propias de cada ambito, establecidos en el
articulo 15 del Decreto 119/2015, de 23 de junio, de ordenacion de las
ensefanzas de la educacion primaria” (p. 2).

Con base a estas directrices, en la Escuela “Els Estanys” la evaluacién de la
competencia matematica se ha organizado de acuerdo con las cuatro dimensiones y
las diez competencias matematicas expuestas en la tabla 1, Con ello se pretende
que tanto el profesorado como los alumnos puedan identificar las dificultades y los
errores que surgen a lo largo del proceso educativo y tomar las decisiones
oportunas para lograr los objetivos. Asi, pues, se informa a los alumnos de
antemano sobre los objetivos de aprendizaje, los criterios y los procedimientos con
los cuales se los evalua.

2.4. Seleccion de las dimensiones y competencias que se evaluan en cada
actividad.

Una vez establecidas las dimensiones del conocimiento matematico que deben
ser evaluadas (resolucion de problemas, razonamiento y prueba, conexiones,
comunicacion y representacién) a través de las diez competencias matematicas
descritas, el siguiente paso ha consistido en determinar las

UNI&N Namero 55- Abril 2019 — Pagina 98



La evaluacion de la competencia matematica desde la escuela y para la escuela
Angel Alsina, Miquel Garcia, Eduard Torrent

dimensiones/competencias matematicas especificas que se evalian en cada
contexto a partir de los que se ha organizado la ensefanza de las matematicas: 1)
retos; 2) actividades manipulativas; 3) juegos de mesa; 4) resolucion de problemas;
5) calculo mental.

Desde este prisma, el equipo de profesores de la Escuela “Els Estanys” ha
fijado los aspectos que se quieren evaluar en cada contexto, sin necesidad de que
se evaluen todos en cada uno (Tabla 2), pero garantizando que a lo largo del curso
se trabajen (y evaluen) todas las dimensiones y competencias, tal como indica
Alsina (2018).

Actividades Juegos Resolucion | Calculo

Retos Manipulativas | de mesa | de problemas | mental
1. Traducir un problema a una
representacion  matematica vy
emplear conceptos, herramientas y X X X
estrategias  matematicas para
resolverlo.

2. Dar y comprobar la solucion de
un problema de acuerdo con las X X X
preguntas planteadas.

Resolucién de
problemas

3. Hacer preguntas y generar
problemas de tipo matematico.

4. Hacer conjeturas matematicas
adecuadas en situaciones X X
cotidianas y comprobarlas.

5. Argumentar las afirmaciones y
los procesos matematicos X X X
realizados en contextos cercanos.

Razonamiento
y prueba

6. Establecer relaciones entre
diferentes conceptos, asi como
entre los diversos significados de
un mismo concepto.

7. ldentificar las matematicas
implicadas en situaciones
cotidianas y escolares y buscar
situaciones que se puedan
relacionar con ideas matematicas
concretas.

Conexiones

8. Expresar ideas y procesos
matematicos de manera
comprensible empleando el
lenguaje verbal (oral y escrito).

9. Usar las diversas
representaciones de los conceptos
y relaciones para expresar
matematicamente una situacion.

representacion

10. Usar las herramientas
tecnolégicas con criterio, de forma
ajustada a la situacion, e X X
interpretar las representaciones
matematicas que ofrecen.

Comunicacion y

Tabla 2. Dimensiones y competencias matematicas evaluadas en cada contexto
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2.5. Diseno de instrumentos especificos de evaluacién, especialmente
rubricas.

La evaluacion de la competencia matematica consiste en un tipo de evaluacion
que requiere aportar evidencias que pongan de manifiesto lo que cada alumno es
capaz de hacer y saber aplicarlo a un determinado contexto (Ascher, 1990). En este
sentido, Gori (2008, p. 177) expone que “la evaluacién de una competencia supone
la emisién de un juicio valorativo sobre la pertinencia y la calidad de la evidencia
aportada”. De acuerdo con Alsina (2018), esto implica que, por un lado, se garantice
que las evidencias estén relacionadas con la competencia que se quiere valorar; y
por otro lado, se tenga en cuenta que no todas las actuaciones de los alumnos son
de la misma calidad, y por lo tanto, se deberian determinar niveles de adquisicion.
En la literatura sobre evaluacion, los niveles de adquisicion tienden a denominarse
“criterios de evaluacion”, y se refieren a las normas de actuacién que permiten la
valoracion de las competencias (Sanmarti, 2007).

Uno de los instrumentos que se ajustan a este planteamiento son las rubricas,
que son guias o escalas de evaluacidn donde se establecen niveles progresivos de
dominio o pericia relativos al desarrollo que muestra una persona respecto a un
proceso o produccion determinada (Diaz-Barriga, 2006). Desde esta perspectiva, se
trata de instrumentos dinamicos que se pueden modificar y ajustar durante la
practica para asi encontrar el valor justo que se pretende que los alumnos alcancen.
Goodrich (2000) expone que las principales ventajas del uso de rubricas en los
procesos educativos son las siguientes: 1) se trata de una herramienta poderosa
que permite conocer los distintos niveles de adquisicion, puesto que los criterios son
explicitos y los mismos para todos los alumnos; 2) proporcionan criterios especificos
para analizar y documentar el progreso del alumno; 3) son faciles de utilizar y de
explicar; 4) orientan sobre qué es lo que se espera de los alumnos o del propio
maestro. Considerando estos aspectos, el profesorado de la Escuela “Els Estanys”
ha disefado una rubrica para evaluar las actividades de cada contexto de
ensefanza-aprendizaje, ademas de los criterios de pericia para asignar el dominio
de cierto nivel. A modo de ejemplo, se muestran las rubricas para evaluar las
actividades de retos y calculo mental (tablas 3 y 4).

G NIVEL 3 NIVEL 2 NIVEL 1
e
A
ESCOLA ELS ESTANYS (Sils) 3 2 1
Todo el pensamiente matematico
es correcto y explicala norma o | Tode el pensamiento matematico Parte del pensamiento El pensamiento matemdtico no es
razenes matemdticas que le han s correcto. materndtico es correcto. correcta.
ayudado a resalverlo.
Utiliza mucho lenguaje Utiliza lenguaje matemdtice o . . L ) . .
. N . . Utiliza un lenguaje matemdtico  |No utiliza lenguaje matemdtico en
COMUNICACION matemitico o anotaciones anotaciones mds o menos - - ;
y/o anotaciones pobres. las explicaciones y/o anotaciones.
detallados. detalladas.
Ha encontrado conexiones en el
problema o en los nimeros, las Hua intentade conectar alguna
ha utllizado para alargar o Ha encontrado olguna conexién | cosa pero no tenia relocion con Mo ha conectado nada del
completar la respuestayfoha | en el problema o en los ndmeros. las matemnaticas del problema ni de los nimeros.
relacionado este problema con preblemalreto.
ofro parecido.
Las representuciones {grdficos o Las representaciones (graficos o | Las representaciones (grdficos o
ESTRATEGIAS Y dibujos) son claras y ayudan a 5 rep gre 5 rep r Las representaciones (grdfices o
3 dibujos) son claras y faciles de | dibujos) son un poco dificiles de | . .
REPRESENTACION entender la resolucion del dibujos) no se entienden o no hay.
entender. entender.
problemafreto.
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Tabla 3. Rubrica para evaluar los retos

NIVEL 3

NIVEL 2

NIVEL1

3

2

1

Aplica las diferentes estrategios
trobajados y lo hace con agilidod.

Aplica las estrategias trabojadas
pero le falto un poco de agilidod

Aplica sélo algunas de las
estrategios basicas trabojadas.

Le cuesta aplicar las estrategias
bisicas trabojadas.

Explica todos los pansos sequidos
con detalle, de manera ordenada
y con un vocabulario adecundo.

Explica casi todos los pasoes
seguidos, de manera ordenada
con algun error de vocabulario.

Omite algunos de los pasos
seguidos o lo explica de manera
desordenada.

Cuesta entender la explicacién de
lo que ha hecho.

Relaciona diferentes conceptos

. " Relacicna algun concepto sin Relaciona algun concepto con . -
para faciltar la resolucion de las Na relariona ninglin concepta
- ayuda. ayuda.
aperaciones.
Genera problemas segln
diferentes estrategias con Genera problemas segin Genera problemas segin Le cuesta generar problemas
CREACION DE PROBLEMAS | facilidad y es capaz de detectar diferentes estrategias con diferentes estrategias conun | segln diferentes estrategias o los

errores en los que generan los

facilidad.

poco de ayuda.

que generda no son correctos.

companeras.

Tabla 4. Rubrica para evaluar el calculo mental

Estas rubricas han sido consensuadas por todo el profesorado del centro vy,
como se ha indicado, son dinamicas. Tanto los indicadores de las rubricas, como los
criterios de pericia establecidos para asignar el dominio de cierto nivel, pueden ser
modificados y ajustados para afinarlos al maximo, con el propdsito de determinar de
la forma mas precisa posible el nivel de desarrollo de la competencia matematica de
los alumnos.

Con estos instrumentos, ademas de la evaluacion formativa (la que realiza el
profesorado), se fomenta la evaluacién formadora (de los propios alumnos). La
evaluacion formadora se impulsa mediante estrategias como la coevaluacion y la
autoevaluacion, sobre todo en los ultimos niveles. Partiendo de la base que las
personas que aprenden son aquellas que saben autoevaluarse (Sanmarti, 2007),
mediante la coevaluacién se pretende que sean los mismos alumnos, que son los
que tienen la misién de aprender, los que se coloquen por un momento en el papel
del docente y evaluen los conocimientos adquiridos por un compafiero.

En relacion a la autoevaluacion, algunos de sus principales beneficios son los
siguientes (Calatayud, 1999, 2002): a) es uno de los medios para que el alumno
conozca y tome conciencia de cual es su progreso individual en el proceso de
ensefanza y aprendizaje; b) ayuda a los alumnos a responsabilizarse de sus
actividades, a la vez que desarrollan la capacidad de autogobierno; c) es un factor
basico de motivacién y refuerzo del aprendizaje; d) es una estrategia que permite al
profesorado conocer cual es la valoracion que éstos hacen del aprendizaje, de los
contenidos que en el aula se trabajan, de la metodologia utilizada, etc.; €) es una
actividad de aprendizaje que ayuda a reflexionar individualmente sobre el proceso
de ensefnanza y aprendizaje realizado; f) es una estrategia que puede sustituir a
otras formas de evaluacién mas tradicionales; g) es una actividad que ayuda a
profundizar en un mayor autoconocimiento y comprension del proceso realizado; y
h) es una estrategia que posibilita la autonomia y autogestion del aprendizaje del
alumno.
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‘iﬁ( , NIVEL 3 NIVEL 2 NIVEL1
NS
ESCOLA ELS ESTANYS (Sils) 3 2 1
Hemos tenido muy claro come | Mo nos ha costade mucho hacer | Mos ha costado bastante hacer . .
. ) . ; . No hay representaciones graficas
hacer las representacicnes las representaciones graficas o | las representaciones graficas o A 20%
o - o o ni dibujos.
grdficas o los dibujos. lo= dibujos. los dibujos.
Hemos tenido muy claro come | No nos ha costado mucho hacer -
A L : Nos ha costadao bastante hacer la No hemos escrito ninguna
hacer las explicacicnesy las | las explicaciones pero podrian ser exolicacion exolicacion 20%
hemos hecho detalladas. mas detalladas. P P
La prese ntqcmr_t tiene fos 3 A la presentacion le fallauno de | A la presentacién e fallan dos de | A la presentacidn le fallan los tres
componentes: es limpia, claray | 10%
f 03 componentes. los componentes. componentes.
organizada.
COMPLECION Hemos hecho todos los Hemos hecho todos los Hemos hecho todos los Hay tres o rds problemas sin 20%
(de 5 o 6 problemas) problemas. problemes menos uno. problemes menos dos. hacer.
Todos los componentes del grupo Casi siempre nos hemos Algunos nos hernes esferzado Mo hemas sabido trabaiar en
TRABAJO EN GRUPO nos hemos esforzado y hemos esforzado y hemos trabajado pero nos ha costado trabajar Do, I 10%
trabajado juntos. juntos. funtos. grupo.
IMPLICACION PERSONAL He aportade ideas al grupoy he He aportado ideas al grupo. He aportade alguna idea al No he apertado ideas al grupo o 20%
ayudado a los compafieros. grupo. muy pocas.

Tabla 5. Rubrica para autoevaluar y coevaluar la resolucion de problemas en grupo

Finalmente, cabe senalar que para apoyar todo el proceso de evaluacién de la
competencia matematica a través de rubricas, en la Escuela “Els Estanys” se utiliza
Corubrics. Se trata de un complemento para hojas de calculo de Google de acceso
abierto, disponible en https://corubrics-es.tecnocentres.org, que permite realizar un
proceso completo de evaluacidén con rubricas. Sirve para que el profesorado evalue
a los alumnos (o grupos de alumnos) con una rubrica y también para que los
alumnos se coevaluen entre ellos o bien se autoevaluen con una rubrica. Solo se
puede utilizar si alumnos y profesores estan en el mismo dominio de G suite.

Para ello, primero se debe definir la rubrica que se pretende usar (figura 15) v,
a continuacion, indicar los alumnos y sus correos electrénicos. Una vez hecho, el
complemento (o la plantilla) se encarga de crear un formulario con los contenidos de
la rabrica y enviar por mail este formulario a los alumnos o dar el enlace (si sélo
corrige el profesor). Una vez contestado el formulario (por los alumnos y/o por el
profesor), permite procesar los datos para obtener las medias. Ademas, CoRubrics
permite hacer comentarios a los alumnos y al profesorado cuando se contesta la
rubrica.

LLIDEZ Nota cuantitativa (haciendo
N ESTRATEGIAS Y EXPLICACION ORGANIZACION COMPLECION TRABAJO EN IMPLICACION TR THETEE
T T TS REPRESENTACION | (Oral yfo escrita) INFO%EAL:\C[OM (de 506 problemas) GRUPO PERSONAL ) TR ARG R TS Comentarios del propio alumno
luacié (autoevaluacién)
20% 20% 10% 20% 0% 20% 100%.
Coev | Auto | Prof | Coev Auto | Prof | Coev  Auto  Prof | Coev | Auto  Prof | Coev | Auto  Prof | Coev Auto Prof | Coev Auto | Prof | Coev Auto  Prof | Final
“Alumno 1" creo que no tienes nadapara | He trabajado bien y me he esforzado
1 ALUMNOJA1 FER T N R PR B I 3 T R T A 4 4 - |am 8 - |gz | meororLamayorfadeproblemaslos | siempre. Unproblemanos hacostado
4 **° | hemos resuleto gracias atiyme has | mucho y no hemos sabido hacerlo. Mi
ayudado. compafiero me ha ayudado muy poco.
"Alurmno 2" creo que puedes mejorar
esforzdndote mas y estando mds Me he distraido mucho y tendria que
2 ALUMNOJA2 [ 32 2 44 303 2 2 [ 6 6 600 | concentrado enlo queestamos Pl Al
haciendoy no distraerte conlos g
compaferos de otros grupos.

Tabla 6. Ejemplo de rubrica con Corubrics

En el ejemplo de la tabla 6 se puede observar como, en funcién de la rubrica
presentada, una pareja se ha autoevaluado y coevaluado y que, en este caso, el
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profesor no ha evaluado la actividad. En las columnas finales aparecen las notas
medias y los comentarios.

Aprovechando la generacion automatica de datos de Corubrics, en la escuela

se ha creado también una hoja de calculo adjunta que genera, también de manera
automatica, un informe personalizado de cada alumno, como se aprecia en la tabla

7.
INFORME DE EVALUACION - RESOLUCION DE PROBLEMAS EN GRUPO

ALUMNO/A: ALUMNO/JA 1

RUBRICA CON LA QUE HEMOS EVALUADO LA RESOLUCION DE PROBLEMAS:

=

N 2

ESCOLA ELS ESTANYS (Sils) 4 1

Hemos tenido muy claro come | Mo nes ha costedo mucho hacer | Mos ha costade bastante hacer
hacer las reprezentociones los representaciones gréficas o | las representaciones graficas o
graficas o los dibujes. los dibujos. loz dibujos.

Mo hay representaciones graficas.
SEntaC 20%
ni dibujos.

Hemos tenido muy claro come | Mo nos ha costedo mucho hacer

hacer las explicacionss u las las explicaciones pero podrian Moz ha cust;;dllai::csi;cnme hacer la Mo herr::;sp]e;:rciitdonrdngunu 20%
hemes hecho detalladas. =er mas detalladas. ? . .
La presentacién tene los 3 & Ja presentacion le fallauna de | Ala presentecidn le falian dos de | A la presentacién le fallan los tres 10
Componentes los companentes. oz comporentes. componentes. g
Hemos hecho todos los Hemes hecha todos los Hemas hecho todos los Hay tres o mas problemas sin 20
problemas. problemes menos unc. preblemes menos dos. hacer.
Tadas los companentes del grups Caszi siempre nos hemos Algunos nes hemes esforzade y .
nos hemos esforzado y hemes esforzade y hemos trabajado peronos ha costads trabajar Na hemos sabida trabajar en 10%
trabojads jurtos. juntos. juntos. grupe.

He gpartedo alguna idea al Mo he cportade ideas al grupo o
grupo. muy pocas.

He cportade ideas ol grupo y he

ayudado a los compafiercs. 0%

[MPLICACION PERSONAL

He aportado id=as al grupe.

RESULTADOS DE LA EVALUACION:

Coevaluacién: 8,75

Autoevaluacion: 8
Nota maestro/a: -

COMENTARIOS DE LA EVALUACION:

Nota final de resolucidn 8 3 8
1}

de problemas en grupo:

ICOMENTARIO DE LOS COMPANEROS:

"Alumno 1" creo que no tienes nada para mejorar. La mayoria de problemas los hemos resuleto gracias a ti y me has ayudado.

[COMENTARIO DEL PROPIO ALUMNO/A: ‘
He trabajado bien y me he esforzado siempre. Un problema nos ha costado mucho y no hemos sabido hacerlo. Mi compafiero me ha
ayudado muy poco.

|COMENTARTO DEL MAESTRO/A:

Tabla 7. Informe personalizado
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3. Consideraciones finales

En este articulo se ha puesto de manifiesto que la evaluacion de la
competencia matematica implica dejar de lado un modelo tradicional de evaluacién
basado exclusivamente en las valoraciones del profesorado sobre los aprendizajes
de los alumnos. Asi, pues, partiendo de la base que la evaluacion ha dejado de ser
un instrumento exclusivamente finalista y se ha convertido en algo mas complejo, en
un recurso de aprendizaje mas, se ha entrado en la escuela para ver de primera
mano qué hacen los maestros para adaptarse a este cambio educativo. Con este
proposito, se ha descrito una experiencia educativa basada en evidencias que
recoge el conjunto de decisiones y actuaciones que se han llevado a cabo para
promover el desarrollo y la evaluacién de la competencia matematica, considerando
tanto las aportaciones de la Administracion educativa como de la investigacion
educativa. En concreto, dicho proceso consta de cinco fases que se reproducen en
la figura 13 a modo de modelo, que puede ser aplicado en otros centros escolares
que decidan llevar a cabo este proceso de transformacién con las adaptaciones que
se consideren necesarias:

1. Organizaciéon de
la ensefianza de las
matemdticas

5. Disefio de
instrumentos
especificos de
evaluacion,
especialmente
rdbricas

2. Busqueda de
actividades
matematicas
competenciales
ricas

3. Concrecién de
las dimensiones y
competencias del
conocimiento
matematico que
deben evaluarse

4. Seleccion de las
dimensiones y

competencias que
se evaltan en cada
actividad

Figura 13. Hacia la definicién de un modelo para la evaluacion de la competencia matematica
en la escuela

La descripcion y el analisis de estas cinco fases y, en especial, la concrecion
de los aspectos que deberian considerarse en la escuela para poder llevar a cabo
una evaluacion competencial de las matematicas, constituye probablemente la
principal novedad de este articulo. A menudo, tal como se ha indicado en la
introduccién, uno de los principales problemas con los que se encuentra el
profesorado es que, a pesar de que reciben orientaciones generales por parte de la
Administracion educativa, no disponen de instrucciones ni ejemplificaciones sobre
coémo iniciar procesos de cambio adaptados. En este sentido, consideramos que el
modelo descrito puede ayudar a que las escuelas preocupadas por ofrecer una
educacién adecuada a las necesidades del S. XXI| puedan iniciar procesos similares,
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adaptados a su propia realidad. Otra aportacion, centrada especificamente en los
instrumentos propuestos en este articulo para evaluar la competencia matematica,
se centra en el apoyo que pueden ofrecer entornos tecnoldgicos como Corubrics. Si
bien en otros trabajos ya se ha insistido en la necesidad de realizar una evaluacion
mediante rubricas (Alsina, 2018), el uso de Corubrics permite llevar a cabo una
evaluacion tanto formativa como formadora, puesto que facilita que los alumnos se
coevaluen y autoevaluen.

Desde este prisma, en el modelo propuesto los procesos de coevaluacion y
autoevaluacién adquieren un especial protagonismo, puesto que estudios previos
han puesto de manifiesto que se trata de estrategias efectivas para el aprendizaje
de las matematicas (Klute, Apthorp, Harlacher y Reale, 2017). Sin embargo,
Gonzalez (2018) sefala que, a pesar del importante impacto que puede tener este
tipo de evaluacion sobre el rendimiento de los alumnos, hay que considerar también
sus debilidades, en vista de la multitud de factores que pueden reducir o enfatizar
estos efectos. Para esta autora, “los beneficios de la evaluacion no estan
garantizados en cualquier circunstancia, sino que necesitan distintos requisitos,
algunos de los cuales dependen de los responsables politicos” (Gonzalez, 2018, p.
16). En concreto, sefiala los siguientes requisitos para que este tipo de evaluacion
sea eficaz: a) los esfuerzos de evaluacion se deberian hacer de la forma mas
eficiente y eficaz posible, por lo que es necesario formar al profesorado en
instrumentos de evaluacion formativa y acompanar a los centros en el disefio de sus
planes de evaluaciéon con el objetivo de incrementar el rendimiento de los alumnos;
b) el contexto es muy relevante para el éxito de la evaluacién formativa, por lo que
ésta deberia plantearse en el marco de un proceso de aprendizaje continuo, no
finalista, en el que se delimiten claramente los objetivos de aprendizaje; c) ampliar
los objetivos mas alla del rendimiento, hacia otras esferas del aprendizaje como la
autorregulacion del alumnado a través de la autoevaluacion; d) dotar a los centros
escolares de herramientas para la evaluacion diagndstica que permitan afinar el
disefio del proceso de aprendizaje; e) la administracion publica precisa de datos y
de informacion para disefar mejor los procesos educativos, incluida la evaluacién; y
f) impulsar investigaciones que evaluen de forma mas profunda el impacto de los
distintos instrumentos de evaluacién, la intermediacién de otras variables, como la
calidad del profesorado, y muy especialmente los efectos respecto al alumnado de
bajo rendimiento.

Ademas de indagar en estos aspectos, en futuros trabajos sera necesario
incorporar de forma mas explicita en los instrumentos descritos la evaluacion de
otros aspectos como por ejemplo las actitudes, considerando que las concepciones
sobre las competencias en la bibliografia especializada son coincidentes en este
sentido. Asi, por ejemplo, Perrenoud (2004) plantea que son sintesis combinatorias,
por un lado, de procesos cognitivos, saberes, habilidades, conductas en la accion y
actitudes, y por otro, afirma que mediante ellas se logra una solucién innovadora a
los diversos problemas que plantea la vida humana y las organizaciones
productivas. Del mismo modo, la Comisiéon Europea (2004) las caracteriza, primero
mediante la conjuncidon de sus componentes, diciendo que son el conjunto de
conocimientos, destrezas y actitudes, y segundo afirmando que todos los individuos
las necesitan para su realizacion y desarrollo personal, inclusién y empleo. De la
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Orden (2011) sintetiza esas dos caracteristicas definiéndolas como un conjunto
integrado de conocimientos, destrezas y actitudes y como desempefio exitoso de
una funcioén o un rol.

De este conjunto de requisitos se desprende que la transformacion hacia un
modelo de ensefianza y de evaluacibn competencial en general, y de las
matematicas en particular, es responsabilidad de todos: de la Administraciéon
educativa, de la investigacién educativa y, cdmo no, del profesorado. Desde este
prisma, en este articulo se ha reflejado como la simbiosis de estos elementos es la
que conduce a resultados satisfactorios.
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En este trabajo, se abordan los papeles desempefiados por el individuo y la
sociedad en lo que concierne a la construccidon del conocimiento, con énfasis
en el conocimiento matematico. Se trata de una investigacion de naturaleza
tedrico-bibliografica. Buscando identificar quién (Individuo? Sociedad?
Ambos?) creal/cred, en el curso histérico, el conocimiento, incluso el
conocimiento matematico, se hace, en la presente investigacion, uso, como
base tedrica, del pensamiento complejo de Edgar Morin, asi como de puntos
comunes a ese pensamiento y a la nocién de identidad pregonada por Claude
Dubar. La adhesion del autor de este articulo a la vision compleja a propésito
Resumen de la identidad de quien produce histéricamente el conocimiento (siempre
teniendo en cuenta la creacion del conocimiento matematico) tiene que ver, en
gran medida, con su defensa del principio de que hay relaciones entre sujeto y
objeto, y entre individuo y sociedad. En fin, son resaltados y/o establecidos
vinculos, por el autor del texto, entre, por un lado, la concepcion compleja
acerca de la identidad de quien construye, a lo largo del tiempo, el conocimiento
(con destaque, en el articulo, al conocimiento matematico) y, por otro lado, la
Educacion y su historia, con realce del autor de la investigacion a la Educacion
Matematica.

Palabras clave: individuo, sociedad, conocimiento, matematicas, ensefianza.

In this work, we discuss the roles played by the individual and the society in the
construction of knowledge, with emphasis on mathematical knowledge. It is a
research of theoretical-bibliographic nature. In order to identify who (individual?
Society? Both?) Creates/created, in the course of history, the knowledge,
including the mathematical knowledge, in the present investigation is made use,
as a theoretical basis, the complex thinking of Edgar Morin, well as common
points to this thought and to the notion of identity proclaimed by Claude Dubar.
The adhesion of the author of this article to the complex view of the identity of
the one who historically produces the knowledge (always taking into account the
creation of mathematical knowledge) has to do with its defense of the principle
that there are relations between the subject and the object, and between the
individual and the society. Finally, the author of the text bounds and/or
establisheds links between, on a hand, the complex conception of the identity of
the person (or the society) who constructs, over time, the knowledge (with
emphasis, in the article, to the mathematical knowledge) and, on an other hand,
the Education and its history, with emphasis realizates by the author of this text
on the Mathematics Education.

Keywords: individual, society, knowledge, mathematics, teaching.

Abstract
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Neste trabalho, abordam-se os papéis desempenhados pelo individuo e pela
sociedade no que respeita a construgcdo do conhecimento, com énfase ao
conhecimento matematico. Trata-se de uma pesquisa de natureza teodrico-
bibliografica. AlImejando-se identificar quem (Individuo? Sociedade? Ambos?)
cria/criou, no decorrer histérico, o conhecimento, inclusive o conhecimento
matematico, faz-se, na presente investigacdo, uso, como base tedrica, do
pensamento complexo de Edgar Morin, assim como de pontos comuns a esse
pensamento e a nog¢ao de identidade apregoada por Claude Dubar. A adeséo
do autor deste artigo a visdo complexa a propdsito da identidade de quem
produz historicamente o conhecimento (sempre levando em conta a criagao do
conhecimento matematico) tem a ver, em grande medida, com sua defesa do
principio de que ha relagdes entre sujeito e objeto, e entre individuo e
sociedade. Enfim, s&o frisados e/ou estabelecidos liames, pelo autor do texto,
entre, de um lado, a concepgao complexa acerca da identidade de quem
constréi, ao longo do tempo, o conhecimento (com destaque, no artigo, ao
conhecimento matematico) e, de outro lado, a Educagado e sua histéria, com
realce do autor da investigacao a Educagdo Matematica.

Palavras-chave: individuo, sociedade, conhecimento, matematica, ensino.

Resumo

1. Introdugao

O conhecimento (com interesse, de nossa parte, pelo conhecimento
matematico) deve-se ao individuo, a sociedade ou a ambos? Antes, porém: o que sao
conhecimento (em especial, para nds, conhecimento matematico), individuo e
sociedade? Ademais: o0 sujeito e o objeto, juntos, influenciam a elaboragéo do
conhecimento? Ou a criagdo do conhecimento depende apenas de um deles? Com o
passar da Histéria' da humanidade, as concepgdes sobre como o conhecimento é
gerado e/ou sobre quem o gera (Individuo? Sociedade? Ambos?) modificaram-se?
Tais concepgdes repercutiram na forma com que o universo escolar trabalhou o
conhecimento no transcurso da Historia? Essas s&o algumas das interrogagdes de
que tratamos no artigo.

O presente trabalho denota uma pesquisa teérica nos moldes preconizados por
Prestes (2003), bem como por Moreira e Caleffe (2008). Trata-se de uma investigagao
basica (pura), em vez de aplicada (Moreira e Caleffe, 2008). Na condi¢cao de pesquisa
nao experimental: descreve e explica eventos e situagdes como existem ou existiram;
avalia produtos ou processos; desenvolve inovagdes (Moreira e Caleffe, 2008). Ao
mesmo tempo, este trabalho possui um cariz bibliografico. Nesse sentido:

A pesquisa bibliografica € desenvolvida a partir de material ja elaborado,
constituido principalmente de livros e artigos cientificos. A pesquisa
bibliografica ndao deve ser confundida com a revisdo ou a resenha
bibliografica, pois a pesquisa bibliografica & por si s6 um tipo de pesquisa,

' O termo Histdria, “que em geral significa pesquisa, informag&o ou narragdo e que ja em grego era usado para
indicar a resenha ou a narragao dos fatos humanos, apresenta hoje uma ambigtidade fundamental: significa, por
um lado, o conhecimento de tais fatos ou a ciéncia que disciplina e dirige esse conhecimento (historia rerum
gestarum) e, por outro lado, os préprios fatos ou um conjunto ou a totalidade deles (res gestae)” (Abbagnano,
2000, p. 502).
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enquanto a revisdo ou a resenha bibliografica € um componente obrigatério
de todo e qualquer tipo de pesquisa. (Moreira e Caleffe, 2008, p. 74).

Na secao inicial do texto, abordamos os temas individuo, sociedade e
complexidade. Complexidade € a teoria filoséfica em que nos amparamos para tentar
responder, nesta pesquisa como um todo, as perguntas elencadas no paragrafo
anterior.

Em seguida, tratamos do tema conhecimento, dispensando atencao a duas
variantes: o conhecimento espontaneo e o conhecimento cientifico. Tanto no ambito
da cognicao espontanea quanto naquele da cognicéao cientifica, entendemos que haja
manifestagdo do conhecimento de tipo matematico.

Apoés essas reflexdes e exposicdes, sempre subsidiados pelo ideario complexo,
voltamo-nos para a identidade de quem constroi o conhecimento (nele incluido o
conhecimento matematico), dando relevo as duas visbes majoritarias que se
adotaram a esse respeito no curso da Historia: protagonismo do individuo e
protagonismo da sociedade. Ao lidarmos, no artigo, com o assunto identidade,
destacamos e utilizamos elementos que, de nosso ponto de vista, sdo comuns ao
pensamento complexo de Edgar Morin e ao corpo de ideias de Claude Dubar.

Na secdo imediatamente precedente as consideragdes finais, argumentamos
em prol dos vinculos que julgamos haver ou ter havido, no decurso da Histéria, entre,
de um lado, as concepgdes sobre quem (Individuo? Sociedade? Ambos?) da ou dava
origem ao conhecimento (com atengdo nossa ao conhecimento matematico) e, de
outro lado, a maneira segundo a qual o processo de ensino e de aprendizagem (com
énfase nossa a Matematica), no contexto escolar, acontece ou acontecia.

Em nossas conclusdes, reiteramos o entrelagamento da teoria filosofica da
complexidade com os seguintes itens: individuo, sociedade, conhecimento,
Matematica e Educacao.

2. Individuo, sociedade e complexidade

A aproximacgao entre individuo e sociedade é descortinada (e/ou arquitetada),
sobremaneira, pela descoberta da nao existéncia (e/ou pela impossibilidade de
engendramento) desta sem aquele, e vice-versa. Por sua vez, o distanciamento entre
individuo e sociedade da-se (e/ou € imaginado), sobretudo, pela percepgao (e/ou pela
elaboracdo da ideia) de que elemento e conjunto, denotando, entre outras coisas,
singular e plural respectivamente, costumam alojar-se em polos diametralmente
opostos. Entendemos, pois, que a relagao entre individuo e sociedade seja complexa.
Mas que significados tomamos por base com o intuito de discorrer sobre individuo,
sociedade e complexidade?

Para efeito desta pesquisa, individuo é: “[...] tudo aquilo que constitui uma
unidade, ndo podendo ser dividido sem descaracterizar-se como tal. Objeto simples,
sem partes. Aquilo que é contavel. Algo que possui caracteristicas proprias que o
distinguem das outras coisas” (Japiassu e Marcondes, 1996, p. 142). Neste texto,
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recorremos a palavra individuo, bem como aos correspondentes e supramencionados
atributos, quando versamos — tanto em nivel concreto quanto em nivel conceitual —
sobre a pessoa, 0 homem ou o ser humano.

A seu turno: “[...] a sociedade ndo € um mero conjunto de individuos vivendo
juntos, em um determinado lugar, mas define-se essencialmente pela existéncia de
uma organizagao, de instituigdes e leis que regem a vida desses individuos e suas
relagbes mutuas” (Japiassu e Marcondes, 1996, p. 251). Em termos concretos/reais
e em termos conceituais/virtuais, a sociedade nao deixa de ser individuo, ja que se
constitui em unidade e possui aspectos proprios ou distintivos (Morin, 2003). No
presente artigo, mantemos esse entendimento; no entanto, para evitar ambiguidades
gramaticais envolvendo mengdes ao grupo social/comunitario e a pessoa, nao
utilizamos a palavra individuo quando fazemos referéncia a sociedade/comunidade.

Visando a fundamentacdo deste trabalho, aliamo-nos a teoria filoséfica da
complexidade, devida mormente aos esfor¢os do pensador francés Edgar Morin. Trés
dos principios de seu corpo tedrico (com destaque nosso ao primeiro deles) servem
de sustentaculo as argumentagdes que desenvolvemos nas paginas que se seguem.
Esses principios sao:

(i) O dialégico: na natureza, no homem, no conhecimento e/ou na sociedade, ha
contradigbes ou antagonismos que s&o, ao mesmo tempo, complementares.

Exemplos: a particula e a onda, no elétron, opdem-se uma a outra, mas também
completam-se mutuamente; a razdo e a emocao, no homem, equivalem aos dois
lados da moeda, os quais sao contrarios, todavia necessarios a existéncia dessa peca
metalica; a espontaneidade e a sistematizacido, no conhecimento e na sua producéo,
embora digam respeito a processos distintos e mesmo adversos, estdo ambas
presentes, em maior ou em menor grau — conforme esclarecemos nas préximas
paginas —, tanto no conhecimento espontaneo (e na sua criagdo) quanto no
conhecimento sistematizado (e na sua elaboragao); direitos e deveres, na sociedade,
apesar de frequentemente se conflitarem, agregam-se com vistas a manutengao e ao
desenvolvimento sociais.

(i) O recursivo: na natureza, no homem, no conhecimento e/ou na sociedade, a
causa gera o efeito, que retroage sobre a causa, (re)gerando-a, num processo de
circularidade.

Exemplo (na natureza animal): aumento da quantidade de cagadores resultante
do aumento da quantidade de presas => reducao da quantidade de presas por causa
do aumento da quantidade de cacadores => reducao da quantidade de cagadores em
virtude da reducdo da quantidade de presas => aumento da quantidade de presas
decorrente da reducdo da quantidade de cacadores => aumento da quantidade de
cacadores resultante do aumento da quantidade de presas.

(i) O hologramatico: na natureza, no homem, no conhecimento e/ou na
sociedade, a parte encontra-se no todo, e o todo acha-se em cada uma de suas
partes.

Exemplo (no ser humano, enquanto membro do contexto biolégico): o homem
integra uma espécie (vide o homo sapiens), a qual, por meio de seus processos
reprodutores/mantenedores, notadamente o genético, situa-se no interior do homem
ou de cada homem.
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Podemos elencar caracteristicas e articulagbes dos componentes da diade
individuo-sociedade a luz dos supracitados principios:

(i) De acordo com o principio dialdgico, o individuo e a sociedade antagonizam-
se ou contradizem-se e, simultaneamente, complementam-se. “O principio dialégico
nos permite manter a dualidade no seio da unidade. Ele associa dois termos ao
mesmo tempo complementares e antagénicos” (Morin, 2011, p. 74).

(i) O principio recursivo possibilita-nos afirmar que o individuo gera a sociedade,
a qual gera o individuo. Por sinal:

A ideia recursiva é, pois, uma ideia em ruptura com a ideia linear de
causa/efeito, de produto/produtor, de estrutura/superestrutura, ja que tudo o
que é produzido volta-se sobre o que o produz num ciclo ele mesmo
autoconstitutivo, auto-organizador e autoprodutor. (Morin, 2011, p. 74)

(i) Segundo o principio hologramatico, o individuo esta na sociedade, e a
sociedade, com suas regras, seus tabus, suas tradi¢gdes, suas peculiaridades etc.,
esta no individuo. “Num holograma fisico, o menor ponto da imagem do holograma
contém a quase totalidade da informacéao do objeto representado. Nao apenas a parte
esta no todo, mas o todo esta na parte” (Morin, 2011, p. 74).

Na secdo que se segue, abordamos o tema conhecimento, e, na segao
imediatamente posterior, trabalhamos liames complexos envolvendo: conhecimento,
identidade, individuo e sociedade.

3. Conhecimento

Conhecimento é representagao do objeto, construida pelo sujeito, denotando ou
tendendo a denotar uma analogia ou um espelho, em nivel mental, de tal objeto
(Morin, 1999). No conhecimento ha, de algum modo, um didlogo contraditério ou
antagbnico e, ao mesmo tempo, complementar entre construgao/interpretacéo e
analogia/descoberta, entre subjetividade e objetividade (vide o principio dial6gico).
Nesse sentido:

A representagao € o produto de um processo morfogenético e sintético que
a constréi sob a forma de imagem global, imediatamente percebida como
visdo objetiva das coisas reais e apropriacéo subjetiva dessa visao objetiva
(toda percepcdo comporta um implicito “eu percebo”). E, contudo, na propria
apropriagdo subjetiva que a representacao € percebida como presenga
objetiva da realidade das coisas e de modo algum como imagem. Pois esta
“imagem”, projetada no mundo exterior, toma todo o lugar do mundo exterior
ao identificar-se totalmente com ele, ou seja, identificando-o inteiramente
com ela. (Morin, 1999, p. 119)
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Conhecimento espontaneo ou do senso comum € aquele ligado diretamente a
percepcao, aos sentidos humanos, ao universo concreto; ele prevalece em nossas
interagdes e manifestagdes cotidianas (Tunes, 1995; Levy, 2016).

Conhecimento cientifico ou académico € o que se vincula, sobretudo, a
processos sistematicos de abstracdo e de generalizagdo, demandando um rigor
metodoldgico dedutivo e/ou indutivo; valemo-nos dele, sobremaneira, em ambientes
escolares, académicos ou de investigagao cientifica (Tunes, 1995; Levy, 2016).

O conhecimento matematico de cariz académico ou cientifico é prioritariamente
marcado por uma dedugao rigorosa, alicergcada em conceitos e em regras tidos como
verdadeiros, que — mediante recurso, de nossa parte, a encadeamentos l6gicos —
permitem a constatagéo da veracidade de conceitos e de regras subsequentes (Levy,
2016).

O conhecimento matematico também pode ser espontaneo. Nesse caso, ele é
predominantemente marcado por uma indug&o nao rigorosa, a qual diz respeito a
aquisicao de certezas por meio da confirmagao nao sistematica de algumas supostas
repeticdes ou semelhancgas, que s&o atribuidas a ocorréncias distintas (Levy, 2016).

O conhecimento matematico académico ou cientifico resulta ndo apenas de uma
dedugao rigorosa, mas também de uma parcela, por menor que seja, de indugdo néo
rigorosa, ja que, sendo construgcdo, ele ndo se encontra independente da
subjetividade humana e da presenca dessa subjetividade no mundo. Os tragos da
inducao néao rigorosa tendem a ser cabalmente excluidos quando da exposi¢ao e/ou
da comunicacgé&o formal do conhecimento matematico académico ou cientifico (Levy,
2016).

Por sua vez, o conhecimento matematico espontaneo é fruto ndo somente da
indug¢ado nao rigorosa, mas também de uma parcela de dedugao nao rigorosa, a qual,
apesar de sua flexibilidade e/ou de seu carater assistematico, ndo prescinde (assim
como a prépria indugao nao rigorosa) de processos que levem em conta o abstrato e
o geral (Levy, 2016).

Em suma, deducgado e indugdo, rigorosas ou nao, participam das (ou mesmo
denotam as) dindmicas cognitivas de um individuo considerado apto a atuar
normalmente em sua sociedade; dindmicas essas que, em maior ou em menor grau,
sdo marcadas pelo abstrato e pelo geral (Morin, 1999; 2003).

Onde comecga e onde termina a contribuigdo do individuo (outrossim, onde
comega e onde termina a contribuicdo da sociedade) no que diz respeito a construgéo
do conhecimento?

Nao ha certeza quanto a isso. E possivel que a parcela de determinacédo ou
certeza, nesse caso, seja bem menor do que a parcela de indeterminagédo. Somos,
inclusive, conduzidos a aquiescer com a possibilidade de hegemonia da incerteza ou
indeterminacéo. Por oportuno, no que se refere a saberes necessarios a educacao
do futuro, Morin afirma que:

Seria preciso ensinar principios de estratégia que permitissem enfrentar os
imprevistos, o inesperado e a incerteza, e modificar o seu desenvolvimento,
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em virtude das informacdes adquiridas ao longo do tempo. E preciso
aprender a navegar em um oceano de incertezas em meio a arquipélagos de
certeza. (Morin, 2002, p. 16)

A incerteza, em escala maior do que a certeza — de acordo com a nossa visao
e/ou conforme o ideario filosoéfico da complexidade (Morin, 2002) —, perpassa o
individuo, a sociedade, o conhecimento espontaneo, o conhecimento académico ou
cientifico e o conhecimento matematico (seja ele o conhecimento matematico
espontaneo, seja ele o conhecimento matematico académico ou cientifico).
Entendemos ser plausivel, em sintese, a assertiva de que: “[...] ha uma relagao de
incerteza entre a idéia e o real. A idéia pode se impor ao real, mas nem por isso este
se conformara a idéia. Os rebentos produzidos pelas copulagdes entre o real e a idéia
nao se assemelham a nenhum dos dois genitores” (Morin e Kern, 2002, p. 127).

A proxima secao deste trabalho € dedicada, justamente, a participacdo do
individuo e/ou da sociedade na origem e no desenvolvimento do conhecimento.

4. Identidade de quem constréi conhecimento

Em nivel tedrico, no que tange a este texto, alicercamo-nos essencialmente n&o
apenas em Morin (1999; 2003), mas também em Dubar (2005) e em alguns aspectos
da sua nogao dual ou bidimensional a propdsito da identidade, cabendo, pois, as
seguintes perguntas no que diz respeito a conjuncéo de identidade e de elaboragéo
cognitiva:

(i) Como o individuo vé-se ou identifica-se (dimens&o singular/real/concreta da
identidade), em se tratando da construgdo do conhecimento (interessando-nos, em
particular, a construgdo do conhecimento matematico)?

(i) Como o individuo é visto ou é identificado pelo outro (dimensao
virtual/conceitual/abstrata da identidade), em se tratando da construgdo do
conhecimento (especialmente, para ndés, em se tratando da construgdo do
conhecimento matematico)?

Assim sendo, a identidade € um processo dindmico e dependente do dialogo
que se estabelece entre o individuo e a sociedade, entre o eu e 0 outro; nesse sentido,
sou identificado por mim e pelos demais de acordo com a maneira segundo a qual
me vejo, aliada ao modo conforme o qual sou visto (Morin, 1999, 2003; Dubar, 2005).
Em resumo: “[...] a identidade de uma pessoa nao é feita a sua revelia, no entanto
nao podemos prescindir dos outros para forjar nossa propria identidade” (Dubar,
2005, p. 143).

Ha/houve duas concepgdes majoritarias, defendidas ao longo da Historia,
acerca da identificacdo de quem constréoi o conhecimento (nele incluso o
conhecimento matematico):

(i) Protagonismo atribuido ao individuo: tal concepgéo deveu sua origem, em
grande parte, consoante Fara (2014), aos gregos antigos e foi bastante divulgada até
algumas décadas atras, sendo forte mesmo nos dias atuais. Roque (2012),
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mencionando Isaac Newton, ndo deixa passar despercebido o culto desproporcional,
até hoje alimentado por alguns historiadores das Ciéncias e da Matematica, quanto a
hegemonia, e mesmo quanto a exclusividade, na construgéo e/ou na descoberta do
cabedal cientifico-matematico da humanidade, por parte de individuos tidos como
superdotados intelectualmente:

A lenda de que Newton descobriu a lei da gravidade quando uma maga caiu
em sua cabega € bastante conhecida, e, apesar da evidente caricatura que
representa, ndo é uma invengao recente. Traduz a visdo de que a ciéncia &
uma producgao individual de génios que, num rompante de iluminagao, tém
ideias inovadoras, dificeis de serem compreendidas pelos homens comuns.
(Roque, 2012, p. 25)

(i) Protagonismo atribuido a sociedade: essa concepg¢ao tem ganhado muitos
adeptos, mundo afora, nos ultimos decénios (Fara, 2014). Uma faceta negativa da
assungao desse tipo de protagonismo ganha realce quando entra em jogo o afa de
tentar-se considerar um grupo humano, ou uma sociedade em particular numa época
determinada, acima dos demais grupos humanos, sociedades e periodos histoéricos.
Roque (2012) assevera que:

Os europeus foram erigidos em herdeiros privilegiados dos milagres gregos,
e a ciéncia passou a ser vista como uma criagao especifica do mundo greco-
ocidental. Essa reconstrugao tem dois componentes: a exaltagao do carater
tedrico da matematica grega, cuja face perfeita & expressa pelo método
axiomatico [...]; e a depreciagcado das matematicas da Antiguidade tardia e da
Idade Média, associadas a problemas menores, ligados a demandas da vida
comum dos homens. (Roque, 2012, p. 23)

A nossa concepgao a proposito da identidade de quem constréi ou construiu o
conhecimento (inclusive o conhecimento matematico) no decurso histérico constitui-
se em uma terceira via, de natureza complexa dialégica. Em outras palavras, somos
favoraveis a ideia de que tanto (i) o individuo quanto (ii) a sociedade (num dialogismo
contraditorio ou antagbnico e, ao mesmo tempo, complementar) participaram (no
decorrer histdrico), participam e continuardo participando da construgédo do
conhecimento (com interesse, de nossa parte, no tocante a construgdo do
conhecimento matematico). Essa visdo nao deixa de guardar lagos, igualmente, com
o corpo tedrico de Dubar (2005).

Exemplos de certezas e, simultaneamente, de duvidas/incertezas relacionados
a identificagdo de quem (Individuo? Sociedade? Ambos?) criou regras e definigdes
matematicas:

(i) De um lado, Tales, Pitagoras e Euclides, entre outros, podem ser encarados
como génios solitarios que estabeleceram os rumos da Matematica dedutiva; mas
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isso nao impede que, de acordo com uma significativa parcela de especialistas, esses
sabios gregos jamais hajam transcendido o contexto da ficgao, tanto no que concerne
as suas obras quanto no que respeita a sua propria existéncia como individuos reais.
Por sinal:

Esse foco em celebridades vem dos gregos antigos, que sabiam: herdis
atraem a atencao dos leitores e tornam as histérias memoraveis. Eles
inventaram Aquiles e Ulisses e outros herois mitolégicos, cujos feitos sdo
humanamente inalcangaveis. Ao mesmo tempo, como conferiam extremo
valor as realizacOes intelectuais, converteram fildsofos da vida real em
figuras lendarias que realmente existiram, mas cujos feitos académicos
seriam impossiveis a um reles mortal. (Fara, 2014, p. 23)

(i) De outro lado, o Egito, a Mesopotamia, a Grécia, a China, a india e o Império
Arabe, tanto quanto as sociedades europeias modernas, sdo exemplos recorrentes
de culturas com acentuada contribuicio histérica a Matematica. Todavia, existe quem
seja levado a imaginar quantas e quais foram as pessoas que, de alguma forma,
desempenharam um papel relevante no que tange a essa contribui¢do, tendo sido
mantidas tais pessoas, mesmo assim, no anonimato histérico, a exemplo de varias
mulheres contratadas entre 1800 e 1960 como uma espécie de “faz-tudo” no mundo
da Ciéncia; mulheres inteligentes o bastante para realizarem calculos sofisticados e
suficientemente desesperadas por um emprego, a ponto de tolerarem a falta de
reconhecimento ao seu servigo, bem como (a ponto de tolerarem) longas jornadas de
trabalho por baixos salarios (Fara, 2014). Relativamente ao conhecimento cientifico
na ldade Moderna, Fara destaca que:

Os primeiros filésofos experimentadores pediram orientagdo aos artesaos.
Um dos mais famosos contemporaneos de Bacon foi o médico da rainha
Elizabeth I, William Gilbert, hoje celebrado como um dos primeiros cientistas,
e na época reconhecido por ter inventado bussolas mais eficientes,
melhorando assim a navegagao britanica. Quando comegou a investigar o
magnetismo, Gilbert buscava apoio ndo sé em seus colegas académicos,
mas também na comunidade maritima. Embora escritos em um inglés
simples, e ndo em latim erudito, os livros dos navegantes elisabetanos
vinham cheios de instrugdes técnicas, Geometria euclidiana e discussdes
sobre os padroes magnéticos da Terra. Em vez de criagdes proprias, alguns
dos instrumentos de Gilbert eram apenas versdes melhoradas de ideias que
ele havia encontrado em um livro escrito 20 anos antes por um fabricante de
bussolas. (Fara, 2014, p. 164-165)

A assunc¢ao de que sempre houve um dialogo entre individuos e sociedades (em
vez de processos encaminhados sO por individuos ou unicamente por sociedades)
quanto a elaboragao de regras e definicdes matematicas em particular, e no tocante
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a elaboragdo do conhecimento humano em geral, € uma posigdo aceitavel por
compatibilizar-se, reiteramos, com a teoria filoséfica da complexidade (Morin, 1999;
2003).

Por um lado, o dialogo criativo envolvendo largamente ambos, ou seja, individuo
e coletividade, no que toca a origem e ao desenvolvimento dos conhecimentos, ndo
se submeteu, até certo ponto, as vontades, as concepgdes e aos relatos vigentes nas
diversas épocas e nos varios locais, quer se tratasse do desejo, oficial ou ndo, de
priorizarem-se individuos como autores, quer se tratasse do afa, oficial ou ndo, de
priorizarem-se coletividades como autoras de tais conhecimentos e das respectivas
transformacdes. Essa afirmagéo favorece a objetividade.

Por outro lado, o conhecimento sobre os objetos de estudo ndo se encontra
isento de reinvencdes, ndo se localiza fora de nossas possibilidades, néo esta livre
do tempo e do espago em que surge e se desenvolve, na medida em que (tal
conhecimento) se constitui numa elaboracdo humana individual e/ou coletiva. Quer
dizer, até certo ponto, as vontades, as concepgdes e os relatos vigentes
(sejam/fossem em prol de individuos, sejam/fossem em prol de sociedades,
sejam/fossem em prol de ambos), nas diversas épocas e nos varios locais,
exercem/exerceram ingeréncia na constru¢do do conhecimento. Essa assergéo
beneficia a subjetividade.

Em relacdo a constru¢cdo do conhecimento, ratificamos (vide o principio
complexo dialégico) que objetividade e subjetividade dialogam entre si, num processo
antagobnico ou contraditério e, ao mesmo tempo, complementar.

5. Influxos na Educacgao (com ateng¢ao, de nossa parte, a Educagao Matematica)

Qual foi e qual tem sido a repercussao na Educacgdo, particularmente na
Educagdo Matematica, da dindmica histérica de que tratamos na seg¢ao anterior
(dindmica essa que, segundo cremos, amparados na teoria filoséfica da
complexidade, &, a um so tempo, objetiva e subjetiva)? Vejamos:

A concepgao abragada em épocas pregressas era mais voltada para a
hegemonia ou para a valorizagdo de atividades discentes individuais, ndo se
distanciando da ideia, também majoritaria nessas épocas, de que o conhecimento era
ou seria criado por individuos isolados. Tal concepg¢ao, mesmo sendo repelida na
atualidade por uma quantidade abundante de investigagdes, teorias e publicagcbes
académicas, ainda possui um consideravel numero de adeptos.

Ja a concepgdo de um ensino que da primazia ou que da grande valor a
atividades discentes coletivas tem-se fortalecido na contemporaneidade e coaduna-
se com o ponto de vista — crescente nas ultimas décadas — de que a construg¢ao do
conhecimento € social.

Argumentamos, neste artigo, a favor de uma terceira via, ou seja, a favor de que,
na Educacao (inclusivamente na Educagao Matematica), ambos os polos, individual
e coletivo, interagem e/ou devam interagir mutuamente. Por oportuno:
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[...] o ensino de Matematica prestara sua contribuicdo a medida que forem
exploradas metodologias que priorizem a criagdo de estratégias, a
comprovacgao, a justificativa, a argumentagao, o espirito critico, e favoregam
a criatividade, o trabalho coletivo, a iniciativa pessoal e a autonomia advinda
do desenvolvimento da confianga na propria capacidade de conhecer e
enfrentar desafios. (Brasil, 2000, p. 31)

Os preceitos de Brasil (2000) vao ao encontro de nossa propositura, a qual tem
a ver com agdes pedagogicas em que a parte (um aluno) e a totalidade (a turma
inteira), bem como articulagdes entre essa parte e essa totalidade, possam receber
destaque.

O individual e o coletivo dialogam entre si (principio complexo dialégico),
retroalimentando-se mutuamente (principio complexo recursivo) e fazendo parte um
do outro (principio complexo hologramatico). De acordo com Morin:

Dentro de cada sociedade, cada individuo é, ao mesmo tempo, um sujeito
egocéntrico e um momento/elemento de um todo sociolégico.

Esse todo constitui, ao mesmo tempo, um No6s (do qual o sujeito apropria-se
e nele se inclui).

O egocentrismo do sujeito inscreve-se no sociocentrismo da sociedade
mesmo se conservando; e 0 sociocentrismo da sociedade inscreve-se no
egocentrismo individual.

A relagdo individuo-sociedade é hologramatica, recursiva e dialdgica [...].
(Morin, 2003, p. 167)

Esse dialogo entre o individual e o coletivo estaria em consonancia com o0 que
ocorre e ocorreu, em termos pretensamente objetivos, na construgdo historica do
conhecimento (interessando-nos, de modo estrito, a construgdo histérica do
conhecimento matematico), porquanto existem evidéncias de que ambos, quer dizer,
individuo e sociedade, sdo e foram determinantes nesse sentido. Naturalmente, ha
individuos e/ou membros de coletividades de pesquisa que apoiam tais evidéncias, a
fim de que elas tornem-se evidéncias, e isso reforga a esfera subjetiva.

Esse dialogo também estaria em consonancia com o nosso entendimento, que
€ subjetivo, acerca da dinamica cognitiva, o qual ratificamos neste artigo. Mas,
presumivelmente, o entendimento, em situagcdes tidas como normais ou saudaveis,
nao se exime do contexto extra-humano, haja vista a inevitabilidade da relagao entre
sujeito e objeto, e isso traz certa forga a esfera objetiva.

Voltamos a frisar que objetividade e subjetividade interagem, a nosso ver, de
modo complexo (vide nossa defesa do principio dialégico), antagonizando-se ou
contradizendo-se e, concomitantemente, complementando-se.

6. Consideragoes finais
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Enfatizamos a relagédo entre a constru¢do do conhecimento (com reforgo nosso
a relagao que envolve a construgdo do conhecimento matematico) e os principios da
complexidade. Isso implica, por exemplo, um conhecimento engenhado, ao mesmo
tempo, pelo individuo e pela sociedade.

Discorremos sobre as mudangas histéricas de concepgdes atinentes a
identidade/identificagdo de quem (Individuo? Sociedade? Ambos?) constréi o
conhecimento (incluido ai o conhecimento matematico). Frisamos que subjetividade
e objetividade estdo ou estiveram sempre presentes, em algum grau, nessas
concepgodes, por mais que nao se admitam as citadas presencas e/ou por mais que
nao se as tenham admitido no passado.

Cremos, além disso, haver relativa proximidade, em termos epistemoldgicos e
identitarios, entre os pensamentos de Morin (1999; 2003) e de Dubar (2005).
Defendemos o dialogo (complexo/moriniano e, até certo ponto, dubariano) entre as
dimensdes individual e social no que tange a construgdo de conhecimentos (em
especial — por conta de nosso interesse —, no que tange a construgdo de
conhecimentos matematicos).

Esse dialogo ndo deixa de pertencer a um contexto histérico. De um lado, o
referido pertencimento mostra-se a nés como algo subjetivo, como algo dependente
de nossa interpretacao, ja que nao ha objeto sem sujeito. Mas, de outro lado, parece-
nos existir um qué de objetividade em tal pertencimento, porque n&o ha sujeito sem
objeto. Subjetividade e objetividade travam, uma com a outra, um incessante dialogo
complexo de oposigado e de complementaridade.

Frisamos e/ou (em alguma medida) concebemos articulagdes complexas
envolvendo o individuo, a sociedade, o conhecimento e a Educagao (notadamente, a
Educacado Matematica). Nesse sentido:

(i) Enfatizamos e/ou (em determinada escala) interpretamos, neste artigo, de
que modo a Histéria do conhecimento era encarada (construgdes cognitivas
predominantemente individuais) e de que maneira ela € vista atualmente (construgdes
cognitivas prioritariamente sociais).

(i) Reforcamos e/ou (de certa forma) elaboramos, ao longo das presentes
laudas, um modo alternativo, através do qual essa historia pode ser encarada ou vista,
isto €, abordamos o dialogo complexo entre individuo e coletividade. Acreditamos que
nunca € excessivo mencionarmos que existem e/ou que podemos criar dialogos
complexos entre o sujeito e 0 objeto, entre o eu e o outro, entre a interpretagdo e a
analogia, entre a construgao e a descoberta.

(iii) Enfim, valorizamos, no ambiente escolar, o papel individual, mas também o
papel coletivo, ambos desempenhados pelos alunos. Sugerimos, pois, aulas nas
quais a parte (um discente) e a totalidade (a classe inteira), bem como articulagdes
envolvendo essa parte e essa totalidade, possam destacar-se. A citada valorizacéo
tem a ver com a nossa defesa do dialogo complexo entre individuo e coletividade no
que se refere a construgdes cognitivas.
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En este articulo se presenta un analise epistemolégico de un concepto
de la teoria matematica de las superficies, denominada Primera Forma
Cuadratica. Ante el caracter reconocidamente abstracto de ese
concepto, utilizaremos algunos elementos clasicos constituyentes de la
Ingenieria Didactica - ED para la investigacion de la ensefianza del
objeto matematico en cuestion. De este modo, presentaremos
Resumen definiciones que nos permitan el calculo y la comprension del concepto.
Ademas, utilizaremos el software GeoGebra, para evidenciar la
interpretacién y significacion visual de los conceptos previos
involucrados, ayudando asi, de forma cualitativa en el proceso de
ensefanza y aprendizaje del concepto.

Palabras clave: Primera forma cuadratica. Superficies. GeoGebra.
Ingenieria Didactica.

In this article, we discuss an epistemological analysis of a concept of the
vast mathematical theory of surfaces, called the First Quadratic Form
Faced with the admittedly abstract character of this concept, we will use
some classic elements of Didactic Engineering - ED to investigate the
teaching of the mathematical object in question. In this way, we will
Abstract present definitions that allow us to calculate and understand the concept.
In addition, we will use GeoGebra software to highlight the interpretation
and visual meaning of the previous concepts involved, thus helping, in a
qualitative way, the teaching and learning process of the concept.
Keywords: First quadratic form. Surface. GeoGebra. Didactic
Engineering.

Abordamos nesse artigo uma analise epistemoldgica de um conceito da
teoria matematica das superficies, denominado Primeira Forma
Quadratica Diante do carater reconhecidamente abstrato desse
conceito, utilizaremos alguns elementos classicos constituintes da
Engenharia Didatica — ED para investigagdo do ensino do objeto
matematico em questdo. Desse modo, apresentaremos definigdes que
Resumo nos permitam o célculo e a compreensdo do conceito. Além disso,
utilizaremos o software GeoGebra, para evidenciarmos a interpretagao
e significagao visual dos conceitos prévios envolvidos, auxiliando assim,
de forma qualitativa no processo de ensino e aprendizagem do conceito.
Palavras-chave: Primeira forma quadratica. Superficies. GeoGebra.
Engenharia Didatica.
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1. Introducao

Este artigo foi elaborado no &mbito de uma pesquisa preliminar e em andamento
de uma dissertagdo do Mestrado em Ensino de Ciéncias e Matematica, que busca
utilizar a metodologia de pesquisa denominada Engenharia Didatica. Baseado nessa
metodologia, o nosso objetivo nesse artigo € a realizacido de uma analise preliminar
de um importante conceito de Geometria Diferencial, intitulado primeira forma
quadratica.

A Geometria Diferencial - GD ¢é a area que estuda as propriedades geométricas
de curvas, superficies e suas generalizagcdes, utilizando as técnicas do calculo
infinitesimal. Essa area da Matematica apresenta forte interacdo com outras areas da
ciéncia, desde sua origem, com a cartografia, passando pela Teoria da Relatividade,
até os dia de hoje, onde é crescente o estudo de temas relacionados a Analise e a
Fisica (Paiva, Alves, 2018).

Devido a esse carater de interdisciplinaridade essa area tem mostrado grande
vitalidade e se desenvolvido em varias dire¢cdes do conhecimento e com consideravel
volume de pesquisa (Da Silva, 2009, p. 44). Contudo, apesar de sua relevancia,
Grande, Nunes e Silva (2015, p. 3) relatam um déficit de pesquisas relacionadas ao
ensino e aprendizagem de GD:

No que tange as pesquisas em Educagdo Matematica sobre o ensino e
aprendizagem de alguns tépicos da Geometria Diferencial observou-se uma
escassez de trabalhos e pesquisas ligados ao assunto, o que se pode sugerir
a possibilidade de investigagdes e uma maior exploragado do tema em sala
de aula por parte dos professores, com uma ampla gama de aplicagbes e
conteudos que podem ser envolvidos em seu estudo.

Além disso, os autores também enfatizam as diversas possibilidades que a
exploracao do ensino dessa area ofereceria:

Além da possibilidade de relacionar diversos conteudos, por meio do
contexto histérico e suas aplicagcbes, a Geometria Diferencial permite a
exploragéo da intuicdo geométrica e da analogia com conceitos ligados a
Fisica por meio da elaboracdo de conjecturas e hipéteses objetivando a
construgdo do conhecimento matematico, sendo que o tratamento desses
objetos se torna, com isso, uma valiosa experiéncia no ambito do ensino e
aprendizagem da Matematica (Grande, Nunes e Silva ,2015, p.3)

Por essa razdo, pretendemos ao longo desse artigo realizar uma analise
epistemologica desse conceito relacionado a superficies, o conceito de primeira forma
quadratica. Portanto, iniciaremos esse artigo expondo uma sucinta descrigdo da
metodologia de pesquisa que norteia a nossa analise.

Posteriormente, apresentaremos uma pequena digressao histérica que destaca
nomes de grandes matematicos que introduziram o conceito de superficies e primeira
forma quadratica, destacaram suas propriedades basicas e propuseram problemas
relacionados a esses objetos matematicos.

Por meio dessa fundamentacao pretendemos iterar o ponto de vista defendido
por Alves, Borges Neto e Maia (2012, p. 54) que enfatizam “a relevancia do estudo
da Matematica, por meio de sua Histdria e Epistemologia”. Além disso, introduziremos
uma fundamentacgéo teodrica, estabelecendo o formalismo matematico subjacente do
estudo desse conceito.
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Posteriormente, aprofundaremos uma discussao acerca de como a construgao
dinamica de conceitos geométricos, por meio da utilizagdo do software GeoGebra,
facilita o entendimento das definicbes desses conceitos. Em seguida, utilizaremos
essas construcdes no ambito do ensino de superficies, com uma énfase no conceito
primeira forma quadratica.

Para realizarmos tal estudo, enfatizaremos e descreveremos situagdes em que
a visualizacdo de determinadas propriedades e a exploragéo perceptual garantido
pelo emprego da tecnologia, no contexto do ensino, atribuam significados intuitivos,
tacitos e heuristicos a determinados conceitos abstratos (ALVES, 2012, 2013a;
2013b; 2015; 2016, 2017). Por fim, tratraremos de conclusdes e oportunas
ponderagdes decorrentes deste trabalho.

1. Engenharia Didatica — ED

A Engenharia Didatica, vista como metodologia de pesquisa, € caracterizada
segundo Almouloud e Coutinho (2008, p.66) como “um esquema experimental
baseado em "realizagdes didaticas" em sala de aula, isto €, na concepc¢éo, realizagao,
observagao e analise de sessdes de ensino.”

Ainda segundo os autores, a metodologia caracteriza-se também como
pesquisa experimental pelo registro em que se situa e modo de validagao que lhe sédo
associados: a comparagcdo entre as analises iniciais e finais da pesquisas,
denominadas de analises a priori e analises a posteriori. Tal tipo de validacdo € uma
das singularidades dessa metodologia, que pode ser feita internamente, sem a
necessidade de aplicacdo de um pré-teste ou de um péds-teste. A sistematizacao
prevista pela ED, é composta por quatro fases: analises prévias, analises a priori,
experimentagao, analise a posteriori e validacao.

Na primeira fase, as analises previas, na perspectiva de Artigue (1995), o
pesquisador determina as principais dimensées que definem o problema a ser
estudado e como se relacionam com o sistema de ensino, por exemplo: as dimensodes
epistemoldgicas, cognitivas e didaticas. A fase posterior, analises a priori, € a etapa
em que o pesquisador elabora e analisa uma sequencia de situacbes didaticas
(Almouloud,2007).

Do mesmo modo, Alves (2018,,p.13) retrata esta perspectiva, descrevendo que
a dimensdo epistemolodgica abrange as “caracteristicas do saber em jogo”, a
dimenséao cognitiva explora “as caracteristicas cognitivas do publico alvo” e por fim a
dimenséo didatica que averigua “as caracteristicas relacionadas ao funcionamento do
sistema de ensino”.

Por essa razdo, nas analises prévias , pretendemos investigar a génese do
campo epistémico matematico de GD e os respectivos conceitos matematicos desse
campo, realizando assim uma analise epistemologica do objeto matematico primeira
forma quadratica.
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Experimentacado pode ser definida como a etapa que em ocorre a aplicagao da
sequéncia didatica’ , ou seja, € a etapa para garantir os resultados praticos com a
analise tedrica .(Almouloud, 2007).

Por fim, a analise a posteriori e a validagao refere-se ao tratamento das
informacdes obtidas por ocasiao da aplicacdo da sequéncia didatica, a etapa em que
ocorre efetivamente a fase experimental da pesquisa (Almouloud, 2007).

Em relagcdo ao ambito de interesses da ED, assinalamos o entendimento e
controle epistemoldgico, por parte do pesquisador, o permite o estudo das
“representacdes epistemoldgicas” (Artigue, 1989, p. 1). Tal controle, segundo Artigue,
funciona no sentido de: nos auxiliar a retomada da historicidade dos conceitos
cientificos matematicos; e nos auxiliar compreender o papel das nogdes matematicas,
como o rigor, cultivado no ensino atual.

Assim, a vista do apresentado, determinamos que a utilizagao de tal metodologia
é crucial, devido seus critérios sistematicos e pressupostos que permitem o
desenvolvimento adequado da pesquisa, além de permitir compreender de forma
diferenciada o nosso fenbmeno de interesse.

Vale ressaltar que nesse trabalho, iremos nos restringir apenas a analise prévia
e construcdo de situagdes/analises a priori que permitem realizar a constru¢ao das
sessdes de ensino que detém a possibilidade de realizagdes didaticas em sala de
aula, no contexto do ensino de GD.

Por esse motivo, analisaremos de acordo com ALMOULOUD (2007, p.172), a
saber: estudo da organizagdo matematica da Geometria Diferencial conjuntamente
a uma analise didatica do conceito primeira forma quadratica.

De modo especifico, nos ateremos ao estudo das géneses historicas
envolvendo o conceito de primeira forma quadratica (apresentada na sec¢ao 2); sua
funcionalidade atual na Matematica (limitagcbes para o uso didatico); obstaculos
relativos ao conceito de primeira forma quadratica, conceitos reconhecidamente
complexos vinculados ao conceito de primeira forma quadratica.

Apos esta pequena descrigdo do método utilizado em nossa investigagao,
abordaremos, no proximo segmento, uma exposicao histérica da génese do conceito
de primeira forma quadratica.

2. Enfoque histoérico

Do ponto de vista de Eves (2004), a génese em torno do estudo de superficies,
ocorreu por volta de 1772,quando Leonhard Euler (1707-1783),realizou um estudo da
curvatura das sec¢des planas de uma superficie?, escrevendo sobre o problema de se
determinar quando uma superficie pode ser desenvolvida isometricamente (isto &,

" Definiremos que uma sequéncia didatica pode ser formada por um certo nimero de aulas planejadas e
analisadas previamente com a finalidade de observar situagbes de aprendizagem, envolvendo os conceitos
previstos na pesquisa didatica.

2 Essas s&0 as curvas na superficie que sdo obtidas pela intersecgéo da superficie com um plano normal a ela.
Uma bela apresentagéo desse assunto foi também elaborada pelo menos conhecido soldado francés Jean
Baptiste Marie Meusnier (1754-1793).
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sem distorcé-la) sobre um plano. O matematico descobriu que a condigdo necessaria
para que isso ocorra € que a superficie seja regrada (ou seja, folheada por retas).

O autor também menciona uma das mais significativas observagdes de Euler
acerca da teoria de superficies encontra-se num fragmento sem importéancia: “Et quia
per naturam superficierum quaelibet coordinata debet esse functio binarium
variabilium 3. Apartir dessa observagdo que € o reconhecido o fato das coordenadas
(x,y,z) dos pontos de uma superficie serem fungdes de duas variaveis
independentes.Entretando nem Euler nem seus contemporaneos seguiram essa idéia
de estudar superficies através da representacédo das coordenadas x, y, z em termos
de funcdes de duas variaveis.

A aplicacédo de tal idéia s6 ocorreu em 1827 ,quando o matematico Carl
Friedrich Gauss (1777-1855) na sua obra Disquisitiones generales circa supetrficies
curvas utilizou tal representacao paramétrica sistematicamente. As variaveis u e v
foram definidas como “coordenadas curvilineas” sobre a superficie.

Além disso,0 matematico também introduziu a forma diferencial quadratica ds?,
hoje conhecida como primeira forma fundamental, que essencialmente exprime as
distancias sobre a superficie, e escreve ds2 em termos de trés funcoes E, Fe G de u
e v o que lhe permite escrever equagdes para as curvas geodésicas* (Eves,2004).

A seguir, explanaremos algumas definigdes que nos permitam o calculo e a
compreensao dos conceitos relacionados a primeira forma quadratica .

3. Fundamentacgao teérica
Seja X : U ¢ R? — R3 uma superficie parametrizada regular .O plano tangente
a X em ponto (uyvy) € o conjunto de todos os vetores tangentes
aX em (ug,v,), denotado por T,,X, onde q = (u,,v,) € U. A aplicagdo desse plano
tangente da superficie, V q € U, dada por:
I,:T,X >R

w— I,(w) =<w,w >=|w|?

€ denominada a primeira forma quadratica de X em gq. Teneblat (2008)
representa um vetor w e T,X € da seguinte forma:

w = a X, (uy, vy) + b X, (ug, vy),0onde a, b € R.

Portanto,

3 Dada uma superficie de qualquer, a natureza das suas coordenadas devem ser uma funcdo binaria.
4 Estas s@o as curvas na superficie com a propriedade que qualquer segmento suficientemente pequeno é o
caminho mais curto entre os seus extremos.
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I; (W) = a® < Xy, Xy, > (ug, vp) + 2ab < Xy, X), > (ug, v) + b* < X, Xy, > (ug, vp) *
Adotando a subsequente notacao:
E(ug, vo) = < Xy, Xy > (ug, vo),
F(ug, vo) =< Xy, Xy > (ug, o),
G (ug, vo) = < Xy, Xy > (ug, vp),
teremos que a primeira forma quadratica * pode ser reescrita por:
I; (W) = a®E(ug, vo) + 2ab F(ug, vo) + b*G(ug, vy),

com E(u,v) >0 e G(u,v) > 0 para todo (u, v),pois os vetores X,, € X, nao se
anulam .

Variando (u, v), temos fungdes E (u,v), F(u,v) e G(u, v) diferenciaveis, que sao
denominadas coeficientes da primeira forma quadratica .

Propriedade (1): Seja X : U — S uma parametrizagéo de uma superficie e seja
e X*: U — S” outra parametrizacdo de uma superficie distinta, taisque E = E*, F =
F*,G = G*emU .Entdo aaplicagdo ¢ = E* o E"1: E(U) — S* é uma isometria local,
ou seja, existe uma deformagdo em X que a torna, a superficie X* (Do Carmo,2012,
p.263) .

Figura 1 — Esquema de aplicagdo isométrica

Fonte :Manfredo (2012, p. 264).
Para o melhor entendimento dessa propriedade, exibiremos e ilustraremos um

exemplo: deformacéo de duas superficies isométricas: a catendide e a helicoide. A
parametrizagdo da catendide é dada por X(u,v) = (acoshv cosu,a coshv sen u, av)
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emque 0<u<2m, —oo< v< o ,com 0s respectivos coeficientes da primeira
forma fundamental :

E(u,v) = a?cosh®v , F(u,v) =0, G(u,v) = a?(1 + senh?v) = a%cosh?v .

Enquanto, a parametrizacdo da helicoide é dada por por X*(u*,v*) =
(v*cosu*,v'senu’,au*), em que 0 <u*<2m , —oo < v* < oo. Definiremos uma
reparametrizacao da helicéide para podermos usar a propriedade:

u'=u;v'=asenhv,emque 0<u<?2m,—0< v< ®©

Assim, teremos: X*(u,v) = (a senh v cosu,asenh v sen u,au), € 0s respectivos
coeficientes da primeira forma coincidirdao com os coeficientes obtidos na catendide,
E = (u,v) = a%cosh®v , F x(u,v) =0, G = (u,v) = a’cosh?v . A figura abaixo, ilustra
as etapas dessa deformacao.

g

(=)

Figura 2 - Deformacgéao isométrica do helicéide no catendide.
Fonte: Do Carmo (2012, p. 267/268).

Ainda observe que, “se X e X* sdo superficies isométricas, entdo as
propriedades geométricas das superficies, que dependem apenas da primeira forma
quadratica, sdo preservadas pela isometria” (Teneblat, 2008, p.147). Dentre as
propriedades que dependem da primeira forma quadratica, Teneblat (2008, p. 141)
destaca as seguintes:
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Propriedade (2) : Seja X(u, v) uma superficie parametrizada regular. Se a(t) =
X(u(0),v(®),t €I <R, éuma curva diferenciavel da superficie, entdo, para to, t; €
I,t, <t,ocomprimento de t,at; € dado por:

[l ®ldt = [ To@®) dt,

onde usamos o fato de que a'(t) € um vetor tangente a superficie em que q(t) =

(u(®), v(1)).

Propriedade (3): Se duas curvas da superficie a(t) = X(u(t),v(t)) e B(r) =
X(u(r),v(r)) s&o tais que (u(ty),v(ty)) = (u(ry),v(ry)) , entdo o angulo 6 com que
as curvas se intersectam € dado por :

_ (@' (to).B' (1))
C0S 0 = S eIl (ol

Em particular, o angulo formado pelas curvas coordenadas de X(u,v) em
(ug, vo) € dado por :

(X Xy )
1 X 1%y

F(uO,Vo)

cosO = .
\/E(uo’VO)G(uo’Vo)

(uOJ vO) =

Propriedade(4): Seja X : U ¢ R? — R3 uma superficie parametrizada regular e
D c U umaregido de R? , tal que X restrita ao interior de D € injetiva. A area da regiao
X (D) é dada por ;

A(X(D)) = j EG — F? dudv

Em que E , F, G sao os coeficientes da primeira forma quadratica de X.

Apés essa reduzida fundamentagao matematica do conceito primeira forma
quadratica de superficie e suas respectivas caracterizagcdes, observamos a utilizagao
de diversos conceitos relacionados ao Calculo de Varias Variaveis - CVV. Alves
(2012; 2013a; 2013b; 2015; 2016; 2017) defende a exploragédo grafico-geométrica
desses conceitos matematicos relacionados a CVV,e o desenvolvimento de uma idéia
intuitiva do conceito, como forma de facilitar o entendimento do mesmo.

Por esse motivo, na proxima secdo, abordaremos, de acordo com o0 que

assinalamos na introdugdo desse artigo, as potencialidades das constru¢des
dindmicas que auxiliem a visualizagado desses conceitos.

4. O ensino com construgdes dinamicas por meio do software GeoGebra

Conforme Nascimento (2012, p. 125), o uso de recursos tecnoldgicos digitais
no contexto escolar constitui uma linha de trabalho que necessita se fortalecer, pois
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‘ha uma consideravel distancia entre os avangos tecnoldgicos na produgdo de
softwares educacionais livres ou proprietarios e a aceitagdo, compreensao e
utilizacao desses recursos nas aulas pelos professores.” Muitos professores ainda se
utilizam da metodologia tradicional cuja principal caracteristica € a repeticdo dos
conceitos, em que o conhecimento € apenas memorizado e reproduzido (Anastasiou
e Alves ,2003).

Faria, Souza e Fernandes (2015, p.68) defendem uma mudanga na postura
desses profissionais, em especial, os que lecionam as disciplinas de matematica,
declarando que é papel desses docentes a busca por metodologias que motivem os
alunos a aprender, declarando que:

o docente deve buscar novos conhecimentos para aprimorar a sua formagao,
sobretudo dos recursos tecnoldgicos disponiveis em sua escola e assim criar
métodos didaticos aplicaveis a sua disciplina, adequando a realidade dos
discentes e fazendo-os perceber a Matematica de modo diferente.

Nascimento (2012, p. 03) explana acerca da utilizagcdo dos recursos
tecnolégicos no ensino de geometria, manifestando que “a proposta do uso de
softwares de geometria dindmica®, no processo de ensino-aprendizagem em
geometria pode contribuir em muitos fatores, especificamente no que tange a
visualizagdo geométrica”.

Dentre os softwares de geometria dinAmica, o GeoGebra permite a exploragao
das propriedades graficas e geométricas dos objetos matematicos, permitindo assim
o trabalho, com estudantes, das idéias intuitivas de conceitos de GD. (Grande, Nunes
e Silva, 2015).

Em consonancia, Ferri, Calejon e Schimiguel (2013) defendem que o software
tem a capacidade de aumentar o componente visual da matematica atribuindo um
papel importante na assimilacdo de conceitos e tornando o ambiente de
aprendizagem mais atrativo.

Santos e Breda (2018, p.31) salientam que “o0 GeoGebra permite a manipulagao
de objetos no plano, no espago e a representagédo de fungdes vetoriais reais uni ou
bidimensionais de duas variaveis reais.” Meier e Da Silva (2015, p. 137) esclarecem
que por meio dessa manipulagdo, com sua movimentagéo dos objetos contruidos na
tela do computador, “os alunos observam os resultados obtidos, inicialmente de forma
empirica, porém apos determinado tempo é possivel estimular o desenvolvimento da
argumentagao, que visa explicar as regularidades percebidas”.

Devido a essas potencialidades da utilizacdo do GeoGebra, propomos o
emprego das propriedades visuais do software, para uma ressignificacdo de
conceitos, 0 que exige conhecimentos matematicos mais sofisticados,

> Por Geometria Dinamica pode-se entender como a geometria assistida por computador, em que os objetos
matematicos, como retas, angulos e tridngulos, podem ser movidos e manipulados, ao contrario da geometria em
que os objetos sdo construidos com instrumentos euclidianos, como régua ndo graduada e compasso. (Grande,
Nunes e Silva, 2015).
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proporcionando diversas possibilidades no que diz respeito ao estudo de primeira
forma quadratica. Dessa forma, na segdo seguinte, apresentaremos algumas
construgdes dinamicas, cuja manipulada e exploragao didatica, estimulam a intuicéo
geométrica auxiliando, dessa forma, na redugéo da abstragdo do conceito de primeira
forma quadratica e facilita a aprendizagem relacionada ao mesmo.

5. Uma proposta de construgao dinamica

Apresentaremos uma proposta de utilizagdo do GeoGebra baseado no ponto
de vista de Alves (2012; 2013a; 2013b; 2015; 2016; 2017) que defende a utilizagcédo
do software GeoGebra de forma a contribuir para uma ressignificagdo de conceitos,
estabelecendo o conjecturas e verificando geometricamente suas veracidades,
propiciando assim um processo de exploragdao e investigacdo matematica.Em
conssonancia, com base e amparo na ED , delinearemos questbes (situagdes
problema), formularemos determinadas hipéteses, que detém a possibilidade de
serem investigadas, a posteriori, de modo empirico.

Construgao (1) :Considere a superficie X (u,v) = (senu, cos u,v), com —10 <
u<10, —10 < v < 10, que descreve um cilindro reto, sendo obtida por meio da
rotagdo da reta x = (1,0, v) em torno do eixo Oz .

[
b e h@ LN D Q

X = Curva ((g1 (u) ,g2(u), 0, u, 10, 10) N e
— (&a(v).g2(u).0), (-10=su<10)

X, =(0.0.1)
A = Ponts (X.)
- (0.75, -0.67, 0) O]

B = Ponte(X.)

— (-0.93,-037, 0) o

Ei=AA

Figura 3 — Construgéao do cilindro no software GeoGebra
Fonte : Elaborado pelos autores

Tomaremos o ponto A (0.75,—0.67,0) para a analise e obtencdo do
coeficientes da primeira forma quadratica , para isso, inicialmente calcularemos a
derivada da superficie X em relacéo as variaveis u e v .Para isso, deveremos calcular
as derivadas das coordenadas separadamente, denominado as fungcdes coordenadas
de f, em que n designa a coordenada e as derivadas por g,, g, as derivadas relativas
au e g; aderivada relativaa v .
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Note que nao definimos a derivada da terceira coordenada da superficie em
relacdo a u , nem a derivada da primeira e segunda coordenada em relagdo a v ,por
assumirem valores nulos. Assim calculamos no GeoGebra, apenas as derivadas
diferentes de zero, encontrando X,, = (cos(u),—sen (u),0), e em relagdo a segunda
variavel X,, = (0,0,1). Na figura abaixo, se encontra o protocolo de construgdo para o
calculo de tais derivadas.

Mome Descrigdo Valor
1 Fungdio fq fi{u) =senfu)
2 Fungdo 3 fa{u) = cos(u)
3 Funcdio gq Derivada de f; cosfu)
4 Funcgdo g5 Derivada de f5 sanfu
5 Funcdo fg 2(w) =
I Funcdo gs Derivada de f5 galv) =1

o -
7 ;:.:;r:étr'ca X, Curval(gq{u), g5(u), 0), u,-10, 10) Xy:(cos(u), -sen(u), 0)
8 Ponto X,(0, 0, 1) X,=(0,0 1)
=] Ponto A Ponto sobre X, A= (0.75,-0.67,0)
10 Ponto B Ponto sobre X, B=(-0.93, -0.37, 0)
11 MNumero Eq AN E;=1
12 Numero Fq Xy A F, =0
13 Namero G Ky X, G =1
14 Numero E5 BB Ex=1
15 Nimero Fay X, B Fy =0
16 Superficie X Superficie(sen(u), cos{u), v, u, -10, 10, v, X{u,v) = (sen(u),

P ’ -10, 10) cos(u), v)

Figura 4 — Protocolo de construgao para o calculo das derivadas parciais do cilindro
Fonte : GeoGebra

Ao analisarmos a derivada da superficie em relacdo a u , constatamos que se
trata de uma funcédo que depende do ponto escolhido, no caso o ponto 4, enquanto
que a derivada em relagéo a v , se trata de um vetor constante logo independe do
ponto escolhido. Assim, com base nas ferramentas do software, calculamos os
coeficientes da primeira forma quadratica no ponto A, obtendo E;(u,v)=1 ,
Fi(u,v) =0, G(u,v) = 1. Assim, como foi definido anteriormente, a primeira forma
quadratica sera dada por: I, (W) = a®* 4+ b* ,emquea,b ER.

Veja que ao propor essa construgdo podemos, no GeoGebra, variar o ponto A
e analisar o comportamento dos coeficientes da primeira forma quadratica. Por
exemplo, variar o valor do ponto A, tomando um ponto B(—0.93,—-0.37,0) podemos
observar na figura 4, por meio dos calculos dos produtos internos, que os valores
dos E, F e G ndo variam, ou seja, apesar da derivada em relagdo a u nao ser uma
funcdo constante ,0s coeficientes da primeira forma quadratica sdo funcgdes
constantes,ou seja, independem do ponto escolhido.
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Além disso, observa-se que os valores obtidos nos coeficientes da primeira
forma quadratica do cilindro coincidem com os coeficientes da primeira forma
quadratica do plano X (u,v) = py + uw; + vw, , (u,v) € R%, ondep, € R3ew; , w,
s&o vetores ortonormais de R® . Apresentando as seguintes derivadas parciais X,, =
w; = (1,0,0) e X, = w, = (0,0,1). Se analisarmos as derivadas parciais desse plano,
constatamos que se tratam de fungdes que independem do ponto escolhido, obtendo
E=1,F=0,G=1.Vejana figura 5, um exemplo de tal plano.

£ GeoGebra Classic

l; -A/;\(I'.?",:!:‘g‘-"AQ)AEXABCc{;) S ¢
@ a=(0y N Hiagoec s
@ B=(100

@® |C=(631,-1785)

PRRE Plano(A.3 B, C)

— -1.76x - 5.69 - 535z = -5.35

Figura 5 — Exemplo de planos formado por um ponto e dois vetores
ortogonais distintos
Fonte : Elaborado pelos autores

Utilizando o fato dos coeficientes da primeira forma quadratica do cilindro e o
plano assumirem valores constantes e congruentes, concluimos que estas superficies
sao isométricas. Intuitivamente, podemos pensar no plano como uma folha de papel
plana que pode ser enrolada em um cilindro, sem deformacao.

Figura 6 — Idéia intuitiva da transformacgao
isométrica do plano em um cilindro
Fonte : Nunes(2010,p.37)
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Veja que por meio dessa construgcéo, assumimos o ponto de vista de Valente
(1993), oportunizando o desenvolvimento de uma constru¢gdo do conhecimento, com
o aprendiz no centro do processo educativo compreendendo conceitos e
reconhecendo a sua aplicabilidade em situagdes por ele vivenciadas, defendendo a
utilizacdo do computador como ferramenta facilitadora nesse proceso por auxiliar na
descricao, reflexao e depuracao de ideias.

Construgao(2) : Proseguiremos, analizando a superficie obtida pela rotagao da
curvaa = (3+rcosu,r senu,0) em torno dos eixos xy, denominada de toro, cuja a
aplicagdo € dada por: X =((3+rcosu)cosv ,(3+rcosu)senv,u) em que
adotamosr=18e 2n<u<2mn, -3n<v<3m.

2 Toro 1 - GeoGebra o X
(& ][A L~ o] &)=+ Sc Q=

r=18 = S| \7\ 4 7N
o y— i 2 B

a=Curva(3 +r cos(u),rsen(u),0 u, <2

x =3+ 1.8 cos(u)
—  y=18sen(u) -628<us
z=0

b = Superficie (3 + r cos(u)) cos(v), (}1
@ (3 + 1.8 cos(u)) cos(v)
Ly (3+ 1.8 cos(u)) sen(v)
1.8 sen (u)

Q@ | A=(235-420)

®
Q

Figura 7 — Construgao do toro no software GeoGebra
Fonte : Elaborado pelos autores

Para o calculo das derivadas parciais, devido ao fato das fungdes coordenadas
possuirem duas variaveis, o protocolo de construgdo dessa superficie torna-se mais
dificultoso, fazendo-se uso de uma interface do GeoGebra denominada Calculo
Simbdlico, representada pelo simbolo abaixo:

x= Calculo Simbadlico (CAS)

Figura 8 — Simbolizagédo da funcdo CAS no software
GeoGebra
Fonte : GeoGebra

Veja que, essa fungdo do GeoGebra assenta o pesamento de Almouloud et al.
(2004, p.94), que atesta que os ambientes informaticos na educagao proporcionam
ao aluno condigdes favoraveis a aquisicdo de conhecimento e a superacdo das
dificuldades na aprendizagem, por proporcionar o calculo de operagdes complexas.
Veja na figura 8, o uso da ferramenta CAS para o calculo das derivadas parciais, vale
lembrar que designamos as fung¢des coordenadas de forma analoga a primeira
construgao.
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Derivada (f; (u. v) ., u)

— —: cos (v) sen (u)

Derivada (f; {u, w) . v)

]

- — : cos (u) sen (v) — 3 sen (v)

Derivada (f2 (u, v) , u)

L

- — : sen (u) sen (v)

Derivada {fz {u, v) . v)
— : cos (u) cos(v) + 3 cos (v)
Derivada (f3 {u, w) . u)
9
- — g cos (u) sen (v)
Derivada (f3 {u, v) . v)

= 9
- — g cos (v) sen (u)
Entrada...

Figura 9 — Utilizagcao da funcédo CAS do software GeoGebra para o calculo
das derivadas parciais do toro
Fonte : Elaborado pelos autores

Considerando os dados apresentados na figura 9, concluimos que X, =
9 . 9 . . 9 . 9 . . 9
(_E cosvsmu,—g smusmv,—g cosusmv), e X, = (_E smusmv,gcosucosv +

9 .
3COSU,—E cosvsinu ).

Por meio dessas derivadas , calculamos no GeoGebra, os coeficientes da

2
primeira forma quadratica desta parametrizagdo obtendo: E(u, v) = (—E) = (1.8)? =

324, F(u,v)=0 e G(uv)=3+18cosu)>= (3+3.24cosu)? . Além disso,
podemos  definir a primeira forma como I, (w) =3.24a*+ b*(3+
3.24 cos u)?.0Observe que se variamos o ponto A ,0s coeficientes da primeira forma
quadratica variam seus valores, pois nem todos séo fungdes constantes ,nesse caso
o valor da primeira forma quadratica varia do ponto escolhido.

Nao detalharemos o calculo desses coeficientes, pois ao realizarmos essa
construg&o, temos como objetivo elencar outra potencialidade do software no ensino
de primeira forma quadratica, que remete a visualizacdo e um melhor entendimento
de um dos conceitos integrantes do calculo do referido conceito, a derivada parcial.
Por esse motivo, na figura abaixo, exibimos o comportamento das derivadas do toro.
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L]

X, = Supsrfices [~ 1.5 ceni[u) séni(v) — 3 en (v}, 18 coi [u) eotfv) 3 e[} 00, B350

) [ 1.8 cos{u) sen(v] '|-.m:.|)

18 confu) con(v) + 3 coilv)

a

a

Figura 10 — Representacao das derivadas parciais do toro no software GeoGebra
Fonte : Elaborado pelos autores

Note que o grafico da derivada em relagdo a u , se trata de uma esfera ,
enquanto que a derivada em relacédo a v , se trata de uma curva planar. Segundo
Guzman (2002) por meio dessa construgcado dessa construgao grafica, no GeoGebra,
podemos observar a continuidade das derivadas em um determinado ponto e explorar
a nocgao do conceito. Entretanto vale ressaltar que para essa exploragao, os alunos
devem possuir uma boa fundamentagao dos conceitos de dominio, imagem, raizes,
pontos criticos, extremos, intervalos de crescimento e decrescimento, concavidade,
pontos de inflexao, limites no infinito e assintotas.

Dessa forma, constatamos que, por meio do GeoGebra, podemos elaborar
diversas abordagens, com diferentes viés em relagdo ao ensino de primeira forma
quadratica. A vista disso, apresentaremos na construgdo a seguir, uma proposta
relacionada ao conceito de primeira forma quadratica, priorizando as propriedades
descritas por Teneblat (2008), no caso a propriedade referente ao calculo da area da
superficie.

Construgao(3):Considere a superficie denominada de sela, cujo a fungéo que

a descreve é dada por : f(u,v) = %\/% (16 u? + 36)(16 v2 + 9) — 144. Observe, na

figura abaixo, a representagcdo dessa superficie e o calculo dos respectivos
coeficientes da primeira forma quadratica.
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€3 GeoGebra Classic - a X
(M)t ~ 2D P B> A @ LN P Sc Q=
EllA % i e Hin@De# i 8
Fungio
Fungdo de Vérias Varidveis
O Euwv) =0+au?
O F(uv) = —4uv
O | Guv) =225+4¢?
O fi(uv) =3u
O fuv) = 15v
O | fuv=uw-v

Namero

Superficie

+

Figura 11 — Representacio da superficie sela e os valores dos coeficientes da primeira
forma quadratica
Fonte : Elaborado pelos autores

A vista do que mencionamos anteriormente, a finalidade dessa construgéo € a
utilizacao do software para o calculo da area da superficie. Para isso, precisamos
obter a expressao definida na propriedade *:

A(X(D)) = ﬂm dudv

Veja na figura abaixo, que utilizamos a janela CAS para o célculo da expressao
que deve ser integrada, e que além de nos fornecer a expressao, os comandos
realizados nessa janela nos permitem obter os valores algébricos, como esta exibido
para o ponto (0.6 — 1.3).

7 Geoebrs Classic -

o
Lt o |[ o=
B~ b @Ooe N =] e - Q
L E(uv) i [E] &2 B =
. 261
28 Fungdio de Varias Varidveis
, Gluv)
as O E(uv) = 9+4u?
a
L E(uv) Gluv) O Fluw) — —duv
- 2229 o Glu,v) = 2.25 + 4 v
Fluwy
3 11
324 S v = 3 \"'RE (16 u? + 36) (162 +9) — 144
- 25 5
X (D) = \/E(u.v) Gluv) — Fluv) fi(wv) = 3u
5
~ X{(D)= 1% 129 O f(uv) = 15v
G O ) = o —v?
Nimero
u=06
= -G

v=-15

— 3 > 3 a

Figura 12 — Representagao do calculo da expressao VEG — F? dos
coeficientes da superficie sela
Fonte : Elaborado pelos autores
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Ap0s o calculo de tal fungéo basta escolhermos o intervalo de integracéo para o
calculo da area da superficie. Conforme definido na propriedade*, por se tratar de
uma integral dupla, e inexistir, no software, comando direto para o calculo de tal
operagao, nos baseamos nos algoritmos definidos em Avila e De Aratjo (2012), para
contornar tal obstaculo.

Q GeoGebra Classic

5 A L e @O 4N [

funcéo 1/ 4 sqri(144u® + 576v* + 25602 v +

- A . - - ;
/ ] 1 \/l M u? + 576 v + 250 u? 02 + 180 dudu
Jg S

G111 / 1 ) In(—4v T 04+ 6l v+ 36 uf + 1T £ 45 ,
= / : o VBTw o 36w T T T 05 4 & (~36.u? —45) AV o r T v+ 1) [yl
Ja 2 2 8 4

= NERTE

e Lo (=12 VA 49 4+ V61202 + 1341 EA9 EES
V1207 + 1341 — — (—36u” — 45)In Vi — o Ve YVdu A 542.557
8 ’ Viu? +9

Figura 13 — Calculo da area da superficie de sela
Fonte : Elaborado pelos autores baseado em Avila e de Arautjo(2012)

Através dessa construcdo, pretendemos por meio da visualizacdo e das
operagdes desenvolvidas, incitar os conhecimentos intuitivos sobre a integral, e exibir
uma das aplicacdes relacionadas ao conceito de primeira forma quadratica.

Além disso, notamos que por meio dessa e das demais construgoes
apresentadas, podemos mobilizar conhecimentos prévios(fungéo, produto interno,
derivada, etc),necessarios para o entendimento do conceito em questao, e realizar
uma articulagdo entre os conceitos algebricos e suas respectivas configuragdes
geométricas.

6. Consideragoes finais

Por meio desse estudo visamos sugerir uma proposta de ensino de um conceito
de Geometria Diferencial, alicercado por uma pesquisa fundamentada nos principios
da Engenharia Didatica. Inicialmente, constatamos que apesar da relevancia desse
conceito, a quantidade pesquisas relacionadas ao ensino do mesmo € infima.

Para a fundamentagcdo da pesquisa embasamos o conceito primeira forma
quadratica histéricamente e matematicamente, para que entendessemos a forma
como o0 mesmo se desenvolveu. Apos essa fundamentacdo histérica/matematica
notamos que as operagdes necessarias para o calculo do conceito, requeriam o uso,
de modo frequente, tanto do conhecimento matematico, bem como das nossas
habilidades de visualizagado e percepcao. Diante do exposto e da complexidade do
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conceito, concluimos que essas caracteristicas poderia indicar uma
dificuldade/entrave na aprendizagem do mesmo. Assim, tendo em vista essa
problematica, buscamos meios que faciltassem a compreensdo do conceito,
empregando a sistematizagéo da ED.

Por essa razao decidimos utilizar um software que priorizasse a visualizacdo do
conceito em questdo. Dessarte, norteados pelas investigacdes de Alves (2012;
2013a; 2013b; 2015; 2016; 2017), optamos pela a realizagédo de uma breve analise
acerca de que modo a utilizagdo do software GeoGebra poderia colaborar com o
ensino do conceito primeira forma quadratica, analizando as interfaces do software
que melhor o elucidavam.

Em seguida, elaboramos construgdes dindmicas que proporcionassem um
desenvolvimento intuitivo estabelecendo conexdes com os conteudos necessarios
para o entendimento do conceito de primeira forma quadratica, visto que, esses séo
complexos e abstratos.

Dessa forma, concluimos que, por meio do GeoGebra priorizamos
manipulagdes geométricas ao invés de execugdes de natureza algébrico-analiticas,
trazendo uma abordagem diferente dos livros que abordam esse conceito, que
embora tragam nogdes intuitivas, requerem nas atividades apenas o calculo dos
conceitos sem a interpretagdo geométrica devida. Essa analise nos proporcionou a
obtencdo de elementos que nos permitem considerar primordial a utilizagdo do
GeoGebra na elaboracdo e desenvolvimento de atividades destinadas a
compreensao dos significados do conceito primeira forma quadratica.
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Se presenta un trabajo de revision y analisis dirigido a caracterizar,
desde una perspectiva didactica, el escenario y las experiencias de
aprendizaje que conforman un curso de resolucion de problemas
geométricos en ambientes de geometria dinamica; especificamente el
caso de experiencias vinculadas a la demostraciéon en Geometria. Las
tareas se organizaron segun el esquema: Construir > Explorar ->
Resumen Conjeturar - Validar. La resolucion de problemas fue la principal
estrategia de ensefianza y aprendizaje junto con el uso del Cabri Il y el
plegado de papel. Se corrobora la importancia de acercar los futuros
profesores de matematica a la didactica de la Geometria escolar.
Palabras clave: Didactica de la Geometria, demostracion geométrica,
formacion inicial de profesores de matematica, razonamiento geométrico
de Van Hiele.

A review and analysis work is presented aimed at characterizing, from a
didactic perspective, the scenario and the learning experiences that make
up a course of solving geometric problems in environments of dynamic
geometry; specifically the case of experiences related to the
demonstration in Geometry. The tasks were organized according to the
Abstract scheme: Build - Explore - Conjecture - Validate. Problem solving was
the main teaching and learning strategy along with the use of Cabri Il and
paper folding. The importance of bringing future teachers to the didactic
of school geometry is highlighted.

Keywords: Didactic of Geometry, geometric demonstration, pre-service
mathematics teachers, Van Hiele Theory.

Um trabalho de revisdo e analise é apresentado visando caracterizar, a
partir de uma perspectiva didatica, o cenario e as experiéncias de
aprendizagem que compdem um curso de resolucdo de problemas
geométricos em ambientes de geometria dinamica; especificamente o
caso de experiéncias relacionadas a demonstracdo em Geometria. As
tarefas foram organizadas de acordo com o esquema: Build > Explore
- Conjecture -> Validate. Resolugdo de problemas foi a principal
estratégia de ensino e aprendizagem, juntamente com o uso do Cabri ll e
dobra de papel. A importancia de trazer futuros professores de
matematica para a pedagogia da geometria escolar é corroborada.
Palavras-chave: Didatica geométrica, demonstragdo geométrica,
formacéo inicial de professores em matematica, Teoria de Van Hiele.

Resumo
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1. Introduccioén

La preparacidon para ensenar Geometria es un asunto que involucra a los
formadores de los futuros profesores de Matematica y, en este sentido, se han
puesto en juego ciertas acciones dirigidas al desarrollo de competencias para la
ensefianza de la Geometria en estudiantes de instituciones de formacion docente,
como puede apreciarse en Iglesias (2000), quien asumio6 el disefio y desarrollo de
una propuesta integrada por elementos innovadores y de comprobado potencial
didactico en el proceso de ensefianza y aprendizaje de la Geometria, tales como:
(a) el uso de un software de Geometria Dinamica; (b) la aplicacién del modelo de
razonamiento geométrico de Van Hiele, y (c) el enfoque de resolucién de problemas.
Esta propuesta se materializo a través de un curso sobre Resolucion de Problemas
Geométricos Asistido por Computadora (en adelante, RPG-AC), el cual fue
incorporado, como curso optativo de integracion al disefio curricular 1996, aun
vigente, de la especialidad de Matematica en la Universidad Pedagdgica
Experimental Libertador, Instituto Pedagdgico de Maracay (UPEL Maracay).

De modo que, ante la necesidad de comprender los diversos aspectos
epistemologicos, cognitivos y didacticos relacionados con la demostracion en
ambientes de Geometria Dinamica, se ha llevado a cabo un trabajo de revision y
analisis documental dirigido a caracterizar, desde una perspectiva didactica, el
escenario y las experiencias de aprendizaje que conforman el curso de RPG-AC;
experiencias especialmente vinculadas a la demostracion en Geometria.

Cabe senalar que la integracion de los componentes antes mencionados en un
programa de formacion de futuros profesores de Matematica se justifica porque el
modelo de razonamiento geométrico de Van Hiele ha brindado a los docentes de
Matematica una teoria coherente para entender y orientar el proceso de ensefianza
y aprendizaje de la Geometria (Jaime y Gutiérrez, 1990; Corberan, 1994; Gutiérrez,
2000; De Villiers, 2010; Aravena Diaz y Caamaino Espinoza, 2013) y, ademas, su
aplicacién es significativa en el disefio y desarrollo de ambientes de aprendizaje
asistidos por los software de Geometria Dinamica (SGD) (lglesias, 2000). Estos son
herramientas tecnoldgicas que permiten propiciar la construccién del conocimiento
geométrico a través de diferentes etapas: (a) exploracién de construcciones
geométricas, (b) el reconocimiento de patrones o regularidades (propiedades
invariantes en una construccion sometida a una transformacién), (c) la formulacion
de conjeturas y (d) la validacion de tales conjeturas. Asi, pues, en correspondencia
con la evolucion historica de la Geometria, los participantes evidenciarian que la
intuicion precede a los aspectos formales del conocimiento geométrico,
sustituyéndose asi la aproximacion excesivamente rigurosa y axiomatica a la
Geometria en el ambito escolar (Luengo Gonzalez, Blanco Nieto, Mendoza Garcia,
Sanchez Pesquero, Marquez Zurita y Casas Garcia, 1997), que ha ocasionado
rechazo a esta area de la Matematica. Asimismo, la resolucion de problemas
geométricos esta estrechamente vinculada con el desarrollo de las habilidades
asociadas con cada uno de los niveles de razonamiento geométrico propuestos en
el modelo de Van Hiele y con el uso de un SGD, asumido este como una
herramienta para elaborar y explorar construcciones geométricas.

También es importante tener en cuenta que los conocimientos matematicos
son algo mas que la simple sucesion logica de definiciones y deducciones que
constituyen el marco formal del asunto. Segun Mills y Tall (1988), en la investigacion
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matematica, en primer lugar, es necesario desarrollar una estructura en la cual se
vinculan ciertas ideas antes que ellas se ordenen en una sucesion logico - deductiva
precisa; por consiguiente, es fundamental proporcionar a los estudiantes las bases
cognitivas sobre las cuales los teoremas puedan ser construidos y demostrados.

En este orden de ideas, a continuacidn se abordara la caracterizacion de las
experiencias de aprendizaje que han conformado el curso de RPG-AC (lglesias,
2014), teniendo como referencia las actividades propuestas en tres (3) de los
talleres realizados, como se muestra la Tabla 1, enfatizando en las construcciones
geométricas con regla y compas en un ambiente de Geometria Dinamica (AGD), por
tratarse de un asunto presente en cada uno de estos talleres.

Fases de Taller n°1 Taller n° 2 Taller n® 3
Aprendizaje
Informacion Revisar una presentacion Leer y analizar el articulo | Siguiendo el esquema de
sobre la caracterizacion y “Explorando angulos y construir, explorar,
relevancia historica de las triangulos con doblado de conjeturar y validar, se
construcciones geométricas papel’ (Arrieche e plantearon problemas
con regla'y compas en el Iglesias, 2010). relacionados con el
proceso de ensefianza y estudio de las
aprendizaje de la Geometria. definiciones y
Orientacion Realizar algunas Realizar la construccion propiedades de los
Dirigida construcciones con regla y de la herramienta cuadrilateros conciclicos

compas, haciendo uso del
Cabri — Géométre Il y, luego,
elaborar las macros
correspondientes.

triangular tanto con
doblado de papel como
en un ambiente de
Geometria Dinamica.

Explicitacion

Analizar las construcciones
geométricas con regla 'y
compas previamente
realizadas, lo cual implicaba
la identificacion de las
definiciones y propiedades
geométricas involucradas en
cada una de tales
construcciones

Analizar las
construcciones
geométricas previamente
realizadas y dar
respuesta a las preguntas
planteadas en el articulo.

Orientacion Libre

Aplicar los conocimientos
geométricos en la realizacion
de construcciones
geométricas con regla 'y
compas, dados los objetos
iniciales y los objetos finales,
sin presentar, en forma
explicita, un procedimiento
que conduzca a una
construccién consistente

Seleccionar la
construccién de un objeto
geométrico con doblado
de papel y, luego, realizar
la construccion
equivalente con regla y
compas en un AGD.

Integracién

Presentar, por escrito y en
forma oral, los aspectos
relevantes del trabajo
realizado en las fases
previas.

Presentar, por escrito y
en forma oral, los
aspectos relevantes del
trabajo realizado en las
fases previas.

o circunscribibles y
cuadrilateros inscribibles.

Tabla 1. Actividades didacticas propuestas en los talleres que conformaron el curso de RPG-AC
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2. Las Construcciones con Regla y Compas en un Ambiente de Geometria
Dinamica
Las construcciones con regla y compas han ocupado un puesto relevante en la

ensefianza de la Geometria tanto por su utilidad practica como por su contribucion
al desarrollo tedrico.

Euclides, matematico griego, nos legd una manera de organizar el
conocimiento aritmético y geomeétrico, haciendo uso del método axiomatico; es
decir, “una presentacion logica de la Geometria en la forma de una cadena de
proposiciones basadas en unas cuantas definiciones y suposiciones iniciales”
(Sifieriz, 2000, p. 194). Cabe recordar que, en la antigua Grecia, la Geometria
abandondé su caracter empirico—practico, adquiriendo asi un caracter légico—
deductivo; teniéndose como punto de inflexién la publicacion de una obra
compilatoria del conocimiento matematico intitulada Elementos. En la version
actualizada y traducida al espafol por la Editorial Gredos, los Elementos son un
conjunto de 132 definiciones, 5 postulados, 5 nociones comunes o axiomas y unas
465 proposiciones distribuidas en 13 libros. Estos trece libros abarcan los siguientes
temas (libros): (a) Geometria Plana (I al IV). (b) Proporcionalidad (V y VI). (c)
Aritmética (VII al IX). (d) Inconmensurabilidad (X). (e) Geometria del Espacio (XI al
XI).

Entre los métodos utilizados en los Elementos destaca el procedimiento de
construccion de figuras con regla y compas; tales construcciones - como lo sefala
Siferiz (2000) - no tenian por objetivo “la realizacion efectiva de la construccion,
sino mostrar por un encadenamiento Iégico de proposiciones que algo es construible
con regla y compas” (p. 195). Las primeras tres proposiciones del Libro | sirven para
ilustrar la metodologia de trabajo empleada en los Elementos de Euclides y el uso
de la regla y el compas: (I.1) Construir un triangulo equilatero dado uno de sus
lados. (1.2) Transportar un segmento a un punto dado (como extremo). (1.3) Dados
dos segmentos, cortar del mayor un segmento igual al menor. Cabe sefalar que,
para los antiguos gebmetras griegos, la regla era ilimitada, sin marcas y tenia un
solo borde y el compas era un instrumento que solo trazaba circunferencias de
centro dado pasando por un punto dado; en otras palabras, ningun instrumento
podia usarse para transportar distancias. Esto significa que la regla no podia
marcarse, y que el compas habia de tener la caracteristica que si una de sus patas
se levantaba del papel, el instrumento se cerraba. A diferencia del compas euclideo,
el compas moderno conserva su abertura y, por tanto, puede utilizarse para
transportar distancias. Es necesario indicar que las primeras tres proposiciones del
Libro | de Euclides establecen la equivalencia entre el compas euclideo y el compas
moderno.

Dada la relevancia historica del tema, el primer taller del curso de RPG-AC se
centré en el estudio de las construcciones geométricas con regla y compas en un
ambiente de Geometria Dinamica, ya que, esto permitiria a los participantes: (a)
Familiarizarse con los botones de herramientas disponibles en el Cabri Géometre |l
(en adelante, Cabri Il). (b) Realizar una construccion consistente con regla y compas
de un(os) objeto(s) geométrico(s), a partir de un(os) objeto(s) inicial(es) dado(s). (c)
Reconocer relaciones geométricas entre los objetos que conforman una
construccion con regla y compas. (d) Identificar las definiciones y propiedades
geométricas involucradas en cada una de las construcciones realizadas.
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Para ello, las actividades propuestas — como se muestra en la Tabla 1 — se
organizaron siguiendo las fases de aprendizaje propuestas en el modelo de Van
Hiele; destacando que una vez realizada una exposicion sobre la caracterizacion y
relevancia histérica de las construcciones geométricas con regla y compas en el
proceso de ensefianza y aprendizaje de la Geometria, se entregd una hoja de
trabajo que contemplaba las actividades dirigidas y las actividades libres. Para su
descripcion es necesario tener en consideracibn que en una construccion
geométrica, se pueden identificar los siguientes elementos: (a) Objetos iniciales (lo
dado), (b) Procedimiento de construccion que incluye los objetos auxiliares, y (c)
Objetos finales (lo que se quiere construir). Ademas, en los SGD, los objetos
geométricos suelen ser clasificados atendiendo a dos criterios distintos, pero
relacionados entre si: modo de construccion y grados de libertad (Bainville, 2003).

En atencion al modo de construccion, se establece la siguiente clasificacion:
(a) Objetos Elementales, entre los cuales se distinguen los objetos libres (punto,
recta y circunferencia) y los objetos definidos por puntos (segmento, recta definida
por dos puntos, semirrecta, vector, triangulo definido por tres puntos no alineados,
poligonos y circunferencia definida por el centro y otro punto). (b) Objetos
construidos: son todos aquellos objetos que pueden construirse haciendo uso de los
botones construcciones y macro-construcciones.

En atencién a los grados de libertad que poseen al ser desplazados sobre la
hoja de trabajo, los objetos se clasifican en: (a) Objetos bases: Los objetos libres y
los puntos construidos por objetos. (b) Objetos dependientes: Los objetos
construidos (salvo los puntos definidos por objetos) y los objetos definidos por
puntos. Esto es relevante, ya que, por ejemplo, al trazar la mediatriz de un
segmento dado, haciendo uso del Cabri Il, se establece una relacion de
dependencia entre el segmento dado (objeto inicial que funciona como un objeto
base) y su correspondiente mediatriz (objeto dependiente).

Actividades dirigidas: Lea atentamente el procedimiento sefalado en cada una de
las actividades propuestas vy, luego, apliquelo haciendo uso del Cabri Il
1. Construccion de un “compas’. OBJETO(S) INICIAL(ES) DADO(S)
2. Trazado de una recta perpendicular en
el punto medio de un segmento.
3. Construccién de un angulo que mida 60°
usando solamente regla y compas.

4. Construccion de un angulo que mida 45° PROCEDIMIENTO DADO
usando solamente regla y compas.
5. Trazado de la bisectriz de un &angulo

dado.
6. Divisiébn de un segmento de recta en n OBJETOS FINAL(ES) POR
partes iguales. CONSTRUIR

Tabla 2. Actividades dirigidas propuestas en el Taller n® 1 del curso de RPG-AC

En las actividades dirigidas, como se muestra en la Tabla 2, a partir de los
objetos iniciales, se indica el procedimiento a seguir para construir el objeto
deseado; por ende, los participantes solo necesitan seguir el procedimiento indicado
y utilizar adecuadamente los botones de herramientas disponibles en el Cabri Il para
realizar una construccion consistente. Sin embargo, el docente debe procurar que
los estudiantes centren su atencion en las relaciones existentes entre los objetos
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que conforman tal construccién y este es el punto clave para aproximarse al proceso
de demostracion en Geometria. Para ilustrar lo aqui planteado, se tomara como
referencia la actividad dirigida n° 6, Division de un segmento de recta en n partes
iguales:

1. Trace el segmento AB.

2. Trace una semirrecta con origen en el punto A y que no esté contenida
en el segmento AB.

3. Con el compas, haga centro en A y con una abertura arbitraria, trace
un arco de circunferencia que corte a tal semirrecta en el punto 1. Utilizando la
misma abertura de compas, haga centro en 1 y trace un arco de circunferencia que
corte a la semirrecta en el punto 2. Asi, sucesivamente, hasta trazar n divisiones en
tal semirrecta.

4. Enumere los puntos de corte del 1 al n.

5. Une el punto n con el punto B.

6. Trace rectas paralelas al segmento nB que pasen por los puntos n — 1,
n-2,..2,1.

7. Determina los puntos de corte de estas rectas paralelas con el
segmento AB.

8. ¢En cuales definiciones y propiedades geométricas se sustenta esta
construccion?

Figura 1. Divisiéon de un segmento en n partes iguales (en este caso, n = 6).

Esta actividad requeria de la aplicacion de los criterios de semejanza para
triangulos, ya que, los triangulos Aii’, con i: 1, 2, 3, 4, 5 y A6B son semejantes (ver
Figura 1). Cabe sefalar que, al revisar las construcciones realizadas por los cinco
grupos de trabajo, se observd que siguieron el procedimiento dado y las
herramientas utilizadas se corresponden con lo requerido en cada uno de los pasos
como se muestra en la Tabla 3; solo hubo variaciones en el numero de partes en las
que dividieron el segmento AB.

Instrucciones dadas | Herramientas empleadas
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1. Trace el segmento AB. A Punto
B Punto
Segmento: A, B
2. Trace una semirrecta con origen Semirrecta: A
en el punto A y que no esté contenida en | Punto
el segmento AB. Punto
Segmento:
3. Con el compas, haga centroen A | C4 Circulo (Compas): A, _
y con una abertura arbitraria, trace un 1 Punto (Punto(s) de interseccion): _, _
arco de circunferencia que corte a tal Cz Circulo (Compas): 1, _

Punto (Punto(s) de interseccion): _,

semirrecta en el punto 1. Utilizando la . RS
. ) 2 Punto (Punto(s) de interseccion): _,
misma abertura de compas, haga centro Cs Circulo (Compas): 2

en 1y trace un arco de circunferencia Punto (Punto(s) de interseccién): _, _
que corte a la semirrecta en el punto 2. | 3 Punto (Punto(s) de interseccién): _,
Asi, sucesivamente, hasta trazar n C4 Circulo (Compas): 3, _

divisiones en tal semirrecta. Punto (Punto(s) de interseccion): _, _

4 Punto (Punto(s) de interseccion): ,

4. Enumere los puntos de corte del
P Cs Circulo (Compas): 4, _

Taln Punto (Punto(s) de interseccion): ,
5 Punto (Punto(s) de interseccion): ,
Cs Circulo (Compas): 5, _
Punto (Punto(s) de interseccion): _,
6 Punto (Punto(s) de interseccion): ,

5. Une el punto n con el punto B. Segmento: B, 6

6. Trace rectas paralelas al Ls Recta (Recta paralela): 5, _
segmento nB que pasen por los puntos | L4 Recta (Recta paralela): 4, _
n-1,n-2,..2 1. Ls Recta (Recta paralela): 3, _

Lo Recta (Recta paralela): 2,
L4 Recta (Recta paralela): 1,

7. Determina los puntos de corte de | &' Punto (Punto(s) de interseccion): _,
estas rectas paralelas con el segmento | 4' Punto (Punto(s) de interseccion): _, _
AB. 3 Punto (Punto(s) de interseccion): ,

2' Punto (Punto(s) de interseccion): ,
1 Punto (Punto(s) de interseccion):

Tabla 3. Correspondencia entre el procedimiento dado y las herramientas empleadas

En cuanto a las respuestas dadas a la pregunta: En cuales definiciones y
propiedades geométricas se sustenta esta construccion?, pudiera decirse que el
grupo n° 1 hace referencia a la aplicacion de la generalizacion del teorema de
Thales, aunque no lo aplican en forma explicita; previamente realizan un resumen
del procedimiento empleado (entre corchetes), lo cual es un rasgo atribuido a los
esquemas de argumentacion factico: “[Cuando la semirrecta que tiene origenen Ay
no contiene el segmento AB, es dividida en (n) partes iguales con la longitud del
segmento auxiliar PQ y luego se traza el segmento Bn, procedemos a trazar rectas
paralelas a Bn que pasen por todos y cada uno de los puntos en lo que hemos
dividido la semirrecta An]. Entonces el teorema de Thales nos permite asegurar que
los puntos de interseccidn entre las paralelas al segmento Bn estan dividiendo en n
partes iguales al segmento AB”. Cabe recordar que la generalizacion del teorema de
Thales establece que: Si dos rectas r y s en un plano se cortan por varias rectas
paralelas, la razén de dos segmentos cualesquiera de una de ellas es igual a la
razon de los segmentos correspondientes en la otra. Los segmentos que se
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determinan en una de ellas son proporcionales a sus correspondientes en la otra
recta.

El grupo n° 2 trabajé con la divisién del segmento AB en tres partes iguales
(ver Figura 2), siguiendo el procedimiento indicado por la facilitadora del curso de
RPG-AC.

Figura 2. Division de un segmento en tres partes iguales (grupo n° 2)

Noétese que los puntos D, 1y F no estan alineados y, por ello, los angulos
< D1A y < F12 no son angulos opuestos por el vértice, aunque en ciertos casos
pareciera que si lo son. Por ende, como se comenta en la Tabla 4, donde se da a
conocer la justificacion dada por el grupo n° 2, se basan en premisas falsas,
posiblemente dejandose llevar por su percepcion visual, en vez de las relaciones
existentes entre los objetos geométricos que intervienen en la construcciéon
realizada. Ademas, sirve para ilustrar como es posible establecer conclusiones
validas a partir de premisas falsas, permitiendo probar lo que se pide (en este caso
que AD = DE = EB).

Justificacion dada

Observaciones

1. Los segmentos A1y 12 son congruentes;
por hipétesis (por construccion ambos segmentos
tienen longitud PQ)

2. El segmento 1F es congruente con el
segmento D1; por hipotesis “segmento auxiliar”

3. Elangulo D1A es congruente con el angulo
F12; por ser angulos opuestos por el vértice

4. Los tridngulos A1D y 21F son
congruentes; criterio de congruencia LAL,
afirmaciones 1,2y 3

5. Los angulos AD1 y 2F1 son congruentes;
por partes correspondientes de triangulos
congruentes, afirmacion 4

6. Larecta DF es una secante del segmento
AB y la recta GF; por hipotesis

7. Elsegmento ABy la recta GF son paralelos;

El segmento 1F es radio de la
circunferencia C2 (1, PQ) y D1 no
es radio de circunferencia alguna;
aunque, en la Figura 2, pareciera
que la circunferencia C1 (A, PQ)
pasa por D. Ademas, los puntos D,
1y F no estan alineados vy, por ello,
los dngulos < D1A y < F12 no son
angulos opuestos por el vértice.

Por lo tanto, no es posible garantizar
que los triangulos AD1 y 2F1 son
congruentes por el postulado LAL y
que, por partes correspondientes
de triangulos congruentes (PCTC),
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Si una recta es secante de otras dos y sus angulos
alternos internos son congruentes, entonces las
rectas son paralelas, afirmaciones 5y 6

8. Los segmentos ED y F2 estan contenidos
en el segmento AB vy la recta GF respectivamente,
por informacion de la figura

9. Los segmentos AD y F2 son congruentes;
afirmacion 4.

10. Los segmentos ED y F2 son paralelos;
afirmaciones 7y 8

11. Los segmentos D1 y E2 son paralelos; por
hipotesis

12. Los segmentos los segmentos DF y E2 son
paralelos; afirmaciones 2 y 11

13. El cuadrilatero DF2E es un
paralelogramo; afirmaciones 10 y 12

14. Los segmentos DE y F2 son congruentes;
propiedad de paralelogramo, afirmacion 13

15. El segmento DE es congruente con el
segmento AD; afirmaciones 9y 14

16. La recta DF es paralela al segmento B3; por
hipotesis

17. El angulo D1A es congruente con el angulo
B3A; definicion de angulos correspondientes

18. El angulo G32 es congruente con el angulo
B3A; son el mismo angulo

19. El &ngulo G32 es congruente con el angulo
F12; afirmaciones 3, 17 y 18

20. Los angulos 12F y 32G son congruentes;
angulos opuestos por el vértice

21. Los segmentos 12 y 23 son congruentes;
hipétesis

22. El triangulo 23G es congruente con el
triangulo 12F; afirmaciones 19, 20 y 21; criterio
de congruencia LAL

23. Los segmentos G2 y 2F son congruentes;
afirmacion 22

24. Los segmentos G2 y BE estan contenidos en
el segmentos AB y la recta GF respectivamente; por
informacion de la figura

25. Los segmentos G2 y BE son paralelos;
afirmaciones 7 y 24

26. Los segmentos E2 y BG son paralelos;
hipétesis

27. El cuadrilatero BE2G es un
paralelogramo; afirmaciones 25 y 26

28. Los segmentos BE y G2 son congruentes;
propiedad de los paralelogramos, afirmacion 27

29. Los segmentos BE y DE son congruentes;
afirmaciones 14 y 22

30. Los segmentos AD, DE y EB son
congruentes; afirmaciones 15y 29

los angulos AD1 y 2F1 lo sean.

Por lo cual, no estan dadas las
condiciones para aplicar el teorema
AIP (dngulos alternos congruentes —
rectas paralelas) en 7 y garantizar
que los segmentos ED y F2 son
paralelos en 10. Por lo tanto, se van
estableciendo conclusiones validas
a partir de premisas falsas, siendo
posible llegar a lo que se pide
demostrar:

AD =DE =EB

Nétese que la demostracion estuvo
centrada en probar que los
triangulos AD1, 2F1 y 2G3 son
congruentes y que los cuadrilateros
DF2E y BE2G son paralelogramos,
lo cual hubiera sido valido, si por el
punto 2 hubiesen trazado una
paralela al segmento AB (ver
afirmaciones n°® 13, 22 y 27 y Figura
2).

Sin embargo, se considera que
utilizan un esquema de
argumentacion analitico, ya que,

construyen una cadena légico —
deductiva sustentada en
definiciones y propiedades

geomeétricas conocidas.

Tabla 4. Justificacion dada por el grupo n°® 2 en la actividad dirigida n°® 6

Los integrantes del grupo n° 3 siguieron las instrucciones y emplearon las
herramientas de construccion adecuadas, pero no respondieron la pregunta
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formulada con lo cual no es posible la identificacion de esquema de argumentacion
alguno.

El grupo n°® 4 procedié a dividir al segmento AB en nueve partes iguales,
observandose, al revisar la construccién, que existe correspondencia entre los
pasos del procedimiento de construccion y las herramientas empleadas. A partir de
la construccion y aplicando el teorema PAC garantizan por el criterio de semejanza
AA que los triangulos indicados son semejantes y, por partes correspondientes de
triangulos semejantes, que los pares de lados correspondientes son proporcionales:

“Por el teorema de Thales, sean AB y An dos rectas que se intersecan en el
punto A, asimismo dichas rectas cortan a un conjunto n de rectas paralelas,
formando asi  AAT11, AA2'2, A A3’3, AA4’4, AAS’S, A AG’6,
AAT7, AA88, A ABn. Estos triangulos tienen un angulo comun A, ademas los
angulos con vértice en los puntos 1°, 2’, 3', 4, 5°, 6’, 7, 8', B son iguales por ser
angulos correspondientes entre rectas paralelas cortadas por una secante. Por
el segundo criterio de semejanza (AA), se tiene
AT1~AA22~AA33 ~AA44 ~AASS5~AAG6 ~AAT7T7~AA88~AABN, en
consecuencia:

Al 12 23 34 45 56 67 78 8n

Al 1223 34 45 56 67 78 8B

Por ende, queda determinada asi la division del AB en n partes
proporcionales”.

Sin embargo, no demuestran que A1’ = 12" =23 =34 =45 =56 =67 =
7’8’ = 8'B. Se considera que seria sencillo hacerlo conociendo que, por ser radios de
circunferencias congruentes, los segmentos A1, 12, 23, 34, 45, 56, 67, 78 y 8n son
congruentes y operando aritméticamente se llega a lo que se quiere demostrar.
También, se observan ciertas imprecisiones en el uso del lenguaje porque hablan de
angulos iguales en vez de angulos congruentes, asi como la division del segmento
AB en n partes proporcionales en vez de su division en n partes iguales. Se observa
el uso de un esquema de argumentacion analitico, asumiendo como hipétesis las
condiciones que se deducen de la construccién realizada. Cabe sefalar que el
teorema PAC establece que: Si dos rectas paralelas son cortadas por una secante,
cada dos angulos correspondientes son congruentes; el criterio de semejanza AA
sefala que: si dos triangulos tienen dos pares de angulos correspondientes
congruentes, entonces ambos triangulos son semejantes vy, por partes
correspondientes de tridngulos semejantes, los tres pares de lados
correspondientes son proporcionales.

El grupo n° 5 dividié el segmento AB en cuatro partes iguales, siguiendo el
procedimiento indicado; en cuanto a la justificacion dada, esta es similar a la
presentada por el grupo n° 4; por ende, se estaria en presencia de un esquema de
argumentacion analitico sustentado en las relaciones entre los objetos que
intervienen en la construccion (radios de circunferencias congruentes y rectas
paralelas cortadas por una secante).

Cuatro de los cinco grupos reconocieron que la division de un segmento en n
partes iguales se sustenta en la generalizacion del teorema de Thales. Este tema
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junto con la semejanza de triangulos fue estudiado por los participantes en el curso
de Geometria Il.

Actividades libres: Describa un procedimiento para realizar una construccion
geométrica consistente con Ry C que les permita construir la figura geométrica sefialada.

1. Construccion de un tridngulo dadas las OBJETO(S) INICIAL(ES) DADOS
longitudes de sus tres lados.

2. Construccion de un triangulo dadas las
longitudes de un par de lados y la
medida del angulo comprendido entre
ellos.

3. Construcciéon de un triangulo dadas las
medidas de un par de angulos y la
longitud del lado comprendido entre
ellos.

4. Construcciéon de un cuadrado ABCD
(objeto final) dado uno de sus lados
(objeto inicial).

5. Construccién de un tridngulo equilatero
ABC dado uno de sus lados.

6. Construccion de un rombo PQRS dadas OBJETOS FINAL(ES) DADOS
sus diagonales PR y QS.

PROCEDIMIENTO POR
ESTABLECER

Tabla 5. Actividades libres propuestas en el Taller n° 1 del curso de RPG-AC

En las actividades libres, como se muestra en la Tabla 5, a partir de los objetos
iniciales, los participantes tienen que establecer un procedimiento que les permita
realizar una construccion consistente con regla y compas del (los) objeto(s) final(es).
Por ende, los participantes requieren establecer relaciones entre lo conocido y lo
que les piden construir a partir de lo que conocen (definiciones y propiedades), para
lograr establecer el procedimiento a seguir y, ademas, garantizar que el objeto
construido es el esperado y no otro. Para ilustrar esta situacién, se tendra como
referencia la actividad libre n° 4, construir un cuadrado ABCD (objeto final) dado uno
de sus lados (objeto inicial), la cual admite diferentes formas de construccion y, por
ende, diferentes formas de validacion. En la Tabla 6, a modo de ejemplificacion, se
muestra el procedimiento de construccién n° 1.

Al revisar los informes escritos y los correspondientes archivos .fig (con la
opcion “mostrar la descripcion”), se noto lo siguiente: (a) Cada uno de los grupos de
trabajo inicia la construccién, teniendo en cuenta el objeto inicial: un lado del
cuadrado; (b) ademas, en la descripcién del procedimiento empleado para construir
el cuadrado, dado uno de sus lados, emplean un vocabulario apropiado; (c) las
herramientas empleadas se corresponden con lo establecido en cada uno de los
pasos que conforman el procedimiento de construccion; (d) no justifican que la
construccion realizada sea consistente; en algunos casos, se limitan a verificar
empiricamente que el cuadrilatero construido es un cuadrado, ya sea, midiendo la
longitud de cada uno de sus lados o marcando a cada uno de sus angulos internos.
Cabe decir que, en el Cabri ll, cuando se marca un angulo que resulta ser un angulo
recto, se coloca la marca acostumbrada.

Construccién n° 1
Procedimiento | Comentarios
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Dado un segmento de extremos Ay B

Se traza una recta L1 perpendicular al
segmento AB en A. Entonces el angulo con
vértice en A es un angulo recto.

Con el compas, haciendo centro en A
y pasando por el punto B, se traza una
circunferencia C1 que corta a la recta L1 en
D. Asi, los segmentos AB y AD son
congruentes por ser radios de una misma
circunferencia.

Se traza una recta L2 perpendicular al
segmento AD en D. De modo que el angulo
con vértice en D es un &ngulo recto.

Con el compas haciendo centro en D
y pasando por el punto A, se traza una
circunferencia que corta a la recta L2 en C.
Asi se cumple que AD = DC (por ser radios
de la circunferencia Co).

Se traza el segmento CD.

Este procedimiento garantiza que, en
el cuadrilatero ABCD se cumple que:

AB=AD=DC y que los angulos
< DAB y < ADC son rectos.

Haria falta probar que AB = AD = DC
= CD y que los angulos < DCB y < CBA son
angulos rectos.

En efecto, se conoce que, en un plano
E, las rectas AB y L2 son perpendiculares a
la recta L1y, por ende, se tiene que AB || Lz
Como, ademas, AB = DC y el segmento DC
estd contenido en la recta L2, se cumple
que, en el cuadrilatero ABCD, Ilos
segmentos AB y DC son paralelos y
congruentes vy, por tanto, tal cuadrilatero es

un paralelogramo. Asimismo, se conoce que
en un paralelogramo ambos pares de lados
y angulos opuestos son congruentes, con lo
cual se establece que: AD = BC, m (< DCB)
=90°y m (< CBA) = 90°.

Tabla 6. Construccion de un cuadrado dado uno de sus lados

Grupo n® 1

Grupo n° 2

Figura 3. Verificacion empirica de los atributos relevantes de un cuadrado

En la Figura 3, notese que el grupo n° 1 verifica (marcandolos) que los angulos
internos del cuadrilatero ABCD son rectos, mientras que el grupo n°® 2 verifica que
los lados de tal cuadrilatero son congruentes entre si. Ambos grupos, segun el caso,
no verifican que se satisfaga el otro atributo relevante para que el cuadrilatero ABCD
sea un cuadrado [los lados de un cuadrado son congruentes entre si (grupo n® 1) y
sus cuatro angulos internos son rectos (grupo n° 2)].

La construccién realizada por el grupo n°® 4 también se corresponde con las
realizadas por los grupos n° 1 y 2; pero, en este caso, no realizan verificacion
alguna (ni de la longitud de cada uno de los lados del cuadrilatero ABCD, ni de la
medida de cada uno de sus angulos internos).
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El grupo n°® 5 presentd la siguiente descripcion del procedimiento de
construccion empleado:

1.  |Se coloca el lado AB (lado del cuadrado que se da como dato) en la
posicién de la base.

2. Por los extremos del segmento AB se trazan dos rectas
perpendiculares al segmento.

3. Mediante dos arcos de circunferencia con el radio de la longitud del
segmento dado, se traza una por el punto A y la otra por el punto B, cortando las
rectas perpendiculares.

4.  Se unen los cuatro puntos y se obtiene el cuadrado pedido.

Cabe preguntarse: ;Qué significa que “se coloca el segmento AB en la
posicion de la base™? ;Esto significa que lo colocan en posicion horizontal?
Pareciera que la presentacion de las figuras geométricas en posiciones clasicas es
una idea arraigada en la mente de los profesores en formacion, a pesar de lo
discutido en clases. Sin embargo, en el informe escrito, el grupo n° 5 agrega a la
descripcion el siguiente comentario (asi lo denominan):

“‘Notese que la figura construida es un cuadrado, ya que, al partir de un lado
para construir los otros tres, trazamos rectas perpendiculares a dicho segmento
dado y luego sobre ellas copiamos la medida del segmento inicial AB con el
compas, los segmentos AD y BC son congruentes entre si por ser (radios de)
circunferencias de un mismo radio, y que su vez son congruentes con el
segmento AB. Luego unimos los puntos D y C que (y el segmento DC) es
congruente con el segmento AB, en conclusion al ser todos sus lados iguales y
poseer cuatro angulos rectos por ser los segmentos DA perpendicular con el
segmento AB, CB perpendicular con AB y los segmentos DA perpendicular con
el segmento DC, CB perpendicular con DC, con lo que por definicion el
paralelogramo es un cuadrado”.

Lo colocado entre paréntesis y en negritas ha sido agregado para mejor
seguimiento de las ideas aqui planteadas. En el comentario, dan por cierto que los
angulos con vértice en los puntos C y D son rectos y CD = AB (lo que falta por
demostrar); pero no lo demuestran como una consecuencia légica de las relaciones
establecidas entre los objetos que conforman esta construccion. Pudiera decirse
que los integrantes del grupo n° 5 manifiestan un esquema de argumentacién
factico, al centrar su comentario en un recuento del procedimiento de construccion
del cuadrado ABCD.

El grupo n° 3 siguié una construccion distinta a las previstas por los
investigadores, ya que se limitd a trabajar con las herramientas que le permitiera
trazar lineas rectas y circunferencias (tal como si estuvieran trabajando con regla y
compas en un entorno de lapiz y papel); cabe advertir que en el Cabri Il se dispone
de botones de herramientas que permiten trazar de manera inmediata, por ejemplo,
rectas perpendiculares o rectas paralelas, lo cual no es posible si se esta trabajando
solo con regla y compas (sin emplear las escuadras disponibles en un juego
geométrico) (ver Figura 4). Este grupo no realizé verificacion empirica alguna, ni
justifico la validez de esta construccion.
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Figura 4. Construccién de un cuadrado realizada por el grupo n° 3

3. Construir, explorar, conjeturar y validar

Teniendo en cuenta que los estudiantes para profesores de Matematica, desde
una perspectiva del aprendizaje situado, necesitan participar en tareas cercanas al
quehacer matematico, susceptibles de ser puestas en practica en el ambito de la
educacién basica, las tareas matematicas propuestas en el curso de RPG-AC se
han organizado siguiendo el esquema:

Construir > Explorar - Conjeturar - Validar

Esquema que ademas ha sido tomado en consideracion por otros educadores
matematicos como Alsina Catala, Fortuny Aymemi y Pérez Gomez (1997), Perry
Carrasco, Camargo Uribe, Samper de Caicedo y Rojas Morales (2006) y Flores
(2007). Como se mostro en la Tabla 1, en el curso de RPG-AC se ha enfatizado en
las construcciones geométricas con regla y compas haciendo uso de un SGD como
el Cabri Il y las construcciones geométricas con doblado de papel, ya que para
realizar una construccién consistente, se requiere tener en cuenta las relaciones
existentes entre los elementos que conforman una construccidén (objetos iniciales,
auxiliares y finales), para garantizar que se ha construido el objeto esperado, a partir
de las condiciones dadas.

Segun Alsina Catala et al. (1997, p. 126), “el analisis de cuestiones métricas o
algebraicas con la ayuda de Cabri permite inducir descubrimientos muy interesantes
siguiendo, esencialmente, el proceso: Disefar - Explorar ->Modelizar-> Conjeturar
- Definir &> Argumentar - Demostrar’. Por ello, identifican siete (7) tipos de
actividades geométricas con Cabri: (a) Disefio (manejar las herramientas
disponibles en el software); (b) Exploracion (seguir o elaborar procedimientos para
construir figuras geométricas, incluyendo el reconocimiento de atributos relevantes);
(c) Modelizacion (encontrar una estructura matematica que dote de sentido a una
construccion o transformacién geométrica); (d) Formulacién de conjeturas (hallar
una afirmacion formal a partir de un descubrimiento); (e) Definicion (nombrar y
asignar caracterizaciones); (f) Argumentacion (dar conjeturas en una manera
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descriptiva), (g) Acercamiento deductivo (validar haciendo uso de inferencias
l6gicas). Si bien los autores distinguen entre argumentacion y acercamiento
deductivo (demostracidon), reconocen el papel que juegan las practicas
argumentativas en una clase de Geometria ya que entre los indicadores de la
argumentacion (como Cabri — actividad), mencionan formular razonamientos
basados en casos y generalizaciones simples, hacer sentencias declarativas y
explicitar experiencias interesantes. Estos indicadores servirian de base para
establecer razonamientos deductivos con inferencias logicas que permitan probar
una conjetura.

Asimismo, Perry Carrasco et al. (2006), al presentar una caracterizacién de la
actividad demostrativa a través de manifestaciones de desempefio de las acciones
realizadas por los participantes en un curso de Geometria Plana en la Universidad
Pedagogica Nacional (Bogota — Colombia), reconocen el fuerte lazo que habria que
establecer entre la producciéon de una demostracion formal y algunas acciones de
caracter heuristico vinculadas con el proceso para la produccién de una justificacion
(explicacion, prueba y demostracién formal). Ademas, sefalan que la argumentacion
es el razonamiento asociado a todas las acciones que conforman la actividad
demostrativa y, por ello, sirve de puente entre las acciones de proceso y producto.

Para Perry Carrasco et al. (2006, p. 27), entre las acciones de caracter
heuristico, se encuentran:

1. Visualizacion: “Mirada sobre la representacion grafica que se enfoca”.

2. Exploracién: “Accidn visible sobre la representacion grafica para
estudiar una situacion con un propésito especifico relacionado con la solucién del
problema”.

3. Conjeturacion: “Establecimiento de un enunciado, del que se tiene
seguridad, expresado en forma general, como una implicacién”.

4. Verificacion: “Acciones visibles sobre la representacion grafica para
poner a prueba la conjetura establecida”.

5. Analisis:  “Formulacion de relaciones de dependencia entre
propiedades geométricas presentes en la situacion”.

Flores (2007) diseiid un experimento de ensefianza con profesores de
Matematica del bachillerato en México, haciendo uso del Geometer's Sketchpad,
que incorpor¢ actividades de construccion, de analisis y de discusion. Segun el
autor,

Las actividades de construccion incluyen la explicacion del por qué funciona
la construccion, es decir, implican un proceso de formacion y prueba de
conjeturas; éstas son las mas importantes de la propuesta, pues en ellas se
tiene que poner atencién a las relaciones entre los elementos que las
conforman y el proceso de construccion en si (p. 74).

Por ende, en el taller n°® 3 del curso de RPG-AC, siguiendo el esquema de
construir - explorar - conjeturar - validar, se plantearon problemas relacionados
con el estudio de las definiciones y propiedades de los cuadrilateros conciclicos o
circunscribibles y cuadrilateros inscribibles. Se trata de un tema no contemplado en
los programas de los cursos de Geometria | y Geometria Il, pero que se
consideraba susceptible de ser abordado por los participantes en funcién de los
conocimientos previos. Este taller se organizé en torno a siete (7) actividades; en la

UNI&N Namero 55-Abril 2019 — Pagina 173



La Demostracion en Geometria desde una Perspectiva Didactica
M. Iglesias y J. Ortiz

Tabla 7, a modo de ilustracién, se muestran las dos primeras. Cabe sefalar que,
para la realizacion del taller n° 3, los participantes del curso de RPG-AC se
reorganizaron y conformaron tres grupos de trabajo.

Las actividades propuestas en el taller n°® 3 comparten ciertos rasgos que
Flores (2007) considera relevantes para las actividades a ser realizadas en un AGD:
las propiedades geométricas pueden obtenerse como conjeturas a partir de la
exploracion de las construcciones realizadas, pero la validacion de tales conjeturas
no es inmediata; aunque, por lo general, exigen la puesta en practica de
conocimientos y habilidades geométricas vinculadas con la Geometria Plana
(conceptos y propiedades que se estudian en los cursos previos del area de
Geometria).

N° Actividades

Comentarios

Construya una circunferencia con
centroen O yradior.

Trace una cuerda AB correspondiente
a dicha circunferencia.

La cuerda AB subtiende dos arcos de
1 circunferencia: ACB y ADB.
Construya el cuadrilatero ACBD. Se
dice que el cuadrilatero ACBD es
conciclico o circunscribible.
Establezca la definicion de cuadrilatero
conciclico.

Se pretendia que, a partir de la
construccion del cuadrilatero ACBD, se
estableciera la definicion de cuadrilatero
conciclico, lo cual exige el reconocimiento
de sus atributos relevantes. Uno de ellos:
los vértices de un cuadrilatero conciclico
pertenecen a una misma circunferencia.

Mida cada uno de los angulos internos
del cuadrilatero ACBD.

Sume las medidas de sus angulos
opuestos. ¢Qué concluye? ;Puede
validar tal conjetura?

Teniendo como referencia el cuadrilatero
previamente construido, se marcan cada
uno de sus angulos internos vy, luego, se
miden, obteniendo que las sumas de las
medidas de los angulos opuestos de un

cuadrilatero conciclico es 180°. La clave de
2 la validacién de esta conjetura esta en
reconocer que, por ejemplo, la diagonal AB
descompone al cuadrilatero ABCD en dos
triangulos, asi como conocer y aplicar la
propiedad que los angulos inscritos a un
mismo arco de circunferencia son
congruentes.

Los tres grupos demostraron tener dominio técnico de las herramientas
disponibles en el Cabri Il; se observa como el grupo n° 1 construyd una
circunferencia con centro en O y radio r, donde r es la longitud de un segmento
auxiliar, para asi usar la opcién Circulo (Compas): O, r ; mientras que, los grupos n°
2 y 3 emplearon la opciéon Circulo: O, P, donde O es el centro de la circunferencia y
P un punto por el cual pasa. También se observa que el grupo n° 1 traz6 la cuerda
AB y ubicé los puntos C y D, pero no marcé - en forma explicita - los arcos ACB y
ADB, cual si lo hicieron los grupos n° 2 y 3. Para construir el cuadrilatero ACBD, los
grupos n° 1y 3 trazaron cada uno de sus lados AC, CB, BD y AD, mientras que el
grupo n° 2 empled la opcidn poligono: ACBD. También se observa que quiza
teniendo en cuenta la siguiente actividad, los grupos n° 1 y 3 trazaron la otra
diagonal CD del cuadrilatero, asi que también que el grupo n°® 3, procedié a marcar
diversos angulos (ver Figura 5).
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Figura 5. Construccién del cuadrilatero conciclico ACBD realizada por el grupo n® 3

Al leer las definiciones de cuadrilatero conciclico, se observa que los tres
grupos reconocen que sus veértices pertenecen a una misma circunferencia v,
ademas, los grupos n°® 2 y 3 establecen que un cuadrilatero conciclico esta inscrito
en una circunferencia, con lo cual lo reconocen como parte de la clase de los
poligonos inscritos en una circunferencia.

La actividad n° 2 establecia lo siguiente: Mida cada uno de los angulos internos
del cuadrilatero ACBD. Sume las medidas de sus angulos opuestos. ¢;Qué
concluye? ¢Puede validar tal conjetura? Al marcar y medir los angulos internos de
un cuadrilatero conciclico o circunscribible (ver Figura 6), se observa que la suma de
las medidas de sus angulos opuestos es 180°; por ende, se puede decir que: En un
cuadrilatero conciclico o circunscribible, los angulos opuestos son suplementarios.

Resultado: 180,00 °

Ato| anutar [[avb | = |[180.00°
o) o oo e [ ]t 0] ] ] 1]

Figura 6. En un cuadrilatero conciclico o circunscribible, los angulos opuestos son
suplementarios (verificacion empirica)
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En los informes escritos dieron las siguientes respuestas: (Grupo n° 1) De la
medicion de los angulos opuestos de un cuadrilatero conciclico se concluye que son
suplementarios; (Grupo n°® 2) Concluimos que la suma de las medidas de los
angulos opuestos es 180°% es decir, los angulos opuestos son suplementarios.
Segun esto en un cuadrilatero conciclico se cumple que sus angulos opuestos son
suplementarios; (Grupo n° 3) Que la adicion de los angulos opuestos de un
cuadrilatero conciclico son suplementarios. Cabe sefalar que, con el Cabri Il, es
posible marcar y medir los angulos internos del cuadrilatero ACBD vy, luego, con la
opcion calculadora, seleccionar las medidas de los pares de angulos opuestos,
calcular su suma y obtener como resultado 180°. De esta manera, si se arrastra el
vértice de uno de los angulos, se observa que varia su medida, pero la suma sigue
siendo 180° (ver Figura 6). Esto ayuda a convencerse que el resultado obtenido no
es fortuito, sino que puede ser entendido como una propiedad que satisfacen los
cuadrilateros conciclicos. Asi, una vez establecida la conjetura, cada uno de los
grupos se dedico a validarla; de esta manera, se evidencia dominio de los usos
heuristicos del Cabri Il.

El grupo n° 1, teniendo en cuenta la figura abajo indicada (ver Figura 7),
presento la siguiente justificacion:

1. Podemos observar que los <« BCD =«BAD por ser angulos inscriptos a
una misma circunferencia. Angulos a los cuales llamaremos (1).

2. De igual forma podemos concluir que los angulos <« CBA =«CDA a los
cuales llamaremos (2).

3. Ahora podemos concluir que los angulos « ACD =«ABD a los cuales
llamaremos (3).

4. Por ultimo podemos concluir que los angulos « CAB =«CDB a los
cuales llamaremos (4).

5. Ahora bien toda esta relacion de congruencia de los angulos nos va a
permitir validar la conjetura que los angulos opuestos de un cuadrilatero
conciclico son suplementarios. Ya que si consideramos el triangulo 4 CAD
podemos detallar que /la suma de la medida angular de los éangulos 3, 2 con el
angulo de vértice A es igual a 180 por propiedad de los triangulos y por la
relacion de congruencia que hemos establecido antes la suma de la medida
angular de 2 y 3 es igual al angulo con el vértice B, por lo tanto los angulos con
vértice en A y B son suplementarios, y un analisis analogo establece que los
angulos con vértices en D y C son suplementarios.

Justificaciéon basada en la identificacion de pares de angulos inscritos a un
mismo arco de circunferencia y la aplicacion de la propiedad que establece que dos
0 mas angulos inscritos a un mismo arco de circunferencia son congruentes. En los
primeros cuatro pasos de la prueba, identifica cuatro pares de angulos congruentes
por la razén antes mencionada. Luego, conociendo que la suma de las medidas de
los angulos internos de un triangulo, establece que, en el A ACD:

m (< CAD) + m (< 3)+m (< 2)=180°,
donde, por el postulado de adicion de angulos, m (< 3) + m (< 2) = m (< CBD);
llegando a que: m (< CAD) + m (< CBD) = 180°. Nétese que, segun la Figura 7
elaborada por el grupo n° 1, en el A ACD, se tiene que: <3 =<ACDy <2 =<ADC;
mientras que en el ABCD, <2 =<CBAvy<3=<DBA.
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Figura 7. Cuadrilatero conciclico elaborado por el grupo n° 1, en el cual se basan para
probar que los angulos opuestos son suplementarios

El grupo n° 2 inicia la prueba sefialando que “utilizaremos la relacion entre
angulos inscritos y centrales que abren el mismo arco de circunferencia” y escriben
las siguientes igualdades:

m (< BDA) = sm(< BOA) y m (< ACB) = m(< AOB)
Sumando estas ecuaciones se obtiene:
m (< BDA) + m(< ACB) = %m(< BOA) + %m(< AOB)
m (< BDA) + m(< ACB) = %(m (< BOA) + m(< AOB)); por propiedad
distributiva
m (< BDA) + m(< ACB) = %(360°); los dos arcos forman la circunferencia

m (< BDA) + m(< ACB) = 180° ; operando

Quedando demostrado que en un cuadrilatero conciclico los angulos
opuestos son suplementarios.

Figura 8. Cuadrilatero conciclico elaborado por el grupo n° 2, en el cual se basan para
probar que los angulos opuestos son suplementarios.
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En la Figura 8, se observa que < BDA esta inscrito en el arco de
circunferencia BDA y < BOA es el correspondiente angulo central, asi como también
< ACB esta inscrito en el arco de circunferencia ACB y < AOB es el correspondiente
angulo central. Cabe recordar que un angulo central es cualquier angulo con vértice
en el centro de la circunferencia y, en consecuencia, sus lados estan determinados
por radios de tal circunferencia; mientras que un angulo inscrito a un mismo arco de
circunferencia tiene vértice en un punto perteneciente a tal arco y sus lados cortan a
la circunferencia en los extremos del arco. Ademas, aplican que la medida de un
angulo inscrito a un arco de circunferencia es la mitad de la del correspondiente
angulo central. Noétese que, aunque no lo sefialan en el desarrollo de la prueba, los
angulos centrales < BOA y < AOB se asumen como diferentes, ya que se considera
la orientacidn con respecto a las agujas del reloj siendo por ello que afirman que

m (< BOA) + m (< AOB) = 360°.
El grupo n°® 3, teniendo como referencia la figura mostrada en la Figura 9,

identifico hipotesis y tesis y, procedié a presentar la siguiente prueba siguiendo el
esquema de afirmaciones y razones.

1. El cuadrilatero ABCD es conciclico; por hipétesis.

2. Por construccion auxiliar se traza la diagonal CD, dividiendo el
cuadrilatero en cuatro triangulos.

3. Asi por propiedad de la cuerda se tiene:

Con respecto a la cuerda AC. <8 =<5
Con respecto a la cuerda CB. <7 =< 2
Con respecto a la cuerda AD. < 6 =< 3
Con respecto a la cuerda DB. <1 =<4

Entonces sustituyendo: EI <1 por el <4, el <3 por el <6, <5 por el <8 y el <2
por el <7.

4. Tomando el AACB:

m (<C) + m (<7) + m (<8) = 180° ; por suma interna de angulos de un
triangulo.

m (<C) = 180°- m (<7) — m (<8); despejando m (<C).
5. Tomando el AADB:

m (<D) + m (<4) + m (<6) = 180° ; por suma interna de angulos de un
triangulo.

m (<D) = 180°- m (<4) — m (<6); despejando m (<D).

6. Asim (<ACB)+ m (<ADB)=180°, ya que, sustituyendo se tiene:
180°- m (<7) —m (<8) + 180°- m (<4) —m (<6) = X

-m (<7)—m (<8) —m (<4) — m (<6) + 360° = X

360°-X=m (<7) + m (<8) + m (<4) + m (<6)

360°- X = 180°

360°- 180° =X
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7. Asi se cumple que m(<ACB)+ m(<ADB)=180°
8. Tomando el AACD:

m (<A) + m (<6) + m (<8) = 180° ; por _suma interna de anqulos de un
triangulo.

m (<A) = 180°- m (<6) — m (<8),; despejando m (<A).
9. Tomando el ABCD:

m (<B) + m (<4) + m (<7) = 180° ; por suma interna de angulos de un

triangulo.
m (<B) = 180°- m (<4) — m (<7); despejando m (<B).
10. Asim (<CAD)+m (<CBD)=180°. Sustituyendo se tiene:

180°- m (<6) — m (<8) + 180°- m (<4) — m (<7) = 180°
360°- m (<6) —m (<8) —m (<4) —m (<7) = 180°
180°=m (<6) + m (<8) + m (<4) + m (<7).

11. Ser verifica que m (<CAD) + m (<CBD)=180°

12. Queda demostrado entonces que m (<ACB) + m (<ADB)=180° y
m (<CAD) + m (<CBD)=180°; por pasos 7 y 11.

Figura 9. Cuadrilatero conciclico elaborado por el grupo n° 3, en el cual se basan para
probar que los angulos opuestos son suplementarios

Cuando hacen referencia, en el paso 3, a la propiedad de la cuerda, se refieren
a que una cuerda de una circunferencia determina dos arcos; asi, por ejemplo, la
cuerda AC determina los arcos CBA y CPA (donde el punto P pertenece a la
circunferencia, pero no al arco CBA); y que, ademas, dos o mas angulos inscritos en
un mismo arco de circunferencia son congruentes como lo son < CBAy < ADC con
respecto al arco CBA. También aplican que la suma de las medidas de los angulos
internos de un triangulo es igual a 180°. En los pasos n° 6 y 10, calculan las sumas
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de las medidas de los pares de angulos opuestos del cuadrilatero ACBD, en funcién
de las relaciones establecidas en los pasos 4 y 5, asi como 8 y 9 respectivamente.

Se considera que los tres grupos presentaron pruebas de la conjetura
formulada en la actividad n® 2 y que manifestaron un esquema de argumentacion
analitico, procurando presentar una serie de afirmaciones encadenadas l6gicamente
y debidamente justificadas, haciendo referencia a definiciones y propiedades
geométricas conocidas.

4. Consideraciones Finales

El curso de RPG-AC ha sido asumido como un escenario formativo e
investigativo, ya que, por una parte, forma parte como curso optativo de integracion
del plan de estudio del componente de formacidén especializada de la especialidad
de Matematica en la UPEL Maracay vy, por otra parte, es el contexto donde se ha
abordado el estudio de las competencias matematicas y didacticas que ponen en
juego los participantes cuando realizan ciertas tareas (Iglesias, 2014).

Desde la planificacion de las actividades de ensefianza y aprendizaje que lo
conforman, el curso de RPG-AC se ha sustentado en el planteamiento de tareas
didactico — matematicas, orientadas a la resolucion de problemas geomeétricos,
haciendo uso de un SGD como el Cabri |l o al disefio de una unidad didactica con
contenidos geométricos para educacion media (lglesias y Ortiz, 2015).

Asi, teniendo como referencia el mapa de ensefianza y aprendizaje (MEA)
propuesto por Orellana Chacin (2002) y los componentes del analisis didactico para
la fase de disefio (Gémez, 2007; Rico y Fernandez-Cano, 2013; Ortiz, Iglesias y
Paredes, 2013), se planificaron tres talleres relacionados con los siguientes temas:
(a) construcciones geométricas con regla y compas; (b) equivalencia entre dos
maneras distintas de construir una figura; (c) cuadrilateros conciclicos y
cuadrilateros inscribibles (ver Tabla 1).

De esta manera, se ha valorado el papel que han jugado las construcciones
con regla y compas en el desarrollo tedrico y las aplicaciones practicas de la
Geometria Euclidiana, procurando que asi lo entiendan los participantes en el curso
de RPG-AC. En este sentido, se considera clave identificar en una construccion
geométrica los siguientes elementos: (a) lo dado (objetos iniciales); (b) el
procedimiento de construccién (incluyendo los objetos auxiliares); (c) lo que se
quiere construir (objetos finales). En atencion a los elementos conocidos y lo
planteado en las fases de aprendizaje del modelo de Van Hiele, las actividades se
clasificaron en actividades dirigidas y actividades libres. Ademas, en estas
actividades se emplearon los métodos de construccion mencionados por Siferiz
(2000): (a) el método de los dos lugares; (b) el método de la figura auxiliar y (c) el
método de la figura semejante.

Para desarrollar la nocién de equivalencia entre una construccion con doblado
de papel y una construccion con regla y compas de una misma figura geométrica, se
lograron identificar tres ideas matematicas relevantes: (a) superposicion de figuras
geométricas; (b) correspondencia entre figuras geométricas y (c) puntos y rectas
construibles (Arrieche e Iglesias, 2010; Iglesias, 2014).

Las actividades se organizaron siguiendo el esquema construir - explorar >
conjeturar - validar, el cual se considera apropiado para emprender acciones de
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caracter heuristico como las planteadas por Alsina Catala et al. (1997) y Perry
Carrasco et al. (2006), especialmente cuando se sigue un enfoque de resolucion de
problemas y se incorpora el uso de un SGD.

La resolucibn de problemas geométricos vinculados con los temas
seleccionados para cada uno de los talleres planificados fue la principal estrategia
de ensefianza y aprendizaje junto con el uso del Cabri Il y el plegado de papel (en el
taller n° 2).

Con el disefio de una unidad didactica con contenidos geométricos, basandose
en la nocion de analisis didactico, se ha pretendido que los participantes — como
profesores en formacion - abordaran la problematica relacionada con la ensefianza
y el aprendizaje de la Geometria escolar (lglesias y Ortiz, 2015); problematica
entendida, atendiendo a lo propuesto por Azcarate Goded (2004) como un ambito
de investigacion profesional (AlIP).
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En este trabajo se plantea el analisis de lo realizado por estudiantes de
tercer afio de profesorado en matematica en la resolucion de dos
problemas de geometria tridimensional con GeoGebra y Polydron. Para
lograr en los alumnos una imagen conceptual rica del concepto de
poliedro regular se propone la construccion con GeoGebra de poliedros
Resumen que cumplan sélo algunas de las condiciones solicitadas por la definicion
de este tipo de sodlidos. Los poliedros construidos representan una
sorpresa para los estudiantes quienes no vislumbran en un principio la
posibilidad de existencia de los mismos.

Palabras clave: GeoGebra - Poliedro regular - Construcciones -
Conjeturas

In this paper, the analysis of what was done by third-year students of
mathematics teachers in solving two problems of three-dimensional
geometry with GeoGebra and Polydron is presented. In order to achieve
a rich conceptual image of the concept image of regular polyhedron in the
students, we propose the construction with GeoGebra of polyhedrons that
fulfill only some of the conditions requested by the definition of this type of
solids. The constructed polyhedrons represent a surprise for the students
who do not foresee in the beginning the possibility of their existence.
Keywords: GeoGebra - Regular polyhedron - Constructions -
Conjectures

Abstract

Neste artigo é apressentada uma analise do que foi feito pelos
estudantes do terceiro ano do professorado de matematica na resolugéo
de dois problemas de geometria tridimensional com GeoGebra y
Polydron. A fim de obter uma imagem rica sobre o conceito de poliedro
regular nos estudantes, propomos a construgdo com GeoGebra de
Resumo poliedros que preenchem apenas algumas das condi¢des solicitadas
pela definicao deste tipo de solido. Os poliedros construidos representam
uma supresa para os estudantes, que nao vislumbram de inicio a
possibilidade de existéncia dos mesmos.

Palavras-chave: GeoGebra - Poliedro regular - Construgdes -
Conjecturas
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1. Introduccioén

El trabajo en geometria posee una destacada importancia en el plan de estudio
del profesorado en matematica de la Facultad de Humanidades y Ciencias de la
Universidad Nacional del Litoral, como asi también el uso de software de geometria
dinamica (SGD) para la elaboracion y validacion de conjeturas.

Los problemas que se presentan en este trabajo tienen por objetivo resignificar
el concepto de poliedro regular a partir de la construccion de poliedros no regulares
que cumplen algunas de las condiciones exigidas por la definicion de poliedro
regular'. Los estudiantes de tercer afio de este profesorado al resolver los
problemas que se presentan en este trabajo, prueban la existencia de poliedros no
regulares de caras triangulares que cumplen con esta caracteristica. Esto permite
no solo que se reflexione sobre los alcances de la definicion de poliedro regular sino
que al emplear GeoGebra y Polydron?, se realicen exploraciones sobre las
construcciones logradas para elaborar conjeturas acerca de la existencia de dichos
poliedros y establecer argumentos que permitan validarlas. Los recursos posibilitan
en este caso que se establezcan conjeturas que con lapiz y papel serian poco
probables.

Este tipo de propuestas representa un ejemplo en el que la tecnologia se
integra a las practicas favoreciendo especialmente que se cumplan los objetivos
previstos. No solo por el dinamismo que ofrece el software para observar
multiplicidad de casos con una unica construccion, sino por las ventajas de construir
representaciones dinamicas tridimensionales con solo hacer clic en las herramientas
adecuadas (GeoGebra) o a partir del encastrado de poligonos (Polydron). Esto hace
de la utilizacién del software un aspecto imprescindible para resolver los problemas,
que revaloriza el trabajo en geometria tridimensional, particularmente en el
desarrollo del concepto de poliedro regular. Los recursos empleados brindan la
posibilidad de construir y explorar. Estas acciones tienden a formar imagenes
conceptuales ricas de los conceptos (Vinner y Dreyfus, 1989).

Se pretende a través de la resolucion de los problemas presentados enriquecer
la imagen conceptual de poliedro regular que tienen los estudiantes, posibilitando
que el conjunto de ejemplos de este concepto también se enriquezca. Esto permite
que haya una mayor coincidencia entre ese conjunto y el determinado por la
definicion de poliedro regular.

La propuesta presentada tiende a sorprender a los estudiantes con la
existencia de algunos poliedros en los que dificilmente hayan puesto su atencién
previamente. Cabe destacar que en numerosas oportunidades cuando los alumnos
mencionan tetraedro, octaedro y dodecaedro por ejemplo, consideran que son
regulares. Esto puede deberse a dos aspectos. Por un lado, el autor del material
bibliografico trabajado en la catedra donde se desarrolla la experiencia, cuando

1Se consideran poliedros regulares convexos a aquellos cuyas caras son poligonos regulares iguales y en cuyos
vértices concurren el mismo numero de ellas.

Polydron es un recurso didactico formado por poligonos realizados en plastico que poseen bisagras que
permiten encastre. Los tipos de poligonos que lo forman son: triangulos equilateros (pequefios y grandes),
triangulos isdsceles acutangulos, triangulos isésceles rectangulos, cuadrados, rectdngulos, pentagonos
regulares, hexégo‘nos regulares y octdégonos regulares.
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presenta los poliedros regulares, expresa que se va a referir a ellos sin agregar la
condicion de regular dado que generalmente emplea este tipo de poliedros. Si en
algun caso especial considera alguno de ellos no regular, lo explicita. Por otro lado,
el software GeoGebra ofrece una herramienta de construccibn denominada
Tetraedro, con la cual se construye un tetraedro regular.

Se analiza lo realizado por los estudiantes al resolver los problemas
planteados en relacién a la elaboracion y validacion de sus conjeturas a partir de
grabaciones de audio y video y archivos del software.

2. Marco de referencia

Se consideran referentes tedricos que estudian por un lado la ensefianza de
poliedros con distintos materiales y de las relaciones entre sus elementos. Por otro
los que analizan las ideas referidas a la influencia de las imagenes mentales que se
tienen de un concepto y su definicion. Asi mismo referentes que trabajan sobre la
influencia de un software de geometria dinamica (SGD) en la formulacion y
validacién de conjeturas y el tipo de construcciones que se realizan con los mismos.

En lo referente al empleo de diferentes materiales para la construccion de
sélidos, Guillén (2010) sostiene que prismas y piramides pueden realizarse
empleando distintos procedimientos, considerando objetos del entorno o plegado de
papel. Plantea como determinados modelos pueden orientar a los estudiantes “a
contar de manera estructurada su numero de caras, vértices, aristas y otros
elementos de los poliedros (angulos de las caras, angulos diedros, diagonales de
las caras, diagonales del espacio)”’ (p.32), obtener una generalizacién y expresarla
simbodlicamente, pero esto conlleva mayor dificultad. Propone utilizar variadas
herramientas de construccion que permitan centrar la atencion en distintos
elementos del poliedro y lleven a diferentes estrategias para hallar el numero de
ellos. Es interesante que estos numeros puedan determinarse a partir del modelo
fisico pero también sin tener como referencia la construccion, "apoyandose en la
fuerza de los razonamientos deductivos y en el conocimiento que se tienen de las
propiedades” (p.33) siendo esto mas interesante cuando se trata de familias de
poliedros que no son las habitualmente consideradas.

Por otra parte, Guillen (2010) sostiene que el trabajo con poliedros regulares y
arquimedianos es muy interesante. Plantea actividades que permiten determinar las
relaciones entre ellos, realizando construcciones para determinar composiciones y
descomposiciones entre los mismos, estableciendo inscripciones, truncamientos,
etc.

Asi mismo Vinner y Dreyfus (1989) en lo que refiere a las imagenes mentales
de un concepto y su definicion, afirman que todos los conceptos matematicos
excepto los primitivos tienen definiciones formales. Los estudiantes no
necesariamente usan las definiciones, aun cuando son trabajadas, para decidir si un
objeto matematico dado es un ejemplo o un no ejemplo de un concepto. En la
mayoria de los casos deciden en base a su imagen conceptual. Este término refiere
al conjunto de todas las imagenes mentales asociadas en la mente del estudiante
con el nombre del concepto, junto con todas las propiedades que lo caracterizan.
Por imagen mental se entiende a todo tipo de representacion: simbolos, diagramas,
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graficos, entre otras. La imagen del estudiante es un resultado de su experiencia
con ejemplos y no ejemplos del concepto. El conjunto de los objetos matematicos
considerados por los estudiantes como ejemplos del concepto no es
necesariamente el mismo que el conjunto de objetos matematicos determinados por
la definicion. Si estos dos conjuntos no coinciden, el comportamiento del estudiante
puede diferir de lo que el docente espera. Es importante entender por qué esta
comunicacion falla, explorando las imagenes de los estudiantes acerca de varios
conceptos matematicos.

Por otra parte, Tall (1989) sostiene que tradicionalmente la forma de ensefiar
matematica consiste en comenzar a partir de conceptos simples y familiares para el
alumno para luego a partir de resolver secuencias de actividades, construir ideas
mas complejas. Esto puede causar serias dificultades en el aprendizaje dado que la
mente humana no opera de una manera logica. Si se presenta la matematica en un
contexto simplificado, se muestran regularidades también simplificadas que aunque
no sea la intencion, se convierten en parte de la imagen conceptual del estudiante.
De esta manera las estructuras cognitivas quedan arraigadas y pueden generar
conflictos cognitivos que actuen como obstaculos para el aprendizaje. La
computadora ofrece nuevas posibilidades en relacion a este aspecto ya que permite
que en un entorno de software, el alumno explore ideas mas complejas desde el
principio. Esta forma de aprendizaje implica una negociacion del significado de los
conceptos matematicos modelados por la computadora en la que la organizacién del
curriculo y el papel del profesor es crucial.

Respecto al uso de software, Villella (2017) afirma que el hecho de incorporar
TIC en la ensefanza de la matematica permite que los objetos matematicos dejen
de ser una sucesion de simbolos que a partir de algoritmos resuelven problemas
estandar y se conviertan en objetos vivos para los que el estudiante puede formular
conjeturas a partir de la exploracion y verificarlas. Las construcciones logradas con
software constituyen objetos de experimentacion sobre la teoria contribuyendo a
superar la tension entre la visualizacion y la justificacion. Aparecen practicas
directas que avala el software tales como arrastrar, ocultar, medir y dejar una traza,
y también otras practicas que el docente fomenta a partir de intervenciones
planificadas tales como explorar, verificar y justificar. De esta manera no es
suficiente con proponerles a los alumnos una construccion si se desea aprovechar
el potencial al maximo. La tarea de construccibn debe poner en juego los
conocimientos previos y las posibilidades que brinda el software.

Producir un dibujo en entornos favorecidos por las TIC implica preservar
propiedades espaciales durante el arrastre; requiere del uso de
propiedades geométricas para su construccién, y coloca en un segundo
plano los procesos de ensayo y error controlados Uunicamente de manera
perceptiva. (Villella, 2017, p.152)

También referido al uso de software, Arcavi y Hadas (2000) consideran que
dificilmente los estudiantes experimenten de manera fructifera desde el comienzo
de una actividad. Por esto es importante disenar problemas de tal manera que los
tipos de preguntas jueguen papeles significativos en la intensidad del aprendizaje
experimental. Un tipo de preguntas que les permite acompanar la experimentacién
es proponer que los alumnos realicen predicciones explicitas e inteligentes sobre el
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resultado de las acciones que estan por efectuar. De esta manera se logra alertar a
los alumnos logrando claridad sobre como prevén lo que van a trabajar, orientarlos a
la creacion de predicciones propias que realizaran de manera cuidadosa
comprometiéndose con la situacién; creando motivaciones y expectativas sobre la
experimentacion real. Resulta un desafio entonces proponer situaciones en las que
el resultado sea inesperado para que la sorpresa o desconcierto que se produce
cree una diferencia clara con las predicciones enunciadas antes de la
experimentacion. La sorpresa, como caracteristica de los entornos dinamicos,
puede establecer de esta manera oportunidades para lograr aprendizajes
significativos ya que nutre la necesidad propia de los estudiantes para re-analizar su
conocimiento.

Por otra parte Healy (2000) expresa que es muy importante para los procesos
de prueba que los objetos construidos con SGD sean manipulados por el estudiante
de manera que pueda identificar propiedades y también clarificar las
transformaciones, los pasos intermedios, por los cuales esas propiedades pueden
ser inferidas de aquellas usadas por los estudiantes para la construccion. El
software tiene un rol en ambos procesos, asistiendo en la formulacion y validacion
de conjeturas y ofreciendo diferentes métodos a partir de los cuales los pasos de la
prueba se pueden hacer mas visibles. Distingue entre construcciones robustas y
construcciones blandas. En las construcciones blandas no se utilizan todas las
propiedades geométricas dadas. Una construccion robusta por otra parte, implica
que la figura tiene todas las propiedades geométricas esperadas, por lo tanto, al
realizar desplazamiento de puntos libres, la figura las mantiene. La diferencia entre
los dos tipos de construcciones es la manera en que los estudiantes experimentan
la dependencia geométrica. En construcciones robustas, la dependencia se
demuestra con el hecho de que una relacién permanece invariante a través del
desplazamiento. Asi, durante el desplazamiento se puede mover de lo general a una
familia de dibujos con las mismas propiedades geométricas. En las construcciones
blandas esto no ocurre. En este caso el desplazamiento es parte de la construccion,
no una verificacion. Los estudiantes observan cémo la propiedad dependiente se
vuelve evidente en el punto en el que la otra propiedad es manualmente vy
visualmente satisfecha. Asi, lo general puede emerger de lo especifico a partir de la
busqueda de las posiciones en que las condiciones se cumplen.

3. Contexto de la experiencia

Los dos problemas presentados constituyen una parte de una secuencia
didactica cuyo objetivo es enriquecer la imagen conceptual de poliedro regular a
partir de la construccion de poliedros no regulares que cumplan algunas de las
condiciones exigidas por la definicion de poliedro regular.

La experiencia tiene lugar dentro de un taller de GeoGebra propuesto en el
marco de la catedra Geometria Euclidea Espacial, al que asisten cuatro alumnos,
correspondiente al tercer ano del profesorado en matematica. El software es
utilizado de manera fundamental en el cursado de la materia para realizar
construcciones que permitan la exploracion, la formulacion de conjeturas acerca de
propiedades y propiciar la validacién de las mismas. Otro recurso utilizado por los
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estudiantes en las clases de la asignatura es el Polydron, que permite realizar
construcciones tridimensionales a partir del encastrado de poligonos.

Para la resolucion de los problemas presentados los alumnos cuentan ademas
de GeoGebra con el Polydron. Trabajan en parejas y las producciones son
socializadas posteriormente al grupo clase. Se consideran para el analisis de lo
realizado por los estudiantes, los archivos en GeoGebra, que permiten identificar los
procedimientos llevados a cabo a través del Protocolo de construccion que ofrece el
software y las grabaciones de audio y video de los distintos momentos de la clase.

4. Discusion y resultados

Presentamos lo realizado por los estudiantes que participaron del taller, en
cada uno de los problemas.

4.1. Problema 1

Se expone el analisis no solo de los procedimientos llevados a cabo por los
estudiantes de los dos grupos con el software, sino del debate generado durante la
puesta en comun de los resultados del primer problema.

Consigna

Construir, si es posible, un poliedro no regular de modo que
todas sus caras sean triangulos equilateros iguales. Si no es posible,
justifica la no existencia.

Tabla 1. Consigna del Problema 1

Los estudiantes comienzan a resolver el problema y se plantea un debate entre
ellos. Consideran inicialmente que para que un poliedro sea regular debe cumplir
solamente la condicién que las caras sean poligonos regulares iguales. De esta
manera, atienden soélo a una parte de la definiciébn y por tanto no a todas las
condiciones que debe cumplir un poliedro para ser regular.

Recurren en primera instancia a poliedros que corresponden a familias
trabajadas en la catedra: prismas, piramides y poliedros regulares. La familia que
primero consideran es la de prisma y dan muestras de una imagen conceptual
estereotipada de la misma. Emplean las expresiones "arriba" y "abajo" para referirse
a las bases de un prisma, lo que daria cuenta que lo consideran apoyado sobre una
de sus bases. Intentan asi, partiendo de un prisma realizar transformaciones de
modo de obtener un poliedro que cumpla las condiciones pedidas.

Pareceria que no consideran los poligonos caras del poliedro a construir, ni
analizan los angulos poliedros del mismo ya que no logran un analisis global del
sélido que les permita desprenderse del modelo fisico. La construccién es la
referencia y no utilizan razonamientos deductivos mas alld de la misma (Guillén,
2010). Los estudiantes comienzan a pensar en transformaciones de un poliedro
conocido dado que el poliedro buscado no corresponde a una familia de las
habitualmente trabajadas.
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Como no logran obtener el sdlido pedido, abandonan la construccion a partir
de prismas y recurren al tetraedro regular. Comienzan a analizar qué ocurre si
modifican el numero de triangulos que concurren en uno de sus vértices. No
obstante, no realizan un analisis similar al que hicieron para probar que no existen
mas de cinco poliedros regulares. Solo consideran ese unico vértice al que podrian
concurrir cuatro triangulos pero piensan que en ese caso la quinta cara seria un
cuadrilatero y por tanto no cumple la consigna (Figura 1).

Figura 1. Construccion a partir de un tetraedro regular.

Vuelven a considerar el poliedro regular sin recurrir a la definicion, por tanto
tienen la imagen de los cinco poliedros regulares y consideran que negar la
regularidad equivale a que las caras no sean iguales. Esto evidencia que el conjunto
de ejemplos determinado por su imagen conceptual no se corresponde con el
conjunto de ejemplos de la definicion (Vinner y Dreyfus, 1989). Puede decirse que
vuelven constantemente a sus imagenes de poliedros regulares, pero desde una
vision global de las mismas, considerando solo forma y regularidad de las caras y no
los angulos poliedros del sdlido. La imagen conceptual que tienen de poliedro
regular es tan resistente y estereotipada que condiciona un analisis minucioso de la
definicion.

Los estudiantes continuan debatiendo siempre refiriéndose a los cinco
poliedros regulares convexos y haciendo hincapié en los poligonos que forman sus
caras.

El docente sugiere la lectura de la definicion de poliedro regular. Luego de
analizarla los grupos logran realizar una construccion que cumple con lo pedido en
la consigna sin mayores inconvenientes, no obstante utilizan distintas herramientas
en sus procedimientos.

Un grupo emplea la herramienta Tetraedro y luego realiza una simetria central
respecto de uno de sus vértices. Construyen de esta manera un solido a partir de
dos triedros opuestos por el vértice (Figura 2).

El docente al advertir la construccidon plantea un debate en el grupo clase en
torno a si la figura construida es o no un poliedro. Se discute sobre la definicidén
acordada de poliedro®y se concluye que la figura obtenida no es un poliedro ya que

3 “Llamaremos superficie poliédrica al conjunto de un nimero finito de poligonos, llamados caras de la superficie,
que cumplan las siguientes condiciones:

e Cada lado de una cara pertenece también a otra y s6lo otra. Ambas caras se llaman contiguas.

e Dos caras contiguas estan en distinto plano.

e Dos caras no contiguas pueden unirse por una sucesion de caras contiguas.
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dos caras no contiguas no pueden unirse por una sucesion de caras contiguas, que
es lo que establece la definicion.

Figura 2. Tetraedros opuestos por el vértice

A continuacion, realizan una nueva construccién partiendo de un tetraedro
regular al que le aplican una simetria especular respecto del plano que contiene a
una de sus caras, obteniendo en este caso un poliedro que cumple con las
condiciones solicitadas en la consigna (Figura 3).

* Vista Grafica 3D

X

~ Protocolo de Construccién
B~ |5~ |7 &
N° \ Nombre \ Descripcion
4 Segmento ar... Segmento [C, A]

4 Segmento ar... Segmento [A, B]
4/Segmento ar... Segmento [B, C]
4Tridngulo car... Poligono C, A, B
4/Segmento ar... Segmento [D, A]
4 Segmento ar... Segmento [C, D]
4Tridngulo car... Poligono D, A, C
4 Segmento ar... Segmento [D, B]

4 Tridngulo car... Poligono B, A, D

4 Tridngulo car... Poligono C, B, D

STetraedroa’  Simétrico de a segln
caraABC

e Dos caras no contiguas no pueden tener mas punto comun que un vértice y si lo tienen deben
pertenecer ambas a un mismo angulo poliedro.

La superficie poliédrica se llama convexa si ademas de las condiciones de la definicién anterior se cumple que el
plano de cada cara deja en un mismo semiespacio a las demas.
Llamaremos poliedro al conjunto de los puntos de la superficie poliédrica y los interiores a la misma. Los vértices
y lados de las caras se llaman vértices y aristas del poliedro.
Si la superficie que determina al poliedro es convexa el poliedro se llama convexo. De lo contrario lo
denominaremos poliedro concavo”. (Mantica y Gotte, 2018)
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Figura 3. Bipiramide con la herramienta Simetria Especular.

Los estudiantes del otro grupo construyen un triangulo equilatero, determinan
su circuncentro D y trazan una recta perpendicular al plano que contiene al triangulo
por D. Luego emplean la herramienta Esfera (centro, punto) para determinar los
vértices restantes del poliedro buscado (Figura 4).

Estos poliedros obtenidos son semejantes aunque involucran distintas
herramientas y procedimientos de construccién.

¥ Vista Grafica 3D X |~ Protocolo de Construccién
B B~ |2 &
N°|Nombre | Descripcion | Valor [
3/Segme... Segmento [A, =384
B
3 Segme.. Segmento[B, g=384
Cl
3Punto C Poligono(A, B, |C =(1.12,2.8)
3)
3/Segme... Segmento [C, h=3.84
Al
4Rectai Mediatrizdeh i:312x+22..

5Rectaj Mediatrizdef [ -35x+ 158

6PuntoD Intersecciénde D =(0.21,0.78)
i,

7Rectak Recta que ke X=(021,0..
pasa por D

8 Esferaa Esferaatravés a (x + 22+ (y...
de B con

9Punto E Punto de E=1(0.21,07...
inferseccion

9Punto F Punto de F=(021,0.7...
inferseccion

i H 1M1 B Lo

Figura 4. Bipiramide con la herramienta Esfera

Analizando las construcciones realizadas por los estudiantes en este problema
puede decirse que son robustas puesto que todas las propiedades geométricas
esperadas se cumplen en ambas (Healy, 2000).

Esta construccién genera en los estudiantes un elemento de sorpresa porque
difiere de su supuesto en el que los poliedros, cuyas caras son triangulos
equilateros iguales, son siempre regulares. Esta desigualdad entre lo esperado por
los alumnos antes de la experimentacién y las construcciones realizadas con el
software posibilita que reanalicen su conocimiento relacionado en este caso con el
concepto de poliedro regular (Arcavi y Hadas, 2000).

4.2. Problema 2

Se presenta el analisis de lo realizado por las parejas de estudiantes durante la
resolucion del segundo problema, en la que utilizan Polydron y GeoGebra.

Consigna

Construir, si es posible, un tetraedro de caras iguales no
regulares. Si no es posible, justifica la no existencia.

Tabla 2. Consigna del Problema 2
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Los estudiantes conjeturan que si es posible construir un tetraedro que cumpla
con las condiciones solicitadas. Comienzan pensando que las caras del tetraedro
pueden ser triangulos rectangulos, isdsceles o escalenos y recurren al Polydron
para la construccién, utilizando como caras, en primer lugar, triangulos isésceles
acutangulos (Figura 5).

Figura 5. Tetraedro con Polydron

Luego intentan construir el tetraedro pedido empleando los triangulos isdsceles
rectangulos que les brinda el Polydron, pero no lo logran (Figura 6).

Figura 6. Ensayo de tetraedro.

Los estudiantes no analizan mientras ensayan la construccion con el Polydron
si variando las longitudes de los lados de estos triangulos existe el tetraedro
buscado, cuestion que podrian descartar rapidamente analizando los angulos
interiores de cada cara que concurren en un vértice (Figura 7). No obstante no
disponen de otros triangulos no equilateros para continuar explorando la posibilidad
de la construccion, lo que evidencia la limitacion del recurso utilizado.
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Figura 7. Ensayo de desarrollo plano

Recurren al GeoGebra construyendo un tridngulo isésceles y determinan
esferas para asegurar la igualdad de los triangulos que forman las caras del
poliedro. Consideran una circunferencia interseccién de dos esferas en la que se
encuentra el cuarto vértice (Figura 8).

Figura 8. Tetraedro realizado con GeoGebra.

Si bien la figura presentada corresponde a un poliedro que cumple la consigna,
los estudiantes se encargan de determinar el cuarto vértice de modo que esto
ocurra. Si se hace uso del arrastre, se identifica que se trata de una construccion
blanda (Healy, 2000). El vértice fue considerado a ojo dado que la construccion no
cumple todas las propiedades geométricas esperadas y esto se comprueba al
desplazar objetos libres. Los triangulos que quedan determinados en otras
posiciones de los vértices del tetraedro no son congruentes, por lo tanto no cumplen
lo solicitado (Figura 9).
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Figura 9. Tetraedro que no cumple con lo solicitado

La construccion blanda obtenida de esta manera no permite reflexionar acerca
de la existencia de poliedros cuyas caras sean otros triangulos isésceles.

Los estudiantes del otro grupo abordan el problema considerando el desarrollo
plano de un tetraedro cuyas caras son triangulos escalenos. Construyen un triangulo
escaleno y a partir de este, otros iguales que compartan un lado con el primero.
Intentan "levantar" estos ultimos a partir del empleo de la herramienta Rotacion
Axial. Vale destacar que lo hacen considerando rotar los puntos con angulos de 90°
lo que imposibilita desplazar los triangulos para determinar si existe en este caso el
cuarto vértice (Figura 10).

» Vista Grafica 3D X | ~ Protocolo de Construccidn
M- |9~ R &0
N° [Mombre | Descripcidn [valor [i
6/Segmento Segmento [%,B] |¢, = 412
C
1
6/Segment.. |Segmento [B, C] |a'=2.83

6/Segmento |Segmento [C,A] (b, = 361
2,
7 Rectaf Rectagquepasa fx=3
porC

8Anguloa  |Angulo entre C, B, |a=45°
A

9Punto B B rotado por el B'=(50)
angulo 90°
10 Punto C'  C rotado porel C'=(3-2)
angulo 90°
11/Segmenta Segmenta [B, C] |a’, =283
a
1

12 Tridngulo... Poligono 4 B, C*  |poligono3 =5

12/Segment . |Segmento[A, B] € =5

12/Segmento |Segmento [B, CT |a, =2.83
a
1

12/Segmento |Segmento [C', A] |b,=3.61

13Punto B, |Simétricode B |B', =(1.4)
seglin C

14 Tridnaulo Poligono B C nolioonnd = 5

Figura 10. Figura tridimensional con la herramienta Rotacion Axial

Estos estudiantes realizan un procedimiento similar al utilizado para probar la
existencia de algunos poliedros regulares a partir de la construccion del desarrollo
plano comenzando por una cara tratando de lograr el angulo poliedro del sdlido
buscado. Vale destacar que no utilizan el arrastre para encontrar otros triangulos
con esa misma construccion.
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El uso del software para la elaboraciéon de construcciones posibilita en este
caso que se explore acerca de la posible existencia de los sdlidos requeridos en la
consigna utilizando herramientas disponibles que permiten de manera muy sencilla
el empleo de propiedades geométricas. Asi, la experimentacién ensayo y error
queda en segundo plano dando vida a los objetos matematicos y empleando las
construcciones como medio de experimentacion (Villella, 2017).

Las construcciones presentadas por los estudiantes en este problema son
blandas y no permiten por este motivo reflexionar sobre las condiciones posibles
para la construccidn del sélido solicitado. Por esta razon se decide presentar un
archivo a los alumnos con una posible construccion robusta que da solucién al
problema y que permite visualizar que no siempre es posible encontrar el poliedro
buscado (Figura 11).

El hecho de que los estudiantes puedan explorar sobre este archivo
presentado revisando el protocolo de construccion, arrastrando objetos libres, entre
otras acciones, permiten que el trabajo en el entorno de software no sea
simplificado. Se pretende a partir de ideas complejas obtener conjeturas generales
(Tall, 1989), en este caso relacionadas con las condiciones de existencia de un
tetraedro de caras iguales no regulares.

Figura 11. Construccion robusta presentada por el docente

5. Algunas reflexiones

El trabajo realizado por los estudiantes al resolver los problemas planteados
permite que se reflexione en torno a algunos aspectos. Por un lado, si se consideran
las relaciones que logran establecer entre los elementos de los poliedros
construidos, puede decirse que determinan analogias y diferencias con los poliedros
regulares, teniendo en cuenta la clase de poligonos de las caras y cuantas
concurren en un vértice. Sin embargo, este analisis no es global ni exhaustivo ya
que pareceria que no consideran las condiciones que deben cumplirse para que el
poliedro exista, y se limitan a ensayar construcciones que resultan de
modificaciones de poliedros regulares. De esta manera juntan, descomponen y
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recomponen con la intencidn de generar solidos que cumplan con lo solicitado, y
estas acciones resultan interesantes en el contexto rico que ofrece el trabajo con
poliedros segun Guillén (2010).

Cabe destacar que la manipulacién mencionada no solo se da con el Polydron
sino también con el software, ambos recursos fundamentales para la resolucién de
los problemas. El Polydron por su parte permite que el estudiante conjeture
rapidamente en algunos casos acerca de la posibilidad de existencia de los
poliedros que solicita la consigna. Asi, este recurso resulta util para la elaboracion
de conjeturas sin aplicar necesariamente propiedades geomeétricas, como se da en
una construccién robusta con GeoGebra. Este tipo de software posibilita una
exploracion mas profunda y sistematizada habilitando al alumno al trabajo con
situaciones complejas desde el principio y no en un contexto simplificado, lo que se
opone a la tradicional forma de ensehar que segun Tall (1989), conlleva grandes
dificultades para los estudiantes. Las herramientas con las que cuentan los alumnos
a la hora de realizar una construccién con GeoGebra les permiten en cuestion de
minutos considerar propiedades geométricas y con el recurso del arrastre explorar
con una multiplicidad de sdlidos, lo que no sucede con el Polydron que solo permite
construcciones rigidas a partir de los poligonos disponibles.

De esta manera, los no ejemplos de poliedro regular que los alumnos ensayan
con ambos recursos para la resolucion de los problemas contribuyen a la formacién
de la imagen conceptual de poliedro regular. Asi, teniendo en cuenta la influencia de
las imagenes mentales que se tienen de un concepto y su definicibn, como
sostienen Vinner y Dreyfus (1989), el trabajo analizado contribuye a que el conjunto
de ejemplos determinados por la definicion de poliedro regular coincida con el
conjunto de ejemplos que consideran los estudiantes.

Presentarles a los estudiantes una construccion robusta es un ejemplo de una
practica planificada que pretende que experimenten con la construccion sobre los
elementos tedricos involucrados (Villella, 2017). Esto posibilita la visualizacion,
exploracion y reflexion acerca de las posibilidades de construccion del poliedro
pedido. De esta manera, si bien no son los estudiantes quienes realizan la
construccion, pueden identificar propiedades y pasos intermedios empleados en la
misma (Healy, 2000). Este tipo de propuestas les permiten apreciar las ventajas de
estas construcciones empleando el software y las propiedades geométricas
especificas involucradas, haciendo uso de la herramienta Distancia o longitud,
revisando el Protocolo de construccion y arrastrando puntos libres, entre otras
acciones posibles.

Resolver los problemas propuestos les permite a los alumnos encontrarse con
situaciones inesperadas: poliedros no regulares que cumplen sélo algunas de las
condiciones exigidas por la definicion. La consigna en si misma se plantea para
generar desconcierto (Arcavi y Hadas, 2000), y por esta razdn representa una
oportunidad para sembrar en el estudiante la necesidad no solo de considerar
especialmente las definiciones y propiedades geométricas disponibles, sino de
elaborar argumentos que validen sus conjeturas, mas alla de los recursos utilizados,
contribuyendo al método propio de la geometria euclidea.
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Yeni Acosta
Este libro, escrito por Angel

Itinerarios didacticos para Alsina  (Universidad de
la ensefianza de las matematicas

> Girona, Espafa), esta
(6-12 afos)

dirigido a maestros en

Angel Alsina

activo, futuros maestros,
formadores de maestros y
otros profesionales
interesados en la educacion
matematica. El libro gira
alrededor de dos grandes
ejes: ¢qué matematicas
ensefiar de 6 a 12 anos y
como ensenarlas?,

alejandose
intencionadamente de una
vision tradicional de las
matematicas y su

ensefanza. Para ir

respondiendo a estos dos
interrogantes, se organiza en tres partes:

La primera parte se conforma de dos capitulos (capitulos 1y 2), que constituyen
la fundamentacion de libro. En el primer capitulo el autor argumenta de forma
breve las razones que han dado lugar a la substitucion paulatina de un curriculo
orientado a la adquisicion de contenidos por un curriculo que persigue la
adquisiciéon de la competencia matematica. A partir de diversos autores y
organismos de prestigio (NCTM, 2000; Niss, 2002; OECD, 2004) se describe

exhaustivamente en qué consiste la competencia matematica y como puede
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desarrollarse en el aula. Se muestra una variedad de contextos de ensefianza-
aprendizaje de las matematicas en las aulas de Educacién Primaria, y a la vez,
se ofrecen elementos para poder analizar criticamente estos contextos y
discriminar los que resultan mas eficaces para poner en practica actividades
matematicas competenciales ricas. En el capitulo 2 se presentan ideas clave
para planificar y gestionar actividades matematicas competenciales. Estas ideas,
orientadas a mejorar la practica docente del profesorado de esta etapa
educativa, se focalizan en cdémo trabajar la resolucion de problemas, el
razonamiento y la prueba, la comunicacion, las conexiones y la representacion
en el aula de matematicas.

La segunda parte (capitulos 3 a 7) se centra en los cinco bloques de contenido
que se consideran en la mayoria de curriculos de matematicas de Educacion
Primaria: numeracion y calculo, algebra temprana, geometria, medida y
estadistica y probabilidad. Cada capitulo sigue la misma estructura: en primer
lugar se presentan los conocimientos matematicos mas importantes; en segundo
lugar se describe una propuesta de distribucion de contenidos por niveles; y en
tercer lugar se presenta un itinerario didactico para trabajar los distintos
contenidos. En relacion a la seleccion de los contenidos matematicos
importantes de cada bloque, se opta por enfatizar “algunos temas que quizas
justifiguen una mayor atencién, en vista de su ocurrencia frecuente en las
matematicas que los educandos utilizaran en el futuro, en sus estudios después
de la secundaria o en su lugar de trabajo” (NCTM, 2015, p. 73). Para realizar la
propuesta de distribucién de contenidos, el autor considera 3 elementos: 1) las
directrices contemporaneas tanto a nivel internacional como estatal acerca de
los contenidos matematicos que deberian aprender los alumnos desde los 6
hasta los 12 afios; 2) los conocimientos experienciales de muchos maestros
anénimos, que a través de sus practicas docentes han podido constatar dia a
dia y durante muchos afios qué conocimientos de matematicas aprenden la
mayoria de alumnos de un determinado nivel, y que el autor ha ido recogiendo
en multiples actividades de formacion permanente del profesorado; y 3) con el
objeto de triangular los datos, el autor explica que se ha realizado también una
observacion sistematica a lo largo de varios afnos con el objeto de comprobar in

situ los conocimientos matematicos que aprenden los alumnos, poniendo

)
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especial atencion a los conocimientos que inicialmente han generado ciertas
dudas sobre su posible ubicacion en uno u otro nivel. Finalmente, cada capitulo
se cierra con itinerarios didacticos, asumiendo que la palabra “itinerario” se
refiere a una secuencia de ensefianza intencionada que contempla tres fases: 1)
ensefnanza en contextos informales: la ensefianza del contenido matematico se
inicia en situaciones reales o realistas de los nifios, como por ejemplo su entorno
inmediato, o bien materiales manipulativos y juegos, en los que el conocimiento
de la situacién y las estrategias se utilizan en el contexto de la situacion misma
apoyandose en los conocimientos informales, el sentido comun y la experiencia;
2) ensefianza en contextos intermedios: la ensefianza del contenido prosigue en
contextos que hacen de puente entre los contextos reales o realistas de la fase
previa y los contextos formales de la fase posterior, como por ejemplo algunos
recursos literarios (cuentos y canciones) y tecnoldgicos (Applets, robots
educativos programables, etc.), que a través de la exploracién y la reflexion
conducen a la esquematizacion y generalizacion progresiva del conocimiento
matematico; 3) ensefianza en contextos formales: la ensefianza del contenido
finaliza en contextos graficos, como por ejemplo el lapiz y el papel, en los que se
trabaja la representacion y formalizacion del conocimiento matematico con
procedimientos y notaciones convencionales. Desde este punto de vista, se
presenta una amplisima variedad de recursos y estrategias didacticas, ilustrados
con mas de 300 imagenes a todo color, que van desde los contextos mas
concretos hasta los mas abstractos para respetar de esta forma el proceso
natural de aprendizaje de las matematicas de los nifios y nifias de 6 a 12 afios.

La tercera parte (capitulo 8) presenta orientaciones para evaluar la competencia
matematica: en concreto, se presenta un decalogo de ideas clave sobre la
evaluacion competencial de las matematicas en el que se describen diversas
estrategias didacticas y se aportan recursos especificos para evaluar el grado de
riqueza competencial de las actividades matematicas, la practica del profesorado

y el nivel de adquisicion de los alumnos.

Editorial Grad, Barcelona (Espafia).

https://www.grao.com/es/producto/itinerarios-didacticos-para-la-ensenanza-de-

las-matematicas-ge328
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Porcentajes.
Reflexiones en un marco de creaciéon de problemas

Uldarico Malaspina Jurado
Pontificia Universidad Catdlica del Peru — IREM
umalasp@pucp.edu.pe

Problema

Una gasolinera vende gasolina por litros o por fracciones de litro, a $ 2.00 el litro,
pero por las vacaciones escolares ha establecido una promocion del 15% de
descuento.

Usa un sistema de coordenadas para representar los precios descontados que
correspondan a las diversas ventas de gasolina.

Comentaremos diversas reflexiones didactico-matematicas originadas en la
solucion de un problema que no hace mencidn explicita al porcentaje, en un taller
sobre creacion de problemas, con profesores de secundaria en servicio. Una
pista importante de reflexion, surge al constatar que la idea que predomind en
torno a porcentajes, fue la parte operativa. No se le presto atencion, ni didactica
ni matematicamente, a su relacion estrecha con la proporcionalidad directa y en
consecuencia, no se relaciono6 porcentaje con funciones lineales de una variable
real.

El problema con el que comenzamos este articulo, fue creado por uno de los
participantes, en el tramo final del taller.

El problema inicial en el taller, fue propuesto en el marco de la estrategia EPP
(Episodio, Problema-pre, Problema-pos), expuesta ampliamente en Malaspina
(2017), que venimos usandola en diversos talleres de formacion de profesores,
y para trabajos de tesis de maestria en ensefanza de las matematicas. El
episodio presentado fue el siguiente:
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La idea en la estrategia EPP es que, ante el episodio dado, los participantes —
usando fichas preparadas para actividades individuales y grupales — desarrollen
dos fases de trabajo. En la primera fase: a) resuelvan el problema; b) opinen
sobre lo que dijeron los alumnos; c) creen y resuelvan un problema que ayude a
entender y resolver el problema del episodio (a estos problemas los llamamos
problemas-pre, respecto al problema del episodio); d) identifiquen en el problema
sus cuatro elementos basicos: informacion, requerimiento, contexto y entorno
matematico; e) expliciten razones por las cuales consideran, en cada grupo, que
el problema creado es un problema-pre respecto al problema del episodio; f)
intercambien los enunciados de los problemas-pre creados, para que sean
resueltos por otro grupo; g) algunos grupos socialicen con todos los participantes
su solucion y comentarios del problema que resolvieron; y h) el conductor del
taller, con base en sus observaciones a las actividades de los participantes
durante el taller y a las exposiciones hechas de las soluciones, haga las
aclaraciones didacticas y matematicas que considere pertinentes, interactuando
con los participantes.

En la segunda fase: i) creen y resuelvan un problema que sea mas retador que
el problema del episodio (a estos problemas los llamamos problemas-pos, en
relacion al problema del episodio); ii) identifiquen los cuatro elementos basicos
del problema creado; iii) expliciten razones por las cuales consideran, en cada
grupo, que el problema creado es un problema-pos respecto al problema del
episodio. Las siguientes actividades son similares a las descritas para la primera
fase, en los items (f), (@) y (h).

El episodio propuesto fue ideado con el propdsito de hacer emerger la idea de
proporcionalidad o de porcentaje y en el taller cumplio tal objetivo, en lo que se
refiere a porcentajes, aunque hubo algunos pocos casos individuales en los que
la respuesta a la pregunta fue “Jorge recibié el mejor descuento, porque le
descontaron $10 soles y a Maria le descontaron solo $ 8”. Esta afirmacion fue
aclarada en los trabajos grupales, en los que se observO que, aunque
cuantitativamente 10 es mayor que 8, proporcionalmente el descuento de $10 es
respecto a un precio de $ 60, mientras que $8 es un descuento respecto a un

El profesor David, en una de sus clases de matematicas, propuso el siguiente problema
a sus alumnos del sexto grado de educacion primaria:

En la feria del libro se hacen descuentos. Maria compro por $ 32 un
libro cuyo precio sin descuento es $ 40y Jorge compro por $ 50 un
diccionario cuyo precio sin descuento es $ 60. ;Cual de ellos recibio
el mejor descuento?

Luego de unos minutos, algunos de los alumnos del profesor David dijeron:

P Alex: Es obvio, Jorge
» Marco: A mi me parece que Maria

P Julia: Aunque no parece, seguramente la respuesta es Maria.

precio de $ 40. Asi, las respuestas grupales fueron, todas, que el mejor
descuento lo recibio Maria, porque $ 8 es el 20 % de $ 40 (Maria recibié un
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descuento del 20%) y $ 10 es el 16.67% de $ 60 (Jorge recibié un descuento del
16.67%).

Cabe mencionar que en ningun grupo se resolvié el problema usando solo
proporcionalidad; es decir, observando que

8 10 |

20~ 60’

. . 1 1
Lo cual equivale a afirmar que >

Algo mas, en casi todos los grupos se uso la “regla de tres simple” para obtener
los porcentajes. En principio, no es malo usar esta regla, pero es pertinente hacer
notar que no es conveniente tenerla como la unica forma de resolver problemas
de porcentaje; mas aun, cuando muchas veces se aplica esta regla de manera
mecanica y sin examinar detenidamente el razonamiento que hay en ella, en el
marco del pensamiento proporcional.

Al asumir la actividad de crear problemas que faciliten la comprension y solucion
del problema del episodio (problemas-pre, respecto a tal problema), se observo
la tendencia en los participantes a crear problemas modificando ligeramente el
enunciado del problema dado, usando de manera explicita los porcentajes, para
tener un problema cuya solucion se perciba mas directamente, pero no un
problema que realmente ayude a entender y usar un enfoque de
proporcionalidad para resolver el problema del episodio. Las razones dadas para
la creacién de tal problema son su menor complejidad y requerir calculos mas
directos. No explicitan la importancia de estimular la comprensién de la
proporcionalidad y asi facilitar la comprension y solucion del problema del
episodio. En la Figura 1, mostramos un ejemplo de estos problemas:

Enuna fecia de hbws <0 hacen deseventos. Hara compra un libo coya pretie sin

&esweafm es §uo, e wal eshudn con ovn deswen de 20/ y 30{35 compro on
descuento es 450, e su desevents e de 40/
da libro?

diccionatic  cuyo 'O(Ec.uo Zia

.éc”&"'!‘*’ po.gowron Morin y Jorse por ca

Figura 1. Problema creado por el Grupo 5, intentando crear un problema-pre respecto
al problema del episodio

En algunos grupos, el problema creado — a pesar de que su proposito era
contribuir a la comprension y solucion del problema del episodio — fue de mayor
complejidad que el problema del episodio, con un requerimiento que acentua
aspectos operativos de porcentajes. Un ejemplo es el que se muestra en la
Figura 2.
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En unme Peria a9 Lo ot haer dwu.wu&os a8 0% povs Lhies
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@ lbne ¢ dicdowavio adguindos por Marfa :.‘mae.".'

Figura 2. Problema creado por el Grupo 1, intentando crear un problema-pre respecto
al problema del episodio.

Al asumir la actividad de crear problemas mas retadores que el problema del
episodio (problemas-pos, respecto a tal problema), se observé que predomina la
idea que un problema es mas retador si requiere un mayor numero de
operaciones para resolverlo. Una muestra de esto es el problema que se muestra
en la Figura 3.

Cn Une “b‘tcfg o, D‘%E,*g a“n PQ&U{_*Q dc_ ‘(13:,35 cin & 8o )c\ Paim{t

‘Cot\‘b\‘o dC, 3 }Ebigcarde_ los (,-)o.le_s e 0\-._& 'l“i‘lhdu ‘e_\ hl)lo
1,2,3 bcnene wn desewnts de s°. —;r/ '

'mcn-h-., s' coda lib,s Cucs to 53.5 :ﬁ 21

Convenicnde  comepiar ?

s s pectiva-

< Oonge o e Y :B 39 s dc_zcwn+a

Figura 3: Problema creado por el Grupo 13, intentando crear un problema-pos
respecto al problema del episodio

Cabe destacar que hubo algunos problemas cuyo requerimiento lleva a
reflexionar sobre el significado del porcentaje, mas alla de los aspectos
operativos, como el que se muestra en la Figura 4

AR AN PR AR

En o '/GM/(—« Oé Ceﬂz%f({} 22 i comflu e Ce/u/ér/
I‘{UGWQI,{ e C&ﬂcJ ,ﬂ/(?o o[c -:;I&/ oy w /0?’ oﬂy Cf’”&(‘u‘“ﬂ{o 1%70
Yo g [g o Mia O(e 7] .f)koﬂe ?o oge C}ﬁ/cc,l o /27/ rl:' ok’&'f,ewf

psis. o Cil o e olescoonten
e de £, F@Jj Jg ie,(? bies? e ol g &

Figura 4. Problema-pos respecto al problema del episodio, creado por el Grupo 14

Luego de esta fase de trabajo grupal se hizo una reflexion mas amplia sobre el
significado del porcentaje. Se enfatizé su vinculacion con la proporcionalidad
directa, teniendo en cuenta tanto los problemas creados, como el hecho que solo
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uno de los 14 grupos de trabajo, consider6 la proporcionalidad como parte del
entorno matematico del problema que crearon.

Muy pocos participantes usaron ecuaciones lineales para resolver los problemas
creados sobre porcentajes. Esta seria una de las razones por las que llamé la
atencion de los participantes que se muestre la obtencién del 25% de cualquier
numero real no negativo x usando la funcion lineal f dada por

f(x) = 0,25x.

Mas aun, que — como se muestra en las figuras 5 y 6 — con el grafico de tal

funcion, para x = 0, se puede visualizar soluciones de problemas béasicos sobre
porcentaje, como

Problema 1: Hallar el 25% de 30.

Problema 2:  El 25% de qué numero es 117

10 f

f(30)= . Tl e e e e e A A e e
I
] I
I
f |
I
o >
0 13} 10 15 20 25 30 35
x=30
Figura 5. Visualizacion de la solucion del Problema 1
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Figura 6. Visualizacién de la solucion del Problema 2
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Motivado por este enfoque de los porcentajes, uno de los participantes propuso
el problema con el que iniciamos este articulo. En la Figura 7, mostramos un
grafico que responde al requerimiento del problema. El precio descontado es el
85% del precio original, por tener el 15% de descuento. Como el precio sin
descuento del litro de gasolina es $ 2, el precio descontado de un litro de
gasolina, en dolares, es 0.85x2; o sea $ 1.70. Asi, se genera la funcién lineal g
dada por

g(x) = 1.7x,

donde x es la cantidad de litros de gasolina 'y g(x) el precio de esos x litros, con
el 15% de descuento, sabiendo que el litro sin descuento cuesta $ 2.

Precio descontado
de la gasolina ($)

o 1 2 3 4 =} ] T a "] 10

Cantidad de
litros de gasolina

Figura 7: Grafico correspondiente al problema inicial

Por el contexto del problema, solo debe considerarse el grafico para x > 0.
También cabe aclarar que la funciéon lineal es un modelo matematico
completamente pertinente en este contexto extra matematico, aunque, en rigor,
el grafico no sea una funcion continua, por no ser posible comprar, por ejemplo,

V2 litros de gasolina.

Comentarios finales:

1. La experiencia didactica nos muestra lo importante que es desarrollar las
competencias didactico-matematicas de los profesores y futuros
profesores. Ciertamente, se requiere dedicar tiempo para estimular
reflexiones sobre los objetos matematicos que van a integrar los
contenidos a desarrollar con los estudiantes. Reflexiones que lleven a
profundizar la comprensién de los conceptos, a establecer conexiones y
a disefar actividades que faciliten el aprendizaje de los estudiantes. La
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creacion de problemas es un gran medio, tanto para suscitar estas
reflexiones como para evidenciar las competencias didactico-
matematicas que tienen los profesores en servicio.

2. Especificamente, en relacidn a los porcentajes, es muy importante
destacar, desde las clases introductorias, su vinculacién estrecha con la
proporcionalidad directa. Asi, por ejemplo, aunque no se conozcan las
cantidades en unidades especificas, si se prepara un refresco usando la
cantidad de agua que contiene una determinada jarra y dos copas de
esencia del jugo de una fruta, al preparar mayor cantidad de tal refresco,
usando tres de esas jarras de agua y seis de esas copas, con esencia de
jugo de fruta, se habra mantenido el porcentaje de esencia del jugo de
fruta, respecto a la cantidad de agua.

3. Como la proporcionalidad directa se expresa graficamente mediante las
funciones lineales, usando estas se puede ilustrar y resolver problemas
sobre porcentajes, como hemos ilustrado en las figuras 5, 6 y 7. Es una
oportunidad para mostrar las conexiones intra matematicas entre los
objetos matematicos porcentaje, proporcionalidad, ecuaciones lineales y
funcién lineal. La vinculacion del porcentaje con la funcién lineal permite
ilustrar el uso del porcentaje como operador.

4. El analisis de los problemas creados, sobre todo de los problemas-pre,
respecto al problema dado en el episodio, puede enriquecerse usando los
criterios de idoneidad didactica; especialmente la idoneidad epistémica,
cognitiva, mediacional, emocional y ecolégica (Hummes, Font, & Breda,
2019).

5. En relacidn a la estrategia EPP para talleres de creacién de problemas,
es importante que antes de crear un problema pre o0 pos, respecto a un
determinado problema considerado en un episodio, se socialicen las
soluciones de tal problema y que el orientador del taller contribuya a que
se adquiera mayor claridad sobre los procesos involucrados en la
obtencion de su requerimiento, como medio para desarrollar el
pensamiento matematico, mas alla de las operaciones a realizar. Esto
ayudara a mejorar la calidad de los problemas que se creen en el taller,
sobre todo de los problemas-pre, respecto al problema del episodio.

Referencias:
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1, 64-82.

Malaspina, U. (2017). La creacion de problemas como medio para potenciar la
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sobre el Enfoque Ontosemiético del Conocimiento y la Instruccion
Matematicos.

Disponible en, http://enfoqueontosemiotico.ugr.es/civeos/malaspina.pdf
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