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Editorial

“El iliterato del siglo XXI no sera el que no pudder y escribir,
Sino el que no puede aprender, desaprender y retgte
Alvin Toffler
Rethinking the Future (1997).

Estimados colegas e amigos:

Finalizando no ano 2010, que foi fructifero nos aspectos educativos, entre
outros, pelos projectos que se apresentaram no Congresso do Bicentenario, com o
Programa: Metas 2021: a educacdo que queremos para a geracdo dos
Bicentenarios, se abre um tempo de esperanca, mas também de responsabilidade e
de compromisso para uma comunidade iberoamericana em construcdo desde os
alicerces da liberdade, a igualdade e o desenvolvimento. Desde nosso lugar
compartilhamos os mesmos objectivos e propositos, tratando de oferecer melhore-
las propostas recebidas sobre Educagdo Matemética nos diversos ramos que a
compobem.

Este numero é um monografico dedicado a Estatistica e seu ensino nos
diferentes niveis educativos. Gracas a contribua-los de docentes e de
pesquisadores, de diferentes paises, apresentam-se neste volume seis artigos, um
deles corresponde a assinatura convidada e quatro das seis seccdes fixas sobre
esta temética, esperamos que resulte atraente e também Util em suas respectivas
tarefas docentes.

Complementa-se este numero, com artigos sobre outros temas que nos
mobilizam e que oferecem interessantes propostas didacticas, ja utilizadas e
provadas com alunos o que convida a reflexao continua.

Novamente entramos no periodo de reflexdo sobre o realizado durante este
ano e o que fica por fazer num afan de melhora e de lucro de objectivos propostos,
mas também e sobretudo, de satisfacdo pela oportunidade de conhecer e nos
comunicar com docentes de outros paises que demonstraram com factos seus
desejos de colaborar com UNION.

Muito obrigado!! a todos os que colaboraram péara que UNIAO cumpra em seu
sexto ano e continue chegando a milhares de colegas e desejamos que no ano
2011 nos encontre novamente compartilhando ideais.

Destacamos as seguintes noticias:

* A incorporacdo da Associacdo Mexicana de Pesquisadores do Uso da
Tecnologia na Educagdo Matemética a Federacdo Iberoamericana de
Sociedades de Educacdo Matematica.

* A assuncdao de Agustin Carrillo de Albornoz Torres  como Secretario Geral da
FISEM.

-
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Editorial

* O labor altruista da Fundacéo Canaria Carlos Salvador e Beatriz , que atraves
da accdo do Presidente da Fundacgdo, Salvador Pérez Pérez e sua esposa,
Rosario Aurora Estévez Gonzalez (os pais de Carlos Salvador e Beatriz), ambos
professores em Canarias com a colaboragdo de outras instituicbes conseguiram
construir uma escola em Paraguai, além de contribuir materiais didacticos e
elementos indispensaveis para que docentes e alunos possam ter o ambito de
desenvolvimento adequado.

Para Finalizar, um Brindis pelo tempo compartihad o0 e para que se
cumpram seus desejos pessoais e profissionais.

Um abraco fraternal.

Norma S. Cotic — Teresa C. Braicovich
Directoras

Editorial

“O iliterato do século XXI ndo sera o que ndo pledes escrever,
Senéo o que ndo pode aprender, desaprender eneepre

Alvin Toffler
Rethinking the Future (1997).

Estimados colegas y amigos

Finalizando el afio 2010, que ha sido fructifero en los aspectos educativos,
entre otros, por los proyectos que se han presentado en el Congreso del
Bicentenario, con el Programa: Metas 2021: la educacion que queremos para la
generacion de los Bicentenarios , se abre un tiempo de esperanza, pero también
de responsabilidad y de compromiso para una comunidad iberoamericana en
construccion desde los cimientos de la libertad, la igualdad y el desarrollo. Desde
nuestro lugar compartimos los mismos objetivos y propdésitos, tratando de ofrecer
las mejores propuestas recibidas sobre Educacion Matematica en las diversas
ramas que la componen.

Este nimero es un monografico dedicado a la Estadistica y su ensefianza en
los distintos niveles educativos. Gracias a los aportes de docentes y de
investigadores, de distintos paises, se presentan en este volumen seis articulos, uno
de ellos corresponde a la firma invitada y cuatro de las seis secciones fijas sobre
esta tematica, esperamos que resulte atractivo y también util en sus respectivas
tareas docentes.

Se complementa este numero, con articulos sobre otros temas que nos
movilizan y que ofrecen interesantes propuestas didacticas, ya utilizadas y probadas
con alumnos lo que invita a la reflexion continua.

Nuevamente entramos en el periodo de reflexion sobre lo realizado durante
este afno y lo que queda por hacer en un afan de mejora y de logro de objetivos
propuestos, pero también y sobre todo, de satisfaccion por la oportunidad de

-
U N I@N REVISTA IBEROAMERICANA DE EDUCACION MATEMATICA -DICIEMBRE DE 2010 - NUMERO 24 - PAGINA 6



Editorial

conocer y comunicarnos con docentes de otros paises que han demostrado con
hechos sus deseos de colaborar con UNION.

Muchas Gracias!! a todos los que colaboraron para que UNION cumpla su

sexto afio y continde llegando a miles de colegas y deseamos que el afio 2011 nos
encuentre nuevamente compartiendo ideales.

Destacamos las siguientes noticias:

La incorporacion de la Asociacion Mexicana de Investigadores del Uso de la
Tecnologia en La Educacion Matematica a la Federacion Iberoamericana de
Sociedades de Educacion Matematica

La asuncion de Agustin Carrillo de Albornoz Torres  como Secretario Genera |
de la FISEM.

La labor altruista de la Fundacion Canaria Carlos Salvador y Beatriz , que a
través de la accion del Presidente de la Fundaciéon, Salvador Pérez Pérez y su
esposa, Rosario Aurora Estévez Gonzalez (los padres de Carlos Salvador y
Beatriz), ambos profesores en Canarias con la colaboracion de otras instituciones
han logrado construir una escuela en Paraguay, ademas de aportar materiales
didacticos y elementos indispensables para que docentes y alumnos puedan
tener el &mbito de desarrollo adecuado.

Para Finalizar, un Brindis por el tiempo compartid o0 y para que se

cumplan sus deseos personales y profesionales.

Un abrazo fraternal.

Norma S. Cotic — Teresa C. Braicovich
Directoras
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Pere Grima Cintas

Breve Resefa

Nacié en Olesa de Monstserrat, Barcelona,
Espafia, en 1956. Estudido Ingenieria
Industrial en la Universidad Politécnica de
Catalufia (UPC) y después de una etapa
profesional en la industria se incorporé
como profesor al Departamento de
Estadistica e Investigacion Operativa de la
UPC donde también realizé su tesis
doctoral. Desde el afol998 es profesor
titular.

Imparte clases en la Escuela de Ingenieria
Industrial de Barcelona y en la Facultad de
Matematicas y Estadistica de la UPC,
donde ha sido Vicedecano Jefe de Estudios
de Estadistica.

Su area de especialidad son las técnicas estadisticas aplicadas al control y la
mejora de la calidad, tema sobre el que ha escrito dos libros y una decena de
articulos en revistas especializadas. Durante un tiempo trabajé en temas
relacionados con los modelos para la gestion de la calidad y en el afio 2000 fue
evaluador del European Quality Award, otorgado por la European Foundation for
Quality Management.

La ensefanza y la divulgacion de la estadistica es un tema que considera
muy importante y al que dedica parte de su tiempo. Imparte clases sobre la
enseflanza de la estadistica en el Master universitario en Formacion del
Profesorado de Educacién Secundaria (UPC), y sobre este tema ha realizado
diversas conferencias, escrito dos articulos en colaboracién con Roberto Behar,
profesor de la Universidad del Valle en Cali, Colombia, y los libros: “55
Respuestas a preguntas a preguntas tipicas de estadisticas” también junto con
Roberto Behar, publicado por la editorial Diaz de Santos (a principios de 2011
saldrad una nueva edicion) y “La certeza absoluta y otras ficciones. Los secretos
de la estadistica” editado por RBA en la coleccion “El mundo es matematico”. Ha
sido editor de “Estadistica en accion”, un libro que contiene casos practicos
escritos en un tono de divulgacion y basados en proyectos final de carrera
realizados en la Facultad de Matematicas y Estadistica de la UPC.

También ha impartido cursos y conferencias en diversas universidades
latinoamericanas, donde tiene muchos amigos, y espera que cada vez sean mas.
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Estadistica: Ensefiar y crear actitudes positivas
a través de casos practicos

Pere Grima Cintas

Resumen

Una forma de despertar interés por la estadistica es presentando casos practicos que
atraigan la atencion de los estudiantes y a partir de ellos sacar las ideas y los
conceptos que se quieran transmitir. En este articulo se presentan diez ejemplos,
casos o situaciones practicas, que se pueden utilizar en la ensefianza secundaria y
gue ademas de transmitir conocimientos pretenden despertar una actitud positiva, de
interés y curiosidad, por todo lo que la estadistica puede aportar.

Abstract

One way to create interest in statistics is presenting case studies to attract student’s
attention and draw from them the ideas and concepts that we want to convey. This
article presents ten examples, cases and practical situations, that can be used in high
school and that as well as transmitting knowledge can awaken a positive attitude,
interest and curiosity, for all that statistics can provide.

Resumo

Uma forma de criar interesse nas estatisticas é apresentando casos praticos para atrair
a atencdo dos alunos e a partir deles tirar deles as idéias e 0s conceitos que se queira
transmitir. Este artigo apresenta dez exemplos, casos e situacfes praticas, que podem
ser utilizados no ensino secundario e também pretendem despertar uma atitude positiva,
interesse e curiosidade, para todos os que as estatisticas podem fornecer.

1. Introduccién: Estadistica a través de casos prac  ticos

La estadistica es una de las asignaturas que aparece con mas frecuencia en
los planes de estudio de titulaciones universitarias. Incluso carreras que no suelen
incluir las matematicas en su curriculum, como medicina, sociologia, ciencias
politicas o psicologia, si incluyen la estadistica y tienen en esta materia una de sus
herramientas de trabajo mas importantes. Y no podia ser de otra forma, la
estadistica trata sobre como recoger datos (cuantos, de qué forma) y como
analizarlos para obtener la informacion que permita tomar las decisiones mas
adecuadas.

-
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Pere Grima Cintas

Pero a pesar de su destacada presencia en las titulaciones universitarias y en
muchas actividades profesionales, la estadistica suele tener poco protagonismo en
la ensefianza secundaria (pongamos, para entendernos, que entre los 14 y los 18
afos). Rara vez existe una asignatura especifica de estadistica, y mas bien se
presenta incluida en el libro de mateméticas, mucha veces al final, de forma que si
no da tiempo a verlo todo esta es la parte que se queda sin impartir.

Otro problema, segun mi parecer, es que muchas veces se ensefia
persiguiendo solo objetivos de conocimientos: se pretende que los estudiantes
aprendan algunas cosas de estadistica descriptiva (cOmo se construyen
determinados graficos, por ejemplo), célculo de probabilidades (donde lo que se
considera mas importante -y dificil- es aprenderse las férmulas de la combinatoria)
y quiza también algo sobre el coeficiente de correlacion o sobre el célculo de los
coeficientes de una ecuacion de regresion. Otra cosa es que es0s conocimientos
permanezcan y estén disponibles para sacarles provecho cuando se presente la
ocasion o que, por el contrario, se derrumben una vez pasado el examen y no solo
no quede nada, sino que dejen un poco de rechazo a la estadistica, una sensacion
de que “esto no es lo mio”.

Creo que cuando se estudia estadistica en la enseflanza secundaria los
objetivos no deben estar solo orientados a los conocimientos sino también a crear
actitudes positivas hacia esta materia. Me parece muy importante que cuaje la idea
de que la estadistica es una herramienta para conocer mejor la realidad (natural,
fisica, social,...) que nos rodea y que esto se realiza a través del analisis de datos
que reflejen de forma objetiva aquello que se desea conocer'. Una forma de crear
esa actitud es desarrollando las clases en torno a casos practicos que atraigan la
atencion de los estudiantes. Estos casos deben poner de manifiesto las
posibilidades de la estadistica para resolver problemas de interés y también se
deben poder sacar lecciones (conocimientos) sobre la metodologia usada y sobre
sus posibilidades de aplicacion en otras situaciones similares.

Por supuesto que este enfoque no es nuevo. Existen libros de introduccion a la
estadistica (a nivel universitario) que plantean situaciones practicas para poner en
contexto la teoria que a continuacién explican (como el de David Moore o el de Gary
Smith). También existen libros excelentes solo con casos practicos, como el de J.M.
Tanur et al. 0 el de R. Peck et al., que se comentan mas adelante y que también se
pueden utilizar en la ensefianza secundaria.

A continuacion se presentan 10 situaciones précticas, distribuidas en cinco
apartados segun la tematica o el tipo de mensaje que se desee transmitir y que creo
gue cumplen ese doble objetivo de aportar conocimientos y generar una actitud
positiva hacia la estadistica.

2. Casos para destacar la importancia de tomar deci  siones en base a datos
convenientemente recogidos y analizados

Usar la estadistica no necesariamente es sinénimo de utilizar palabras raras o
de hacer calculos complicados. Significa que deseamos ver la realidad de forma

Y, por supuesto, hay que saber identificar cudles son esos datos y como recogerlos, y también hay que saber analizarlos
aplicando las técnicas mas adecuadas, que no necesariamente deben ser complicadas.

-
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objetiva, a través de datos que reflejen de la mejor manera posible qué es lo que
esta ocurriendo. Una vez se tienen los datos hay que saber sacarles la informaciéon y
saberla plasmar de forma clara y convincente.

2.1. John Snow y el fin del célera en Londres

En 1854 se desat6 una terrible epidemia de célera en el centro de Londres que
ocasioné mas de 500 muertos en apenas 10 dias. En aquella época imperaba la
teoria de la miasma como via de transmision de la enfermedad (se suponia que “el
veneno” estaba en los vapores que se desprendian de los cuerpos en
descomposicion) pero al Dr. John Snow esta teoria no le cuadraba con sus
observaciones y sospeché que el problema podia estar en el agua.

Para estudiar la situacibn marcd sobre un plano de la zona el lugar donde
vivian los fallecidos y observo que las marcas se distribuian en torno a una fuente (la
de Broad Street). Los datos y la forma de presentarlos era tan clara y convincente
que, a pesar de lo estrafalaria que parecia su teoria, las autoridades ordenaron
inutilizar la fuente y a partir de aquel momento los contagios cayeron en picada.
Aungue no se entendia muy bien como el agua podia contagiar la enfermedad, las
ciudades de los paises desarrollados prestaron mucha atencion a la higiene en la
distribucion de las aguas y el clOlera dej6 de ser una amenaza en los paises

desarrollados?.
- P o) o < A7
/ v -\ ¢ x N /
o e \ o o \ 5
o 2 \ o
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Figura 1: Localizacion de los muertos por colerare  alizada por John Snow sobre un plano de la
época (vista parcial). Fuente: Wikipedia:“1854 Broa  d Street cholera outbreak”

No puedo dejar de comentar que mientras escribo estas lineas estan apareciendo en los periddicos noticias e imagenes
dramaticas sobre la epidemia de cdlera en Haiti. Es evidente que la lucha contra las enfermedades no sélo es un problema de
conocimiento cientifico.

-
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¢ Qué se aprende? La importancia de basar las decisiones en base a datos
recogidos de forma inteligente y rigurosa. Un buen disefio de la recoleccion de datos
facilita su analisis posterior.

Otras actividades : Discutir las posibilidades de uso de este tipo de representacion
grafica en otros ambitos: Identificacién de la locacion mas frecuente de los defectos
en un producto (por ejemplo, defectos de soldadura en un circuito impreso).
Identificacion de puntos negros en las carreteras...

Mas informacion en

Wikipedia: “John Snow” (m&s amplio en inglés) y “1854 Broad Street cholera
outbreak”.

Pagina web dedicada al Dr. Snow elaborada por el Departamento de Epidemiologia
de la UCLA: http://www.ph.ucla.edu/epi/snow.html

Tufte, E.R. (1997) Visual Explanations. Graphics Press, pp: 27-37.

2.2. Florence Nightingale: Datos para tomar decisio  nes que salvan vidas

Se dice que la Guerra de Crimea (1853-1856) fue la guerra de la era moderna:
se uso por primera vez el ferrocarril, era la primera vez que se disponia de telégrafo
y es la primera guerra de la que se tienen fotografias. Pero también esta
considerada como la peor dirigida de todas aquellas en las que ha participado
Inglaterra, los soldados morian a causa de enfermedades infecciosas, falta de
comida, de agua y de condiciones higiénicas. El ambiente en los hospitales de
campafa era caético y la mortalidad muy elevada. Pero el uso del telégrafo no solo
estaba a disposicion de los militares. También lo usaban los reporteros de guerra
para enviar cronicas a sus diarios explicando la incompetencia de los mandos
militares y la falta de cuidados de los soldados heridos, generando un estado de
opinidn que obligdé al ministro de la guerra a enviar un cuerpo de enfermeras para
mejorar la atencion a los heridos.

. DIAGRAM or rue CAUSES or MORTALITY 5
APRIL 1855 o MARCH 1856 IN THE ARMY IN THE EAST. APRIL 1854 ToMARCH 1855.

the cenlre as the common vertea.
The bue wedges measured from the: centre. of the arcie re
For area the deatis fram-Preventidle or Mitigable Jyma

= o
uaaws®?

”

iargle in Nov? 1854 marks the boundary

o7 casises during the monh.

(55, the black area co

1850 the Blue concides u
compared by fillowing the

Hack lines anclosing them.

Figura 2: Diagrama sobre las causas de mortalidad y su evolucién realizado por F. Nightingale
(Fuente: Wikipedia: “Florence Nightingale”, en ingl és). Una version animada puede verse en la
pagina web_(al final) de la revista Science News
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Al frente estaba una mujer entregada e inteligente Illamada Florence
Nightingale. Cuando llegaron el caos era total, pero Florence Nightingale supo
observar, entender y documentar qué era lo que estaba ocurriendo y la asociacion
entre la masificacion de los enfermos y la tasa de mortalidad. Sus conclusiones eran
tan claras que convencié a la burocracia militar de la necesidad de realizar un
profundo cambio en las formas de actuacion: las prioridades fueron el orden y la
limpieza, y la tasa de mortalidad baj6 de una forma espectacular. Florence
Nightingale es reconocida como experta en el uso de la estadistica, utilizd nuevas
formas de representacion grafica de datos y fue la primera mujer admitida en la
Royal Statistical Society.

¢, Qué se aprende?: La importancia de los datos para conocer lo que esta pasando y
para convencer a los que tienen que aportar los recursos (Qque muchas veces son
reticentes a los cambios) de cuales son las medidas que se deben tomar.

Otras actividades : Profundizar en la vida y las aportaciones de Florence
Nightingale. Discutir como la estadistica pone de manifiesto, incluso en nuestros
dias, que sin grandes inversiones se pueden salvar muchas vidas.

Mas informacion en :

Wikipedia: “Florence Nightingale”.

Florence Nightingale: “Measuring Hospital Care Outcomes”, Joint Commission, 1999.
Muy interesante la introduccion escrita por D. Neuhauser: “Florence Nightingale: A
Passionate Statistician”, también en Google Books.

3. Ejemplos de la utilidad del analisis exploratori o de datos
Una vez se tienen los datos, realizando graficos sencillos de entender y de
interpretar puede obtenerse una informacion que ayuda a tomar mejores decisiones.

3.1. El caso de la panaderia

El duefio de una panaderia esta preocupado porque sospecha gue las barras de pan
que produce tienen un peso demasiado variable, de forma que algunas pueden estar
incluso por debajo de los limites que marca la ley.

Dia | Operario Maguina 1 Maguina 2

1 A 220.3 215.5 219.1 219.2 220.3 208.0 214.4 219.2
2 B 215.8 222.0 218.9 213.6 216.9 213.4 217.7 217.7
3 B 220.4 218.7 218.6 219.6 222.9 219.7 209.4 2216
4 B 221.5 227.0 219.5 222.5 223.1 215.3 220.4 2156
5 A 215.7 225.3 223.0 218.0 216.0 210.9 221.4 210.9
6 A 222.7 215.1 219.6 217.3 212.1 213.0 218.0 216.5
7 A 216.0 218.8 217.9 213.0 216.9 216.0 213.5 219.2
8 B 219.4 218.3 216.7 224.1 216.2 218.4 216.6 2149
9 B 219.8 222.6 219.1 217.7 216.2 212.2 216.9 214.9
10 A 220.2 219.5 222.4 219.9 222.9 214.3 219.1 216.7
11 B 218.0 223.9 219.6 221.9 214.9 212.6 219.4 213.3
12 B 219.3 219.6 218.8 219.9 219.0 216.7 216.4 213.5
13 B 220.0 214.1 224.3 217.4 218.0 219.5 219.5 222.3
14 A 223.9 220.6 219.5 219.6 211.8 218.2 218.3 217.4
15 A 218.1 218.8 218.4 217.9 214.6 215.7 218.0 216.4
16 B 216.9 221.6 220.6 222.6 215.6 220.4 217.3 216.2
17 B 217.9 225.7 222.2 216.1 212.5 214.6 209.7 211.3
18 A 224.2 216.2 219.9 220.4 215.8 219.9 216.5 2119
19 A 214.1 219.7 2224 224.5 213.7 209.7 216.9 213.1
20 A 221.1 225.0 222.7 222.2 212.5 217.5 217.4 215.7

-
U N I@ NREVISTA IBEROAMERICANA DE EDUCACION MATEMATICA - DICIEMBRE DE 2010 - NUMERO 24 - PAGINA 15



W & tevmitade Estadistica: Ensefar y crear actitudes positivas
a través de casos practicos

Pere Grima Cintas

Se utilizan dos maquinas para hacer el pan y también trabajan dos operarios,
unos dias hace el pan uno y otros dias el otro. La siguiente tabla contiene los pesos
(en gramos) de una muestra de barras de pan que se han ido recogiendo durante 20
dias.

El peso debe ser de 220 + 10 g y supondremos que estos datos son
representativos de la produccion general. Las preguntas que nos planteamos son:
¢ Existe algun problema? ¢Qué esta pasando? ¢Qué hay que hacer para resolver el
problema, si es que existe?

Si se intenta sacar conclusiones simplemente mirando los datos es facil
equivocarse. Aunque en este caso solo hay 160 valores, intentar sacar conclusiones
“a 0jo0” es arriesgado. Tampoco es necesario empezar haciendo grandes calculos o
aplicando técnicas sofisticadas, basta con representar los datos graficamente (mejor
si se realizan con algun programa, o con una hoja de célculo tipo Excel):

Datos globales

40 .

354

304

254

204

Frecuencia

15+

1L

205 210 215 220 225 2
Pesos

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
104 |
|
|
|
|
3

0 235

Estratificando por operario y maquina se observa que el problema esta en la
maquina 2, que esta descentrada. No hay problema en la maquina 1, y los dos
operarios se comportan practicamente igual.

Mé&quina 1 Maquina 2

25 4 251
20 20 -

151
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|

|

|

|

|

151 :
|

|

101 |
|

|

| |
| |
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| |
| |

| LT

|

|
0 1 — b —t | | |
205 210 215 220 225 230 235 205 210 215 220 225 230 235
Pesos Pesos
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|
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|
|
|
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|
|
|
|
|
|
1
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¢ Qué se aprende?: Los datos “en bruto” ocultan informacion que se puede hacer
visible utilizando gréaficos sencillos. Esa informacion permite realizar el diagnostico
correcto y tomar la decision mas adecuada.

Otras actividades : Plantarse preguntas, buscar datos para responderlas y
representarlos graficamente para ver la respuesta de forma clara (ver, por ejemplo,
el siguiente caso). Los centros de estadistica oficial (en Espafia el Instituto Nacional
de Estadistica: http://www.ine.es/inebmenu/indice.htm) son una fuente abundante de
datos.

Mas informacion en

Capitulos de estadistica descriptiva de buenos textos, como el de David Moore
“Introduction to the Practice of Statistics”.

Sobre malos usos en las representaciones gréaficas (una forma divertida de tratar el
tema) un clasico es el libro de Darrell Huff: “How to Lie with Statistics”.

3.2. ¢ Qué coches resultan baratos y cuales caros re  specto a su potencia?

A muchos joévenes les interesa el mundo de la tecnologia (coches,
motocicletas, ordenadores,...) y es facil obtener datos sobre estos temas a traves de
internet.

Por ejemplo, en la pagina web del Real Automovil Club de Espafia se pueden
obtener listados de coches que cumplan unas determinadas condiciones
(http://www.race.es/servicios/ofertas_de coches/buscador_de coches _nuevos/).

Buscando coches nuevos tipo “turismo-berlina” con motor diesel y 4 puertas se
obtienen los datos de 449 coches (obtenido el 10 de noviembre de 2009) cuyo
analisis con una hoja de célculo permite responder a la pregunta planteada en este
apartado.

A B c D E 3 G H 1 J
1 |Marca - Modelo cv pvp(g) ]
2 |DACIA LOGAN 1.5 dCi Ambiance 70 68 10| 50
3 |SEAT CORDOBA 1.4 TDI 80cv Reference 4P 80 13,742 60
4 |HYUNDAI ACCENT L5 VGT 4P 4P 110 14,55 70
5 |SEAT CORDOBA 1.4 TDI 80cv Sportrider 4P 80 14997l a0
6 |HYUNDAI ACCENT 1.5 VGT AA 4P 4P 110 1 Coches tipo "turismo-berlina, motor diesel y 4 puertas
7 |FIAT LINEA 1.3 16v Active 90cv Multijet 4P a0 15 (10 Nov, 2009)
8 |KIARIO 1.5 CRDi Emation 4p 4P 110 15¢
9 |SEAT CORDOBA 1.9 TDI 100cy Reference Aire 4P 101 158 120
10 |SEAT CORDOBA 1.9 TDI 100cv Spartrider 4P 101 167 :’
11 |HYUNDAI ACCENT 1.5 VGT FULL 4P 4P 110 15 100 . -
12 |SEAT CORDOBA 1.9 TDI 100cv Spart 4P 101 17,1 : b4
13 | CHEVROLET NUBIRA 2.0 TCDI SX 16v {MY09 stock) 4P 122 g fe 2
14 |SEAT CORDORA 1.9 TDI 100cv Stylance 4P 101 177 & RO s
15 | CHEVROLET CRUZE 2.0 VCDi 16v L5 4P 125 | . b4
16 |FIAT LINEA 1.3 16v Dynamic 90cv Multijet 4P 90 17 7 60 %
17 | TOYOTA COROLLA 1.4 D-4D Live 4P 90 15 5 *
18 | CHEVROLET CRUZE 2.0 VCDI 16v L5+ A/A 4P 125 | £ 4
19 | CHEVROLET NUBIRA 2.0 TCDi CDX 16v (MY09 stock) 4P 122 | &
20 |FIAT LINEA 1.6 16v Dynamic 105cv Multijet 4P 105 13 Serie "PVP ()" Punto 241"
21 |FORD FOCUS 1.6 TDCi Trend 90cv 4p 4P 90 18 ¢ 20 1 (241,367
22 | CHEVROLET CRUZE 2.0 VCDi 16v LS+ Clima 4P 125 13 *
23 |FIAT LINEA 1.3 16v Emation 90cv Multijet 4P a0 13 0
24 RENAULT MEGANE Sedan Emotion-2008 1.5 dCi 85cv Eco2 4P 86 L 0 50 100 150 200 250 300 350
25 |FORD FOCUS 1.6 TDCi Trend 109cv 4p 4P 109 197 Potenciaen OV
26 | MAZDA 3 1.6 CRTD Pulse 108cv 4p 4P 109 13
27 |FIAT LINEA 1.6 16v Emotion 10Scv Multijet 4P 105 15,59] 300
28 |[FORD FOCUS 1.8 TDCi Trend 4p 4P 116 19,595 310
29 | CHEVROLET NUBIRA 2.0 TCDI CDX 16v (MY09 stock) 4p 122 19,75 320

Figura 3: Diagrama bivariante construido con la hoj a de calculo Excel que representa el precio
frente a la potencia de un conjunto de coches.
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¢, Qué se aprende?: Técnicas de analisis grafico de datos. Uso de la hoja de célculo
para construir graficos.

Otras actividades : Pueden realizarse investigaciones similares para analizar la
relacion entre consumo y potencia, o entre consumo Yy peso del coche. Por supuesto
también se pueden realizar con motocicletas e incluso con aviones.

4. Problemas relacionados con la estimacion de las caracteristicas de la
poblacién

Estos son problemas tipicos: estimar medias, proporciones,... (¢,qué proporcion
de hogares tiene conexién a internet?, ¢ qué proporcién de votos obtendra tal partido
en las proximas elecciones?). En este apartado se presentan dos casos en los que
el objetivo es estimar el tamafio de la poblacion.

4.1. ¢ Cuantos peces hay en un lago?

Parece imposible que se pueda responder a esta pregunta, especialmente si el
lago es grande y las aguas turbias, pero utilizando métodos razonables (no hace
falta vaciar el lago, ni pescar todos los peces, como dicen algunos estudiantes
cuando se les pregunta) se puede tener una aproximacion suficientemente buena vy,
lo que también es muy interesante, podemos conocer cual es la “calidad” de la
estimacion realizada.

Se trata del método de la pesca y repesca: se capturan M peces, se marcan y
se devuelven al agua®, se deja pasar un tiempo en que se supone que los peces
marcados se han dispersado por el lago y se capturan otros C, de los cuales R
aparecen marcados. Si N es el niUmero total de peces, es razonable considerar que
la proporcion M/N (total de peces marcados respecto al total de peces del lago) sera
parecida a R/C (peces que aparecen marcados en la segunda captura —repesca-
respecto al total de peces capturados) y ya podemos despejar N para tener una
primera aproximacion del nimero de peces que hay en el lago.

MR GoMIC
N C R

Por supuesto existen métodos de estimacion mas precisos, incluso los hay que
tienen en cuenta la posible tasa de mortalidad debida a las marcas o la pérdida de
ellas. Pero la estadistica no se conforma con dar un valor concreto (lo que llamamos
“estimacion puntual”’, mas o menos aproximado), sino que trata de dar un intervalo
dentro del cual muy probablemente estara el verdadero valor buscado. Cuél es la
calidad de la estimaciéon y de qué depende puede indagarse a través de la
simulacion, mediante applets que estan disponibles a través de internet o usando
una hoja de calculo.

Esto no es facil. Hay que hacerlo de forma que la marca no merme las posibilidades de supervivencia y de movilidad del pez,
y también debe ser una marca que no desaparezca facilmente.
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Figura 4: Repesca: dejamos que se dispersen los pec  es marcados y volvemos a pescar

Por supuesto, esta técnica no solo sirve para estimar cuantos peces hay en un
lago, en general puede servir para estimar la abundancia de una determinada
especie en un territorio.

¢, Qué se aprende?: Existen técnicas “ingeniosas” que permiten estimar valores que
parecen imposibles de conocer. No se pretende acertar el nUmero exacto, pero si
tener un orden de magnitud, que sera tanto mas preciso cuantos mMAas recursos
(nimero de peces pescados y numero de repescados, e incluso numero de
repescas que se hacen) se destinan a estimarlo. Es posible evaluar la calidad de la
estimacion realizada.

Otras actividades : ¢Como se podria tener una buena estimacion de cuantos granos
de arroz hay en un kilo si no tuviéramos ningun aparato de medida (en concreto, no
se puede pesar ninguna cantidad).

Mas informacion en

Una buena descripcién, en tono de divulgacion, se encuentra en el articulo: “How
Many Fish are in the Pond?” de Roger W. Johnson, que se puede bajar de:
http://ts.rsscse.org.uk/gtb/contents.html.

En general, todos los articulos de esta pagina (seleccién de los mejores articulos de
la revista Teaching Statistics) contienen buenas ideas para la ensefanza de la
estadistica a nivel introductorio.

Muchos ejemplos y ejercicios de matematicas y estadistica aplicados a la ecologia
se pueden encontrar el libro de los profesores de Universidad Autonoma de
Barcelona Josep Pifiol y Jordi Martinez-Vilalta: “Ecologia con Numeros”, Ed. Lynx.
Contiene un CD con applets muy interesantes, que también se pueden bajar de:
http://www.ecologiaconnumeros.uab.es/ (Applets de los modelos > Listado de
applets > Tema 3. Tamafo y estructura de las poblaciones > Marcaje y recaptura).
Hoja de Excel: http://www-eio.upc.es/~grima/PecesSimulacionExcel.xlIs

Presentacion en Power Point: http://www-eio.upc.es/~grima/Peces vy Taxis.ppt
Incluye otros temas pero puede ser util.
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4.2. ¢ Cuantos taxis hay en una ciudad?

En Espafia lo habitual es que los taxis lleven a la vista un nimero de licencia
(al menos en las grandes ciudades) y que sea un numero correlativo desde el 1
hasta un valor igual al nUmero de licencias que existan. El nimero de licencias es
fijo, cuando alguien quiere ser taxista debe comprar la licencia a otro que la desee
vender, cambiando el titular de la licencia pero no su nimero. En estos casos de
poblacion numerada no es necesario utilizar el método de la pesca y repesca. Por
ejemplo, si 4 es la media de una poblacion numerada de forma correlativa siempre

ocurre que su numero de elementos es igual a 2u -1 y utilizando la media de la

muestrax como estimador de la media de la poblacion podemos proponer que el
estimador sea 2Xx —1. Por ejemplo, si los datos son 16, 28, 45, 48, 68, 72y 81, como
X =5114 , nuestra estimacion podria ser N =2[51,14-1C101.

Parece un buen método pero tiene un punto débil muy evidente: supongamos
gue los valores de la muestra son 3, 4, 6 y 15, la media es 7 y por tanto nuestra
estimacion seria 13, un valor evidentemente falso. Una opcidn que no presenta este
problema es considerar que, por simetria, el nimero de valores que iran a
continuacion del dltimo sera similar al nimero de los que hay antes del primero. Esta
estrategia también es razonable y nunca dara resultados evidentemente falsos, sin
embargo, tiene el inconveniente de que no aprovecha toda la informacion disponible.
La dnica incognita es saber cuantos elementos hay a continuacion de la ultima
observacion y una buena idea es afadirle el promedio que se calcula con los
elementos que hay antes del primero, entre el primero y el segundo, entre el
segundo y el tercero, etc. Si n es el nimero de observaciones que se tieneny X,

representa el valor de la observacion i-ésima, este promedio sera:

(X1_1)+(X2 _X1_1)+(x3 - X, _1)+"'+(Xn = Xp1 ~ ): Xn -1
n n

Y, por tanto, la estimacion del nimero total de elementos queda: N = X, + X -1

n

e /5 TP S
N E

Figura 5: Estimacion del nimero de taxis que hay en Barcelona
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Este es un estimador con un comportamiento excelente, con todas las propiedades
deseables. Y no solo sirve para contar taxis, también puede servir para estimar el
namero de participantes en una carrera popular, en la que a cada participante se le
da un dorsal con un numero correlativo.

¢ Qué se aprende?: El método de razonamiento seguido para deducir la expresion
del estimador. Que en una situacibn como ésta es posible realizar una buena
estimacion con muy poco esfuerzo.

Otras actividades : Se puede practicar en clase construyendo pequefias tarjetas de
cartulina numeradas, del orden de 1000 o 1500, introducirlas en un recipiente y
sacando unas pocas deducir cuantas hay. Es relativamente facil si se utiliza una hoja
de Excel y de forma automética se coloca un numero en cada celda (hay que
cambiar el tamafio, 2x4 cm esta bien), a continuacion se imprimen y se recortan con
una guillotina.

Si se quiere estimar el nUmero de taxis que hay en Barcelona utilizando este método
no hace falta que visiten la ciudad (aunque cualquier excusa es buena). Se cita una
revista para los taxistas del area metropolitana y hacia el final se incluye un apartado
gue publica los numeros de licencia de los taxis que han encontrado objetos
perdidos en su vehiculo. Esta lista se puede considerar una muestra aleatoria de
nameros de licencia y... ya es muy facil.

Mas informacion en

La idea esta sacado del articulo “Estimating the Size of a Population” de Roger W.
Johnson, que se puede bajar del mismo lugar que el comentado para el método de
la pesca y repesca: http://ts.rsscse.org.uk/gtb/contents.html.

La presentacién en Power Point citada en el apartado anterior también contiene una
parte que trata este tema.

5. Problemas de calculo de probabilidades que despi  ertan interés

La estadistica se apoya en el calculo de probabilidades para sacar
conclusiones pero no creo que sea acertado introducir al principio de los cursos
introductorios de estadistica unas cuantas lecciones de célculo de probabilidades ya
qgue desvia el centro de atencion que debe tener este tipo de curso y creo que tiene
MAas inconvenientes que ventajas.

De todas formas, también es verdad que este tema puede ser apasionante, que
forma parte del contenido obligatorio de muchos cursos de estadistica y que se
pueden resolver problemas, incluso complicados, de una forma que puede ser
divertida y motivadora.

5.1. Coincidencia en las fechas de cumpleafios

En una clase de 30 estudiantes ¢cual es la probabilidad de que dos o mas
celebren su cumpleafios el mismo dia? Empezamos calculando la probabilidad de
gue dos personas no hayan nacido el mismo dia. La primera no tiene restricciones,
ha podido nacer cualquier dia del afio (365 casos favorables sobre 365 posibles),
pero la segunda ha podido nacer cualquier dia menos el que ha nacido el primero
(364 dias favorables sobre 365 posibles):

-
U N I@ NREVISTA IBEROAMERICANA DE EDUCACION MATEMATICA - DICIEMBRE DE 2010 - NUMERO 24 - PAGINA 21



Mﬂ et Estadistica: Ensefar y crear actitudes positivas
a través de casos practicos

Pere Grima Cintas

305 2 - 0,9973
365 365

De forma anéaloga, la probabilidad de que tres hayan nacido en dias distintos sera:
365 E364 E363

365 365 365
Y la probabilidad de que 30 hayan nacido en dias distintos:

365 E364 E363 o 336 _ 0,2937

365 365 365 365
Solo hay dos posibilidades: todos han nacido en dias distintos o al menos dos han
nacido el mismo dia. Luego la probabilidad de que en un grupo de 30 al menos dos
hayan nacido el mismo dia sera:

1-0,2937 =0,7063

=0,9918

La probabilidad es mayor de lo que intuitivamente se supone. Esta es una carta
gue tiene en la manga el profesor para impresionar a los alumnos. Con ayuda de
una hoja de célculo se puede construir la curva que relaciona el nUmero de personas
y la probabilidad de coincidencia.

1,0
0,91
0,81
0,71
0,61
05@—-—-—-—-

0,41
0,3-
0,21
0,1-
0,0

Probabilidad de coincidencia cumpleafios

I

I

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
NUmero de personas

Figura 6: Probabilidad de dos o mas personas de un grupo celebren su cumpleafios el mismo dia, en
funcién del nimero de integrantes del grupo

¢Qué se aprende?: Las reglas del calculo de probabilidades permiten deducir
probabilidades que evaluadas de forma intuitiva conducen a resultados erroneos.
(Moraleja: las reglas para el calculo de probabilidades son utiles)

Otras actividades : En un grupo de 23 personas la probabilidad de que dos o mas
celebren su cumpleafios el mismo dia ya es ligeramente mayor del 50%
(exactamente del 50,7%). ¢(Donde hay 23 personas?: en un campo de futbol:
11+11+1. En la prensa deportiva (que se puede consultar por internet) es facil
encontrar la alineacion de los partidos, y también es facil encontrar las fechas de
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nacimiento de los jugadores (en las paginas web de los clubes o incluso en la
wikipedia). Si se elije una jornada de la primera divisién en Espafia, hay 20 equipos y
se juegan 10 partidos, casi seguro que en algun partido dos personas de las que
estaban en el campo celebraban su cumpleafios el mismo dia.

Otra actividad puede ser estimar estas probabilidades por simulacion con una hoja
de célculo http://www-eio.upc.es/~grima/SimulacionCumpleafios.xls (Excel 2007).

5.2. Loteria 6/49: ¢Cual es la probabilidad de que  una misma combinacion
ganadora salga dos veces?

Una persona juega toda su vida adulta (pongamos 50 afios) a la loteria
primitiva, si se realizan dos sorteos por semana, ¢cual es la probabilidad de que
durante ese periodo salga mas de una vez la misma combinacion ganadora?

Aunque hay otras variantes, lo habitual es elegir 6 niumeros del 1 al 49, y hay
13.983.816 formas de hacerlo (son combinaciones de 49 elementos tomados de 6
en 6) de las cuales solo una es la ganadora.

Suponiendo que esta persona juegue 100 veces al afio, jugara 5000 veces a lo
largo de su vida y resulta que el problema planteado es analogo al del cumplearios,
pero es como si tuviéramos un afio con 13.983.816 dias y 5000 personas cada una
de las cuales ha nacido uno de esos dias ¢ Cual es la probabilidad de que dos o0 mas
hayan nacido el mismo dia? Aplicado las formulas que hemos visto (una hoja de
calculo es imprescindible) resulta que esta probabilidad es del 59%. Luego no es
raro que, si lleva bien las cuentas, descubra que ha tocado dos veces la misma
combinacion.

¢ Qué se aprende?: Como en el caso anterior, que a veces la intuicién falla al
evaluar probabilidades. También se tiene un ejemplo de problema que, aunque
aparentemente es muy distinto al anterior, en esencia es el mismo y se resuelven de
la misma forma.

Otras actividades : En Espafia se empez6 a realizar este tipo de sorteo en 1985. En
http://www.onlae.es/primitiva/historicoTodosLosSorteos.aspx se pueden consultar
todas las combinaciones ganadoras hay hoy ¢Ha salido alguna vez repetida?
Buscarlo es laborioso aunque con una hoja de calculo se puede hacer de forma
eficiente. La respuesta es si, el 22 de agosto de 2002 y el 10 de diciembre de 2009
salié la misma combinacién ganadora.

6. Miscelanea

Existen muchos casos practicos que se pueden utilizar para ensefar y motivar
sobre las posibilidades de la estadistica. En este apartado se comenta uno de ellos,
el primero que aparece en un libro muy conocido, y también las posibilidades de
usar la prensa como fuente de material para la discusion y el aprendizaje.

6.1. La vacuna contra la poliomielitis

La posibilidad de inmunizarse frente a una enfermedad infecciosa seguramente
ha sido uno de los descubrimientos que mas impacto ha tenido en la mejora de la
salud y en la esperanza de vida. Pero cada enfermedad requiere su vacuna
especifica, y dar con ella no siempre es facil. Existen varios procedimientos para
prepararlas y aunque en experimentos con animales, o con humanos a pequefia
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escala, se pueden tener bastantes pistas sobre su nivel de eficacia, antes de dar una
vacuna por buena y recomendar su uso masivo es necesario estar muy seguros de
gue sus beneficios compensaran los costos y los riesgos que inevitablemente se
asumen.

En 1954 se realiz6 una prueba a gran escala para evaluar la eficacia de una
vacuna contra la poliomielitis (la vacuna Salk, desarrollada por el epidemiologo
Jonas Salk) y el proceso que se siguié estd muy bien explicado en el libro de J.
Tanur et al.: “La estadistica: una guia de lo desconocido™. Se justifica la necesidad
de realizar una prueba a gran escala, se comentan las diferentes alternativas que se
consideraron en el disefio de la recogida de los datos y las dificultades encontradas
al llevarlo a cabo, se justifica la necesidad de tener un grupo de control y aparecen
conceptos como “control por placebo” o técnica de “doble ciego”. Esta escrito en un
tono de divulgaciéon, perfectamente al alcance de un estudiante de ensefianza
secundaria, y pone de manifiesto el papel clave que juega la estadistica en este tipo
de estudios. Un aspecto importante es que al final, de éste y de todos los casos que
se presentan, se incluye un cuestionario sobre el contenido del caso.

THIRD EDITION ity W Tame im Musisier Wil B, Krezal
S TAT I S T I C S Erieh | L shmann, Rlckerd F Link F_:mls.mzr::n,ez-:lnp Tising
A GUIDE TO THE UNKNOWN I_ﬂ ESIH[IIS"[:H

Ura guia de lo desconocid

A Guide to the Unknovn
| Pt kb

Figura 7: Libros que contienen casos practicos sobr e el uso de la estadistica (los dos de arriba
son el mismo, en inglés y en espafiol). Ver bibliogr  afia

4Capl’tulo 1: “El mayor experimento de la historia en el campo de la sanidad publica: la gran prueba de la vacuna Salk contra la
poliomielitis (1954)” escrito por el profesor Paul Meier de la Universidad de Chicago.
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Lamentablemente, la versibn espafola del libro estd agotada, aunque
seguramente es facil encontrarlo en las bibliotecas universitarias. En inglés existe un
nuevo volumen, editado con mismo espiritu que el primero, y que contiene nuevos
casos. En la Facultad de Matematicas y Estadistica de la UPC también editamos un
libro de este estilo que puede ser descargado de http://Jupcommons.upc.edu/e-
prints/handle/2117/7915 .

6.2. La estadistica en la prensa (y en la publicida d)

A veces en la prensa se encuentran errores 0 malos usos de la estadistica y
€s0s recortes se pueden usar para, de una forma que puede ser divertida, poner de
manifiesto los errores a evitar. Creo que lo mejor es que el profesor tenga su propio
dosier de prensa local con noticias o titulares que tengan interés a efectos
didacticos. Hay que evitar transmitir la idea de que “la prensa nos engafa” (poco se
lee...) seguramente en todas partes hay prensa mas o menos seria, y cualquiera se
puede equivocar. En el dosier, ademas de muestras de errores deberia haber
muestras de estudios o graficos bien hechos, que resaltan de forma clara la
informacion que contienen los datos.

Alerta por la desproteccion

I Amnistia Internacional dice que el sector no estd :i El 65% de los menores de 10 a 1\2"aﬁos admiten
bien regulado vy pide al Gobierno que intervenga Il qle acceden-a progranmas para mayores de edad

Aun con premisas tan poco edifi-

gos destinados a mayores de 18
aiibs, dijo Balta. Estos porcentajes

Figura 8: Ojo con las operaciones con porcentajes. Tomado de: Sara Fontdecaba y Maria Monton:
“Estadistica en la prensa. Estudio critico” (ver referencias)

¢, Qué se aprende?: La estadistica es omnipresente en los medios de comunicacion,
a veces se hace un buen uso y otras no tanto. A veces las apariencias engafan y
hay que estar atento.

Otras actividades : Los mismos estudiantes pueden participar aportando recortes de
prensa o de publicidad que se pueden comentar.

Mas informacién en

La pagina web: www.malaprensa.com contiene ejemplos de graficos poco
afortunados y ejemplos de mala interpretacion de estadisticas

Sara Fontdecaba y Maria Monton: “Estadistica en la prensa. Estudio critico” en
“Estadistica en Accion” publicado por la Facultad de Matematicas y Estadistica de la
UPC. Puede descargarse el libro completo. Este es el capitulo 15.
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Resumen

La resolucion de problemas estadisticos evalta la lectura, analisis e inferencia sobre la
distribucion de dados y los conceptos estadisticos. Asi, ofrece subsidios para la Psicologia
cognitiva y educativa. En este estudio se propuso un problema sobre media, mediana y moda
para 137 estudiantes de ambos sexos, de quinta y octava serie de ensefianza fundamental, de
una escuela de Brasilia, DF; cuyas edades promedios fueron 10,8 y 13,7, respectivamente. La
estrategia mas utilizada fue sumar los valores; pocos utilizaron division y tablas de frecuencias;
todas las alumnas de 52 serie desarrollaron alguna estrategia; 18,4% de estudiantes hombres
no respondieron; esto se invirtio para la 82 serie: 27,9% de estudiantes mujeres y 10% de
estudiantes hombres no respondieron. Se concluye sobre la importancia de la estadistica en el
curriculo de matematica de ensefianza fundamental; la importancia de considerar el género en
la mediacion de diferentes areas de conocimiento; el papel de la Psicologia educativa.

Abstract

We studied the relationship between reading, analysing and making inferences, mathematical
knowledge and gender. By presenting a problem regarding mean medlan and mode to 137
students of both sexes between the ages of 10.8 and 13.7 in the 5™ and 8" grades of a public
school in Brasilia, Brazil, we found that: the majority used addition and av0|ded division and
frequency tables; 100% of female students and 81.6% of males |n the 5" grade developed a
strategy; 27.9% of female students and 10% of males in the 8" grade did not answer. We
defend the teaching of statistics in primary school, that gender be taken into account in
mediating knowledge and the role of Educational Psychology.

Resumo

A resolucao de problemas estatisticos avalia a leitura, analise e inferéncia sobre a distribuicao
de dados e os conceitos estatisticos. Assim oferece subsidios para a Psicologia cognitiva e
educativa. Neste estudo propusemos um problema sobre média, mediana e moda a 137
estudantes de 5% a 82 séries do Ensino Fundamental, com idade média de 10,8 e 13,7,
respectivamente, de ambos os sexos, de uma escola publica de Brasilia, DF, Brasil. A
estratégia mais utilizada foi somar os valores; poucos utilizaram a divisdo e as tabelas de
freqiiéncia; todas as estudantes de 52 série desenvolveram uma estratégia; 18,4% do sexo
masculino ndo responderam; isto se inverteu para a 82 série: 27,9% do sexo feminino e 10 %
do masculino ndo responderam; Se conclui sobre a importancia da estatistica no curriculo de
matematica do ensino fundamental; a importéncia de considerar o género na mediacdo de
diferentes areas do conhecimento; papel da Psicologia Educacional.

! Este estudio se desarrollé dentro del Proyecto de Investigacion — Las relaciones de los significados de género en al
construccion y en la mediacion del conocimiento matematico, coordinado por la Profa. Dra. Maria Helena Favero
(Universidad de Brasilia), con el apoyo del Consejo Nacional del desarrollo cientifico y tecnolégico. CNPq.
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1. Introduccion

La literatura internacional sobre Educacion Matematica y sobre Educacién
Estadistica tienen sefialados tres aspectos de consenso: 1/ la importancia de la
ensefianza de la estadistica dentro de la ensefianza basica, como instrumento
para el desarrollo de la capacidad de leer, analizar y hacer inferencias a partir de
la distribucién de los datos; 2/ la defensa de que este contenido integre el curriculo
de matematicas dentro de la ensefianza basica y 3/ la necesidad de que los
profesores y futuros profesores tengan un conocimiento adecuado sobre los
objetos matematicos basicos que subyacen la idea de distribucion, sobre todo en
lo que se refiere a los graficos estadisticos, medidas de posicion central y de
dispersion (ver por ejemplo, Watson & Morritz, 1999; Watson, 2001; Bakker, 2004;
Espinel, 2007; Shaughnessy, 2007).

Los estudios en esta linea de investigacion cubren una fase etaria muy
amplia, que va desde los 8 a los 22 afos y se enfocan principalmente en las
dificultades que los estudiantes encuentran en la comprension de los conceptos
estadisticos.

Los primeros estudios datan de los afios 1980 y evidencian que los errores
presentados en la resolucién de problemas involucran conceptos estadisticos
elementales relacionados con el desarrollo de algunas propiedades matematicas
del concepto de media aritmética, con creencias equivocadas y conocimientos ya
adquiridos que operan como obstaculos (Pollatsek, Lima & Well, 1981; Mevarech,
1983).

Los estudios de los afios 1990 se apoyan en la perspectiva cognitiva para
explicar la evolucion de la comprension de los conceptos estadisticos con los
siguientes presupuestos: 1/ la comprension de que un determinado concepto pasa
por diferentes estadios, tal como los manifestados en las respuestas obtenidas en
las situaciones problemas aqui propuestas; 2/ la complejidad de los raciocinios
que estan relacionados con el estadio en el cual el sujeto que dio la respuesta se
encuentra en ese momento. Se trata, por tanto, de una perspectiva piagetiana y el
objetivo de este estudio era clasificar las respuestas dadas a las situaciones
problemas, de acuerdo con una jerarquia que refleja el dominio del contenido de
las mismas.

Estos estudios también resaltaron el interés relacionado con la formacion de
profesores y futuros profesores de matematicas, en el sentido expuesto en el
primer parrafo.

Los estudios de 2000 en adelante, han enfatizado el método longitudinal
complementado con entrevistas y procurando explicar la evolucion de los
esquemas de pensamiento asociados a los niveles de respuesta encontradas en
los estudios enfocados en los conceptos estadisticos (Watson & Morritz, 2000, por
ejemplo).

Como se sabe, uno de los tipos mas frecuentes de analisis estadistico es la
comparacion de dos distribuciones. Por esto, varios autores se han enfocado en la
manera como los estudiantes realizan este tipo de actividades. Los resultados han
mostrado que, de manera general, a pesar de la comparacion de distribuciones,
que formalmente se da a partir de las medidas de posicién central y de la
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dispersién de las variables, los estudiantes no utilizan la media, ni de manera
intuitiva, para comparar conjuntos de datos. En lugar de esto, lo mas comun es
gue ellos se centren en las frecuencias absolutas y no en las relativas para hacer
las comparaciones, incluso frente a muestras de tamafios muy diferentes.

De manera general, los estudios han evidenciado que detras de la idea de
distribucion subyacen algunos objetos matematicos basicos, sobre todo cuando se
trata de graficos estadisticos, medidas de posicion central y de dispersion.

En este estudio, procuramos evidenciar la relacion entre la capacidad de leer,
analizar y hacer inferencias a partir de distribuciones de datos y el conocimiento
matematico escolar previo, teniendo en cuenta un corte transversal (5% y 82
series). También intentamos obtener datos sobre esta relacién y el género de los
estudiantes.

2. Método

Participaron de este estudio 137 estudiantes de ambos sexos, de una
escuela de la red publica de Brasilia, DF, 64 de quinta serie con edad promedio
10,740,7 y 73 de octava serie de ensefianza fundamental con edad promedio
13,740,7; las distribuciones de edad y género para cada serie se presentan en las
tablas | y .

Tabla I. Distribucion de edad de nifios de 5 Serie,  por Sexo y Total

Edad | Mujeres Hombres Total

10 [13]48,1%| 9 | 24,3% | 22 | 34,4%
11 | 11]40,7% | 21 | 56,8% | 32 | 50,0%
12 3 [11,1%| 7 [18,9% | 10 | 15,6%
Total |27 | 100% | 37 | 100% | 64 | 100%

Tabla Il. Distribucién de edad de nifios de 8 Serie , por Sexo y Total

Edad Mujeres Hombres Total
13 |22|512% | 10 | 37,0% | 32 | 45,7%
14 |16 |37,2% | 14 | 51,9% | 30 | 42,9%
15 5 1116% | 3 |111%| 8 |11,4%

*

Total | 43| 100% | 27 | 100% | 70 | 100%

3 nifios omitieron informacién acerca de su edad

Se propuso la misma situacidn problema a todos los estudiantes: la
comparacion del contenido de dos diferentes marcas de cajas de fésforos, digitado
en hojas de papel A4, involucrando las medidas de posicién central — Moda,
Mediana y Media Aritmética— explicitadas en 3 (tres) casos de muestras ficticias,
qgue de aqui en adelante denominaremos tareas.

En cada una de las 3 (tres) tareas se buscdé que los estudiantes
determinaran, a partir de sus criterios y calculos, la marca de fosforos (X 6 Y) que,
segun los datos presentados tenian mas contenido en sus cajas, de acuerdo con
la siguiente situacion problema: “Las empresas X e Y, fabrican fésforos que
venden en cajitas. Todas las cajas presentan una etiqueta que indica 40 fésforos
de contenido. Se sabe, por observacion y conteo, que algunas cajas no siempre
traen el mismo numero de fosforos. Algunas veces ellas presentan una mayor o
menor cantidad de fosforos; otras veces presentan efectivamente la cantidad
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indicada (40)”. Esta situacion era seguida de las siguiente informacion, pregunta y
solicitud:

“Para cada caso e independiente uno de los otros, responda las siguientes
preguntas: ¢Cudl marca (X 6 Y) cree usted que trae mas fosforos en sus
cajas? ¢ Por qué cree que es esta marca? ¢COmo procedié para escoger
esta marca? Por favor responda en los cuadros inferiores y en caso de
hacer alguna anotacion o calculo, no lo borre”.

La variacion de la distribucion de los datos en cada tarea tuvo la intension de
favorecer la utilizacion de uno de los indicadores de tendencia central (Moda,
Mediana y Media Aritmética) como base de la elaboracion de la estrategia de
solucion de la misma. Las tareas de la Moda y la Mediana contenian un total de 20
datos para cada marca, presentados en tablas, mientras que la tarea de la Media
Aritmética presentd 20 datos para una marca y 30 datos para la otra, presentados
igualmente en tablas.

La estructura de la tarea de la Moda correspondié a la de un proceso para
determinar, en cada marca, el valor de contenido de las cajas de fosforos, que
presentaba mayor frecuencia absoluta, realizando posteriormente la comparacién
de estos valores, entre marcas, para determinar aquella que presentaba la mayor
cantidad de fésforos en sus cajas.

Los datos de la tarea, junto a una representacion grafica? puede observarse
a continuacion:

X Y
393740 4039 |37
3714038 404038
413939 39|38 |41
373738 414039
403939 3813938
3914039 3714040
4139 37140

SR MNWE RS N RS

X Y

Fig. 1: Distribucion de valores y grafico de los datos de la tarea de la Moda

Considerando la Moda como el indicador de tendencia a calcular para
resolver la tarea, las exigencias para su solucion serian:

1. Identificar las marcas de fésforos como dos categorias diferentes (X e Y).

2. En cada marca, identificar los diferentes valores de cantidad de contenido de
fésforos reportados en las listas de datos (37, 38, 39, 40, 41).

3. Calcular la frecuencia absoluta de cada uno de los diferentes valores
reportados en las tablas de datos (X: 37 hay 4, 38 hay 2, 39 hay 8, 40 hay 4, 41
hay 2; Y: 37 hay 2, 38 hay 4, 39 hay 4, 40 hay 8, 41 hay 2).

4. Encontrar, en cada marca, el maximo de las frecuencias absolutas calculadas
(X:8;Y:8).

5. ldentificar, en cada marca, el valor de cantidad de contenido de fésforos
asociado al maximo de las frecuencias absolutas encontrado (X: 39; Y: 40).

? Los gréficos que aqui se observen, solo son referentes para que los lectores puedan hacerse una idea de la forma de la
distribucion de los datos presentados en cada tarea y no fueron presentados a los nifios evaluados.
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6. Comparar los valores de contenido determinados en cada una de las marcas y
escoger el mayor de ellos (Y: 40).

7. Seleccionar la marca a la cual pertenece el mayor de los valores de contenido
escogido, como aquella que tiene las cajas con mayor contenido de fésforos

(Y).

La estructura de la tarea de la Mediana correspondi6é a la del proceso de
determinar el valor ubicado en la mitad de cada conjunto de datos ordenados,
realizando posteriormente la comparacion de estos valores para encontrar la
marca que presento la mayor cantidad de fésforos por caja.

Los datos, junto a una representacion grafica puede observarse a
continuacion:

Y X
41]37|38]| |37]41[38
37[38|41| [40]38[40
40]38[40| |38]40[39
38|40|37| [41]41[38
384137 [39]37]40
38[40|41| [41]38|41
40141 38140

[ B T I S - ]

Fig. 2: Distribucion de valores y grafico de los datos de la tarea de la Mediana

Bajo estas consideraciones, las exigencias de la tarea, para alcanzar una
solucion a partir de la presentacion de las tablas de datos serian:

1. Identificar las marcas de fésforos como dos categorias diferentes (X e Y)

2. En cada marca, identificar los diferentes valores de cantidad de contenido de
fosforos reportados en las listas (37, 38, 39, 40 y 41)

3. Ordenar de manera consecutiva, creciente o decreciente, en cada marca, todos
los valores de cantidad de contenido de fosforos. Esto puede hacerse
calculando las frecuencias absolutas de los valores de cantidad de contenido
(X: 37 hay 2, 38 hay 6, 39 hay 2, 40 hay 5, 41 hay 5; Y: 37 hay 4, 38 hay 6, 39
no hay, 40 hay 5, 41 hay 5).

4. Determinar, en cada marca, el valor de cantidad de contenido de fésforos
ubicado en la mitad de la coleccién, para lo cual se debe:

4.1.Determinar el total de elementos de cada marca (X: 20; Y: 20).

4.2.Si el nuamero total de elementos en la marca es impar, determinar la
posicion central de la coleccion, a través de calcular el cociente del nUmero
total de elementos incrementado en una unidad, y dos. Seleccionar como
valor el dato ubicado en esa posicion. (No aplica para este caso)

4.3.Si el numero total de elementos en la marca es par, determinar el valor a
través de calcular la semisuma de los datos centrales ubicados, el primero,
en la posicion determinada por la mitad del numero total de elementos, y el
segundo, en la posicién siguiente; es decir la determinada por la mitad del
namero total de elementos mas una unidad. (X: 39,5; Y: 39)

5. Comparar los valores de contenido determinados en cada una de las marcas y
escoger el mayor de ellos. (X: 39,5)
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6. Seleccionar la marca, a la cual pertenece el mayor de los valores de contenido
escogido, como aquella que tiene las cajas con mayor contenido de fosforos
por caja.

La estructura de la tarea de la Media Aritmética correspondi6 a la del proceso
de determinar, en cada marca, el valor de cantidad de contenido de fosforos tal
que sumado n veces® dé como resultado la suma total de los valores de contenido
observados; esto se consigue a partir de calcular, en cada marca, la division de la
suma de los datos por el niamero total de ellos; realizando posteriormente la
comparacion de estos valores para encontrar la marca que presenta la mayor
cantidad de fésforos en sus cajas. Los datos, junto a una representacion grafica se
observan a continuacion.

X Y .
39]39[39]39| [39]41[40 o
39]41[40(37] [37[38[40| | ¥

39/39(40[40| [39]41|39
40(39(39|39| |39|38|39
37/38(39(37| 413938
37/41(41(38| 393738
40140(38|37] |39]|41
39|37

R ]

38

—— —— =39

T 1 —— =40

T i [~ mn
v X

Fig. 3: Distribucion de valores y graf ico de los datos de la tarea de la Media Aritmética

Al igual que en los casos anteriores, suponiendo la Media Aritmética como la
medida de tendencia central a través de la cual seria posible resolver la situacion,
las exigencias de la tarea a partir de la presentacion de las tablas de datos serian:

1. Identificar las marcas de fésforos como dos categorias diferentes (X e Y).

2. Para cada marca, calcular la suma de los valores de contenido de fosforos de
todos elementos (X: 1167 e Y: 782).

3. Contar, en cada marca, el nimero de elementos (X: 30 e Y: 20).

4. Calcular el cociente entre la suma de los valores de contenido y el total de
elementos de cada marca (X: 38,9; Y: 39,1).

5. Comparar los valores determinados en cada una de las marcas y escoger el
mayor de ellos (Y: 39,1).

6. Seleccionar la marca a la cual pertenece el mayor de los valores de contenido
escogido, como aquella que tiene las cajas con mayor contenido de fosforos
por caja.

3. Resultados y discusion

Como ya dijimos, se recopilaron 64 pruebas de estudiantes de 52 serie y 73
pruebas de estudiantes de 82 serie. El procesamiento para analizar los datos, se
dividié por serie y por tareas.

Inicialmente, el conjunto de evaluaciones se organizo teniendo en cuenta el
género y el numero de tareas que cada estudiante, hombre y mujer, procurd
resolver. Asi, se puede observar que la mayoria de estudiantes de 52 serie
presento intento de solucién en las tres tareas, siendo superior este porcentaje en

® Esta cantidad n, corresponde al total de datos de cada marca
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estudiantes mujeres que en estudiantes hombres. Aunque las distribuciones de las
soluciones son muy parecidas, resalta el hecho que en los estudiantes de
hombres, el 18,9% no resolvié ninguna tarea, frente al 0,0% de las estudiantes
mujeres. Las distribuciones completas pueden observarse en la Tabla Il, a bajo.

Tabla lll. Distribucién porcentual del nimero deta  reas que
intentan solucionar los estudiantes de 52 Serie, se  gun sexo

Intento de
solucion
Total Tareas |Hombres | Mujeres
0 18,9% 0,0%
1 10,8% 18,5%
2 8,1% 3,7%
3 62,2% 77,8%
Total 100% 100%

El conjunto de datos, considerando todos los estudiantes de la 52 serie,
evidencié en primer lugar que la gran mayoria intenta resolver la primera tarea
(Moda). El analisis de las estrategias utilizadas en la solucion de las tres tareas
presentadas evidencio el desarrollo progresivo y creciente de estrategias,
encontrandose en la primera tarea (Moda), 4 (cuatro) categorias, y en la segunda
y la tercera tareas (Mediana y Media Aritmética) 5 (cinco) categorias, incluyendo
en cada caso las 4 categorias iniciales.

Se pudieron identificar 6 categorias distintas utilizadas por los estudiantes de
la 52 serie en la solucién de las tres tareas.

A continuacion se describen las 6 categorias de estrategias construidas.
Aungue no en todas las estrategias se logra evidenciar la secuencia ejecutada,
cada categoria permitio establecer un tipo solucion a la tarea, asi:

1. Suma: Esta conformada por las estrategias en las cuales se presenta una
organizaciéon en columna de, la totalidad o parte de, los datos para calcular un
indicador de cantidad (Suma Total) que permitiera realizar la comparacién de los
grupos y tomar la decision por una de las marcas. Algunos ejemplos observados
son las siguientes:

— Marca:

= - L’; Justiﬁcali‘/a::\;‘v 41 t 1 45
L e 59 119
Z 1é [ RET
&6 "77_5’;;{:7 ._§ 79
= i »
= 5
, ) 3 111
= e T T B - 215
= 61 ’/
- & - T — e
2. Multiplicacion: Se incluyen aqui, aquellas estrategias en las que aparecen

relacionados los distintos valores presentados en la lista de datos, junto con la
cantidad que de ellos se encontrd, calculando al final una suma de los productos.
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Podemos decir que el objetivo de las estrategias de esta categoria es igual al de
las incluidas en la categoria anterior. Un ejemplo de esta estrategia es el siguiente:

Marca:
Justificativa

3. Discurso Explicativo: aparecen aquellas estrategias que presentan textos
que los estudiantes utilizaron como argumentos para sustentar su decision, con la
particularidad que no fue posible evidenciar, en ninguno de los casos, existencia
de hechos que soportaran el discurso, como se observa en los ejemplos
siguientes.

[Marca: X

Justificativa:, _Mél.c-a: — .
QIR €. Jpsyopemioy. | g & . Mo
Marca: Ny
Justificativa: P DI O P -GS O NN SNy TP, |
A ONOH Qo J\)'O—M);A}-j NW‘LQ»_M,L,?@a!:;

e o cco~Htous

4. Proporcionalidad Directa: se encuentran aqui, aquellas estrategias a travées
de las cuales los estudiantes escogieron la marca que presenta el mayor valor con
la mayor frecuencia o aquella que, en su criterio, presentaba mayor cantidad de
valores de contenido mas altos. A continuacion se presentan ejemplos:

Marca:
Marca: Y Justificativa:
ustfcatva I Y
ustifica 'Vf" 1‘{3’ /Ay ‘,:u;;v A P u,x{} N U\ *p\m:,q}m Jem VMOLS  Qousl, i s
(At A A PN TP Warad s soin )
Ay {i;, 5(“ 0~ IS LJ& g p !J{/ \f wetes ) pal te
5. Proporcionalidad Inversa: corresponde a aquellos procesos en los cuales

los estudiantes escogieron la marca, a partir de comparar los valores de cantidad
de contenido de fésforos mas pequefios y con menor frecuencia. Esta estrategia
se evidencié en las soluciones presentadas al resolver la tarea de la Mediana. Un
ejemplo se observa en seguida.

Marca: <
Justificativa: /P . p . ;
(DA PR iR L\ 2 Ao 1 M ».i:\ . g
Sy, FX, L 2~ | oekag (N %~
I A e -XQ,MM AMGAS |
6. Cantidad de Datos: considera aquellos casos en los cuales, en la tarea de

la Media Aritmética, la estrategia se base en escoger la marca a partir de la
comparacion de la cantidad de datos que se presentaban en las listas, un ejemplo
se observa a continuacion:
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Es de notar que aquellos estudiantes que utilizaron estrategias clasificadas
en la tercera categoria, no presentaron ningun tipo de calculo matematico que
acompafnara su texto escrito, de otro lado, los estudiantes que implementaron
otras estrategias, algunos utilizaron argumento textual en su respuesta. En la
mayoria de estos Ultimos casos se observan errores en los calculos realizados, asi
como el desarrollo de procesos de forma inconclusa. Las distribuciones de
frecuencias, por género, de la clasificacion de las estrategias en las categorias de
solucion identificadas para los resultados presentados en cada una de las tres
tareas, por los nifios de la 52 serie se muestran a continuacion en las tablas IV, V y
VI.

Tabla IV. Distribucion de frecuencias de las estrat
solucion de la tarea de la Moda, por género, para |

egias utilizadas en la
os estudiantes de 52 serie

Tarea de la Moda
Estrategia Hombres | Mujeres
1 |Suma 31,3% 44,4%
2 | Multiplicacion 3,1% 14,8%
3 | Discurso explicativo 53,1% 25,9%
4 | Proporcionalidad Directa 12,5% 14,8%
100% 100%

Tabla V. Distribucién de frecuencias de las estrate

solucién de la tarea de la Mediana, por género, par

gias utilizadas en la
a los estudiantes de 52 serie

Tarea de la Mediana
Estrategia Hombres | Mujeres
1 | Suma 16,0% 28,0%
2 | Multiplicacion - 12,0%
3 | Discurso explicativo 80,0% 52,0%
4 | Proporcionalidad Directa 4,0% 4,0%
5 | Proporcionalidad Inversa - 4,0%
100% 100%

Tabla VI. Distribucién de frecuencias de las estrat

egias utilizadas en la solucién

de la tarea de la Media Aritmética, por género, par  a los estudiantes de 52 serie

Tarea de la Media Aritmética

Estrategia Hombres | Mujeres
1 |Suma 13,0% 17,3%
2 | Multiplicacion - 8,7%
3 | Discurso explicativo 52,2% 30,4%
4 | Proporcionalidad Directa 4,3% 13,0%
6 | Cantidad de Datos 30,4% 30,4%

100% 100%
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En las distribuciones de frecuencias de los resultados de los estudiantes
hombres, las estrategias mas utilizadas, en todas las tareas, fueron clasificadas en
la categoria de Discurso Explicativo (53,1%; 80,0% y 52,2% respectivamente),
mientras que en el caso de las estudiantes mujeres, ésta categoria sobresale en la
segunda tarea (52,0%), mientras que en la primera tarea es la categoria de la
Suma (44,4%) y en la Ultima aparecen dos categorias: Discurso Explicativo y
Cantidad de Datos, con el 30,4% cada una.

Considerando las tablas IV, V y VI, y las exigencias de cada una de las tres
tareas, como se describié antes, podemos decir que las 6 categorias utilizadas
para clasificar las estrategias utilizadas por los estudiantes de la 52 serie en la
solucién de cada una de las tres tareas, muestran que éstas no respondieron a las
exigencias de las mismas. Al parecer, los estudiantes de la 52 serie evitaron los
algoritmos requeridos, sobretodo el de la division y el de la ordenacion de los
datos. Este hecho es interesante para nuestro estudio, una vez que, como dijimos
antes, una de nuestras intensiones era evidenciar la relacion entre la capacidad de
leer, analizar y hacer inferencias a partir de distribuciones de datos y el
conocimiento matematico escolar previo.

Para el caso de los estudiantes de la 82 serie, la distribucion de los
resultados de las tentativas de solucion de las tareas por género, se pudo
observar que el porcentaje de estudiantes mujeres que no responden, supera
significativamente el de estudiantes hombres, lo que resulta contrario al resultado
observado en el caso de los estudiantes de 52 serie. Como se observo en éstos
altimos, la mayoria de los estudiantes de la 82 serie igualmente intentan resolver
todas las tareas, las distribuciones por género se presentan en la tabla VII a
continuacion.

Tabla VII. Distribucién porcentual del nimero deta  reas que intentan solucionar los
estudiantes de 82 Serie, segun sexo

Intento de solucién
Total Tareas | Hombres Mujeres
0 10,0% 25,6%
1 0,0% 2,3%
2 13,3% 0,0%
3 76,7% 72,1%
Total 100% 100%

Las estrategias elaboradas por los estudiantes de esta serie, fueron
clasificadas en 9 categorias, las cuales incluyeron las 6 observadas en las
estrategias utilizadas por los estudiantes de la 52 serie en su solucién.

Por ello, se presentara la descripcion de las tres categorias de estrategias
restantes.

7. Suma y Divisién (Media Aritmética): Quedan aqui aquellas estrategias en
las que se presentaron algoritmos que involucraban la suma de los datos y su
posterior division por el total de ellos, lo que caracteriza el algoritmo de la media
aritmética. Algunos estudiantes lo identificaron con el nombre de media, otros solo
utilizan el procedimiento para encontrar el valor a comparar. Algunos ejemplos se
presentan a continuacion:
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8.  Suma de Diferencias a 40: En esta categoria, se encuentran las estrategias

en las que se calcula la diferencia de cada dato con el valor 40, realizando
posteriormente la suma de estos valores calculados y finalmente se comparan
estas sumas para decidir por la marca cuya cantidad fuera menor. Un ejemplo es
el siguiente.

Marca: Y
Justificativa: X Y
) Lo ZJ§
/\ ~139137] 40 40 (39(37| [ ;
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9. Calculo de Frecuencias Absolutas: Se incluyen aquellas estrategias que

consisten en realizar un listado en dos columnas, en el cual la primera presenta
los distintos valores de contenido observados y la segunda, la cantidad de veces
gue cada dato aparece registrado. Realizando posteriormente comparaciones
entre los valores de las frecuencias, considerando el valor de contenido al cual
estd asociado. La caracteristica principal de esta estrategia radica en la
construccion total de la tabla de frecuencias. Ejemplos de este tipo son los
siguientes:

Marca:
Justificativa:

2 Y

" |
24 = } ;Q‘i
ZY = 4 l R,
zf';@-ﬂ- 4 | ho-+
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2. g | 987D

”Z@ 1 / O \vY:2.4f

Estas Gltimas tres categorias, resultan consecuentes con las exigencias de
solucion de las tareas y permiten alcanzar el éxito de la misma, aunque, como
puede observarse a continuacion en las tablas de distribuciones frecuencias (VIII,
IX y X) correspondientes a los resultados de los estudiantes de la 82 serie, los
porcentajes de estudiantes ubicados en esas categorias son minimos, llegando a
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lo sumo a alcanzar cerca de un 17% (tarea de la Mediana) en los estudiantes
hombres y un 7% (tarea de la Media Aritmética) en las estudiantes mujeres.

Tabla VIII. Distribucién de frecuencias de las estr  ategias utilizadas en la solucion de
la tarea de la Moda, por género, para los estudiant  es de 82 serie

Tarea de la Moda
Estrategia Hombres | Mujeres
1|Suma 33,3% 56,3%
2 | Multiplicacién 11,1% 6,3%
3 | Discurso explicativo 14,8% 12,5%
4 | Proporcionalidad Directa 22,2% 18,8%
5 | Proporcionalidad Inversa 3,7% -
7 | Suma y division (Media Aritmética) | 7,4% -
8 | Suma de Diferencias a 40 3,7% 3,1%
9 | Célculo de Frecuencias Absolutas 3,7% 3,1%
100% 100%

Tabla IX. Distribucién de frecuencias de las estrat  egias utilizadas en la solucién de
la tarea de la Mediana, por género, para los estudi  antes de 82 serie

Tarea de la Mediana
Estrategia Hombres | Mujeres
1|Suma 29,2% | 58,1%
2 | Multiplicacion 4,2%
3 | Discurso explicativo 29.2% | 22,6%
4 | Proporcionalidad Directa 16,6% | 12,9%
6 | Mayor cantidad de datos 4,2%
7 | Suma y division (Media Aritmética) 4,2%
8 | Suma de diferencias a 40 4,2% 3,2%
9 | Célculo de frecuencias 8,3% 3,2%
100% 100%

Tabla X. Distribucion de frecuencias de las estrate  gias utilizadas en la solucién de la tarea
de la Media Aritmética, por género, para los estudi  antes de 82 serie

Tarea de la Media Aritmética

Estrategia Hombres | Mujeres
1|Suma 12,5% 56,7%
3| Discurso explicativo 12,5% 13,3%
4 | Proporcionalidad Directa 20,9% 6,7%
6 | Cantidad de Datos 41,7% 16,7%
7 | Suma y Divisién (Media Aritmética) | 4,2%
8 | Suma de Diferencias a 40 4,2% 3,3%
9 | Calculo de Frecuencias Absolutas 4,2% 3,3%

100% 100%

Considerando las tablas VIII, IX y X, y las exigencias de cada una das tres
tareas, como se describié antes, podemos decir que las 9 categorias utilizadas
para clasificar las estrategias utilizadas por los estudiantes de la 82 serie en la
solucién de cada una de las tres tareas, muestran que solo las tres udltimas
responden a las exigencias de las mismas. Observando que en estas tres
categorias la frecuencia de estudiantes que las utilizan fue muy baja, respecto a la
prevalencia de las estrategias de Suma, Discurso Explicativo y la Proporcionalidad
Directa. Como ocurrié con los estudiantes de la 5% serie, la mayoria de los
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estudiantes de la 82 serie también evit6 los algoritmos, sobretodo el de la division
y el de la ordenacion de los datos.

Las mismas tablas nos evidencian que las estudiantes mujeres de la 82 serie
permanecieron en la primera categoria, es decir, en la Suma. Ademas de esto,
ellas evitaron estrategias clasificadas en la categoria de Suma y division (Media
Aritmética), en todas las tareas presentadas.

4. Conclusion

Podemos decir asi que nuestros resultados evidencian dos aspectos muy
importantes: el primero, respecto a la relacion entre la capacidad de leer, analizar
y hacer inferencias a partir de distribuciones de datos y el conocimiento
matematico escolar previo, y el segundo, respecto a la interaccion entre esta
relacion y la cuestion de género.

Con respecto al primer aspecto, podemos adelantar desde ya que, aunque el
estudio haya sido realizado con estudiantes de 5% y 82 serie de Ensefianza
Fundamental, lo que supone una historia de escolarizacion, parece que la
interaccion de estos estudiantes con el conocimiento matematico, durante su
formacién escolar, no se presentd como instrumento para la resolucion de
situaciones problemas como los propuestos.

Una prueba de esto y que llamé la atencidén son los ejemplos de aplicacion
de los algoritmos de solucion de problemas en el sentido de la simplificacion
consecutiva de calculos hasta conseguir obtener un solo valor, como es el caso
que presentamos como ejemplo a bajo. Como podemos observar, el estudiante
culmina en una resta, posterior al proceso de suma de los datos de cada grupo,
pero no indica el significado que tiene ese resultado en el contexto del problema
para alcanzar la solucion; solo se limita a expresar el resultado dltimo, sin hacer
referencia a la pregunta que plantea el problema.

[caso1 ] E =3
Marcs:.
J_E_thrat:\.-a xﬂ}’lJ\- v
- S b

Asi, podemos decir que estos datos evidencian coherencia con los datos de
la literatura internacional sobre Educacion Estadistica, desde aquellos de los afios
de 1980 (Pollatsek, Lima & Well, 1981; Mevarech, 1983) que como ya dijimo
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antes evidenciaron los errores presentados en la resolucién de problemas que
involucran conceptos estadisticos elementales que se relacionan con el desarrollo
de algunas propiedades matematicas del concepto de media aritmética, con
creencias equivocadas y conocimientos ya adquiridos que operaban como
obstaculos. Del mismo modo, estos datos son compatibles con los estudios de la
Psicologia de la Educacion Matematica, que han insistido, como lo hace Favero
(1999; 2007; 2009a; 2009b), defendiendo que, detras de ese hecho hay dos
cuestiones centrales: la ruptura entre conocimiento cientifico y el pensamiento
filoséfico y una practica de ensefianza en la cual la memorizacioén de reglas tiene
primacia sobre la comprension conceptual.

La cuestion de notacion del algoritmo matematico y del registro de las
tentativas de solucion en las situaciones de resolucion de problemas vienen
siendo particularmente bastante estudiadas, una vez que, como evidencio nuestro
estudio, ella explica de forma clara la manera como la educacion formal lidia con el
conocimiento matematico, en por lo menos dos aspectos: la naturaleza de su
mediacion y la competencia de los profesores. La cita abajo resalta tales aspectos:

En verdad, detras de estas cuestiones de escolarizacion esta la
relacion entre conceptos y los sistemas de signos usados en el
pensamiento y en la comunicacion (...) La insercion del individuo,
sea nifilo, adolescente o adulto, presupone la interaccion de este
individuo con los instrumentos de representacion del conocimiento
humano ya institucionalizados (Favero e Soares, 2002, p. 48,
traduccion nuestra).

Estas observaciones son compatibles con el estudio de Berger (2004), por
ejemplo, que traté de considerar la utilizacién funcional de lo signo matematico en
relacion con las implicaciones epistemologicas que esto puede traer para los
estudiantes universitarios, es decir, cOmo un estudiante universitario de
matematica se apropia de un objeto matematico que es nuevo para él, pero que
hace parte del discurso oficial de la matematica. Esta autora se fundamenta en la
teoria de Vygotsky (1986) para argumentar que los estudiantes utilizan los signos
matematicos de dos formas: como un objeto con el cual se comunica (en analogia
al uso de la palabra) y como un objeto en el cual centrar y organizar sus ideas
matematicas, aunque antes de que él o ella pueda comprender totalmente el
significado de este signo.

Esto significa que el concepto mateméatico esta imbuido de significados
personales del mismo modo que una palabra nueva para un nifio. Como esto es
socialmente regulado, como lo dijeran Favero y Soares (2002), el concepto implica
para el estudiante, un uso que compite con su uso en la comunidad matematica.
Este uso del signo matematico antes de la comprension matematica, Berger
(2004) lo denomina como “uso funcional”.

Podemos decir, entonces que, la escolarizacibn no ha respondido
adecuadamente a su papel de establecer la interaccion entre el uso funcional y el
uso matemético de los conocimientos matematicos oficiales.

Por otro lado, si consideramos los datos relativos al género, evidenciados en
nuestro estudio, podemos considerar que esta situacion se complica cuando se
articula con los significados de género masculino y femenino, como resalté Favero
(2009 b).
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La literatura sobre este aspecto es vasta e importante porque retoma la
cuestion de la eleccion de profesion de jovenes de sexo masculino y de sexo
femenino, resaltando que la divisién de roles masculinos y femeninos extrapolan la
vida privada y se adentra en la vida publica y profesional. Gonzalez-Pienda y Coll.
(2006) sefalan que en su mayoria, los estudios evidencian que, en relacion a la
matematica, las mujeres se perciben menos competentes que los hombres.

Favero (2010) sienta su posicidon respecto de esta cuestién, recalcando los
que ésta dice respecto de la socializacién, que, como ella misma subraya, no se
restringe al contexto familiar. La educacion formal, por ejemplo, desempefia un
papel indiscutible en el mantenimiento de los significados de género tanto desde el
punto de vista mas amplio, como desde el punto de vista de las practicas
escolares cotidianas. O sea, para esta autora, la construccion del conocimiento es
la adquisicion de nuevas competencias en el &mbito de las practicas escolares y
educativas involucrando mucho mas que saber como se construyen las
estrategias cognitivas. Ellas involucran también la cuestion del como y cuales al
igual que los valores sociales que permiten las informaciones, los procedimientos
y las propias actividades que fundamentan, en resumen, los propios paradigmas
personales (Favero, 1994; 2007b).

Asi, podemos considerar que nuestro estudio evidencia, como propone
Favero (2010), que la construccion de las practicas de socializacion presupone
una historia de la Educacién y una historia del acceso al saber. Tanto una como la
otra no son neutras ideolégicamente y estan intimamente ligadas a las practicas
discriminatorias de clase socil, etnia e género.

Para fundamentar su discusién, Favero (2010) retoma a Abramo (2004) y su
analisis sobre la division del trabajo segun la categorizacion de las esferas publica
y privada, para un analisis critico sobre la utilizacion de la nocién de “fuerza de
trabajo secundario” empleada para caracterizar la fuerza de trabajo femenino en
América Latina, ella defiende junto a Abramo (2004) que, esa caracterizacion de
“fuerza de trabajo secundario” es uno de los elementos centrales de la
estructuracién de los patrones de discriminaciéon de género que persisten y se
reproducen en el mercado de trabajo latino-americano.

Considerando las publicaciones nacionales e internacionales de los afios
2000 enfocadas en la articulacion entre género, trabajo y organizacion, Favero
(2010) resalta tres aspectos principales. El primero es el énfasis en la desigualdad
de oportunidades entendida como un desafio aun por ser superado. El segundo
aspecto se refiere a la naturaleza generada de las relaciones en el trabajo y en los
espacios organizacionales y las concepciones naturalizadas que aun fundamentan
la dicotomia entre género y actividades profesionales. El tercer aspecto concierne
al acceso y a la actuacion de mujeres en las llamadas areas cientificas,
tecnologicas y politicas, vistas clasicamente como masculinas.

Ahora, podemos entonces, finalizar esta conclusion, asumiendo con esta
autora que, en resumen, un sistema de diferencias como el género, se torna, en
verdad, un principio organizador de las relaciones sociales. Esto significa que,
si consideramos que las creencias culturales son un importante componente de
ese sistema, entonces, los contextos relacionados —tales como las instituciones
educativas- entendidos como el locus donde tales creencias estan en juego,
deben ser igualmente considerados. Este es, por tanto, el desafio que se presenta
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para el estudio de la interaccién entre conocimiento, educacién y género el que se
traduce en nuestro caso, para la cuestion particular de la interaccion entre
escolarizacion, género y matematicas, un desafio que como nuestro estudio
evidencio, no puede ser ignorado.
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Resumen

Presentamos un estudio inicial que compara las actitudes hacia la Estadistica entre
profesores espafioles y peruanos de educacién primaria. Nuestros resultados indican
gue las actitudes son diferentes considerando una medida global. Adicionalmente
mostramos diferencias en actitudes especificas. Estos resultados sugieren la
necesidad de revisar el rol de la Estadistica en la formacion de los profesores de cada
pais asi como muestran la importancia de estudios comparativos entre paises.

Abstract

We present an initial study that compares the attitudes towards the Statistics between
Spanish and Peruvian teachers of primary education. Our results indicate that the
attitudes are different considering a global measure. In addition we show differences
in specific attitudes. These results suggest the need to evaluate the role of the
Statistics in the formation of the teachers of every country and show the importance of
comparative studies between countries.

Resumo

Nos apresentamos um estudo que compara as atitudes em relacéo a Estatistica entre
professores espanhdis e peruanos de educacao primaria. Nossos resultados indicam
que as atitudes s&o diferentes considerando uma medida global. Adicionalmente
mostramos algumas diferencas em atitudes especificas. Os resultados sugerem a
necessidade de revisar o papel da Estatistica na formacdo dos professores da cada
pais e mostram a importancia de estudos comparativos entre paises.

Introduccion

La importancia de la estadistica en la sociedad actual se ve reflejada en su
incorporacion en las estructuras curriculares de los paises iberoamericanos. No
obstante algunos trabajos como los de Estrada et al. (2005) y Aparicio et al.
(2004), indican que los profesores tienen dificultades para la ensefianza de estos
temas e incluso hay evidencias de que no terminan siendo ensefiados. Para
algunos autores (Heaton, 2002; Gattuso y Pannone, 2002; Mendonga, Coutinho
y Almouloud, 2006), esto es debido, en parte, a la escasa preparacion
estadistica con la que el profesor termina sus estudios, lo que hace que cuente
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con pocos recursos a la hora de dar sus clases y tienda a suprimir el tema,
acortarlo o a presentarlo con una metodologia inadecuada. Asistimos, por tanto,
a un circulo vicioso, en el que los profesores, faltos de formacion, van generando
actitudes negativas hacia la materia, infravalorando su utilidad, percibiéndola
como un contenido dificil que no pueden llegar a dominar, incluso comparten
concepciones erréneas y dificultades con sus alumnos (Watson, 2001; Makar y
Confrey, 2004; Stohl, 2005), dudando de su capacidad para ensefiar la materia y
asumiendo que este tema no debe incluirse en la formacién basica de sus
alumnos. Estos sentimientos de rechazo les llevan inconscientemente a
posponer su autoformaciéon estadistica, a prescindir del uso de un instrumento
que podria mejorar muchos aspectos de su actuacion profesional y, en lo
posible, a omitir su ensefianza.

En este trabajo realizamos una comparacion de las actitudes hacia la
estadistica en profesores espafioles y peruanos del nivel primario, los cuales, a
nuestro parecer, son los responsables de la formacion estadistica de los futuros
profesionales y ciudadanos. Para este fin se usé una escala de actitudes
disefiada especificamente para profesores, desarrollada por Estrada (2002) que
permite valorar la actitud de manera general y en cada una de sus preguntas,
esta escala para fines de comparacion fue modificada en el numero de items
como se explicara posteriormente.

1. Investigaciones previas

El andlisis de las actitudes hacia la estadistica, en Espafia y a nivel
internacional, tiene ya una cierta tradicion (Carmona, 2004) y, sobre todo en las
dos Ultimas décadas, se han elaborado un numero importante de trabajos. Un
analisis detallado de estas investigaciones previas aparece en Estrada (2002),
complementado posteriormente por Carmona (2004) con el estudio de las
evidencias basadas en la relacion de las actitudes con diferentes variables
externas. En general estas investigaciones realizadas se han orientado
fundamentalmente hacia la construccion de un instrumento de medida, entre los
gue destacamos el SAS de Roberts y Bilderback (1980), el ATS de Wise (1985)
y el SATS de Schau, Stevens, Dauphinee y Del Vecchio (1995), por ser los
cuestionarios mas utilizados. Otros trabajos analizan la influencia de diversas
variables tales como el género (Harvey, Plake y Wise, 1985; Anastasiadou,
2005), el rendimiento académico (Harvey, Plake y Wise, 1985; Roberts y Reese
1987; Nasser, 2004), la experiencia formativa en Matematicas y Estadistica
(Elmore y Vasu, 1980, 1986; Auzmendi, 1992; Mastracci 2000), el tipo de
bachillerato o el area de estudios (Silva et al. 1999; Gil Flores, 1999; Cuesta et
al. 2001).

En nuestra revision encontramos que las actitudes hacia la estadistica han
sido estudiadas principalmente en universitarios y escolares, pero son escasas
las investigaciones con profesores, posiblemente, porque la estadistica no es
una materia obligatoria en su formacién. Sélo los trabajos de Onwuegbuzie,
(1998, 2003), los de Watson et al. (2003), Nasser (1999, 2004) y en Espafia los
de Estrada et al. (2002, 2004, 2005, 2008) dedican su atencion a este colectivo
estudiando sus actitudes juntamente con otras variables.

=
U N I@ NREVISTA IBEROAMERICANA DE EDUCACION MATEMATICA -DICIEMRE DE 2010- NUMERO 24 - PAGINA 46



Un estudio comparado de las actitudes hacia la estadistica en profesores espafioles y peruanos
Assumpta Estrada; Jorge Luis Bazan; Ana Aparicio

Asi Onwuegbuzie (2003) utiliza un modelo multivariado para la prediccion
del rendimiento en asignaturas de Estadistica. Se dedica fundamentalmente al
estudio de la ansiedad y de las actitudes de los profesores, medidas estas
dltimas a través del ATS. Watson, Kromrey, Ferron, Lang y Hogarty, (2003)
aplicaron conjuntamente el SATS y el cuestionario de ansiedad denominado
STARS a una muestra de 200 graduados universitarios matriculados en
Facultades de Educacion.

Nasser y sus colaboradores han realizado en la ultima década varios
estudios en los que también analizan la relacion entre las actitudes o la ansiedad
y el rendimiento; (Nasser. 1999; Wisenbaker, Nasser y Scott, 1999) y en Nasser
(2004) es donde trata de construir un modelo estadistico para predecir las
actitudes de futuros profesores en funcién de diferentes variables tales como la
ansiedad hacia las Matematicas y la Estadistica, la aptitud matematica, la
motivacion y el rendimiento

Finalmente, Estrada et al. (2002, 2004, 2005, 2008) orientan sus
investigaciones al estudio de las actitudes hacia la estadistica analizando sus
componentes, los diferentes instrumentos de evaluacidon existentes en la
literatura internacional, asi como las variables que las afectan, entre las que
destacamos los conocimientos estadisticos de los profesores en formacion sobre
aquellos conceptos elementales que han de explicar a sus alumnos. El objetivo
final de estos estudios es fundamentar la accion didactica que permita incidir en
las actitudes de los profesores e indirectamente en la mejora de la ensefianza de
la Estadistica en la Educacion Primaria.

Por otro lado en el Perud, nos encontramos ante una situacion diferente, las
investigaciones realizadas en relacion a este tema, son recientes, y se han
dirigido principalmente a profesores. Los diferentes trabajos sobre las actitudes
hacia la estadistica en el Per( pueden verse en Bazan (2008) y comprenden,
entre otros, los de Aparicio; Bazan y Abdounur (2004) que realizan un primer
estudio sobre la actitud y el rendimiento académico en el Peru siguiendo un
disefio pre test —post test con una muestra efectiva de 44 profesores peruanos
de educacion basica. En esta investigacion se introduce las escalas de Cazorla
et al. (1999) y Estrada et al. (2003), encontrandose adecuadas caracteristicas
psicomeétricas, asi como el efecto de la enseflanza en la mejora de la actitud de
los profesores. Estos resultados son confirmados en Aparicio y Bazan (2006a) y
Aparicio y Bazan (2006b, 2008).

2. Instrumentos

En el momento de llevar a cabo nuestro estudio, se decidio usar la escala
de Estrada (2002), por que se construyd combinando tres escalas: Escala SAS
(Roberts y Bilderback, 1980); Escala ATS (Wise, 1985) ambas consideradas
internacionalmente como las mas usuales y la espafiola de Auzmendi (1992). En
el proceso de elaboracion se siguieron las recomendaciones de Osterlind (1989)
y Thorndike (1989) y se contemplaron los componentes pedagdgicos y
antropoldgicos descritos; en Estrada (2002). En primer lugar, se delimito el
contenido a evaluar, y se especificé el formato de los items. Estos constan de un
enunciado y una escala de 5 puntos, que valoran las respuestas desde “muy en
desacuerdo” (1 punto) hasta “muy de acuerdo” (5 puntos). A partir de las tres
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escalas citadas, se elabord un primer listado de items; seguidamente se realiz6
una seleccion contemplando los diferentes componentes pedagdgicos vy
antropolégicos y, dando un peso equivalente a cada uno, se fue intentando
incluir tanto items redactados en forma afirmativa (“la Estadistica ayuda a
entender el mundo de hoy”), como otros en forma negativa (“en la escuela no se
tendria que ensefiar Estadistica”). Y todo ello para evitar el problema de la
aguiescencia (Morales, 1988), por el que algunos sujetos tienden a responder
con la forma "de acuerdo" sea cual sea el contenido del item.

Se consiguid un listado de 36 enunciados, que se sometieron a un "panel
de jueces", es decir, expertos con diferentes perfiles profesionales y que emiten
Su opinion respecto a la adecuacion y univocidad de las sentencias, quedando
después de la valoracion la escala definitiva compuesta por 25 items, 14
afirmativos frente a 11 negativos, (ver Estrada, 2002). Finalmente, para el
presente estudio, que es a nivel comparativo, se excluyeron los items (3, 21y 23)
de correlacion item total muy baja con lo que la escala aqui utilizada consta de
22 items cuya distribucion segun los componentes evaluados por cada item es
la que aparece en la tabla 1

Tabla 1. Componentes de las actitudes evaluadas en  la escala de Estrada

Componente antropoldgico

Componente pedagogico Social Educativo Instrumental
Afectivo 1,11,25 7,12, 10, 13, 16,20
Cognitivo 2,19, 4 6,17 24
Comportamental 9,18 8, 15, 22 5,14

Dado que los items no estan redactados en el mismo sentido, todos ellos
han sido codificados de modo que una puntuacién mayor vaya asociada a una
actitud mas positiva y viceversa. Hacemos notar que los items 1, 6, 9, 11, 14, 15,
19 y 25 tienen un enunciado desfavorable a la actitud que tratamos de medir.
Siguiendo a Morales (1988), tomamos la decisidn de incluir este tipo de items en
nuestra escala de actitudes para evitar el problema de la aquiescencia. Es por
ello que, en estos items la puntuacion otorgada seré la contraria al modo usado
en el resto de los items, es decir, se puntuara con el siguiente criterio (1 = muy
de acuerdo, 2 = de acuerdo, 3 = indiferente, 4 = en desacuerdo, 5 = muy en
desacuerdo).

Las medias y desviaciones tipicas que se reportan para los items, se hacen
respecto a la puntuacion otorgada a la respuesta y en consecuencia siempre se
deben interpretar en una escala positiva. Por ejemplo, en el caso de los items
negativos como el 6, el enunciado preguntado es “En la escuela no se habria de
ensefar estadistica” pero el enunciado que corresponde al puntaje asignado es
“En la escuela se habria de ensefiar estadistica”. Esta decision se toma, por un
lado, para poder tener una escala homogénea de comparacion de todos los
items, en que una media mas (0 menos) alta indique siempre una actitud mas (o
menos) positiva, independientemente de si el item se redacta con enunciado
positivo o negativo. Por otro, en el calculo de la puntuacion total, es necesario
qgue todos los items tengan la misma direccion. De esta manera, la puntuacién
total en actitudes, sera la suma de las puntuaciones de los veintidos items, y
representard la actitud de cada encuestado respecto a la estadistica.
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3. Resultados y discusion
3.1. Caracteristicas psicométricas de la escala por paises

En la siguiente tabla presentamos algunas estadisticas para la evaluacién
de la normalidad del puntaje de Actitud en los diferentes grupos de interés en
este estudio asi como el valor de la fiabilidad de la escala determinada por el
alfa de Cronbach.

Tabla 2. Evaluacion de la Normalidad del puntaje de  Actitud en diferentes
grupos y de la fiabilidad de la escala

Prueba de Normalidad Fiabilidad
Estadistica Significacion Alfa de
Profesores (SW) (SW) Cronbach
Paises Espafia 66 0.965 0.058 0.753
Peru 80 0.989 0.705 0.839
Todos 140 0.988 0.248 0.844
SW: Shapiro Wilks Significacion *: <0.05

De acuerdo con la significacion de la estadistica Shapiro Wilks (SW) para
probar si el puntaje de Actitud se distribuye como una distribucién normal, en
todos los casos se acepta esta hipétesis. Adicionalmente los valores de alfa de
Cronbach para determinar la fiabilidad de la escala en la muestra completa y en
los subgrupos son satisfactorios (> 0.75), encontrandose mejor en el grupo de
Peru que en el de Espafia.

3.2. Comparacion de la actitud hacia la estadistica  entre los paises

Respecto a la puntuacién total a la vista de los resultados obtenidos, y
teniendo en cuenta que la puntuacion correspondiente a la posicion de
indiferencia es 66 (22 items respondidos en indiferencia con puntuacion 3 )
podemos afirmar que la actitud de los encuestados respecto a la estadistica es
positiva, en ambos paises. Esto se evidencia en la Tabla 3, donde se observa
medias de actitud de 83.9 y 72.9. Sin embargo encontramos que las actitudes
son mas positivas entre profesores espafioles en consonancia con las
diferencias de énfasis del curriculo de Educacion Primaria pues al comparar los
contenidos de estadistica de Espafia (LOE, 2006) y Pera (MINEDU, 2005) en el
curriculo de Educacion Primaria (6-12afios), encontramos que el curriculo
espafiol es mas amplio y de mayor nivel que en el caso del Peru. Esto indica que
es necesario un mayor nivel de preparacion de los profesores en Espafia asi
como de la exigencia de la sociedad espafola para sus estudiantes, que en el
caso de Peru.

Tabla 3. Comparacion de la Actitud hacia la Estadis tica entre profesores
espafioles y peruanos

0,
Pais N Media D.T /0 Qe Iogro t Valorp
actitud final
Espafia 66 83.9 7.2 76.3 7.16 0.00**
Pert 80 72.9 111 66.3

Significacion **: <0.01

Los resultados indican que hay diferencias significativas, los profesores
espafioles presentan una actitud mas positiva que los profesores peruanos, pero
por otro lado, estos presentan una mayor variabilidad en sus actitudes que sus
pares espafioles encontrandose entre los peruanos el profesor con menor
actitud.
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Adicionalmente cuando se calcula el porcentaje de logro actitudinal definido
como el porcentaje que representa el puntaje obtenido del maximo posible (en
este caso 22 preguntas por 5 puntos) se nota que ambos grupos presentan
actitudes que podemos considerar en promedio positivas con 76 % y 66 % para
los profesores espafioles y peruanos respectivamente. La distribucion de
puntajes de Actitud hacia la Estadistica entre los profesores de ambos paises se
puede observar en la figura 1.
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Actitud hacia la Estadistica
Figura 1. Distribucién de puntajes de Actitud hacia la Estadistica entre profesores

espafioles y peruanos (Grafico de densidad y Boxplot )

3.3. Actitudes especificas entre paises

En la tabla 4 presentamos las medias y desviaciones tipicas de las
puntuaciones referentes a cada uno de los 22 items, tal como fueron
codificadas.

Los enunciados de los items con (*) son negativos en la escala y de esta
manera se preguntaron a los profesores, aunque en la tabla 4 ha sido
modificada la redaccion para facilitar su interpretacion

Para los profesores esparfioles todos los items tienen una valoracion
positiva, puesto que todos tienen un valor medio superior a 3. EI que tienen
puntuacion mas baja es el 16 (“Me apasiona la Estadistica”) lo que sugiere que
la Estadistica resulta una materia poco atractiva.

Esto concuerda con lo especificado por Moore (1997) y no es en realidad
una falta de la propia disciplina, sino de la manera en que se ensefia. Habria que
seguir las recomendaciones del autor citado, quien sugiere, por un lado, cambiar
los contenidos y ensefiar una Estadistica basada en los datos, con menor
enfasis en la probabilidad, que resulta mas dificil a los alumnos. Por otro lado, se
debiera cambiar la metodologia introduciendo la tecnologia y el trabajo con
proyectos.

Entre los items mejor valorados por los profesores esparioles, destacamos
el item 20 con 4,49 puntos, que corresponde a un componente afectivo, al ser
una manifestacion de un sentimiento o afecto hacia la materia que, ademas, en
este caso, es positiva.
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Tabla 4. Media y desviacién tipica en cada item par a ambos paises

®

x 4 g

H.J = z<Z( 2 <

o s 2 8 < " ’<Z,;
Enunciado del item S 2 & 3% aa

= Oa sw A9
1. No me molesta la informacién estadistica que aparece en
algunos programas de T.V. (*) 3.35 1.09 321 101
2. La Estadistica ayuda a entender el mundo de hoy. 3.98 0.92 4.00 0.60
4. Es fundamental en la formacion basica del futuro ciudadano. 3 gg 0.89 373 0.79
5. Uso la Estadistica para resolver problemas de la vida
cotidiana. 3.54 0.96 352 0.82
6. En la escuela se tendria que ensefiar Estadistica. (*) 4.05 1.13 424 0.74
7. Me divierto en las clases en que se explica Estadistica. 283 1.20 318 0.67
8. Los problemas de Estadistica me resultan faciles. 241 1.06 394 1.01
9. Entiendo las informaciones estadisticas que aparecen en la
prensa. (*) 3.31 1.06 3.85 0.74
10. Me gusta la Estadistica porque me ayuda a comprender
mas profundamente la complejidad de ciertos temas. 3.35 0.98 382 097
11. No me siento intimidado ante datos estadisticos. (*) 3.05 0.99 391 062
12. Encuentro interesante el mundo de la Estadistica. 3.58 0.95 4.00 0.74
13. Me gustan los trabajos serios en que aparecen estudios
estadisticos. 3.36 1.09 385 093
14. Utilizo mucho la Estadistica fuera de la escuela. (*) 270 1.15 379 081
15. En clase de Estadistica siempre entiendo de qué estan
hablando. () 3.70 0.97 373 0.66
16. Me apasiona la Estadistica porque ayuda a ver los
problemas objetivamente. 3.14 1.17 3.00 0.99
17. La Estadistica es facil. 2.40 1.02 379 117
18. Me entero mas del resultado de las elecciones cuando
aparecen representaciones graficas. 351 1.13 436 0.77
19. La Estadistica no solo sirve a la gente de ciencias. (*) 3.93 1.03 312 059
20. Me gusta hacer problemas cuando uso la Estadistica. 288 1.08 4.49 0.66
22. Con frecuencia explico a mis colegas los problemas de
Estadistica que no entienden 283 1.08 433 0.73
24. La Estadistica ayuda a tomar decisiones mas
documentadas. 3.65 1.00 3.97 076
25. No evito las informaciones estadisticas cuando las leo. (*) 3.59 1.13 412 077

Con una puntuacion ligeramente inferior (4,36), tenemos el item 18, que
constata la importancia que se otorga a la presencia de la estadistica en la vida
cotidiana, uno de los pilares basicos que justifican su presencia en la ensefianza
obligatoria, como formacién béasica de todos los ciudadanos (Gal, 2002).

Para los profesores peruanos llama la atencién el item 6 (En la escuela no
se tendria que ensefar estadistica) como el mejor valorado (4.05) y comentado
anteriormente. Por otro lado los que presentan puntuaciones mas bajas son los
items 8 (Los problemas de estadistica me resultan faciles) y 7 (La estadistica es
facil) con 2.41 y 2.40 respectivamente. Esto contrasta con las actitudes de
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valoracion mas bien positiva encontrada en los otros items y en el puntaje de
actitud. Una interpretacion que podemos dar es que en tanto la estadistica es
valorada positivamente en general, de manera especifica la estadistica no es
percibida como facil y hay un rechazo hacia su inclusion en la escuela, esta
también nos indica que la resolucion de problemas de estadistica puede
representar un obstaculo importante en el proceso de ensefianza-aprendizaje.

En la figura 2 se muestran los promedios en cada item del cuestionario
ordenados en promedio creciente para los profesores de Espafia.

Los profesores de Espafa tienden a expresar mayor valoracion positiva
gue sus pares de Peru respecto a que utilizan poco la estadistica fuera de su
escuela (item 14) a que la estadistica es facil (item 17)), a que los problemas de
la estadistica les resultan faciles (item 8), a que a menudo explican a sus
comparieros problemas de estadistica que no han entendido (item 22) y a que
les gusta hacer problemas cuando usan la estadistica (item 20); en tanto que en
el item 19 (La estadistica solo sirve para la gente del area de ciencias) son los
profesores peruanos los que tienden a mostrar mayor acuerdo. Estos resultados
indican que los profesores de Espafa tiende a valorar mejor educacional (8,
22,17) e instrumentalmente (14 y 20) la estadistica que sus pares peruanos
mientras estos valoran que la estadistica es mas para personas en el area de
ciencias.
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Figura 2. Promedio de actitudes especificas entre p  rofesores espafioles y peruanos

4. Conclusiones e implicancias para la enseflanza

A la vista de los resultados obtenidos, podemos afirmar que la actitud de
los encuestados respecto a la estadistica es positiva en ambos paises aunque
encontramos que las actitudes son mas positivas entre profesores espafioles en
consonancia con las diferencias de énfasis del curriculo de Educacion Primaria

Algunas de las actitudes especificas en las que los profesores de Espafia
se diferencian de sus pares peruanos esta en tener mayor acuerdo de que la
estadistica es facil y que les resultan faciles y les gusta los problemas de
estadistica, incluso explicando a sus compafieros. En tanto que persiste la idea
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entre profesores peruanos de que la estadistica es mas para personas del area
de ciencias.

Estas actitudes con mayor acuerdo en Espafia pueden ser explicadas, en
parte, por el mayor trabajo, aunque todavia insuficiente y dependiendo de las
universidades (Estrada y Batanero 2008), en formacion de profesores, en
curriculo y en Didactica de la estadistica en Espafa frente al caso peruano,
donde mas bien existen nuevos retos por enfrentar como indica Bazan (2006).

El movimiento hacia una educacion estadistica de mayor nivel para una
sociedad mejor es previsible considerando las rutas que siguen unos paises con
mayor tiempo en este esfuerzo como se ha encontrado aqui en la comparacién
de las actitudes hacia la estadistica entre profesores de Espafa y Perd. Un
mayor trabajo en formacion de profesores, mejores esfuerzos en didactica de la
estadistica (investigaciones, materiales de estudio, instrumentos de medida)
permitird mejorar las actitudes hacia la estadistica de los profesores.

Por ello nuestro trabajo pretende llamar la atencion de la importancia de la
evaluacion de las actitudes de los profesores porque éstas pueden influir en que
la estadistica no llegue a ser estudiada por todos los alumnos, a pesar de las
orientaciones curriculares. Adicionalmente, sabemos que las actitudes hacia la
Estadistica de profesores bajo contextos de capacitacion son modificables
positivamente como ha sido probado por los estudios de Aparicio y Bazan
(2006a y 2006b). Esto permite indicar algunas rutas inmediatas para programas
de entrenamiento en profesores.

Este esfuerzo debe ser acompafiado por una revision de las concepciones
predominantes sobre la afectividad y las actitudes en la educacion y la
elaboracion de propuestas que ubiquen las actitudes dentro de un modelo de
aprendizaje de la matematica-estadistica como es sugerido en Bazan y Aparicio
(2007) y en Estrada y Batanero (2008)

Nota: Trabajo apoyado por el Proyecto SEJ2007-60110/EDUC. MCYT-FEDER y
realizado durante la Estancia en la Universidad de Granada del segundo autor
con apoyo de la Fundacion Carolina y el Departamento de Ciencias de la PUCP-
Peru bajo supervision de Carmen Batanero.
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Dualidad de la probabilidad y ensefianza de la estad  istica

Pablo Carranza; Jenny Fuentealba

Resumen

En este articulo nos interesamos en la nocion de probabilidad y algunas de sus
implicaciones didacticas. En la primera parte nos centraremos en los dos
principales significados de la probabilidad, uno denominado frecuentista, el otro
bayesiano. En la segunda, nos interesaremos en algunas cuestiones didacticas
gue se desprenden de esta dualidad, en particular nos centraremos en algunas
dificultades de su tratamiento en clase.

Abstract

In this article we are interested to the notion of probability and some of his
didactic implications. In the first part we will centre on both principal meanings
of the probability, one named frecuentista, another bayesiano. In the second
one, we will be interested to some didactic questions that part with this duality,
especially we will centre on some difficulties of his treatment on class

Resumo

Neste artigo interessamos-nos a no¢ao de probabilidade e algumas de seus
envolvimentos didacticos. Na primeira parte centrar-nos-emos nos dois
principais significados da probabilidade, um denominado frecuentista, o outro
bayesiano. Na segunda, interessar-nos-emos a algumas questdes didacticas
que se desprendem desta dualidad, em particular centrar-nos-emos em
algumas dificuldades de seu tratamento em classe.

1. La probabilidad. Dualidad de significados

A diferencia de como muchos docentes la hemos aprendido, la probabilidad
tiene dos significados bien distintos, cada uno de estos nos reenvia a
paradigmas inferenciales diferentes. En efecto, bajo el término probabilidad es
posible representar por un lado la estabilizacién de la frecuencia de aparicion de
un fendmeno y por otro lado una medida de certeza de la veracidad de una
proposicién. A la primera se la conoce como probabilidad frecuentista, a la
segunda como bayesiana. La nocion frecuentista corresponde a la inferencia
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llamada “clasica”, la segunda a la bayesiana, en fin, dos métodos estadisticos
bien diferentes de inferir.

Si la nocion bayesiana como una medida de certeza resulta al lector una
novedad, ello no debe sorprendernos, los sistemas educativos suelen centrar su
atencién en la primera interpretacion, la llamada frecuentista. Tampoco deberia
sorprendernos que, luego de una breve descripcion, el lector sienta una cierta
familiaridad con la nocién bayesiana, aunque jamas haya entendido hablar de
ella en su formacion. Esta familiaridad se explicaria porque la dualidad de
significados es una caracteristica indisociable al concepto de probabilidad. La
hayamos aprendido en nuestra formacion o no, esta nocion se ha ido
construyendo en nosotros por las diferentes situaciones a las que nos hemos
enfrentado.

Para comprender la dualidad de la probabilidad es necesario considerar
dos dimensiones, la primera la llamaremos calculatoria, la segunda, semantica.
Por dimensién calculatoria entenderemos todos aquellos aspectos que se
refieren al valor numérico de una probabilidad. Por dimension semantica,
entenderemos aquellos aspectos vinculados al significado dado a un caélculo.
Por ejemplo, tomemos el ejercicio que se presenta a continuacion, el mismo es
de un libro de texto francés destinado a alumnos de aproximadamente 16 afios
(Belin 1S, pagina 199):

Sea un conjunto Q sobre el cual se define una ley de probabilidad P y tres
eventos A, By C tales que:

P(A) =05 P(B) = 07,P(C) = 04,P(ALIB) =08yP(Bn C) =01
Calcular P(An B)

Este problema se centra en la dimension calculatoria de la probabilidad. En
efecto, no solo no hay ningdn indicio que nos permita asociar tal o cual
significado al calculo realizado, sino que ademas, ninguno de esos significados
podria contribuir a responder a la pregunta del problema. Es entonces un
ejercicio focalizado sobre la dimension calculatoria.

Tomemos otro problema donde las dos dimensiones estan presentes,
tanto la calculatoria como la semantica. Un ejemplo lo constituye el ejercicio
siguiente, extraido de otro libro de texto francés, siempre para alumnos de 16
afos (Didier 1S, pagina 210):

Se lanzan dos dados cubicos simétricos, se busca la frecuencia de aparicion de
un doble, es decir, por ejemplo, 2 veces el 1, 2 veces el 2, etc.(...) Realizar un
gran numero de simulaciones y estimar la frecuencia de aparicion de cada
[doble]; Calcular, ayudandose de la simulacién, la probabilidad de aparicion de
cada doble.

En este ultimo ejercicio, la dimension calculatoria es clara, se le pide al
alumno “Calcular”. La semantica por el contrario aparece dejando entrever que
el célculo debe asociarse a la estabilizacion de frecuencias proveniente de la
simulacién, en este caso, el significado dado a la probabilidad es frecuentista.

Para comprender entonces la dualidad de la probabilidad es necesario
situarse en la dimension semantica de la probabilidad y no en la calculatoria. En
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esta Ultima no encontraremos indicio alguno de lo que significa una probabilidad,
y esto simplemente porque la dimensidn calculatoria es la misma para ambas
interpretaciones. Continuaremos con la presentacion de algunas caracteristicas
que, creemos, ayudaran a diferenciar estas dos interpretaciones, caracteristicas
gue a su vez, nos serviran para comprender la complejidad y la riqgueza de esta
dualidad, sabiendo siempre que, en este enfoque habra dos dimensiones
alternandose, una calculatoria y otra semantica.

2. Diferencias entre los significados de la probabi lidad
2.1. Primera diferencia: sobre qué contextos se eva IUa la probabilidad

Veremos que, independientemente de nuestros gustos o afinidades hacia
tal o cual enfoque probabilistico, hay contextos que son frecuentistas y otros que
son bayesianos. Es decir que hay una cierta objetividad en la interpretacion de la
probabilidad asociada a un contexto dado. Comenzaremos describiendo las
caracteristicas de los contextos frecuentistas. Para ello nos basaremos en la
definicién que Richard von Mises propone para la probabilidad® (frecuentista).
Este autor remarca que, para poder hablar de probabilidad debe haber un
conjunto (collective) satisfaciendo dos axiomas (von Mises, 1928). Este conjunto
no es ni mas ni menos que la serie de resultados de la reproducciéon de un
fendbmeno. Los dos axiomas que debe satisfacer este conjunto son los
siguientes:

- Axioma de convergencia: La proporcién de aparicion del caracter observé en
el conjunto tiende a un valor dado cuando el conjunto tiende al infinito.

- Axioma de aleatoriedad: El valor limite de la proporcion de aparicién no se ve
afectada por la seleccion de cualquier subconjunto infinito, a condicion que la
regla de seleccion de los elementos del subconjunto infinito sea fija.

Esta definicion de la probabilidad frecuentista, tan acertada como concisa,
refleja las caracteristicas que debe satisfacer el conjunto de reproducciones de
un fendbmeno dado, sea este real o hipotético. Entonces, y tal cual lo remarca el
autor, la probabilidad frecuentista solo se aplica a casos donde hay un conjunto
infinito de reproducciones de un fendbmeno dado (o evento).

El Ultimo ejercicio que reprodujimos es un ejemplo de probabilidad
frecuentista. En efecto, el problema se interesa la proporcion de la aparicion de
un fendmeno cuando se reproduce la experimentacion (hipotéticamente) una
infinidad de veces, el segundo axioma, claro esta, queda implicito.

Para la probabilidad bayesiana la situacion es menos restrictiva. En efecto,
dado que ella representa un grado de certeza de la veracidad de una
proposicién, es suficiente que dispongamos de una proposicion y que
desconozcamos su veracidad. Esto bastaria para poder utilizar el término
probabilidad. De esta manera la probabilidad representa numéricamente cuanto
creemos en una proposicion.

Tomaremos como ejemplo de probabilidad bayesiana un problema
propuesto por Pascal (Pascal, 1670). Este problema resulta interesante por tres

! Richard von Mises, al igual que su hermano Lutwin y que Kart Popper (Popper, 1957, 1959, 1959) fueron acérrimos
defensores del enfoque frecuentista, en otras palabras opositores al enfoque bayesiano.
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razones, la primera porque la probabilidad en este problema no admite otra
interpretacion que la bayesiana, la segunda porgue nos muestra que, desde su
emergencia, las dos interpretaciones® estuvieron representadas por el término
probabilidad, y la tercera porque pone en evidencia la funcién de la probabilidad
como una herramienta para la toma de decisiones en contexto de incertidumbre.

El problema de Pascal que aqui sintetizamos es conocido como “La Gran
Apuesta” y puede ser resumido como sigue (Hacking, 2002) : habiendo
personas que, no convencidos por las pruebas de la religion (catolica) y aun
menos por los argumentos de los ateos, duda entre la fe o la incredibilidad. Para
resolver esta duda, Pascal propone una modelizacion del problema en términos
de probabilidad donde el argumento decisional de adherir a los preceptos de la
Iglesia o llevar una vida sin privaciones, se basa en la utilidad maxima obtenida
para cada una de estas dos acciones posibles. De esta manera, segun Pascal
claro, convendria adherir a los preceptos de la Iglesia aunque la probabilidad
gue Dios exista sea minima, pues adhiriendo a los preceptos de la Iglesia y Dios
existiendo, la ganancia seria infinita (el paraiso) y ella superaria a cualquier otra
ganancia posible.

Lo que nos interesa aqui retener es el significado de la probabilidad
subyacente al problema. En este caso, podemos afirmar que la expresion “la
probabilidad que Dios exista” se refiere a una medida de certeza sobre su
existencia y en ningun caso, a la frecuencia con la que Dios existe. Es sin
dudas, una probabilidad bayesiana.

En el ejemplo que acabamos de resumir, la interpretacion bayesiana se
aplicé a proposiciones (“Dios existe”, “Dios no existe”). Como dijimos
anteriormente, los contextos bayesianos son menos restrictivos que los
frecuentistas, basta una proposicion de la cual no estemos convencidos para
gue podamos utilizar el término probabilidad. Para la probabilidad frecuentista
en cambio, es necesario un contexto mas complejo, una experimentacion que
sea repetida (al menos mentalmente) infinitas veces y bajo las mismas
condiciones.

Si bien, como hemos visto, los contextos bayesianos son menos
restrictivos que los frecuentistas, sera conveniente descomponer los primeros,
en dos grupos. Esto nos ayudara a comprender de qué manera las dos
interpretaciones de la probabilidad se relacionan. Descompondremos entonces
los contextos bayesianos en dos categorias, a una la llamaremos “hipétesis”, a
la otra “evento genérico”, comenzaremos con el ultimo, el “evento genérico”.

Una proposicion es un evento genérico cuando, interesados siempre en su
veracidad, podemos concebirlo como un evento formando parte de un conjunto
mas vasto de eventos, en otras palabras, cuando lo pensamos como uno entre
otros, de ahi la denominacion de genérico. Veamos un ejemplo de un evento
genérico: Nahuel tiene que decidir entre tomar la autopista A o la B. Lo Unico
que sabe de estas autopistas es que la tasa de mortalidad por accidentes de
transito de A es de 5 por mil, mientras que la de la autopista B es de 2 por mil.
Para ese evento, Nahuel no dispone de otra informacion que del dato

2 pascal propuso dos problemas, uno se refiere a la probabilidad frecuentista (Le Partage) el otro a la probabilidad
bayesiana (Le Gran Pari) ambos publicados en la misma época.
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estadistico de la tasa de accidentes mortales, él decide entonces, en base a
esta informacion, tomar la autopista B.

Veamos primero por qué esta situacion es bayesiana. La cuestiébn que
preocupa a Nahuel se refiere a su persona, €l se interesa en saber si “él” tendra
un accidente mortal o no. Imposibilitado de conocer la verdad de esa
proposicion, aborda la cuestion en términos de probabilidad, una suerte de
medida de certeza de tener un accidente mortal, es entonces un contexto
bayesiano. Veamos ahora por qué es un evento genérico. Para evaluar cuan
seguro esta de tener un accidente mortal, Nahuel considera la informacion
disponible, nada particular sabe de lo que ocurre en esas autopistas en ese
momento, ni del vehiculo que él conduce tampoco, solo dispone de informacién
genérica (la tasa de accidentes por autopistas). De esta manera, al no disponer
de informacion especifica, Nahuel inscribe su caso dentro de un conjunto y lo
considera como uno entre otros. Esta inclusion de su caso en el conjunto de
usuarios de las autopistas le permite evaluar numéricamente cuanto creer en la
proposicion. Remarcamos que, si aqui Nahuel toma la frecuencia de accidentes
mortales como un argumento no es mas que para justificar su razonamiento
(Hacking & Dufour, 2004). Si el dispusiese de informacion mas precisa,
seguramente la evaluacion de la probabilidad seria otra. Por ejemplo, si el
tuviera conocimiento de la tasa de accidentes mortales correspondientes al dia
de la semana en cuestién, y/o a la edad de los conductores... En fin, vemos que
el valor numérico de la probabilidad bayesiana esta en funcion de la informacién
disponible (probabilidad condicional).

Es necesario remarcar aqui que, a pesar que Nahuel hace intervenir la
frecuencia de accidentes, la cuestion no deja de ser nunca bayesiana, y si esta
frecuencia aparece, es porque Nahuel la considera como una razon para
evaluar cuanto creer en la proposicion.

Veamos otro ejemplo de contexto bayesiano del tipo evento genérico
donde se pone en evidencia el rol de la informacion disponible a la hora de
evaluar numéricamente la probabilidad. Imaginemos dos personas frente a una
mesa, Belén a la izquierda y Emilce a la derecha. Se coloca una hoja de papel
sobre la mesa como muestra la Figura 1. Se tira una moneda de tal manera que
ella cae a la derecha de la hoja de papel, frente a Emilce. Claro esta, Belén no
tiene posibilidad de ver el resultado del lanzamiento. Se les pregunta a ambas,
cual es la probabilidad que la cara visible de la moneda sea “cara”.

Belén Emilce

Figural
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La respuesta de Emilce deberia diferir de la de Belén. Para la primera, no
habria ninguna incertidumbre a considerar, interrogada en términos de
probabilidad, ella diria 1 o 0, dos medidas de certeza, por cierto. El problema
para Belén es otro, ella desconoce el resultado, su vecina no le desliza ningun
indicio, tampoco conoce nada de la moneda que ha sido lanzada. En fin, no
teniendo ningn motivo para privilegiar un resultado sobre otro (Keynes, 1921),
Belén decide atribuirle a las dos posibilidades las mismas probabilidades.

Vemos en este ejemplo dos valores de probabilidad diferentes, y ninguno
erréneo por cierto. Podriamos preguntarnos si estos dos valores (el de Emilce y
el de Belén) son los unicos posibles. He aqui una pregunta que los bayesianos
gustan responder, sobre todo frente a aquellos que nos hemos formado dentro
de la matematica. La respuesta de un bayesiano como (de Finetti, 1937, 1974)
seria no, no hay un valor correcto y Unico para una probabilidad bayesiana, lo
que hay son mejores razones que otras.

Incluso es posible, segun los bayesianos, que un mismo individuo evallte
de manera diferente la probabilidad de una misma proposicion si, a momentos
diferentes, dispone de informaciones diferentes. Por ejemplo, supongamos que
tanto Emilce como Belén obtienen un premio si al lanzar la moneda, sale “cara” y
supongamos gque, al caer la moneda, Belén constata en Emilce un gesto de
satisfaccion. La pregunta es, deberiamos juzgar como incorrecto un eventual
valor de probabilidad de 0,8 y corregir a Belén diciendo que la probabilidad “es”
0,57 Seria un acto inteligente de nuestra parte, una tal correccion?

Nos queda por describir el otro caso posible para una probabilidad
bayesiana, el que hemos denominado “hipétesis”.

La principal diferencia entre una “hipétesis” y un “evento genérico” es que,
para el primero no disponemos de un conjunto donde inscribirlo. En el caso tanto
sea de Nahuel como el de Emilce y Belén, se disponia de conjuntos que nos
permitian considerarlo como uno entre otros, en efecto, Nahuel se incluyo en el
conjunto de usuarios de las autopistas A y B, y Belén, para evaluar la
probabilidad de “cara”, considerd ese lanzamiento como uno entre otros. En fin,
podriamos decir que un evento genérico, se caracteriza por su inclusién dentro
de un conjunto de casos posibles.

El tipo de contexto “hipétesis” carece de esa posibilidad, su unicidad no nos
permite inscribirlo dentro de un conjunto. De esta manera su evaluacion
numérica se torna “problematica”. De hecho, el ejemplo de Pascal (La gran
apuesta) es un problema bayesiano del tipo “hipotesis”. En efecto, en que
conjunto inscribiriamos la existencia de Dios? Aqui, la evaluacion de la
probabilidad de la proposicion se torna “subjetiva”’, cada persona atribuird una
medida que ira desde 1 (certeza de su existencia) a 0 (certeza de su no
existencia).

Acabamos de utilizar el termino “subjetiva” para referirnos a la evaluacion
de una probabilidad bayesiana del tipo “hipétesis”, sin embargo, esto no es mas
gue una impresion producto de nuestras costumbres. En efecto, la evaluacién de
una probabilidad bayesiana es siempre subjetiva y si nadie de nosotros
cuestiona que la probabilidad de obtener “cara” al lanzar una moneda es 0,5, es
porque el argumento de los casos posibles sobre los favorables es el de mayor
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peso (Bernoulli, 1713; Condorcet, 1805; De Finetti, 1974; de Moivre, 1756;
Jaynes, 1995; Laplace, 1795; Leibniz, 1765; Savage, 1968; Shafer, 1994).

Cuando nos enfrentamos a problemas donde no disponemos que de un
solo conjunto donde inscribir nuestro evento, nadie duda de la pertinencia del
argumento, tal es el caso de la moneda, pero en cuanto aparecen varios tipos de
conjuntos, como podria ser el caso de Nahuel (dia de la semana, edad, tipo de
vehiculo, etc.) la subjetividad de la probabilidad queda develada. ¢ Cual conjunto
tomar? En si, todas las posibilidades de evaluacion terminan siendo subijetivas.
La unica diferencia entonces entre una “hipétesis” y un “evento genérico” es la
disponibilidad o no de un conjunto sobre el cual referenciar la evaluacion.

En estos Ultimos parrafos hemos estado alternando entre las dos
dimensiones de la probabilidad. Nos hemos referido tanto al significado de la
probabilidad como al valor numérico de la misma. Precisamente, los criterios de
evaluacion de una probabilidad son otra diferencia entre las dos interpretaciones
de la probabilidad, presentaremos ahora esta diferencia de una manera
esquematica.

2.2. Segunda diferencia: los criterios de evaluaci6  n de una probabilidad

Esta es otra de las diferencias entre la probabilidad frecuentista y la
bayesiana. Recordemos que la probabilidad frecuentista se refiere a la
estabilizacion de la frecuencia de ocurrencias de un fendmeno dado. En este
sentido, el valor numérico de la probabilidad es una caracteristica de la serie de
repeticiones (Popper, 1959; von Mises, 1928). Es por ello que se suele decir que
la probabilidad frecuentista es “objetiva”. dos o0 mas observadores dan el mismo
valor de probabilidad. En efecto, dado que la frecuencia de aparicion es una
propiedad de la serie de repeticiones, dos individuos deberian estar de acuerdo
en el valor de la misma.

Podriamos decir que la probabilidad frecuentista en tanto que proporcion
de aparicion de un fendmeno cuando las repeticiones tienden al infinito, no deja
de ser un valor tedrico. Este valor teodrico es sea estimado, sea evaluado a partir
de hipotesis a priori. Para el Ultimo caso, es comun utilizar hipotesis de
equiprobabilidad de casos elementales, esto permite deducir el valor limite de la
probabilidad, para el primer caso, cuando estas hipétesis carecen de sustento, la
probabilidad se estima con una muestra.

Para la probabilidad bayesiana la situacion es diferente. El valor de
probabilidad no es una caracteristica del objeto como en la frecuentista sino una
medida personal. Hemos visto ya un criterio de evaluacion para la probabilidad
bayesiana: la formula de Laplace (casos favorables sobre posibles). Otro criterio
es el principio frecuentista (Gardenfors et al., 1988; Hacking, 2002; Jeffreys,
1939) segun el cual, asignamos un valor de certeza proporcionalmente a la
frecuencia de ocurrencia del fenbmeno, en otros términos, cuanto mas frecuente
ocurre algo, mas creemos en ese fendmeno, asi medida de certeza coincide con
frecuencia de aparicion.

Estos no son los Unicos criterios, entre otros figura el llamado principio de
razon insuficiente segun el cual se asignan los mismos valores de probabilidad a
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las posibles hip6tesis cuando no hay razones para privilegiar una sobre otras
(Keynes, 1921).

En realidad, para los bayesianos, la cuestiéon de la evaluacion es mas
compleja puesto que ellos se interesan mas que nada a la evolucion de la
probabilidad cuando hay un incremento en la informacién disponible. En otras
palabras, la pregunta que les interesa a los bayesianos es: ¢De qué manera se
deberian modificar los valores de probabilidad cuando se acaba de conocer una
informacion significativa?

La respuesta a esta pregunta la da la formula de Bayes, de ahi el nombre
de la escuela inferencial. Veamos brevemente coOmo es considerada esta
formula por los bayesianos:

El esquema inferencial bayesiano podria resumirse como sigue:
P (B)
= X
P(B)

Pa(H)) P(H,)

donde:

P(H,): La probabilidad de la hipétesis H, antes de la llegada de la informacion B
i=1,...,],..., n(probabilidad a priori)

Py (B): La probabilidad de B bajo la hipétesis H,

P(B): La probabilidad total del hecho B es: z PHj (B)xP(H;)

i=1
P,(H,): La probabilidad de la hipotesis H luego de la llegada de B (probabilidad
a posteriori).

Esta formula, ampliamente conocida por los profesores de matematica,
condensa un criterio objetivo para la reasignacion de probabilidades cuando se
obtiene informacion (B) referida al sistema de hipétesis posibles. Veamos un
ejemplo: Seguramente el lector poseera una cuenta de mail, entonces el lector
habra observado entre sus correos entrantes, que algunos son derivados a una
carpeta llamada “no deseados” o spams. Pues bien, el algoritmo utilizado para
gue un mail sea enviado 0 no a esa carpeta, se basa en la formula de Bayes. El
esquema para los mails es el siguiente: Un mail ingresa a la cuenta, a su
ingreso, una probabilidad de correo no deseado le es asignada, llamémosle P
(Spam). Luego, el texto es analizado en funcién de las palabras que contiene
(entre otras cosas), esa informacion (B) sirve para aumentar o disminuir su
probabilidad de no deseado, de esta manera se obtiene al final del algoritmo la
probabilidad Pg (Spam). Si este valor supera un cierto sesgo, el correo es
enviado a la carpeta de no deseados para la confirmacion del usuario.

Esto, que no es mas que un escueto esquema del funcionamiento de
nuestras cuentas de mail, es un ejemplo de cémo funciona el procedimiento de
evaluacion de probabilidades en funcion de la informacion disponible. Otro
ejemplo, y esta vez de uso escolar, lo constituye el llamado test de deteccion
segun el cual se refuerza o no la probabilidad de un diagnostico medical en
funcién de los resultados de los andlisis realizados. En fin, los ejemplos son
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numerosos e incluso son utilizados en algoritmos de inteligencia artificial para
gue robots guias realicen tomas de decisiones (Min, 2005).

En fin, invitamos al lector profesor de matematica a explorar esta formula
tan conocida por nosotros desde este enfoque y descubrird sentirse muy
probablemente familiarizado con este tipo de razonamientos.

Las diferencias entre las dos interpretaciones de la probabilidad no
terminan aqui, pero creemos que alcanzan para comenzar a interrogarse sobre
algunas cuestiones didacticas que se desprenden de la dualidad de la
probabilidad, a continuacion analizaremos algunas de ellas.

3. ¢Es necesario incluir los dos enfoques de la pro babilidad en la
ensefanza?

En parrafos precedentes hemos mencionado que la dualidad de
significados es una condicién inherente a la nocion de probabilidad. En otros
términos, pareciera imposible que las dos nociones no aparezcan en la
ensefianza.

Para corroborar esta hipotesis, hemos realizado un estudio sobre libros de
textos franceses (Carranza & Kuzniak, 2006) y hemos mostrado que esta
dualidad subyace a los ejercicios propuestos a los alumnos, aunque la nocién
institucionalmente reconocida sea la frecuentista. Es decir que, de reproducirse
este fenomeno de manera generalizada, podriamos decir que la dualidad de la
probabilidad estd ya presente en la ensefianza. Una nocion, reconocida e
institucionalizada por el docente, la otra, la bayesiana, por no contar con el
reconocimiento institucional, su conceptualizacion estaria bajo responsabilidad
del alumno.

En otros términos, los dos enfoques ya se encuentran en los ejercicios
propuestos a los alumnos, sélo que uno de ellos es institucionalizado. Como se
logra un tal ocultamiento? Hemos observado en los manuales analizados que en
los ejercicios bayesianos, la atencion se centra en aspectos calculatorios, sin
ninguna intervencion de la dimension semantica.

4. ¢(En qué casos es necesario reconocer el signific  ado correcto de una
probabilidad?

Para responder esta pregunta, es necesario considerar las dos
dimensiones de la probabilidad: la calculatoria y la semantica. Si proponemos a
los alumnos ejercicios exclusivamente calculatorios, no habria en principio
necesidad de consagrarse al significado de la probabilidad, puesto que los dos
enfoques, tanto el frecuentista como el bayesiano, se sirven de los mismos
axiomas de Kolmogoroff.

Sin embargo es necesario remarcar que, presentando a nuestros alumnos
sblo ejercicios calculatorios, estariamos cercenando el concepto a ensefar
reduciéndolo a un simple nimero, lejos, muy lejos de su verdadera funcion.

En efecto, una de las funciones para la que fue creada la probabilidad es la
de herramienta para la toma de decisiones en contextos de incertidumbre (Cox,
1946; Droesbeke, Fine, & Saporta, 2002; Hacking, 2002), y es precisamente
cuando la probabilidad interviene en una decisidon que emerge su significado. En
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otras palabras, cuando se solicita justificar una decision a tomar, sera necesario
significar el valor de la probabilidad interviniente.

Algunos casos elementales decisionales pueden encontrarse utilizando el
criterio de maximizacion de la esperanza o simplemente el criterio de maxima
probabilidad. Estos criterios decisionales, aunque sencillos, constituyen casos
muy interesantes para cuestionar las concepciones deterministicas de los
alumnos. En tipo de problemas sencillos ya puede verse la estructura
argumentativa de la estadistica, donde, a diferencia de la matematica deductiva,
una decision es tomada no por el valor l6gico de la conclusion sino por el peso
de la argumentacion. En efecto, por tratarse de contextos indeterministicos, el
valor l6gico de la conclusion no es asegurado, es entonces que interviene la
razonabilidad de los argumentos presentados.

Decidir una estrategia de un juego en base al criterio de maximizaciéon de la
esperanza es un ejemplo, en este caso la estrategia elegida no se valida ni
invalida por haber ganado ni perdido, sino por la racionalidad de los argumentos
expuestos.

Cuando se pregunta sobre los argumentos expuestos, se incita a explicitar
el sentido dado a la probabilidad. Es entonces a través de problemas
decisionales que encontramos una via para que el significado de la probabilidad
cobre sentido

5. ¢ Qué dificultades se prevén al intentar explicit  ar los dos significados de
la probabilidad?

Los conceptos en juego al momento de introducir la probabilidad son
elementales, es de esperarse que no haya mayores dificultades con respecto a
los contenidos en juego. Las dificultades que hemos observado en nuestras
experimentaciones se refieren a la adaptacion a los cambios que implica la
introduccion de aspectos de orden estadistico en una clase de matematica.
Veamos algunos ejemplos:

« Métodos de razonamiento. Un problema decisional, puede ser una novedad
para la clase de matematica que, habituada a situaciones hipotético-
deductivas, no encuentra sustento en argumentos que no aseguran el
resultado propuesto. Suele ocurrir que los alumnos, al final de un problema
decisional, soliciten al docente la verificacion del resultado. Esta solicitud,
funcionando como validacion es una consecuencia de la resistencia a
aceptar este género de argumentos. Suele ocurrir también que un docente
ceda ante esta presion de los alumnos. En este caso, el develamiento de la
incertidumbre del problema anula la funcion argumentativa de las
herramientas utilizadas en el problema, perdiendo asi sentido el
procedimiento utilizado.

« Distribucion de la palabra en la clase. Tanto sea el discurso decisional como
la interpretacion de una probabilidad, ambos se realizan en el registro del
lenguaje (oral y escrito). Este ultimo, en clase de matematica, se ve
intencionalmente relegado por la potencia del lenguaje simbdlico de las
matematicas. En lo que respecta al lenguaje oral, nuestra experiencia como
docente, como investigador y en particular en nuestras experimentaciones,
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nos han mostrado que el docente tiende a monopolizar la palabra en clase.
Esto dificulta, por un lado que los alumnos expresen el significado atribuido a
una probabilidad y por otro lado, la creacién de un consenso grupal respecto
a la pertinencia de los argumentos utilizados.

A pesar de esta, y otras dificultades observadas, hemos constatado que, en
problemas decisionales tanto sean frecuentistas como bayesianos, y luego de la
institucionalizacién de estas dos nociones, los alumnos no manifiestas signos de
resistencia a ninguno de estos dos conceptos ni a su convivencia bajo el mismo
termino “probabilidad”. Por el contrario, las resistencias las hemos encontrado en
los docentes que, al ver la nocidn bayesiana como valores de certeza, temen
cambios rotundos en el contrato didactico de la clase.

En fin, hemos aqui solo presentado la cuestion de la dualidad de la
probabilidad y algunas consecuencias didacticas. Consideramos que si bien las
investigaciones son incipientes en este tema, la ensefianza de la dualidad podria
resultar menos conflictiva que lo pensado y que su explicitacion en clase
permitiria un trabajo mas profundo sobre aspectos propios tanto a la nocién de la
probabilidad como a la estadistica inferencial.
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Resumen

La secuencia did4ctica que se presenta busca trabajar la idea de probabilidad, su
célculo e interpretacion con el uso de dados y que puede auxiliar a los alumnos en
etapa pre universitaria (16 a 18 afos) a observar fendmenos aleatorios, a levantar
datos y a tomar decisiones. Los resultados fueron satisfactorios, pues los alumnos
pasaron a un nivel mas avanzado de razonamiento probabilistico, y que puede
contribuir en la transicion al razonamiento estadistico.

Abstract

The didactic sequence here aims to raising the level of the probabilistic reasoning on
students in pre-college stage (16-18 years old) with the use of dices. This sequence
uses the idea that development of the probabilistic reasoning can help the students
to observe random phenomena, to raise data and to make decisions. The results
were satisfactory, since students passed to a more advanced level of probabilistic
reasoning, which can contribute in the transition to the statistical reasoning.

Resumo

A sequéncia did4ctica que se apresenta procura trabalhar a ideia de probabilidade,
seu calculo e interpretacdo com o uso de dados e que pode auxiliar aos alunos em
etapa pré universitaria (16 a 18 anos) a observar fenédmenos aleatorios, a levantar
dados e a tomar decisbes. Os resultados foram satisfatorios, pois os alunos
passaram a um nivel mais avancado de razonamiento probabilistico, e que pode
contribuir na transicdo ao razonamiento estatistico.

Introduccion

En una sociedad cada vez mas informatizada, muchos educadores estan
buscando desarrollar actividades con el apoyo de la computadora teniendo como
idea que, en la mayoria de los casos, una de las principales ventajas es la rapida
reproduccion de resultados de ensayos experimentales; Con todo, no podemos
perder de vista que muchas veces el alumno no sabe con certeza lo que ocurre en
un proceso de simulacion ya que las operaciones ocurren dentro de la computadora.
De acuerdo con esta limitante, afirmamos por hip6tesis que seria mejor
cognitivamente trabajar conjuntamente la experimentacion real y la computacional,
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es decir, una experiencia didactica en la que los alumnos manipulen primero los
materiales concretos, en nuestro caso los dados, para después pensar en el
comportamiento de esta misma actividad computacionalmente.

Al trabajar con la combinacion de experimentacion fisica y computacional, se
tiene el objetivo de permitir a los alumnos alcanzar un nivel superior en
razonamiento probabilistico. Considerando que la construccion del concepto de
probabilidad deberia realizarse a partir de la comprension de sus tres nociones
basicas: percepcion del azar; idea de la experiencia aleatoria; y nocion de
probabilidad. De acuerdo con Dias:

La experimentacion con fenbmenos aleatorios proporciona al alumno una
experiencia dificil de adquirir en su relaciéon con lo cotidiano. La falta de
experiencia parece ser la causa de de algunas intuiciones incorrectas en la
ensefianza de la probabilidad. Construir experimentos en el salén de clases
puede confrontar estas intuiciones incorrectas y dar la base para la
construccion de nuevos conocimientos, que sean congruentes con la teoria
de Probabilidad (2004).

Como destaca Truran (1994) en el titulo de su articulo — “What is the probability
of...?” — existe la necesidad de que los docentes retomen esta interrogante por
medio de cuestiones mas sofisticadas, ademas de involucrar a los estudiantes en la
comparacion y evaluacion de las diferentes formas de la probabilidad. Este autor
muestra, por medio de un experimento involucrando el lanzamiento de un dado, que
hay por lo menos tres diferentes maneras de estimar la probabilidad de obtener la
cara seis y que estos valores pueden ser completamente diferentes. Esas formas se
denominan probabilidad Simétrica, probabilidad Experimental y probabilidad
Subjetiva.

En la secuencia didactica que proponemos dimos énfasis a la probabilidad
Simétrica, definida por Laplace, siendo esta la herramienta que el alumno utilizé para
resolver los problemas propuestos racionalmente, mas también fue posible proponer
ideas basadas sobre un razonamiento probabilistico totalmente subjetivo y probar
algunas hipoétesis por medio de la experimentacion.

De acuerdo con las ideas discutidas anteriormente Batanero y Godino (2002)
trazan algunas orientaciones sobre como ayudar a los nifios en el desarrollo del
razonamiento probabilistico:

«  proporcionar amplia variedad de experiencias que permitan observar los
fendmenos aleatorios e diferenciarlos de los deterministas;

« estimular la expresion de predicciones sobre el comportamiento de esos
fendmenos y los resultados, asi como su probabilidad;

« organizar el levantamiento de datos de experimentacion de modo que los
alumnos tengan la posibilidad de contrastar sus predicciones con los resultados
producidos y revisar sus creencias;

« resaltar el caracter imprevisible de cada resultado aislado, asi como la
variabilidad de las pequefias muestras, mediante la comparacion de resultados
de cada nifio o por partes; ayudar a apreciar el fenbmeno de convergencia,
mediante acumulacion de resultados de toda la clase, y comparar la
confiabilidad de pequefias y grandes muestras.
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Frente a lo expuesto, por medio de la metodologia de Resolucién de
Problemas, nuestro trabajo tuvo como objetivo desarrollar una secuencia didactica
utilizando dados con diferentes numeros de lados para presentar o recordar algunos
conceptos de las probabilidades Clasica, Subjetiva y Experimental, asi como ayudar
a los alumnos en la toma de decisiones basadas sobre el razonamiento
probabilistico. Este estudio fue desarrollado con alumnos, de edades entre los 16 y
17 afios, del nivel medio superior en etapa pre universitaria del Colegio de Ciencias
y Humanidades (CCH), plantel Naucalpan, de la Universidad Nacional Autbnoma de
México (UNAM), Ciudad de México, México.

Filosofia de la Probabilidad

El uso del concepto de aleatorio, siendo que aun no es formalmente definido,
puede ser identificado en registros muy antiguos, tales como las referencias biblicas
a los objetos sacerdotales israelitas Urim y Tumim (aproximadamente 1.500 a.C.) y
la literatura de los rabinos, pasando por referencias arqueoldgicas tales como los
huesos (astragali) utilizados por los antiguos romanos como objetos para resultados
aleatorios, hasta llegar a las consideraciones de Galileo Galilei al respecto de de
principios que definirian el evento aleatorio (Hald, 2003).

También puede considerarse que dichos axiomas de Galileo serian los
esfuerzos mas antiguos para formalizar el calculo de probabilidades, pero fue en el
siglo XVI que el matematico y jugador italiano Jeronimo Cardano (1501-1576),
decidi6 estudiar las probabilidades de ganar en diversos juegos de azar. Analizo las
probabilidades de seleccionar ases de un mazo de cartas, de obtener “sietes” con
dos dados, y publico los resultados de estas investigaciones en un manual para
jugadores llamado “Liber de Ludo Aleae” (El libro de los juegos de azar — 1526).

De acuerdo con Lopes y Meirelles (2005), Cardano es considerado el iniciador
de la Teoria de Probabilidades, ya que fue el primero en hacer observaciones del
concepto probabilistico de un dado “honesto” y en escribir un argumento tedérico para
calcular probabilidades. El afirm6 que, al jugar dados, la probabilidad de obtener
uno, tres o cinco era la misma que la de obtener dos, cuatro o seis.

Sin embargo, el consenso es que las cartas intercambiadas entre Pierre de
Fermat y Blaise Pascal al respecto del problema del calculo de probabilidades en
juegos de azar son la inauguracién de la teoria matematica de este calculo. Después
de Fermat y Pascal se tienen las contribuciones de Pierre Simon de Laplace y Carl
Friedrich Gauss, entre otros, en el siglo XIX (Stigler, 1986), y la profusién de
estudios en el siglo XX que culminaron con la teoria axiomatica de A. N.
Kolmogorov.

El calculo de probabilidades tiene en su literatura mas antigua un gran esfuerzo
para la definicién formal (matematica) del concepto de probabilidad. Una conclusion
parsimoniosa trataria tal concepto en posesion de dos interpretaciones, una llamada
frecuentista y la otra grado de creencia o fe (Folks, 1981). La primera identifica la
probabilidad de un evento con la frecuencia relativa de ese evento en una larga
secuencia (long run) de repeticiones del fenbmeno que contiene a este evento, y la
segunda con una medida subjetiva de la posibilidad de que tal evento ocurra.
Restaria entonces el problema de como calcular (o estimar) una probabilidad.
Inicialmente presentaremos algunas de las concepciones (0 abordajes de
estimacion) referentes a probabilidades clasica (o Laplaciana), frecuentista (o
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experimental) y subjetivista, ya que necesitamos tener claridad en los conceptos de
cada una de ellas y de sus conexiones para verificar la adecuacion del razonamiento
probabilistico de los alumnos en cada una de las situaciones que fueron
presentadas. El abordaje clasico calcula la probabilidad como una razon entre el
namero de casos favorables y el nimero de casos posibles, la frecuentista calcula
(estima) como una frecuencia relativa en repeticiones, y la subjetiva estima una
probabilidad por determinacion arbitraria (aunque calibrada) del analista.
Desarrollaremos mas detalladamente estos abordajes a continuacion.

Podemos decir que el primer intento mas sustentado para la definicion de la
probabilidad con rigor matematico se debe a Laplace a través de la publicacion de la
obra "Teorie analytigue des probabilités", en 1812. Conocida como concepcion
clasica, la probabilidad es definida por este autor, como ya afirmamos, como la
proporcién entre el nUmero de casos favorables en relacion con el numero total de
casos posibles, siempre que todos los resultados sean admitidos como igualmente
probables de suceder. Por Godino et al.:

Los juegos de azar basados sobre dados, monedas, extraccion de canicas
en urnas, se enmarcan en esta perspectiva teodrica por tratarse de
fendmenos cuya variable es discreta y porque se supone que siempre es
posible seleccionar, como espacio muestral, un conjunto de eventos
elementales que garantizan equiprobabilidad (1996).

Otro modo de abordar la probabilidad es en una perspectiva frecuentista, es
decir, a partir del calculo de las frecuencias relativas de ocurrencias de eventos
provenientes de experimentos repetidos. La teoria frecuencial, segun Godino et al.
(1996) fue defendida en 1919 por Richard von Mises a partir de la obra “Probability,
Statistics and Truth”; a pesar de que, ya en 1888, John Venn defendia
explicitamente el calculo de probabilidad a través de las frecuencias relativas de los
eventos ocurridos. La principal caracteristica de este enfoque es que el valor
matematico de la probabilidad emerge del proceso de experimentacion.

A pesar de que en este abordaje no se aplica la obligatoriedad de simetria y
equiprobabilidad a los experimentos aleatorios, sin embargo, es necesario que haya
un numero significativo de repeticiones de un experimento y que sus resultados
muestren sefales de estabilizacion (Goncalves, 2004).

Podemos, también, interpretar la probabilidad de forma subjetiva, como
expresion de la creencia o percepcion personal, y no fundamentada en la frecuencia
de ocurrencia. De acuerdo con Canavos la probabilidad subjetiva:

Trata de medir la confianza que un individuo expresa sobre la veracidad de
un fenbmeno tomando en cuenta su propia experiencia o conocimiento
sobre la situacién de estudio. En este caso, diferentes personas pueden
atribuir diferentes valores de probabilidad para un mismo evento (1984).

Truran (1994) afirma que “en un dado ‘honesto’ surge solamente una
probabilidad simétrica, pero hay un numero infinito de probabilidades Subjetivas e
Experimentales”. En el salén de clases no es suficiente solo hablar de los diferentes
tipos de probabilidad; necesitamos elaborar cuestiones como ‘al lanzar un dado 100
veces encontramos una probabilidad Experimental de obtener la cara seis vy, ¢cual
es la probabilidad Subjetiva que atribuirias a la obtencion de la cara seis y cual es la
razon para esta eleccion?’ El nivel de la pegunta propuesta genera una variedad de
respuestas y, de acuerdo con este autor, tales variaciones fortaleceran las
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oportunidades educacionales valiosas en la comprensién de la interrelacion entre las
tres formas de la probabilidad, asi como de la naturaleza del modelo matematico.

A nuestro modo de ver, de las tres definiciones de probabilidad, la Clasica
exige al alumno una capacidad de pensamiento probabilistico mas desarrollada que
las otras dos. Pero la probabilidad experimental permite observar el fenbmeno
aleatorio y hacer predicciones sobre el comportamiento del fenbmeno y, como ya
referimos anteriormente, Batanero y Godino (2002) establecen esos puntos como
orientaciones en el desarrollo del razonamiento probabilistico. Entonces trabajamos
con los tres abordajes, adecuando cada uno de ellos a las necesidades de las
actividades y bajo la idea de la metodologia de Resolucion de Problemas.

Resolucion de Problemas

Investigaciones al respecto han colocado la metodologia de Resolucion de
Problemas como una de las mas recomendadas en la ensefianza de las
Matematicas. Pero al mismo tiempo esta metodologia ha enfrentado cierta reticencia
en aqguellos casos en los que se enfrenta al estudiante con un problema que él
encuentra como un planteamiento innegablemente matematico.

Este rechazo puede deberse a malas experiencias previas del alumno con la
Matematica, a deformaciones culturales, entre otros factores. Pero se ha encontrado
gue una posible via para evitarlo es plantear el problema dentro del contexto del
juego. Esto lleva al estudiante a explorar sobre el juego para conocerlo, a establecer
y probar sus estrategias y dedicar esfuerzo a encontrar la “solucion” que le permita
ganar en el juego.

Segun Borin,

La resolucion de problemas debe ser la metodologia elegida para el trabajo
con juegos, por ser mas adecuada para desarrollar una postura critica ante
cualquier situacion que exija una respuesta. Asi, cada hipotesis/estrategia
formulada o cada jugada desencadena una serie de cuestionamientos
como: ¢Es esa la Unica jugada posible? Si hubiera alternativas, ¢cual
escoger y por qué escoger esta 0 aquella? Terminado el problema o la
jugada, ¢cudles fueron los errores y por qué se cometieron? ¢AUn es
posible resolver el problema o ganar en el juego, si se cambiaran los datos
olas reglas? (1996, p.10).

En este sentido, se ha sugerido disefar didacticas por medio de juegos, en el
entendido de que, para que la metodologia de Resolucion de Problemas funcione, el
juego en si mismo o la sola intencion de enfrentar a los estudiantes con una
situaciéon problematica no son suficientes. Debe tenerse una estrategia de
ensefianza que permita aprovechar las caracteristicas de la metodologia y del juego
para lograr que los alumnos puedan construir sus propios aprendizajes a partir del
razonamiento.

Esto puede ser mas claro a la luz de lo expuesto por Abrantes (1989) en su
articulo “Um (bom) problema (nao) € so...”, en referencia a lo que es un problema.
Este mismo autor establece lo que es una situacién problematica y lo que en un
principio no lo es. Con respecto a las primeras habla de que son situaciones en las
gue el contexto es problematico y al alumno se le estimula a “generar preguntas,
hacer conjeturas y, eventualmente, probarlas”.
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En referencia a las segundas, establece que no son realmente situaciones en
las que se esté formulando un problema, pero en las que se pretende la exploracion
del contexto por parte del alumno. Por Abrantes:

Explorar tiene aqui el sentido normal de la palabra: entrar en terreno
desconocido, tomar datos, detectar diferencias, ser sensibles a las
repeticiones y a las analogias, reconocer regularidades y patrones —o0 por
ventura en un sentido aun mas fuerte — investigar, tratar de encontrar,
tratar de descubrir (1989).

Bajo estas ideas, la estrategia que presentamos implica precisamente que los
estudiantes razonen, probabilisticamente, para tomar decisiones respecto a un
juego, bajo un esquema de razonamiento inductivo.

Igualmente, el disefio didactico se orientd dentro de la concepcion pedagogica
que se ha propuesto para “estrategia didactica” en el Colegio de Ciencias y
Humanidades:

Una estrategia didactica es una secuencia de acciones sistematicas
integradas a procedimientos y actividades dirigidas a facilitar los
aprendizajes de los alumnos, especificados en el programa de una
asignatura; para que el estudiante, de manera consciente y auténoma,
tome decisiones que le permitan familiarizarse con la situacion o
problematica que se le presenta y recupere de su experiencia lo que
conoce al respecto.

En la estrategia, el profesor especifica cuales son los propdsitos, los
aprendizajes y las actividades a desarrollar, delimita los tiempos en que se
pretende realizar cada una de estas tareas y los recursos necesarios para
llevarlas a cabo, la forma en que evaluara el trabajo realizado tanto por él
como por el alumno.

En su estructura la estrategia establece tres etapas: planeacion ,
ejecucion y evaluacion; sin olvidar que todo este proceso no es algo
predeterminado, sino flexible y dindmico.

Finalmente, toda estrategia asume caracteristicas especificas dependiendo
del contexto educativo en que se sitla y de la propuesta disciplinaria a la
que se aplique, asi como al estilo propio de cada profesor (Cazadero,
2006).

En el presente trabajo, con el planteamiento de esta metodologia, fueron
utilizadas tanto la manipulacion con material concreto (simulacion fisica) como la
simulacion computacional.

Material Concreto

Es importante resaltar que el uso de materiales concretos no puede ser
indiscriminado y debe realizarse con plena conciencia de la estrategia y de la
manera en la que los materiales pueden apoyar al logro del propdsito educativo.
Ningun material es valido por si solo. Monteiro, citado por Ribeiro afirma:

Algunos profesores creen que el simple hecho de utilizar el material
concreto vuelve sus clases ‘constructivistas’ y que eso garantiza el
aprendizaje. Muchas veces el estudiante, ademas de no entender el
contenido trabajado, no comprende por qué el material esta siendo
utilizado (2005).
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Ademas de eso, se debe tener cuidado para que la actividad esté en
consonancia con la realidad de los alumnos, ya que si esto no fuera asi, el mismo
material puede convertirse en una traba pedagdgica, un objeto tanto o0 méas abstracto
que el concepto que se pretende trabajar. En el caso de los dados, el objeto “dado”,
la nocién de “dado” es muy cercana a la realidad del alumno. Pero en este trabajo
introducimos una variante atractiva para los estudiantes: no solo les presentamos el
tradicional dado de seis caras, sino también dados de 2, 4, 8, 10, 12, 20, 30 y 100
caras (Figura 1).

Fig. 1. Dados utilizados en la secuencia didactica

En la manipulacion de los dados el alumno utiliza en un principio solo los
conceptos de probabilidad clasica, pero repitiendo el mismo proceso una cierta
cantidad de veces, naturalmente comienza a transitar de la teoria hacia las nociones
de la probabilidad experimental. Por ello, el uso de la simulacion ladica en el
aprendizaje puede fomentar los siguientes cuestionamientos: ¢Estaremos siendo
tendenciosos de alguna manera? ¢Los experimentos fueron realizados bajo
condiciones idénticas? ¢ Pueden ser considerados como independientes?

Sobre esos cuestionamientos Carvalho y Oliveira (2002) agregan que no es
posible evaluar con precision la probabilidad, porque el nUmero de ensayos siempre
es limitado, a pesar de que podemos contar con la Ley de los Grandes Numeros.
Fischbein (1987), reforzando esa idea, afirma que “la experiencia humana es
necesariamente limitada en tiempo, espacio y en el conjunto de posibilidades”. El
conocimiento cientifico que se adquiere a partir de las experiencias empiricas
siempre es limitado, ya que las conclusiones necesitan ser mas amplias que
aguellas que obtenemos por observacion. En este escenario se refuerza la idea de
la necesidad de promover una interaccién entre la experimentacion real y la
computacional.

Simulacion Computacional

Los beneficios de utilizar la simulacion computacional en contextos educativos
son de sobra conocidos y pueden ampliarse si el alumno puede construir el modelo
gue quiere simular. A través del proceso de modelacién, el alumno puede evaluar no
solamente el modelo, sino también su propio conocimiento sobre el fendmeno en si
y observar con mejores bases tedricas el fenobmeno de convergencia. Esto es, los
alumnos aprenden construyendo su propio conocimiento y dandole sentido.
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“La modelacion es un proceso que es desencadenado por el alumno cuando le
es solicitado el reconocimiento del modelo probabilista que mejor representa e
interpreta la situacion de la realidad que él quiere estudiar” (Coutinho, 2001).

Una ventaja estimulante en el uso de la computadora para el alumno, que ha
sido sugerido en la literatura, es su capacidad de realzar la comprensién de
conceptos abstractos o dificiles por medio de experiencias inductivas (Kersten, 1983;
Dambolena 1986; Gordon y Gordon 1989; Shibli 1990, entre otros).

Actualmente contamos con diversos programas, desde hojas de céalculo hasta
softwares mas especializados en Probabilidad y Estadistica que ejecutan procesos
de simulacidon computacional. Pero la mayoria de ellos presentan un problema:
fueron disefiados para “hacer” Estadistica y no para “ensefar” Estadistica. En
particular, para este trabajo se utilizo el software Fathom (Key Enterprises, 2001),
tanto por presentar ambas caracteristicas, como por ser un programa ya adoptado
por el CCH.

El programa tiene una estructura dinamica, muy simple y que facilita la
interpretacion de resultados, permitiendo que incluso alumnos que no hayan
trabajado anteriormente con é€l, lo hicieran de manera satisfactoria y eficiente.

Un posible factor de una discusion mayor es que muchas escuelas no cuentan
con ningun tipo de soporte computacional en el salén de clases para la realizacion
de un procedimiento similar, pero no abordaremos ese problema aqui al no ser el
objetivo de nuestro trabajo.

Secuencia Didactica

Percibimos por medio de una evaluacion investigativa y subjetiva que los
alumnos del CCH con los que trabajamos (con edades entre los 16 y 18 afios)
llegaron a esta etapa (pre universitaria) de estudios con conocimientos de
probabilidad casi inexistentes o incipientes, aunque con algunas nociones que
pudimos rescatar para ayudar al desarrollo del razonamiento probabilistico mas
“formal”.Es decir, ellos ya tenian por lo menos conocimiento de lo que podria ser una
probabilidad grande o pequefa, y de lo que ello podria significar en una toma de
decisiones.

Frente a este hecho, se la secuencia didactica® propuesta en este trabajo fuera
aplicada inmediatamente al inicio de la unidad de Probabilidad, probablemente
correriamos el riesgo de “fracasar’” pedagogicamente, de modo que los alumnos
cursaron inicialmente una unidad programatica de Probabilidad elemental de 26
horas.

Solamente después de esa fase es que se presentd la situacion problema a los
alumnos, que de acuerdo con el objetivo general, tuvo los siguientes objetivos
especificos:

- Presentar la definiciones de las probabilidades: clasica, frecuencial y subjetiva,
asi como sus mecanismos de calculos;

« Describir espacios muestrales;
+ Identificar la regularidad estadistica como propiedad de los fenOmenos aleatorios;
« Auxiliar a la toma de decisiones basada en el razonamiento probabilistico.

! Los retos con los dados que presentamos fueron adaptados de un juego de rol.
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Dividimos esta secuencia didactica en actividades, nombradas como
propuestas, y que describiremos y discutiremos simultaneamente, pero antes
presentaremos una descripcion general que las guid.

Descripcion general

Como ya se dijo anteriormente, comenzamos la aplicacion de las propuestas
después de haberse trabajado los conocimientos elementales de probabilidad.
Entonces, de un modo muy informal, hicimos la siguiente propuesta general a los
alumnos: ¢Querrian irse ya y dar por terminado el curso ahora? Para eso podemos
asignar las calificaciones del curso por medio de un juego de dados.

La idea era que se el alumno ganaba, se le daria la nota mas alta y podria
dejar el curso, pero si el profesor ganaba, el alumno estaria reprobado, y entonces
de un modo o de otro, podria dar por terminado el curso. Comenzamos entonces a
presentar una secuencia de cuatro propuestas de juego, siendo que en cada
propuesta una tirada valdria cinco puntos y ganaria la partida quien completara
primero 100 puntos. Esto es, buscamos presentar indirectamente a los alumnos que
habria la necesidad de utilizar nociones de probabilidad experimental, ya que
tendrian que repetir el proceso un minimo de 20 veces para que alguna de las partes
ganara y acabar asi la partida.

Vale destacar que ese reto, obviamente, fue dado a los alumnos como una
situacion hipotética, ya que no consideramos pedagogicamente correcto que el
profesor negocie las calificaciones con los alumnos de esa manera. Entonces
encararon el desafio apenas como un juego y como una manera de involucrarlos en
el asunto, sea por la forma en la que se colocd la situacién, o por la posibilidad del
juego y la apuesta en el salon de clases, o porque encontraron interesante aun
siendo irreal el tener una posibilidad de finalizar el curso con un juego, sin tener que
pasar por otra forma de evaluacion.

A cada pareja de alumnos se le entregb un juego de copias con una serie de
preguntas impresas referentes a los desafios, asi como las instrucciones para que,
al final de la discusion con respecto a los juegos llevados a cabo con los dados,
realizaran la simulacién por medio de la computadora también por parejas.

En total se presentaron a los alumnos cuatro desafios, los cuales se discutieron
a medida que iban apareciendo.

Primera propuesta de juego

Descripcion
Para el primer juego mostramos al grupo un dado de cuatro y otro de seis caras, y
presentamos la siguiente propuesta:

Ustedes van a lanzar el dado de cuatro caras, y nosotros lanzaremos el dado de
seis, los dos una sola vez; quien saque el nUmero mayor gana la tirada.

Comentario

Los estudiantes encontraron algo extrafio en la propuesta, entonces comenzaron a
analizar el juego. Algunos pensaron inicialmente que el juego era honesto y se
mostraron dispuestos a participar. Pero la mayoria pidi6 un poco de tiempo para
pensar, pues aun no estaban convencidos de lo idoneo de las reglas. Finalmente un
alumno indicé que nosotros teniamos ventaja, pues ellos solo podrian llegar como
maximo a un resultado de cuatro, mientras que nosotros podriamos llegar hasta
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seis. Una vez que se alcanz6 esta conclusion, pedimos a los alumnos que la
redactaran en sus propias palabras y que la anotaran en las hojas que se les habia
entregado. Cerramos, entonces, esta fase acordando que de hecho el juego no era
equitativo y lanzamos la segunda propuesta.

Segunda propuesta de juego

Descripcion
Para el segundo juego, mantuvimos el dado de cuatro caras, utilizamos uno de ocho,
Yy propusimos:

Ahora vamos a lanzar el dado de ocho caras una sola vez y ustedes continlan con
el de cuatro caras, pero lo van a lanzar dos veces y sumar los resultados. Solo que
ahora gana quien obtenga el nimero menor.

Comentario

Nuevamente, en un primer momento, un grupo acepto el juego como equitativo, pero
la experiencia de la primera propuesta los dej6 mas cautelosos y pensaron que
podria ser una “trampa numérica” mas, entonces la mayoria no accedio tan rapido a
jugar. A este respecto, otro grupo comenzé a investigar de qué forma podrian estar
siendo “engafiados”, y para ello comenzaron a lanzar el dado de cuatro caras con la
intencién de verificar el comportamiento del juego para la obtencién del valor menor.
Y de nuevo, un alumno estableci0 que podriamos obtener un “uno” como valor
menor, pero que ellos solo podrian sacar “dos” como resultado menor. Estuvimos de
acuerdo de nuevo, asi que pedimos a los estudiantes que también anotaran estas
observaciones en las copias, con sus propias palabras, y presentamos la tercera
propuesta.

Tercera propuesta de juego

Descripcion

En el tercer juego tenemos ahora los dados de seis y doce caras, y una propuesta
mas:

Los otros dos juegos no fueron equitativos. Ahora vamos a hacerlo asi, ustedes

lanzan el dado de seis caras dos veces y suman los dos resultados; nosotros
lanzamos una vez el dado de doce. Y quien saque primero un doce gana.

Comentario

En este punto, los alumnos no tenian ya la menor confianza en lo que deciamos,
aunque con todo un mayor niumero de alumnos de los que se observaron en las
otras dos propuestas consideraron el juego como equitativo y se mostraron
dispuestos a apostar. Pero aun teniamos el grupo de los altamente desconfiados,
entonces comenzamos a instigar el razonamiento de los alumnos haciendo algunas
preguntas:

¢Estan ustedes totalmente convencidos de que el juego es equitativo? ¢Coémo
podrian saber si lo es? ¢Cual seria la probabilidad de obtener suma de doce? ¢Y
cudl seria la nuestra?

La mayoria inmediatamente respondioé que tendriamos igual probabilidad y que seria
de 1/12. Pero como en sus apuntes de la parte introductoria de probabilidad tenian
el experimento de la suma de dos dados de seis caras, se dieron cuenta del error y
reconsideraron que en realidad tendrian a penas una probabilidad de 1/36. De nueva
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cuenta les solicitamos escribir estas observaciones, y pasamos entonces a la ultima
propuesta.

Cuarta propuesta de juego

Descripcion

Iniciamos comentando que siempre tomamos el dado con mayor niumero de caras e
gue dejamos para los alumnos el de menos numero de caras, y con eso ellos
podrian estar teniendo la idea de que era ese el hecho que los dejaba siempre en
desventaja en las partidas. Entonces entregamos al grupo uno de 20 caras, y nos
guedamos con un dado de diez caras, y con la dltima propuesta:

Ustedes han jugado siempre con el dado de menos caras y nosotros con el dado de
mas caras. Ahora ustedes van a lanzar el dado de 20 caras una vez, y nosotros
lanzaremos el dado de diez caras dos veces y sumaremos los resultados. Ganara
quien saque un diez.

Comentario

El cambio de tener ahora el dado con “mas lados” caus6 dudas en algunos acerca
de si esta vez tenian la ventaja en la partida, pero tampoco creian mas en nuestra
disposicion de presentarles un juego equitativo. Ademas, después de la experiencia
con la propuesta anterior, la mayoria ya consideraba importante calcular las
probabilidades que tendrian cada uno de los jugadores. Después de algunos
minutos, muchos percibieron que teniamos la ventaja para obtener diez como
resultado e inclusive describieron todas las posibles parejas, un total de nueve, para
sacar la suma de diez.

Pero al momento de comparar los resultados, tuvieron dificultad para argumentar
que 9/100 es mayor que 1/20, mostrando una deficiencia con el concepto de
fraccion. Entonces acabaron por apelar a un “falso intuitivo”, al decir que nuestra
probabilidad era mayor no tanto por la comparacion de las fracciones, sino por la
experiencia de las propuestas anteriores. Finalmente, con una pequefa intervencion
de nuestra parte, consiguieron establecer la comparacion correcta y argumentar por
que el juego no era equitativo. Una vez mas, estas observaciones debieron ser
redactadas por los estudiantes en sus copias. En seguida, abrimos una discusion
con el grupo sobre los juegos presentados.

Discusion con el grupo

Iniciamos la discusiéon con la siguiente pregunta: ¢Ustedes consideran que no
fuimos “honestos” con nuestras propuestas?

La mayoria consider6 que si, por lo que tuvimos que reforzare dos
caracteristicas de los juegos: que los dados eran honestos y que no hicimos ningun
tipo de trampa. Lo que ocurri6 es que calculamos previamente todas las
probabilidades y optamos siempre por la jugada que nos traeria ventaja.

Hecho esto, les pedimos que respondieran a las preguntas de la cinco a la
ocho, cuestionandoles en ellas acerca de la equidad del juego y de las
probabilidades que ellos consideran que se tienen de ganar en una tirada de cada
partida.

De esta forma se concluyé que calcular las probabilidades de algan fenbmeno
aleatorio puede ser de mucha utilidad en la toma de decisiones, no solo para un
tema tan banal como un juego de dados, sino para otros mucho mas importantes
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como algunas pruebas que se hacen en la industria o la salud, entre otros. Hicimos
notar también que aunque inconcientemente, indirectamente, ellos tomaron una
decision durante las partidas, que seria de no jugar.

Realizamos entonces otra pregunta, la misma que aparece en la actividad
impresa: Si hubieran jugado, ¢ podrian haber ganado alguna partida?

Respondieron que si, pero que consideraban las posibilidades muy remotas. Es
decir, comenzaron a pensar en los conceptos de aleatoriedad y de experimentacion.

Después, discutimos con los alumnos el por qué el desafio se hizo a varias
tiradas y no a una sola, y que anotaran sus consideraciones en la pregunta diez.

Antes de pasar a la simulacién con la computadora, les pedimos que indicaran
qgue probabilidades consideraban que tendrian de ganar cada una de las cuatro
partidas. Después, se discutié sobre la alternativa de revisar estas cantidades a
partir de la repeticion de muchos lanzamientos de acuerdo a las reglas establecidas,
y la pertinencia de simulara estas repeticiones por medio de la computadora
(preguntas once a catorce).

Los puntos quince a 37 de la actividad corresponden a las instrucciones de
simulacién requeridas por el paquete Fathom, que fue el que elegimos para que los
estudiantes trabajaran esta parte, asi como algunos cuestionamientos respecto a
comparar las observaciones realizadas en la simulacién con las respuestas que
dieran en las preguntas iniciales (propuestas de probabilidades, honestidad del
juego, pertinencia de arriesgarse a jugar). En los puntos referentes a las
instrucciones para la simulacion, colocamos imagenes que permitieran al estudiante
manejar el paquete aln siendo que era la primera vez que trabajaban con él.

Finalmente entregamos al grupo los dados involucrados en los juegos
anteriores, asi como los de 2, 30 y 100 lados, y les pedimos que disefiaran un juego
con caracteristicas similares a los presentados, esto es, que aparentaran ser
equitativos, sin serlo en realidad. Ademas, los alumnos deberian decir cual seria la
tirada para ganar y de qué manera jugarian para tener la ventaja. También les
pedimos disefiar otro juego que no solo aparentara equidad, sino que ademas
efectivamente la tuviera. Al final, se discutié de nuevo sobre el uso del calculo de
probabilidades como herramienta en la toma de decisiones; las observaciones al
respecto fueron vaciadas por los alumnos en la ultima pregunta de la actividad.

Verificamos que la mayoria de los alumnos consiguid describir alguna
propuesta de juego aceptable, aunque hayan sido apenas reproducciones de la
segunda y la cuarta propuestas con modificaciones apenas en las parejas de dados
involucrados. Por ejemplo, ellos lanzarian una vez un dado de 30 caras y su
oponente tres veces uno de diez caras, usando la suma de los resultados, y
ganando quien obtuviera treinta.

Algunos alumnos, aquellos mas participativos en las clases, elaboraron juegos
mas complejos, del estilo de la tercera propuesta.

Pero en contraparte tuvimos alumnos, los de mayores dificultades de
aprendizaje, que no consiguieron dar una propuesta de acuerdo a las
especificaciones. Asi, clasificamos las deficiencias observadas en el razonamiento
probabilistico de estos alumnos en tres niveles:

1. No resolvié nada.
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2. Present6 alguna propuesta, pero el juego no aparentaba equidad.
3. La propuesta era aceptable, pero no consiguio6 tener la ventaja.
Conclusiones y trabajos futuros

Percibimos una evolucidon de mejoria en el razonamiento probabilistico de los
alumnos a cada propuesta de juego presentada, siendo que los mismos
consiguieron verificar que era posible utilizar el concepto de probabilidad
experimental, en el hecho de que siempre simulaban algunas jugadas para
comprender el comportamiento tedrico del juego. Ademas, incorporaron la
probabilidad subjetiva en el analisis, una vez que desconfiaran del juego intentaban
descubrir en donde estaba sucediendo la “deshonestidad”. Es decir, estas dos
concepciones de probabilidad se mostraron utiles siempre como el punto de partida
para entender la teoria.

Por otro lado, los alumnos percibieron que apenas la observacion y la intuicion
no eran suficientes en la resolucion de las propuestas, siendo necesario de hecho
utilizar la teoria Clasica en la decision final. Como ya se coment6 anteriormente, la
mayoria de los alumnos consiguié describir su propio juego, saliendo de aquel
estado inicial de “inercia” del razonamiento probabilistico.

En la evolucion de este proceso de aprendizaje, el uso de la simulacion
computacional de esos fenOmenos mostr6 ser muy eficaz para promover la
dialéctica entre el punto de vista frecuentista y el ponto de vista clasico de
probabilidad.

Vislumbramos También con esa secuencia didactica presentada que los
alumnos al comprender bien el concepto de probabilidad podran tener un mejor
desemperio en estudios futuros de los conceptos de Inferencia Estadistica. Es decir,
un buen desarrollo del razonamiento probabilistico puede ayudar al alumno en la
transicion hacia el razonamiento estadistico, haciendo asi la fusion de lo que se
denomina Estocastica. Obviamente, sabemos que para verificar tales impresiones
tendriamos que desarrollar un trabajo de formacion estadistica e investigacion
continua con ese mismo grupo de alumnos.

Para finalizar, tenemos como propuesta futura la aplicacion de esta misma
secuencia didactica con alumnos de Enseflanza Media en Brasil, mas
especificamente en la ciudad de Lavras, Minas Gerais. La idea seria hacer posibles
comparaciones del razonamiento probabilistico de estos jovenes, es decir, hacer una
averiguacion del nivel cognitivo en edades de 16 a 17 afios, con posiblemente
realidades de ensefianza diferentes.
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Resumen

Los porcentajes aparecen a diario en nuestra vida de muchas formas, una de ellas
es para poner de manifiesto cambios que expresen aumento o disminucién
(crecimiento o decrecimiento) del valor de una variable, y con frecuencia ese cambio
se muestra mediante un gréfico. El estudio que se presenta recoge en qué medida
estudiantes universitarios comprenden y perciben la variacién, expresada por
porcentajes, en el uso cotidiano y cémo lo aprecian cuando se refleja sobre un
gréfico con rectangulos. Los resultados del estudio sugieren que los estudiantes
tienen una débil comprension del uso del porcentaje como indicador de cambio, por
lo que la formacion matematica basica deberia incidir en concepto.

Abstract

The percentages appear daily in our lives in many ways, one of them is to highlight
changes expressing increase or decrease of the value from a variable, and often this
change is shown by a chart. The study presented here reflects the extent to which
students understand and perceive the change, expressed in percentages, in
common usage and how they appreciate it when it is reflected on a graph of
rectangles. The study results suggest that students have a weak understanding of
this concept, and therefore the basic mathematical training should stress on the use
of the percentage as a statistic indicator of change.

Resumo

Em muitos aspectos diarios da nossa vida aparecem percentagens.
Nomeadamente, para destacar as mudancas de uma variavel que aumenta ou
diminui. Muitas vezes esta mudanca surge na forma de um gréfico. O estudo
apresentado reflecte em que a medida estudantes universitarios compreendam e
percebem a variagédo, expressa em percentagens, numa situacdo de uso comum ou
numa situacdo apresentada na forma de um gréfico de rectdngulos. Os resultados
do estudo sugerem que os estudantes tém uma fraca compreensédo deste conceito
pelo que a sua formagdo inicial em matematica deveria incidir mais sobre a
utilizacdo da percentagem como indicador de variagao.

1.Introduccién

Los cambios o variaciones que sufre el valor de una variable en el tiempo se
acostumbra, en muchas ocasiones, a presentar utilizando porcentajes. Estos
porcentajes aparecen en los medios de comunicacion y estan presentes en
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nuestra vida cotidiana. Topicos como “el IPC ha subido respecto a...”, “el precio de
la gasolina ha bajado un...”, “el paro ha subido respecto al mismo mes del afio
anterior en...”, etc., son frases que encontramos a diario en la prensa. Ademas,
estas informaciones suelen venir acompafiadas de una grafica con dos
rectangulos que permite visualizar y sintetizar la informacion. Nos preguntamos si
los estudiantes interpretan correctamente dicha informacién gréafica, sabiendo que
es frecuente en los medios de comunicacion y que es Util para todas las personas
en su vida cotidiana o profesional, por lo que debe formar parte de la cultura
estadistica de cualquier ciudadano.

Segun Gal (2002, pp. 2-3), el término cultura estadistica fundamentalmente,
alude a las siguientes dos competencias:

a. Interpretar y evaluar de forma critica la informacién estadistica, los argumentos
apoyados en datos, o fenOmenos estocasticos que las personas pueden
encontrar en diversos contextos, incluyendo los medios de comunicacion.

b. Discutir o comunicar sus opiniones respecto a tales informaciones cuando sea
relevante.

En la prensa, es frecuente, recurrir a un grafico con dos rectangulos para
mostrar la variacion relativa en términos de porcentajes. En estadistica, para la
presentacion y analisis de datos es fundamental la construccion y lectura de
gréaficas, y una referencia obligada, ya que muestra el estado de la cuestion sobre
gréficos, se debe a Friel, Brigth y Curcio (2001), que consideran que comprender
y saber usar graficas es una parte clave en el desarrollo del pensamiento
estadistico.

También el término Quantitative Literacy incluye el dominio de los
porcentajes, ya que se considera que éstos han de formar parte de la cultura
cuantitativa de todo ciudadano. Asi, este término se entiende como una forma de
habituar la mente, y requiere la interaccién entre el profesor y el alumno para que
estos Ultimos integren el conocimiento construido en el contexto social en que
viven (Madison, 2006).

El estudio de los porcentajes ha sido objeto de distintas investigaciones
(Schield, 2006), debido a las dificultades que manifiestan los alumnos para su uso
correcto, muchas veces debidas a problemas linguisticos. Se puede encontrar
trabajos en los que se proponen pautas para mejorar y ampliar el tipo de problema
sobre porcentaje que se plantee a los alumnos (Martinén, 1987).

Esta dificultad y preocupacion por el tema se puede observar en el disefio de
applet, como los que aparecen en la pagina:
http://thales.cica.es/rd/Recursos/rd99/ed99-0249-04/apartadol.htm

En el proyecto Descartes del Ministerio de Educacion en Espafia, la
ensefianza de los aumentos porcentuales e indices de variacion se tratan en el
bloque de algebra, en el tema de proporcionalidad, pero quizds de una forma

demasiado formal para estudiantes de secundaria, a los que va dirigida la pagina:
http://descartes.cnice.mec.es/materiales didacticos/Proporcionalidad lbc/porcentajes.htm

En el bloque de numeros, la variacion expresada en porcentajes no aparece,
posiblemente, porque se considera que es una idea mas propia de estadistica, y
sin embargo, en ésta se considera sélo los numeros indices. Un numero indice es
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un indicador disefiado para describir los cambios de una variable en el tiempo,
esto es, su evolucién a lo largo de un determinado periodo. El porcentaje de
variacion es uno de los temas trasversales en la ensefianza y precisamente por
eso, muchas veces no se ensefa (Vegas, 2005). En los textos escolares de
secundaria se proponen ejercicios para encontrar aumentos o disminuciones
porcentuales, pero no suelen considerar el porcentaje de variacion, con algunas
excepciones (véase, por ejemplo, Nortes Checa, 1996).

La poca importancia explicita que se da a este concepto en el curriculo de
Espafa, choca con la que se observa en el curriculo de otros paises. Asi, por
ejemplo, en América Latina se utiliza el término variaciébn porcentual, como se
recoge en la pagina:

http://www.ine.cl/canales/chile_estadistico/estadisticas_precios/ipc/metodologia/pdf/metodocalculo.pdf

En los Estandares Curriculares del afio 2000 de la NCTM (Nacional Council
of Teachers of Mathematics) en Estados Unidos aparece el concepto acomparfiado
de una formula, y expresamente se indica que para calcular el porcentaje de
variacion se aplica:

(Valor Final —Valor Inicial) x 100

Valor Inicial

Las variaciones que, con frecuencia, aparecen en la prensa son un buen
motivo para introducir el concepto de variaciones absoluta y relativa, y su
interpretacion en términos de porcentajes, tal como aparece en algunas
actividades de aula que se puede encontrar en el proyecto para la ensefianza de
la estadistica:

http://www.deie.mendoza.gov.ar/aem/material/word/Que%20sabemos%20sobre%20variaciones %20Activ3.pdf

En el Informe PISA 2003 (MEC, 2005) aparece una actividad de uso de del
concepto de variacibn como porcentajes. Asi, en la actividad con titulo: "Cambio
de los niveles de CO, ", se presentan tres preguntas que se refieren a la
interpretacion de un grafico sobre la base de datos reales, acerca de los niveles de
emision de dioxido de carbono. En la primera pregunta, se pide a los estudiantes
que expliguen el método para calcular un porcentaje de variacion dado en un
grafico. La segunda pregunta requiere que los estudiantes razonen el significado
de los porcentajes en dicho contexto. La tercera pregunta pide a los estudiantes
que reflexionen sobre los posibles significados matematicos de la palabra
"aumento" en la actividad dada, y proporcionen una explicacion verbal.

Las tres cuestiones fueron relativamente dificiles para los estudiantes
evaluados en la prueba de PISA de 2003. (Ver pagina 29, del documento del
ICME donde se comenta la dificultad de las preguntas:

http://www.icme-organisers.dk/tsg02/proceedingsTSG2.pdf

1.1. Antecedentes

Una de las graficas mas usuales en la prensa econdmica es la
representacion con dos rectangulos para mostrar el porcentaje de variacion de una
variable en dos fechas determinadas. Otros graficos estadisticos que con
frecuencia aparecen en la prensa son las series temporales, en los que también
aparece el concepto de porcentaje de variacion, o incluso el numero indice. El
estudio de los graficos que aparecen en los medios, es una linea de trabajo
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fructifera y que siguen algunos investigadores en educacion estadistica (Monteiro
y Ainley, 2007).

En Espinel (2007) se tomoé el grafico de la figura 1, para estudiar la
comprension del mismo por parte de estudiantes universitarios. Concretamente, se
pidi6 a un grupo de estudiantes, futuros profesores de primaria que justificaran el
7% que aparece en dicho grafico.

Se esperaba que los alumnos justificaran el resultado del 7%, realizando la
operacion: [(309,5 - 289,3) x 100]: 289,3= 6,98, y que por aproximacién, dieran el
7%. Si bien, se encontré que la mayoria de los alumnos recurrian a una “regla de
tres” y asi conseguian la respuesta que no siempre era la justificacion correcta. El
ejercicio puso de manifiesto que los alumnos no saben cémo se calcula la
variacion de porcentaje. Sin embargo, quizas el no saber el calculo apropiado no
necesariamente implica no captar su significado en el sentido de aumento o
disminucién respeto a un afio base. La “fijacion” que muchos alumnos manifiestan
con la “regla de tres”, y que ésta ejerce después de que la aprenden, es motivo de
algunas investigaciones y se le ha etiquetado como “la ilusion de la linealidad”
(Van Dooren, De Bock, Janssens y Verschaffel, 2008).

Retribucion
de los conssjeros
En millones de suros
3085
23

7%

2004 2005

EL PAlS

Figura 1

Nuestra investigacion estudia en qué medida los estudiantes universitarios
conocen y captan el uso de los porcentajes, cuando se utilizan para indicar la
variacion de crecimiento o decrecimiento, respecto a una cantidad origen, y en
especial, la apreciacion visual del porcentaje de variacion.

2. Metodologia de la investigacion

Para analizar el conocimiento del porcentaje de variacion se disefidé una
prueba en la que aparecen usos cotidianos de este concepto y graficos tomados
de la prensa.

Muestra: La poblacién que responde a la prueba esta formada por 94 estudiantes,
pertenecientes a dos facultades, 65 alumnos de la Facultad de Educacion del titulo
de Maestro (especialista en Educacion Musical y en Educacion Infantil) (EDU); y
29 alumnos de la Facultad de Empresariales que cursan segundo de
Administracion y Direccion de Empresas (ADE). Se considera de interés para el
estudio los dos grupos de alumnos, ya que los estudiantes de la Facultad de
Educacion tendran en el futuro que ensefar el concepto de porcentaje y de los
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estudiantes de la Facultad de Empresariales se espera que dominen el concepto
para el desarrollo de su vida profesional.

Prueba: La prueba consta de 6 preguntas cuyos enunciados corresponden a datos
reales y graficos tomados de la prensa, con los que se pretende conocer la
percepcion grafica del porcentaje de variacion que tienen los estudiantes. El
cuestionario combina preguntas en las que el alumno debe seleccionar o
emparejar la solucién que considera correcta (eleccion multiples), con otras en las
gue ha de operar o construir graficos para encontrar la solucion. La prueba que se
administré a los alumnos se recoge en el ANEXO.

2.1. Resultados

A continuacion se recoge cada una de las preguntas, acompafiada de
algunos comentarios que justifican su pertinencia. Mediante una tabla se muestran
los resultados de las respuestas de los dos grupos de alumnos expresadas en
porcentajes. En cada tabla se resalta la respuesta correcta. Se acompaifa de un
somero analisis de estos resultados, teniendo en cuenta las estrategias que
utilizan los alumnos para dar su respuesta.

Cuestion 1:

1. Una chocolatina que antes costaba 100 pesetas, ahora vale 1 euro
(166 pesetas). Hallar el porcentaje de aumento experimentado en el
precio de la chocolatina.

Esta pregunta presenta el calculo de un porcentaje usual, lo realizan los
alumnos como actividad escolar, y en este sentido se puede encontrar en los
libros de texto de la ensefianza obligatoria. Y ademas, por las monedas a que
alude el enunciado, tiene cierto interés cotidiano, ya que aun en la calle, muchas
personas discuten lo que han subido los precios con el cambio de pesetas a
euros.

Los resultados se recogen en la tabla 1 segun las dos facultades. Se
presentan los porcentajes de respuestas correctas, incorrectas y respuestas en

blanco.
Tabla 1: Respuestas de los estudiantes por facultad  es

Respuesta EDU (N = 65) ADE (N=29)
Correcta: 66% 41,5% 69%
Incorrecta 41,5% 31%
Blanco 17%

Como se puede observar en la tabla 1, s6lo un 41,5% de los estudiantes para
profesores (EDU) responden correctamente, escribiendo que el aumento del
precio de la chocolatina ha sido del 66%, el resto de los alumnos dan otros
porcentajes, o no responden. En el grupo de estudiantes de ADE los resultados
son manifiestamente mejor, ya que casi el 70% de ellos responde correctamente.
Las respuestas incorrectas en ambas facultades corresponden a dar porcentajes
de aumento muy diferentes, tales como: 60; 66; 60,2; 62,24; 0,6; 0,0066; 40;
39,7; 37; 35,7; 36; 1,66.

En relacion con las estrategias que utilizan los estudiantes para hallar el
porcentaje pedido, destaca el uso de la “regla de tres”. Asi, de los 94 alumnos hay
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52 que aplican una regla de tres para encontrar la respuesta, ya sea esta correcta
0 no (un 55,3% del total de los alumnos, un 58,5% de EDU y un 48,3% de ADE).
Esto es, mas de la mitad disponen como Unico recurso para averiguar la variacion,
el planteamiento y calculo de una regla de tres. Se observa que recurren a ella,
tanto los estudiantes para profesores como los de empresariales. A continuacion
se muestran tres casos ilustrativos de los procedimientos seguidos por los
alumnos que apoyan su respuesta en el uso de esta regla.

Caso 1: Entre los estudiantes para profesores, que dan el resultado correcto

(66%), aparece con frecuencia la pauta: 166-100 = 66 aumento
100 100%
66 X X = 66%.

Caso 2: Entre los estudiantes de empresariales con respuesta correcta,
seflalamos la estrategia:

100 ptas. ___ 100%

166 X X =166%

Y luego, escriben: 166-100= 66% de aumento.

En esta forma de proceder esta la idea de numero indice, que los estudiantes
de ADE probablemente si conocen.

Caso 3: Como ejemplo de aplicar regla de tres con respuesta incorrecta, se tiene:
166 100%
66 X X =39,7%

En las tres siguientes preguntas del cuestionario, el estudiante solo tiene que
marcar la respuesta que considera correcta de las tres que se le proponen
(eleccién multiple).

Cuestidon 2

2. A un agricultor le pagan las papas a 0,50 euros y la misma clase de
papa se vende en el supermercado a 1,50 euros. Sefalar qué
incremento ha sufrido el precio de las papas desde el agricultor al
supermercado.

a. o Incremento del 150%

b. o Incremento del 200%

c. o Incremento del 300%

En esta cuestion 2, las tres opciones muestran un incremento superior a 100.
Los nameros que aparecen en las opciones pueden jugar en contra, si no se
domina el concepto de variacion. Puede reflejarse una confusion en los usos de
los porcentajes, entendidos como una aritmética de mitad (50%), doble (200%) o
triple (150% o 300%).

En la tabla 2 se recoge el porcentaje de alumnos que eligen cada una de las
tres opciones. Si bien, para el grupo de ADE los resultados son un poco mejores
que para EDU, en ambos grupos de estudiantes se observa que la opcién correcta
b (200%) y la opcion incorrecta ¢ (300%), estan equiparadas, en cuanto al numero
de alumnos que las eligen. El hecho de que 1,50 es tres veces 0,50 lleva a una
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interpretacion errénea del incremento, esto es, confundir porcentaje con la idea de
triple que sugieren los numeros. En este caso, ademas, sin practicamente
diferencia entre los alumnos de las dos facultades.

Tabla 2: Porcentaje de respuestas por facultad yop  cion

Respuesta EDU (N = 65) ADE (N=29)
a. 150% 15,4 % 10,3 %
b. 200% 40 % 48,3 %
c. 300% 44,6 % 41,4 %

A pesar de gue es una pregunta en la que sélo deben sefalar la opcién que
consideran correcta, hay 14 estudiantes de EDU que muestran sus calculos con
una regla de tres, que a la mayoria les lleva a elegir una solucion incorrecta. Entre
los de ADE soélo aparece en las producciones de dos alumnos. A continuacion, se
recogen tres casos para ilustrar las estrategias.

Caso 1. Eligen la soluciéon 300%, debido al siguiente planteamiento:

0,50 100
150 x x=300%
Caso 2. Algun estudiante aporta la solucidon 150% con la regla de tres:
1 100%
150 X
Caso 3. Basan la respuesta correcta, 200%, por el resultado de la regla de tres:
05 100
150 X x= 300 — 100 = 200%

En este caso, en la respuesta se aprecia una incorrecta escritura
matematica, puesto que x es 300.
Cuestion 3:

La siguiente pregunta se dedica a la apreciacion grafica del incremento de
variacion del precio de un producto.

3. El precio de la harina crecio del afio 2007 al 2008 un 300%.
De los siguientes tres graficos de rectangulos, marcar el que refleja
un crecimiento del 300%.

Gréfico a. Gréfico b. Gréfico c.
| [ ] | [ ] [ 1
2007 200¢ 2007 200¢ 2007 200¢
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Se trata de saber si hay una apreciacion del concepto de porcentaje
mostrado de forma visual o grafica. Se muestran tres opciones de aumento, y el
estudiante ha de discriminar entre las tres, si bien se aporta una escala que facilita
la eleccidn.

Los porcentajes de eleccién en esta pregunta se recogen en la tabla 3.

Tabla 3: Porcentaje de respuestas por facultad y op  cion
Respuesta EDU (N=65) ADE (N=29)
Grafico a. 63,1 % 75, 9 %
Grafico b. 24,6 % -

Grafico c. 1,5% 24,1%
Ninguno 3,1 % -
Blanco 7,7 % -

En esta pregunta los resultados de los estudiantes de ADE, un 76% de éxito,
son mejores que los de EDU. Ademas, hay un comportamiento muy diferente para
los alumnos de las dos facultades, que eligen errbneamente su respuesta. Asi
para ADE todos se inclinan por la opcion ¢, aumento del 300%, sin embargo,
entre los de EDU predomina la opcién b. Dado que no hacen céalculos pensamos
que la eleccion se hace considerando que una barra grande es la logica para un
aumento del 300%.

Este tipo de grafico se encuentra a diario en la prensa escrita y aunque los
resultados muestran un éxito relativo, es preocupante, ya que deberia ser parte de
la cultura numérica de todo ciudadano, el saber apreciar y leer graficos de este
tipo de forma correcta.

Cuestion 4

Para la siguiente pregunta del cuestionario, se emplearon los datos vigentes
en las fechas que se paso la prueba. Se trata de un dato llamativo, pues el precio
del gasoleo, mas barato en la Comunicad Canaria, subio casi a equipararse al de
la gasolina.

4. El precio del gasoleo ha pasado de 0,792 euros a 0,975 en tres afos.
Esto supone un incremento del...:
oa. 8% ob. 23%

oc. 81%

Esta pregunta 4 es analoga a la pregunta 1, en el sentido de que es un
aumento inferior a 100%, aunque ahora el estudiante sélo ha de sefialar una de
las tres opciones. Si bien el hecho de aparecer numeros decimales menores que
1, puede ser una dificultad. Los resultados se muestran en la siguiente tabla:

Tabla 4: Porcentaje de respuestas segun opciony fa  cultad
Respuesta EDU (N = 65) ADE (N= 29)

a. 8% 18,5 % 3,4 %

b. 23% 67,7% 82,8%

c. 81% 7,7% 13,8%
Blanco 6,1% -
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Los porcentajes de eleccibn muestran que esta pregunta la responden
correctamente la mayoria de los estudiantes, especialmente los de ADE.

De los alumnos que eligen la opcidn a del 8%, no hay ninguno que refleje los
calculos realizados, suponemos que sencillamente consideran que al ser nimeros
menores que la unidad, el resultado debe ser un incremento pequefio. Ademas, la
diferencia entre los numeros 0,975 y 0,792 que aparecen en el enunciado es
0,183, lo que podria llevar a los estudiantes, que no dominen el concepto, a elegir
la opcidn a, por ser un nimero pequenio.

También algun alumno puede quedar confundido con la opcién c, ya que
0,975-0,792=0,183, y 183-100=83 esta proximo a 81.

A continuacion, se muestra lo apuntado por algunos alumnos que sefialaron
las otras opciones y donde se ve que, de nuevo, la regla de tres es el recurso
basico para resolver este tipo de problemas.

Caso 1. De los alumnos que responden correctamente (23%):

0,975 -0,792 = 0,183, y luego regla de tres

100 __ 0,792
x __ 0,183 X=23%
Caso 2. Los que marcan 81% se debe a que realizan:
100 __ 0,975
X 0,792 x =81,23 %

Cuestion 5

En la siguiente pregunta se utilizan graficos tomados de la prensa y se trata
de emparejar los porcentajes de variacion que corresponden a cada grafico, en los
que las variaciones son negativas y una de ellas supera el 100%.

5. Los graficos reflejan en millones de euros las ventas de diferentes
inmobiliarias en los afios 2007 y 2008.

Escribir en los recuadros cudl de los siguientes porcentajes se corresponde con
el grafico: -178,6% ; -75,7% ; -59,7% y -43,7%.
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La asignacion esperada a colocar en cada recuadro es:

A B C D
-43,7 % -59,7 % -75,7% -178,6 %

En la siguiente tabla se recogen los porcentajes de éxito de cada grafico:

Tabla 5: Porcentaje de emparejamientos correctos se  gun facultades

Solucién EDU (N=65) | ADE (N =29)
A -43,7% 63,5% 62%

B: -59,7% 54% 52%

C:  -757% 25,4% 41,4%

D: -178,6 % 30% 41,4%

En esta pregunta, la mayoria de los alumnos emparejan correctamente las
dos primeras gréaficas cuyos porcentajes eran menores en valor absoluto, y mayor
confusion les produjeron los graficos C y D. En estos casos, muchos alumnos
consideran que la mayor distancia, grafica C, debe emparejarse con el porcentaje
mayor, en valor absoluto. Y la confusion es mas pronunciada para los futuros
profesores, EDU, que para los alumnos de ADE. A una gran mayoria de los
estudiantes les cuesta asociar una distancia pequefia, como la que aparece en la
ultima gréfica, con un porcentaje superior a 100 en valor absoluto.

Cuestion 6:

La ultima pregunta del cuestionario utiliza datos de la vida cotidiana para
pedir a los alumnos que elijan el porcentaje de incremento que consideran se ha
producido en la situacion planteada. Para ello deben elegir entre tres porcentajes
dados.

A continuacion, se les pide un grafico con rectangulos para dicha situacion.

6. En el aflo 2001, el litro de leche costaba 0.60 euros y en la actualidad
cuesta 1,20 euros.

I. Sefiala el incremento que ha experimentado el precio de la leche:
a.o 100% b.o 60% c. o 50%.

ii. Construye un grafico de rectangulos que refleje el incremento
experimentado.

La primera parte de esta pregunta es analoga a las preguntas 1 y 4. Se
espera confirmar la posible confusién con doble y mitad que puedan tener algunos
alumnos.

Por otro lado, a priori se espera que sea mas facil que la pregunta 2, que
mostraba un incremento mayor que 100. Los resultados de la primera parte de la
pregunta se recogen en la siguiente tabla:
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Tabla 6: Porcentaje de respuestas en cada opcién po  r facultad
Respuesta EDU (N = 65) ADE (N=29)
a. 100% 47,7 % 75,9 %
b. 60% 9,2% 10,3%
c. 50% 40% 13,8%
Blanco 3,1% -

En esta pregunta, los resultados son claramente mejores en los estudiantes
de ADE. Los estudiantes para profesores, EDU, son los que mas confunden el
50% con la mitad del precio de la leche, lo que lleva a un 40% de estos
estudiantes a marcar la opcion c.

En la segunda parte de la pregunta 6ii, se quiere observar la capacidad de
los alumnos para construir un grafico que recoja el incremento. Los resultados se
muestran en la tabla 7.

Tabla 7: Porcentaje de respuestas en cada opcion po
EDU (N = 65) | ADE (N=29)
52,3% 79,3%

r facultad a la pregunta 6ii

Pregunta 6,ii

Grafico

Los datos muestran que practicamente el 80% de los alumnos de ADE trazan
un gréfico correcto de acuerdo con su opcion en el apartado 6i.

Hay que observar como muchos de los alumnos que han respondido
incorrectamente a la primera parte de la pregunta, pues han elegido la opcién c
(50%), luego construyen un grafico tedricamente correcto, ya que el segundo
rectangulo es el doble que el primero, es decir, que para ellos un aumento del 50%
es duplicar el tamafo del grafico. Asi que esta pregunta (6 ii) tiene un falso éxito,
ya gque no refleja si realmente comprenden el porcentaje de variacién, mas bien, al
contrario, refleja la confusién de que un 50% de variacion se dibuja con un grafico
de doble altura.

3. Analisis de los resultados de la prueba

Los resultados anteriores muestran un primer andlisis de la informacion,
principalmente en cuanto a porcentajes de las respuestas elegida por los alumnos.
A continuacién se recurre a otras técnicas estadisticas que expliguen en mayor
medida el comportamiento de los alumnos ante las preguntas consideradas.

Para ello, el cuestionario con 6 preguntas se ha desglosado en 10 items,
como se muestra en la tabla 7. De forma que todas las preguntas se corresponden
con un item, menos la pregunta 5 que pasa a tener 4 items, uno por cada gréfico,
y la pregunta 6 que tiene dos items, uno por cada apartado.

3.1. Resultados segun porcentajes de éxitos de los items

En la siguiente tabla se muestra un resumen del nimero de respuestas
correctas y porcentaje de éxito de cada uno de los items para el total de los 94
alumnos que han participado en la experiencia.
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Tabla 8: Todos los items con porcentaje de éxito

Clave Euro | Papa | Harina | Gas A B C D Leche | Gréf.
Pregunta 1 2 3 4 5 5 5 5 6 6
item 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
N°correctas | 47 40 63 69 60 51 30 33 53 60
Exito 50% 43% 67% 73% | 64% | 54% | 32% | 35% 56% 64%

La observacion conjunta de todas las preguntas muestra un éxito relativo en
relacion a la idea y percepcion grafica de variacion que tienen los estudiantes
universitarios que han participado en este estudio. Es preocupante un éxito tan
insuficiente, teniendo en cuenta que ademas la prueba se ha disefiado utilizando
enunciados con datos reales y graficos de la prensa, algo que en principio se
penso6 que podria facilitar la eleccion de las respuestas correctas.

Dado que el cuestionario tiene algunos items muy parecidos, parece
oportuno realizar una comparacion de los resultados, para observar en qué
medida la confusion o error esta arraigado en algunos alumnos. El mejor resultado
en cuanto a porcentaje de respuestas correctas corresponde a la pregunta 4, un
73% de éxito, cuando el incremento que interviene es menor que 100. Sin
embargo, en la pregunta 1, en la que la variacion es un 66%, también menor que
100, el éxito es menor, ya que soélo responden correctamente la mitad de los
estudiantes. Entendemos que el hecho de darle opciones multiples para dar la
respuesta facilita el éxito en la respuesta.

La pregunta 2, que muestra uno de los resultados mas pobres, aporta
informacion cuando se compara con la pregunta 6. Ocurre que de los 41 alumnos,
de un total de 94, que en la pregunta 2, marcaron la respuesta incorrecta ¢
(incremento de 300%),luego en la pregunta 6 reflejaron el siguiente
comportamiento: 23 alumnos eligieron la correcta, opcion a; 3 eligieron b, y 15
alumnos marcaron la respuesta c. De lo que se deduce que hay errores que
persisten y que los alumnos cambian de estrategia sin tener un comportamiento
eficaz, lo que muestra cierta confusion en el concepto.

De los resultados obtenidos, en relacion a la percepcion del porcentaje de
variacion en el uso cotidiano y mediante un grafico de dos rectangulos paralelos,
preguntas 3 y 5, se deduce que el grafico induce a respuestas erroneas o que hay
un conocimiento que no es el correcto en muchos estudiantes.

3.2. Analisis de similitud de los items segun respu estas

Para estudiar a los alumnos por similitud entre sus elecciones en las
preguntas se recurren a técnicas multivariante. Se trata de observar la relaciéon o
correlacion entre el comportamiento de los alumnos en los diez items en que se
han codificado las seis preguntas. En qué medida de proximidad se encuentran
cuando a cada alumno se le ha asignado una ristra de diez ceros y unos segun su
respuesta sea correcta (1) incorrecta o blanco (0).

Se realiza un estudio sobre el comportamiento homogéneo que tienen los
alumnos en los 10 items mediante un analisis por conglomerados. Para identificar
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los grupos homogéneos de casos se utiliza la distancia euclidea y se utiliza como
agrupamiento el método de Ward, esto es, minimizando la varianza dentro de
cada grupo, se obtiene grupos homogéneos y tamarfos similares. El resultado para
los 94 estudiantes se muestra en la figura 2, con un diagrama de similaridad de las
respuestas de los estudiantes en la prueba.

Figura 2: Dendograma con las similaridad de los ite  ms segun las respuestas

Cluster Tree
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Para el analisis del dendograma de la figura 2 se consideran tres grupos de
preguntas:

Un primer grupo (G1) formado por cuatro items: la pregunta 4 (GAS4) y el
primer item de pregunta 6 (LECHES®) y los dos items mas dificiles de la pregunta
5 (VARB5 y VARAD).

Un segundo grupo (G2) también de cuatro items que procede de primero
agrupar la pregunta 1 (EURO1) con la 3 (HARINA3) y el segundo apartado de la
pregunta 6 (GRAFI6) con la pregunta 2 (PAPA2).

El tercer grupo (G3) lo forman sélo los dos items de la pregunta 5 (VARC5 y
VARDS5) que presentaron la mayor confusion para los estudiantes, y que en la
figura muestran la mayor disimilaridad con respecto al resto de los items.

Este analisis confirma la semejanza de algunas preguntas, por el resultado
de cdmo algunos alumnos mantienen sus respuestas correctas o no, y que ya se
habia sefalado, observando sélo los porcentajes de éxito, al final del apartado 1.
Es el caso, por ejemplo, de las preguntas 4 y 6.

3.3. Resultados mediante el modelo de Rasch

El procedimiento mas acudido para resumir los datos que aportan los items
es calcular el porcentaje de respuestas correcta. Este tipo de analisis es el primero
gue se ha recogido en el apartado de metodologia de este trabajo, sin embargo,
para mostrar los resultados de una forma mas razonable seria deseable conocer
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el nivel de dificultad de los distintos items. Desde el punto de vista matematico, la
probabilidad de que un estudiante conteste correctamente a un item depende de
la diferencia entre el nivel del estudiante y el nivel del item a través de un modelo
logistico de un parametro, segun propone el matematico danés George Rasch en
1960 para el caso de items dicotémicos.

La formulacion méas conocida del modelo de Rasch se deriva de la prediccién
de la probabilidad de una respuesta al item (resolverlo correctamente, estar de
acuerdo, etc.) a partir de la diferencia en el atributo entre el nivel de la persona (8,)
y el nivel del item ([3)).

P(H ): exp(@v _lgl)
| 14

1+expd, - 5)

El modelo de Rasch, siendo una funcion probabilistica, aporta un continuo
relativo en el que se localizan la dificultad de items y la capacidad del estudiante.
En este continuo, la dificultad de un item resulta de la comparacion con los demas.
Para ello, se centra la dificultad de los items en cero y se crea una escala relativa
para comparar los items y las puntuaciones de los estudiantes. Este escalamiento
comun de estudiantes e items es una de las mayores ventajas de modelo ya que
aporta una gran rigueza diagnéstica.

Para realizar el analisis de los datos, en este estudio, se ha recurrido al
modelo citado por medio del programa informatico Winsteps (www.winsteps.com).
El analisis descriptivo de los datos, cuando las preguntas se convierten en diez
items que se corrigen como bien o mal, da una calificacion para los 94
estudiantes que oscila entre 0 y 10 puntos.

Los resultados, que se muestran en la tabla 8, para el total de 94 alumnos,
dan que la calificacion media es 5,4 y desviacion tipica 2,6. Siendo la calificacion
media mas baja para los estudiante de educacion (EDU), sélo un 5, que para los
de empresariales (ADE), que es de 6,3, pero esos ultimos tienen una mayor
dispersion.

Tabla 8: Puntuacion

Estudiantes Media Aritmética | Desviacion Tipica
Total (N = 94) 5,4 2,6
EDU (N = 65) 5 2,4
ADE (N = 29) 6,3 2,8

El resultado del programa informatico Winsteps (Linacre, 2007) proporciona
gue la fiabilidad de las preguntas es 0,89 y ofrece el mapa conjunto de personas e
items que se recoge en la figura 3.
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Figura 3. Mapa de medicion conjunta de estudiantes e items
(m: EDU, a: ADE)
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En la representacion del continuo lineal caracteristico de la metodologia de
Rasch, en el caso del estudio considerado, hay un rango de variacion entre + 3
logit. A la derecha de la linea estan localizados los diez items y a la izquierda los

94 estudiantes.

El mapa permite observar que, en relacion a los items, se tiene como el item
mas facil (-1,5 logit), el de la pregunta 4, relacionado con el incremento del precio
del gasdleo, y los mas dificiles (+1,5 logit), son dos de los items de la pregunta 5
(C y D). Las preguntas 5 A, y 6 B se solapan, es decir, se localizan en un mismo

nivel de dificultad.

A la izquierda de la figura 2 se muestra la localizacion de los alumnos de
EDU (codificados con la letra m), y los de ADE (codificados con la letra a). Hay 17
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estudiantes de ADE de los 29, que estan en el mapa por encima de la media.
Entre los 18 alumnos competentes, hay 11 de ADE y 7 de EDU, y en el nivel mas
bajo se localizan 15 alumnos, 4 de ADE y 11 de EDU. Los estudiantes de ADE
estan colocados en mejor posicién en su mayoria que los de EDU. En este caso,
la prueba resulto muy facil para 18 alumnos y muy dificil para los 15 alumnos
localizados en el extremo inferior del mapa.

4. Conclusiones

En un estudio previo al que se muestra en este trabajo, se pidi6 a
estudiantes para profesores que indicaran como se calculaba un porcentaje
correspondiente a la variacion que aparecia en prensa (Espinel, 2007). Debian
explicar y escribir todas las operaciones para encontrar dicho porcentaje de
variacion y como obtenian los datos para calcularlo. La mayoria de los estudiantes
procedié por ensayo y error, mediante una regla de tres, cambiando los términos
hasta que consiguieron un resultado que se aproximara al dado. Este tipo de
accion tan deficiente fue el que nos animé a investigar qué esta detrds de estos
procedimientos tan deficientes, y por ello se prepard la prueba que aqui se ha
presentado y analizado.

De los resultados del estudio, con estudiantes futuros profesores y de
empresariales, llama la atencion la alta frecuencia con la que recurren a una regla
de tres para encontrar el porcentaje pedido. Y parece que la comprension del
concepto es mejor cuando se apoya en una gréafica. Les resulta mas facil cuando
el porcentaje de variacion que interviene es menor que cien. La combinacion de
las dos variables, porcentajes mayores que cien y negativos, son las preguntas
gue muestran una mayor dificultad.

Para un andlisis conjunto de alumnos e items se recurre al modelo de Rasch
(Linacre, 2007), y en el caso de esta prueba permite al investigador visualizar el
ranking segun nivel de dificultad de los items y su poca dispersion (£1,5 logit), que
contrasta con la distribucion de los estudiantes que presenta una mayor
dispersion (3 logit), debido a que hay unos pocos alumnos que dominan
totalmente el concepto y una mayoria considerable que parece que lo desconocen
y resuelven por intuicion.

Las dificultades que presentan algunos conceptos estadisticos son objeto de
varias investigaciones. El conocimiento deficiente de la recta numérica (Bruno y
Espinel, 2005; Arteaga, Contreras y Gonzato, 2009) y de algunos graficos
estadisticos (Espinel, Bruno y Plasencia, 2008; Bruno y Espinel, 2009) ha
guedado constatado en profesores de primaria en formacion.

Pensamos que el concepto de variacion y el procedimiento para calcularlo
esta deficientemente desarrollado en el curriculo. Asi que las personas llegan a
desarrollar una idea completamente equivocada. Para avanzar se propone una
modificacion del conocimiento que puede incentivarse desde un racionalismo
critico e incluso desde la intuicion. La permanencia en el tiempo de una
concepcion errdnea perjudica y lleva a producir un error porque se ha fijado un
conocimiento que en algun ambito resulté eficaz. Este concepto de variacion
deficientemente desarrollado es muy grave en los dos colectivos de alumnos
analizados. En los estudiantes de administracion de empresas (ADE) porque este
va a ser de uso cotidiano. Y en los futuros profesores (EDU) porque demuestran
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una débil comprension de los porcentajes que puede transmitirse a una
generacion. Consideramos que el concepto considerado ha de formar parte de
una alfabetizacion cuantitativa de todo ciudadano.

Trabajo realizado en el marco del Proyecto de Investigacion SEJ2006-10290
(Ministerio de Ciencia y Tecnologia, Madrid, Programa del Plan Nacional de
|+D+I).
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ANEXO:

1. Una chocolatina que antes costaba 100 pesetas, ahora vale 1 euro (166
pesetas). Hallar el porcentaje de aumento experimentado en el precio de la
chocolatina.

2. A un agricultor le pagan las papas a 0,50 euros y la misma clase de papa se
vende en el supermercado a 1,50 euros. Sefiala qué incremento ha sufrido el
precio de las papas, desde lo que le pagan al agricultor al precio del
supermercado.

a. Incremento del 150%
b. Incremento del 200%
c. Incremento del 300%

3. El precio de la harina creci6 del afio 2007 al afio 2008 un 300%. De los
siguientes tres graficos de rectangulos, marcar el que refleja este crecimiento
del 300%.

Gréfico a. Gréfico b. Gréfico c.

[ ] [ ] [ ]

2007 2008 2007 2008 2007 2008

4. Los gréficos reflejan en millones de euros las ventas de diferentes
inmobiliarias en los afios 2007 y 2008.
Escribir en los recuadros cual de los siguientes porcentajes se corresponde
con el grafico: -178,6% . -75,7% ; -59,7% y -43,7%

2007° . 2008 -
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5. En el afio 2001, el litro de leche costaba 0.60 euros y en la actualidad cuesta
1,20 euros.

I. Sefiala el incremento que ha experimentado el precio de la leche:
a. 100% b. 60% c. 50%

ii. Construye un grafico de rectangulos que refleje el incremento
experimentado.
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Resumo

O presente trabalho tem por objetivo apresentar o resultado de uma investigacao
sobre a producdo escrita de estudantes do Ensino Médio (15 a 17 anos) em uma
guestdo discursiva nao-rotineira de matematica com o proposito de compreender
como lidam com questdes desse tipo em situacdo de avaliacdo, que interpretacéo
gue fazem do enunciado da questdo; que estratégias utilizam para resolvé-la.
Dentre outros, foi possivel identificar as estratégias adotadas e que alguns
estudantes relacionaram o contexto em que a questdo € apresentada com outro
contexto ou com outras informacoées.

Abstract

The general aim of this investigation is to study how High School students deal with
non-routine discursive Math questions in an assessment situation. In this analysis,
we focused the student’s interpretation of the question directions, the strategies they
use to solve it. Taking into consideration the similarities found in the students’
resolutions, they were grouped according to the strategies adopted. It was possible
to verify the strategies used and that some students related the context in which the
guestion was presented to other context or information.

Resumen

El presente trabajo tiene por objetivo presentar el resultado de una investigacion
sobre la produccion escrita de estudiantes de Ensefianza Media (15 a 17 afios) en
una cuestion discursiva no rutinaria de matematica con el propdésito de comprender
como relacionan cuestiones de ese tipo en situacidbn de evaluacion, que
interpretacion hacen del enunciado; que estrategias utilizan para resolverla. Fue
posible identificar las estrategias adoptadas y como algunos estudiantes
relacionaron el contexto en que la cuestion es presentada con otro contexto o con
otras informaciones.

1. Introduccioén

Comumente no cotidiano escolar, mas ndo somente nele, sdo veiculadas
informacdes a respeito do desempenho dos estudantes na disciplina de Matematica,
e, ha maioria das vezes, tais informacdes dizem respeito ao baixo desempenho dos
estudantes e ao fato de que quase nada sabem dos conteudos trabalhados em sala
de aula.
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No entanto, resultados de algumas investigacdes, tais como as realizadas pelo
GEPEMA®, tém revelado que, sob a luz da avaliagdo como pratica de investigacdo
em que a analise da producdo escrita se mostra como uma alternativa promissora
para conhecer como estudantes lidam com questdes abertas de matematica (Viola
dos Santos, 2007), é consideravel a quantidade de estudantes que mostra saber
procedimentos freqientemente trabalhados em sala de aula.

Se por meio da analise da producéo escrita de estudantes (Buriasco, 1999;
Nagy-Silva, 2005; Perego, 2006; Negrao de Lima, 2006. Alves, 2006; Dalto, 2007;
Viola dos Santos, 2007), em algumas questdes rotineiras de matematica, ou seja,
guestdes frequientemente trabalhadas em sala de aula e encontradas em livros
didaticos foi possivel inferir’ algo do que os estudantes mostraram saber de
contelidos da matematica escolar’, o que é possivel inferir a respeito do que os
estudantes sabem da matematica escolar ao resolver questdes nao rotineiras?
Como esses estudantes lidam com questdes desse tipo?

Este artigo apresenta parte do resultado de uma investigacdo (Santos, 2008)
sobre a producédo escrita de estudantes do Ensino Médio em questdes discursivas
nao rotineiras de matematica, realizada com o propdsito de obter resposta a essas
guestdes e, assim, compreender como lidam com questdes desse tipo apresentadas
em situacao de avaliacao.

A avaliacdo como prética de investigacdo e a andlis e da producéo escrita

A avaliacado € freqientemente um tema de discussédo no cenario educacional.
Embora haja certo consenso de que é elemento importante do processo de ensino e
de aprendizagem, ela ainda tem sido entendida como um momento obrigatorio
realizado, tradicionalmente, no final de cada bimestre e utilizada apenas para
verificar o que os estudantes ndo aprenderam do conteudo dado em sala, para
classifica-los em bons ou maus estudantes e, por meio de notas enfatizadas como
se fossem o0 aspecto mais importante da avaliacdo e “operadas como se nada
tivessem a ver com a aprendizagem” (Luckesi, 2002, p.23), determinar aqueles que
continuardo os estudos.

Desse modo, parece que a preocupagao, nessa perspectiva de avaliagao que
focaliza somente o produto final, reside apenas na aprovacdo ou reprovacao do
estudante e ndo na obtencéo de informacdes que possam subsidiar as tomadas de
decisfes necessarias nos processos de ensino e aprendizagem.

Praticar uma avaliagdo com vistas a contribuir de fato com professores e
estudantes, para subsidiar as tomadas de decisdes tanto no processo de ensino
guanto no de aprendizagem, de modo a possibilitar que o professor possa rever sua
acao, suas escolhas didaticas e os estudantes, suas estratégias de estudo, implica
em assumir a avaliacdo como pratica de investigacdo (Esteban, 2000; Buriasco,
2004). Pratica com a qual se busca recolher informacfes e interpreta-las,
compreender os modos de pensar dos estudantes, os caminhos utilizados por eles

' O GEPEMA - Grupo de Estudos e Pesquisa em Educagdo Matematica e Avaliacdo esta constituido dentro do Departamento
de Matematica da UEL e dele fazem parte professores que ensinam matematica na Educacéo Basica e no Ensino Superior,
alunos da Licenciatura em Matematica, alunos do curso de Especializacdo em Educacédo Matematica e alunos do programa de
Mestrado e Doutorado em Ensino de Ciéncias e Educagao Matematica.

? Ressaltando que tais inferéncias foram realizadas a partir da analise de algumas questdes envolvendo algum contetdo, e, em
um determinado momento histérico, com um determinado grupo de estudantes.

% Matematica escolar esta sendo entendida aqui como a matematica ensinada na escola.
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na busca de uma solucéo para determinado problema, suas dificuldades; de modo
gue, ao tomar consciéncia do ocorrido nestes processos, se possa refletir e,
posteriormente, executar intervencgdes (Sacristan, 1998).

Numa avaliagdo assim praticada, enfatiza-se o caminho percorrido pelo
estudante e ndo simplesmente um resultado obtido por ele; indaga-se o que ele fez
com o proposito de se obter informagdes a respeito do que ele sabe e ndo apenas
do que lhe falta, do que ndo sabe. Além disto, reconhece-se e valoriza-se a
diversidade de caminhos percorridos na construcdo de solugdes para os problemas,
abre-se espaco para as diferencas entre 0s estudantes e para as muitas
interpretacfes de uma mesma situacdo. Esta € a perspectiva de avaliacdo adotada
neste trabalho.

Em aulas de matematica, a avaliacdo tomada como pratica de investigacdo
possibilita investigar, analisar e discutir como os estudantes lidam com determinado
problema, ou seja, como interpretam seu enunciado, que estratégias e
procedimentos* utilizam para resolvé-lo, como expressam matematicamente suas
idéias. O caminho utilizado para buscar conhecer como os estudantes lidam com
questdes discursivas e néao rotineiras de matematica, neste trabalho, foi a analise da
sua producao escrita.

Toda producéo escrita dos estudantes, seja ela obtida por meio de trabalhos,
provas ou qualquer outro instrumento que possibilite o registro de suas idéias, é
importante, pois, ao analisar e interpretar a producdo escrita dos estudantes na
resolucdo de um problema, o professor pode perceber que, por meio dessa
resolucdo, seja ela considerada totalmente correta, parcialmente correta ou,
incorreta, € possivel obter informacdes sobre o que eles sabem do conteddo
envolvido, ter pistas do que podem vir a saber futuramente, além de também ter
pistas de como ele, o professor, pode auxilia-los em suas aprendizagens. Além
disto, o professor pode identificar possiveis dificuldades dos estudantes, analisar os
erros encontrados, obter indicios das causas dos erros para, a partir dessas
informacdes, de conversas com eles, planejar novas acdes de modo que estas
possam contribuir com a aprendizagem dos envolvidos.

Resultados de algumas investigacfes (Nunes, Carraher, Schliemann, 1995;
Cooper e Harries, 2003; Kastberg et all, 2005) tém revelado que os estudantes
interagem com o contexto em que um problema € apresentado de maneiras muito
diferentes e, por vezes, inesperadas pelo professor. Nesse sentido, este, por meio
da andlise da producao escrita, pode também investigar se o estudante, durante a
resolucdo de um problema, foi influenciado pelo contexto desse problema ou ainda
se estabeleceu relacdes desse contexto com suas experiéncias tanto da escola
como fora dela para dar sentido ao problema e, assim, soluciona-lo.

Muitas informacdes podem ser obtidas a partir de uma analise interpretativa da
producdo escrita dos estudantes. Contudo € preciso considerar que, mediante essa
analise, as informacfes obtidas sobre a aprendizagem dos estudantes devem ser

* Neste trabalho, a estratégia é entendida como o modo pelo qual se aborda um problema. Considerando, por exemplo, que um
problema foi resolvido por meio de um sistema de equacdes do primeiro grau, esta seria a estratégia escolhida, ou seja, a
utilizac@o de um sistema de equacdes de primeiro grau, (0 modo como se aborda o problema). J& o procedimento é entendido
como o modo pelo qual se desenvolve a estratégia escolhida. No exemplo considerado em que um problema foi resolvido por
meio de um sistema de equacdes do primeiro grau (estratégia utilizada para abordar o problema) o procedimento adotado
poderia ser resolver o sistema pelo método da substituicdo (0 modo como se desenvolveu a estratégia).
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vistas apenas como uma amostra possivel, tanto das informacfes quanto da
aprendizagem destes. Desse modo, ndo se pode afirmar que um estudante ndo
sabe determinado conteudo pelo fato de néo se ter obtido uma informacao sobre ele
em sua producgdo escrita. Somente pode-se dizer algo a respeito do que o estudante
fez, e ndo do que deixou de fazer.

Outra ressalva a ser feita é a de que quando nao for possivel entender o que o
estudante quis expressar em sua producao escrita ou fazer uma interpretacéo dessa
producdo, um dialogo com ele durante o trabalho em sala de aula pode ser muito
atil, como bem salienta Perrot (1998). Observando-o durante o seu trabalho e
conversando com ele, esclarecimentos podem ser obtidos e duvidas podem ser
sanadas. Por isso, € importante que a sala de aula seja um espaco de dialogo entre
professor e estudante, no qual este possa expressar suas idéias, justificar suas
estratégias; um espaco ndo somente de socializacdo entre pessoas diferentes, mas
um espaco de ‘construcao’ de conhecimento.

Sobre a investigacao

Na investigacdo que gerou este artigo, para estudar a producdo escrita de
estudantes do Ensino Médio® em questdes discursivas e ndo rotineiras de
Matematica, utilizou-se uma prova contendo 14 questbes que foram retiradas de
afericdo do PISA®, por serem j& validadas. Essa prova foi resolvida por todos os
estudantes que cursavam o Ensino Médio em uma escola publica de Londrina’,
quando da investigacdo que, no momento da aplicacdo da prova, estavam com
idade entre 15 anos e trés meses e 16 anos e dois meses, que é a mesma idade
alvo do PISA. Desses 22 estudantes, 10 estavam na 12. série e 12 na 22. série do
Ensino Médio.

Com a producéo escrita dos estudantes em maos, o estudo foi desenvolvido
em trés fases. Na primeira fase, organizou-se o material e fez-se uma descricéo
detalhada do que foi encontrado em cada questdo. Na segunda, a partir da
descricéo feita de cada questéo, realizou-se uma operacdo de agrupar a producdo
escrita em razdo de aspectos comuns no que diz respeito as estratégias utilizadas
pelos estudantes. Essa operacgéo de classificacédo foi realizada com o objetivo de se
ter uma representacdo simplificada dos dados. Apés a fase de classificacdo da
producdo escrita em agrupamentos, partiu-se para a ultima fase: a da inferéncia e
interpretacdo. No caso desta investigacéo, procurou-se inferir a respeito de como 0s
estudantes lidam com questbes discursivas e nado rotineiras e se estabelecem
relagBes do contexto em que a questao é apresentada com outros contextos. Com o
intuito de obter explicacfes nas resolu¢cdes em que nao foi possivel entender o que
os estudantes fizeram, foram realizadas entrevistas semi-estruturadas.

Descricdo e analise da produc¢do escrita encontrada

Neste artigo abordaremos apenas os resultados da investigacdo oriundos
dessa questao:

® Estudantes del5 a 17 anos.

® Programa Internacional de Avaliacdo dos Estudantes. Este programa propde aos estudantes problemas que v&o além dos
gue sdo usualmente apresentados em sala de aula e encontrados nos livros didaticos. Isto é, problemas considerados ndo
rotineiros. Para mais informacdes ver http://www.oecd.org/department/0,3355,en 2649 35845621 1 1 1 1 1,00.html.

’ Cidade localizada no estado do Parana, regido sul do Brasil.
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Na escola de Marli, o professor de ciéncias aplica provas que valem 100
pontos. Marli obteve uma média de 60 pontos nas primeiras quatro provas de
ciéncias. Na quinta prova, ela conseguiu 80 pontos.

Qual a média da Marli em ciéncias apds as cinco provas?

Quadro 1. Questdo Provas de Ciéncias

Segundo a classificagdo presente nos documentos do PISA (OECD, 2004),
esta questdo envolve o calculo da média aritmética, estad relacionada com as
atividades dos estudantes na escola, denominada como uma situagdo Educacional,
e vinculada a area de contetddo que envolve o estudo de fendmenos e relacdes
probabilisticas e estatisticas. Quanto a correcdo, que foi realizada com base no
manual de correcdo do PISA®, receberam crédito completo (cédigo 2) os itens
resolvidos corretamente, crédito parcial (codigo 1) os itens com resolugédo
parcialmente correta, nenhum crédito (cdodigo 0) os que foram resolvidos
incorretamente e, também, nenhum crédito (cédigo 9) os itens deixados em branco
ou contendo frases como, por exemplo, “ndo sei” ou “ndo deu tempo”.

Receberam crédito completo (cédigo 2) as resolugbes em que os estudantes
adicionaram corretamente a média das quatro primeiras provas quatro vezes a nota
da dltima prova e, em seguida, dividiram corretamente esse resultado por cinco
(60+60+60+60+80=320 e 320+-5=64). Também receberam crédito completo as
resolucbes em que escreveram uma expressao da média aritmética das quatro
primeiras notas que é 60 para determinar o total de pontos das quatro primeiras

a+b+c+d:

notas ( 60, a+b+c+d=60%x4=240), adicionaram corretamente 0

total obtido com a nota da ultima prova (320+80=320), e, em seguida, dividiram
corretamente esse resultado por cinco (320+5=64). J4 as resolu¢des tais como as
gue os estudantes adicionaram corretamente a média das quatro primeiras provas
qguatro vezes a nota da ultima prova e, em seguida, dividiram incorretamente esse
resultado por cinco foi atribuido crédito parcial (codigo 1). Nao receberam crédito
algum (codigo 0) as resolugcdes em que, por exemplo, os estudantes apenas
efetuaram a adicdo 60+60+60+60+80. As informacdes sobre o desempenho dos
estudantes podem ser observadas na tabela a seguir.

Tabela 1: Distribuicao dos créditos atribuidos as r esolucdes dos estudantes por sé rie na questao
PROVA DE CIENCIAS

Créditos Atribuidos

Crédito Crédito - Total da
Série Completo Parcial Nenhum Crédito amostra

c6digo 2 cédigo 1 | codigo 0 | codigo 9

N % N % N % N % N %

12E. M. 30,00 0,00 7 70,00 0,00 10 45,45

3 0 0
22E. M. 4 3333 0 0,00 8 66,67 0 0,00 12 54,55
Total da amostrar 7 31,82 O 0,00 15 68,18 O 0,00 22 100,00

8 para mais informag@es ver http://www.inep.gov.br/download/internacional/pisa/liverados/07/Mat.pdf
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A tabela mostra o rendimento, mas tendo apenas o resultado final, é
praticamente impossivel fazer inferéncias sobre o modo de os estudantes lidarem
com a gquestdo. O resultado final pode fornecer ao professor indicios de que algo
nao esta bem nos processos de ensino e aprendizagem, mas apenas iSSO pouco
contribui com esses processos. Por conta disso, a analise da producéo escrita pode
ser tomada como ferramenta Util para o trabalho pedagdgico do professor, uma vez
que permite fazer essas inferéncias.

Com as 22 provas, foram formados 10 grupos, conforme mostra o Quadro 1.
Esses agrupamentos foram construidos independentemente dos créditos atribuidos
a questao e da série.

Grupo |Estratégia Provas

1 Efetua a adicdo 60+60+60+60+80. Responde com o | EOL11A, E142A,
resultado obtido na adicdo 60+60+60+60+80. E212A
Efetua a multiplicacdo 60x4 e a adicdo 240+80, sendo

2 240 o resultado obtido na multiplicagdo 60x4. Responde Egg;ﬁ EO91A,
com o resultado obtido na adicdo 240+80.

3 Efetua a adicdo 120+120 e a adicao 240+80. Responde E172A
com o resultado obtido na adicdo 240+80.
Efetua a multiplicacdo 60x4, a adicdo 240+80, sendo 240

4 0 resultado obtido na multiplicacdo 60x4, e a divisdo E081A
320:2. Responde com o resultado obtido na
divisdo 320+ 2.

5 Efetua a adicdo 60+60+60+60+80 e a divisdo 320+5. | EO61A, EI182A,
Responde com o resultado obtido na divisdo 320+5. E202A
Efetua a multiplicacdo 60x4, a adicdo 240+80, sendo 240

5 o resultado obtido na multiplicacdo 60x4, e a divisdo | EO71A, E101A,
320+5. Responde com o resultado obtido na divisdo | E192A, E222A
320+5.
Efetua a adicdo 60+80. Responde com o resultado

! obtido na adi¢cdo 60+80. E021A

8 Efetua a adicao 100+60 e a divisdo 160+5. Responde E031A
com o resultado obtido na divisdo 160 +5.

9 Apenas responde EOS1A,  E152A,

P ponde. E162A, E112A

Efetua a adicdo 80+60, a divisdo 140+2 e a divisao

10 140+5. N&o responde. El122A

Quadro 2. Grupos construidos a partir das resolugde s dos estudantes
na questdo Prova de Ciéncias .

Nos Grupos 1, 2 e 3, os estudantes utilizam estratégias diferentes para
solucionar o problema, no entanto chegam ao mesmo resultado, ou seja, concluem
que a Média de Marli apos as cinco provas é de 320 pontos.
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Os estudantes EOQ11A, E142A, E212A adicionam corretamente a média das

quatro primeiras provas quatro vezes a nota da Ultima prova e apresentam o
resultado dessa adicdo como resposta.

A multiplicacdo da média obtida por Marli (personagem do enunciado da
questao) nas primeiras quatro provas de ciéncias pela quantidade de provas e a
adicdo desse resultado a quinta nota foram realizadas corretamente pelos
estudantes EO41A, E091A, E132A.

O estudante E172A efetua corretamente as adicdes 120+120 e 240+80. E
possivel que esse estudante tenha efetuado mentalmente a adicdo 60+60, mas nao
h& registro dessa operacao.

Acredita-se, mediante a analise da producdo escrita desses estudantes, que
eles interpretaram que Marli obteve 60 pontos em cada uma das quatro primeiras
provas e, ainda, que para obter a média de Marli apos as cinco provas bastava
efetuar a adicdo das notas obtidas nas cinco provas. Em entrevistas com alguns
desses estudantes (E142A, EO041A e E132A), além de essas hipoteses serem
confirmadas, constatou-se que, durante o bimestre, os professores aplicam uma
prova que vale 40 pontos e trabalhos que valem 60 pontos, sendo a média do
bimestre constituida pela soma desses pontos. Ja a média final, que deve ser no
minimo de 240 pontos para que o0 estudante seja aprovado, € constituida pela
adicdo das quatro médias bimestrais. Desse modo, para resolver o problema, esses
estudantes podem ter relacionado o contexto do problema com o contexto da escola
em que estudam, ou seja, podem ter relacionado a situacdo em que o problema é
proposto com o modo pelo qual é efetuada a média deles nas disciplinas ao final de
um ano letivo.

No Grupo 4, o estudante EO81A resolve o problema multiplicando,
corretamente, a média de Marli nas quatro primeiras provas por quatro, adicionando
corretamente esse resultado a nota obtida por ela na quinta prova e dividindo
corretamente o resultado obtido por dois. Inicialmente acreditou-se que esse
estudante havia dividido o resultado de 240+80 por 2, pois poderia ter interpretado
gue a média seria igual ao total de pontos obtidos dividido pela quantidade de notas
diferentes. Ao ser entrevistado, revelou que havia dividido 320 por dois, pois
acreditava que toda nota deveria ser dividida por dois e porque, além disso, 320
ultrapassava o valor de 100 pontos que € mencionado no enunciado da questao.
Pode ser que o estudante acredite que toda nota deva ser dividida por dois devido
ao fato de seus professores utilizarem, para compor a média da disciplina em um
bimestre, notas provenientes de dois instrumentos avaliativos: trabalhos e provas.

Trés provas pertencem ao Grupo 5: EO61A, E182A, E202A. Nelas, os
estudantes resolvem corretamente a questao efetuando a adicdo 60+60+60+60+80
e a divisdo 320+5, ou seja, efetuam a adigéo de todas as notas obtidas por Marli e
dividem o resultado dessa adicao pela quantidade de provas realizadas.

Em sua prova, o estudante 202A ainda justifica a resposta: “A média de Marli €
64, porque eu somei as 5 notas e dividi pelas 5 provas®".

° A produgéo escrita dos estudantes foi reproduzida tal como foi encontrada em cada quest&o da prova.
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Nas quatro provas (EO71A, E101A, E192A, E222A) que constituem o Grupo 6,
0s estudantes multiplicam corretamente a média de Marli nas quatro primeiras
provas por 4, ou seja, efetuam a multiplicacdo 60x4. Em seguida, adicionam
corretamente a esse resultado a nota obtida por Marli na quinta prova. Respondem
corretamente o problema utilizando o resultado obtido na divisdo de 320 por 5,
realizada corretamente.

Por meio da producédo escrita tanto, dos estudantes do Grupo 5 como do
Grupo 6, pode-se inferir que eles interpretaram que Marli obteve 60 pontos em cada
uma das quatro primeiras provas. Supde-se que esses estudantes privilegiaram o
conhecimento matematico de média aritmética para resolver essa questédo, ou seja,
supde-se que uma possivel conexdo entre o contexto do problema e o contexto da
escola nao interferiu no modo de lidarem com o problema.

No Grupo 7, que € composto por apenas uma prova (E021A), o estudante
efetua corretamente a adicdo 60+80 e responde que a média de Marli € de 140
pontos. Provavelmente esse estudante interpretou que a soma das notas das quatro
primeiras prova de Marli foi de 60 pontos e que, para obter a média de Marli apds as
cinco provas, ele precisaria adicionar a essa soma a nota da quinta prova. Além
disso, inicia a divisdo de 140 por 50, escrevendo 70 como quociente, e a
multiplicacéo de 50 por 70. Em nenhuma dessas operacdes 0 estudante concluiu 0os
calculos. Pode ser que, apos ter efetuado a adicdo 60+80, ele entendeu que para
obter a média tivesse que dividir essa soma por cinco, contudo escreveu 50 ao invés
de 5. Ao iniciar a multiplicagéo de 50 por 70, ele pode ter percebido que o resultado
dessa multiplicacéo seria maior que 140, e por isso pode ter respondido o problema
utilizando apenas o resultado da adicdo de 80+60. Ele também realiza outros
calculos, mas néo os utiliza para solucionar o problema. Ele efetua corretamente a
divisdo de 80 por 5 e, corretamente, a multiplicacdo de 16 por 5, que é a prova real
da divisédo de 80 por 5. A partir desses procedimentos supfe-se que o0 estudante
interpretou, em um primeiro momento, que o problema solicitava que fosse
encontrada a média de Marli apds a quinta prova.
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Figura 1. Resolucao presente na prova E021A.

Em relacdo a prova EO31A, pertencente ao Grupo 8, o estudante efetua
corretamente as seguintes operagfes: 100+60, 160+5, 100+80=180 e 100-80=20.
Contudo ele utiliza apenas 100+60 e 160+5 para solucionar o problema, ja que sua
resposta provém da divisdo de 160 por 5. Em relacdo a producdo escrita desse
estudante, o que mais suscitou curiosidade foi saber por que efetuou as adi¢cdes
100+60 e 100+80 e a subtracdo 100-80. Se para a sua resposta ele considerou o
resultado obtido na adigcao 100+60, por que ndo considerou o resultado obtido em
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100-80? Em relacédo ao procedimento 160:5, foi suposto que o estudante dividiu o
resultado obtido em 100+60 por cinco, pois a pergunta menciona cinco provas.
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Figura 2. Resolucao presente na prova EO31A

Ao ser questionado sobre sua resolugdo, na entrevista, esse estudante
explicou que efetuou a adicdo 100+60, pois assim encontraria o total de pontos que
Marli havia obtido. Para ele, Marli ja havia obtido 100 pontos, e somando as notas
das quatro provas ela havia conseguido mais 60 pontos. Em seguida, dividiu o
resultado obtido por cinco, pois ela havia realizado 5 provas. Em relacdo a adicao
100+80 e a subtracdo 100-80, o estudante revelou que nédo considerou o resultado
de 100+80 ja que, se considerasse, a média seria alta, e se considerasse 100-80, a
média seria muito baixa. Constatou-se, nesse caso também, que o estudante
relacionou o contexto do problema com o contexto da escola. Como a média minima
bimestral nessa escola é de 60 pontos, para ele 100+80=180 seria muito alto em um
bimestre, e 100-80=20 seria muito baixo. Como esse estudante considerou que
100+80 ou 100-80 estaria errado, ele respondeu 32 pontos porque era um calculo
gue ja havia efetuado.

No Grupo 9, formado por 4 provas (EO51A, E152A, E162A, E112A), os
estudantes apenas responderam a questao, ou seja, deram uma resposta, mas nao
realizaram, por escrito, calculo algum. O estudante E051A responde que a média de
Marli foi de 240 pontos e que “ela conseguiu passar direto sem o conselho”. Pela
colocacao do estudante em relacdo ao ‘passar direto sem o conselho’, acredita-se
que ele também tenha relacionado o contexto do problema com o contexto da
escola. Possivelmente ele interpretou que Marli obteve 60 pontos nas quatro
primeiras e que se adicionasse essas notas ela ficaria com 240 pontos que é o
minimo, ao final de um ano letivo, que um estudante na escola de EO51A precisa ter
para ser promovido para a série seguinte.

E112A responde que a média de Marli foi de 80 pontos, pois, segundo ele, a
“maior nota prevalece”. Pode ser que ele tenha relacionado o contexto do problema
com alguma situagcao que viveu em algum momento, ou seja, pode ter relacionado o
contexto do problema com o fato de alguma vez algum professor ter considerado
gue a média final dos estudantes na disciplina seria a maior nota obtida por ele nas
provas. No questionario avaliativo, que foi elaborado com a finalidade de obter dos
estudantes suas impressfes sobre a prova, este estudante apontou essa questao
como sendo a mais facil. Segundo ele, era a mais facil “porque era so6 ver qual era a
nota mais alta, essa era a média”.
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A resposta dada pelo estudante E152A foi 70 pontos e 80 pontos a do
estudante E162A. Em relagdo a essas provas, ndo é possivel inferir o que esses
estudantes interpretaram do enunciado da questao e em relacédo aos procedimentos
por eles utilizados.

No Grupo 10, o estudante E122A nao responde a questdo apesar de ter
efetuado alguns célculos. Esse estudante efetua corretamente a adicdo 80+60 e,
incorretamente, a divisdo de 140 por cinco, sendo 140 o resultado obtido da adi¢cao
de 80+60. Contudo esses procedimentos foram invalidados pelo estudante. Entéo,
efetua corretamente a adicdo 80+60 e a divisao de 140 por 2. O que se pode inferir
desses procedimentos € que ele provavelmente considerou que Marli obteve 60
pontos apOs as quatro provas, e que pode ter interpretado que a média seria obtida
dividindo o total de pontos obtidos pela quantidade de notas diferentes. Acredita-se
também que esse estudante possa ter considerado que, apresentado os algoritmos
das operacdes realizadas, ele estaria respondendo a questao.

Figura 3. Resolucao presente na prova E122A
Algumas consideragdes

Tendo em vista a analise realizada e o que foi possivel ver em cada producéo,
fez-se um inventario a respeito do que os estudantes mostram saber de matematica
ao resolver essa questao. Identificou-se que 95,45% dos estudantes sabem resolver
uma ou mais operacdes aritméticas envolvendo ndimeros naturais e que 31,82%
sabem calcular média aritmética. Um aspecto importante a ser ressaltado, a partir
desse inventario é que nao se pode afirmar que um estudante ndo sabe determinado
conteado matematico pelo fato de ndo se ter obtido informacéo sobre ele em sua
producdo escrita. Somente pode-se dizer algo a respeito do que ele fez e ndo do
que deixou de fazer. Outra consideracdo a ser feita € que, mesmo quando uma
resolucdo ndo € considerada correta, é possivel identificar algo do que os
estudantes sabem a respeito do contetdo envolvido.

Nos casos em que 0s estudantes ndo apresentaram resposta, nao foi possivel
fazer inferéncias a respeito das estratégias adotadas uma vez que a resposta é
aspecto importante para a identificacdo da estratégia adotada pelo estudante.
Talvez, nesses casos, tenham acreditado que, apresentando apenas os algoritmos
das operacdes, estariam respondendo a questdo, o que € muito comum nas aulas
de matematica. Dar, de forma explicita, a resposta as tarefas propostas € um
procedimento ainda muito pouco valorizado, no entanto € importante que durante as
aulas os estudantes sejam incentivados a, além de registrarem suas idéias,
apresentarem respostas as questdes, pois é mediante estas que o professor podera
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identificar as estratégias adotadas, fazer inferéncias em relacdo a elas e planejar
acOes de modo a auxilia-los.

Andlise referente a questdo Provas de Ciéncias apontou que foram feitas sete
(7) interpretacOes diferentes do enunciado da questdo, o que, consequentemente,
ocasionou estratégias de resolucdo também diferentes. Dentre estas, verificou-se
gue, em pelo menos quatro (4), os estudantes relacionaram o contexto em que a
questao é apresentada com o modo pelo qual séo efetuadas suas proprias meédias
nas disciplinas ao final de um ano letivo. Desse modo, para eles, efetuar a adicéo de
todas as notas obtidas por Marli e apresentar 320 como sendo a média obtida por
ela apés as provas era plausivel.

Aliando as entrevistas a analise da producdo escrita, foi possivel constatar
ainda que, em algumas dessas resolucdes diferentes das consideradas corretas, 0s
estudantes relacionaram o contexto em que a questdo € apresentada com outros
contextos, outras informacdes. Esse é um aspecto que ndo € muito levado em
consideracdo durante as aulas. E possivel que o professor amplie sua compreens&o
guanto ao que o0s estudantes estdo pensando e ao modo como lidam com
problemas se passar a considerar que esse tipo de relacdo é possivel, e, frente a
isto, investigar, buscando identificar que relagéo foi feita.

Dai a importancia de se assumir uma postura investigativa durante a avaliacao,
pois, desse modo, o professor pode questionar-se a respeito de qual matematica
seus estudantes estdo aprendendo, que entendimento estdo tendo do que esta
sendo trabalhado em sala de aula, que dificuldades estdo encontrando, e assim
buscar alternativas para contribuir com o processo de ensino e de aprendizagem.
Isso porque, nesse exemplo, mesmo o conteudo — médias — tendo sido apresentado
nas aulas, os alunos nao fizeram diferenca entre o conceito aritmético de meédia e o
conceito particular utilizado pela escola no célculo dela. Com isso, o contexto
particular em que a palavra ‘média’ foi utilizado sobrepds-se ao conceito matematico
ensinado.

E importante destacar, novamente, que ao defender a idéia da andlise da
producdo escrita como um importante componente do trabalho pedagodgico e da
avaliacdo como pratica de investigacao, acredita-se que se pode contribuir para uma
pratica escolar menos excludente, gue néo silencia pessoas. E é acreditando nisso
que se espera que este trabalhado possa servir de incentivo e contribuir com o
trabalho do professor em sala de aula.
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Estudio del Cuadrilatero de Saccheri como Pretexto para la
Construccion de un Sistema Axiomatico Local
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Leonor Camargo; Armando Echeverry.

Resumen

Este articulo tiene dos objetivos: describir un enfoque metodolégico para la
ensefianza de la geometria que propicia la participacion de los estudiantes y mostrar
que, en el ambito de los primeros cursos de nivel universitario, dicho enfoque
permite gestionar el acercamiento al conocimiento matematico y el uso de las ideas
gue producen los estudiantes para construir, como comunidad, parte de un sistema
axioméatico para la geometria plana euclidiana. Para apoyar la afirmacion anterior se
describen los procesos realizados por dos grupos de estudiantes, que conducen a la
construccion de dos sistemas axiomaticos locales diferentes, cuyo nucleo es la
relacion de rectas paralelas.

Abstract

This article has two purposes: describe a methodological approach for teaching
geometry that propitiates student participation, and show that, in the first university
level courses, the methodology favors an approximation to mathematical knowledge
and the use of student produced ideas to construct, as a community, part of an
axiomatic system for Euclidean plane geometry. To support the previous statement,
we describe the processes followed by two groups of preservice teachers that led to
the construction of two slightly different local axiomatic systems whose nucleus is
parallel lines.

Resumo

Este artigo tem dois objetivos: descrever uma abordagem metodoldgica para o
ensino de geometria que estimula a participacdo dos alunos e mostrar que, no
dominio dos primeiros cursos de nivel universitario, esta abordagem permite
gerenciar o conhecimento mateméatico eo uso de idéias produzidas por alunos para
construir, como uma comunidade, um sistema axiomatico para a geometria plana
euclidiana. Para apoiar a afirmacéo prévia se descreve 0s processos realizadas por

dois grupos de estudantes, levando a constru¢do de dois sistemas axiomatico
locales diferentes, cujo nucleo é a relagdo de linhas paralelas

1.Introduccioén

En este articulo queremos ilustrar el efecto de un enfoque metodoldgico en
el proceso de construccién de un sistema axiomatico® local de la geometria
plana euclidiana, relativo al paralelismo, en el marco de la resolucion de un
problema relacionado con el cuadrilatero de Saccheri. Este enfoque (Samper,

! Entendemos por sistema axiomatico, relativo a un determinado tema, un conjunto conformado por términos no
definidos, enunciados (i.e., postulados, definiciones y teoremas) a través de los cuales se hace hacen afirmaciones sobre
los objetos involucrados en el tema, y las relaciones logicas entre ellos. Por sistema axiomatico local entendemos un
sistema axiomatico referido a un ndcleo conceptual, en particular, vinculado con el cuerpo teérico ya construido.
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Perry, Camargo, Molina y Echeverry, en evaluacién) es el comun denominador
de la innovacion curricular que se ha venido consolidando desde 2004 en los
primeros tres cursos de la linea de geometria en el programa de la Licenciatura
en matematicas que ofrecemos en la Universidad Pedagogica Nacional (Perry,
Samper, Camargo, Echeverry y Molina, 2007). Es resultado de nuestras
reflexiones asociadas a las investigaciones que nuestro grupo ha desarrollado
en torno al aprendizaje y la ensefianza de la geometria.

Especificamente, queremos mostrar que es posible adoptar, en el ambito
de los primeros cursos de nivel universitario, un enfoque metodoldgico en el que
la participacion de los estudiantes es fundamental en la construccion de un
sistema axiomatico. Para ello, comparamos aspectos de la implementacion del
enfoque en dos grupos de estudiantes de un curso de geometria plana que
estaban a cargo de profesores diferentes, que nos ayudan a sostener que aun
cuando ambos grupos estudian las mismas tematicas, cubren el mismo cuerpo
de conocimientos y tienen la misma meta de avanzar en el aprendizaje de la
demostracion, los sistemas axiomaticos construidos difieren, precisamente como
consecuencia de la participacion de los estudiantes. Este hecho pone de
presente la posibilidad de gestionar, por parte del profesor, el acercamiento a los
estudiantes a conocimientos matematicos desarrollados por la comunidad
cientifica, y la utilizacion efectiva de las ideas producidas por ellos como
miembros de una comunidad de discurso matematico (Ben-2Zvi y Sfard, 2007) en
un proceso de construccion social de un sistema axiomatico.

Después de dar una descripcion general del enfoque metodoldgico que
proponemos y del curso mismo, nos centramos en aspectos de la
implementacion de dicho enfoque describiendo la ruta que se siguid para la
construccion de los sistemas axiomaticos especificos originados en el marco de
la solucion de problema ya mencionado.

2. Descripcion general de nuestro enfoque metodolég ico

Desde el momento mismo en que se inicia el desarrollo de un tema, se
involucra a los estudiantes en la resolucién de problemas? de indole geométrica
como medio para lograr que sean ellos quienes descubran, conjeturen y
produzcan inicialmente justificaciones informales, todo con el objetivo de que
puedan participar activamente en la introduccion de nuevos enunciados en el
sistema axiomético construido hasta el momento.

Creemos que en un ambiente como el esbozado antes, los estudiantes
alcanzan un cierto grado de familiaridad® con los objetos geométricos sobre los
que versaran los enunciados que haran parte del sistema axiomatico que se esta
construyendo. Cabe mencionar que los estudiantes trabajan en forma individual
0 en grupos pequeios, apoyados en el uso de la geometria dinamica. Incide en
la ganancia de esta familiaridad la posibilidad de modelar una situaciéon en un

2 Por problema entendemos aqui una tarea para la cual los estudiantes no tienen un patrén de solucién; ademas, en el

proceso de solucién de la tarea se requiere poner en juego una dosis de creatividad. Por lo regular, la tarea siempre
incluye la solicitud de una justificacion. (Se encuentran detalles sobre los diferentes tipos de tareas propuestas en el
curso en Perry, Camargo, Samper, Molina y Echeverry, 2009).

3 Aliniciar el desarrollo de un contenido, los estudiantes tienen la familiaridad basica requerida para poder comenzar a
abordar la pregunta o el problema; sin embargo, la mayoria de resultados geométricos cuyos enunciados llegan a ser
parte del sistema axioméatico que se construye en el curso son desconocidos para los estudiantes y cuando no lo son del
todo, la rigurosidad con la que se enuncian los constituye en enunciados nuevos para ellos.
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entorno en el cual estan inmersos ciertos conocimientos geométricos; en
consecuencia, las relaciones que los estudiantes descubren en la exploracion de
dicha situacion se pueden modelar matematicamente, esto es, debe existir teoria
matematica que las explique (Mariotti, 1997).

Después de la resolucién del problema se pide a los estudiantes presentar
sus producciones —que por lo general son diversas— ante la comunidad de la
clase con el fin de revisarlas y concretarlas en enunciados e ideas que se
convierten en material de trabajo de la comunidad para formar el sistema
axiomatico. En una conversacion instruccional —entendida como un discurso en
la clase que permite la construccion conjunta de significado entre profesor y
estudiantes y que sigue un modelo de conversacién, realizada en lengua natural,
en la que los miembros mas experimentados de una cultura, instruyen a los
menos experimentados, a través del dialogo (Tharp y Gallimore, 1988, citados
en Forman, 1996)— se llevan a cabo acciones tales como responder preguntas
que ayudan a ganar familiaridad y comprension de los objetos geométricos
involucrados, aceptar o rechazar las conjeturas formuladas, presentar
contraejemplos cuando se rechaza una conjetura, comparar enunciados de
conjeturas para determinar si se refieren o no al mismo hecho geomeétrico,
revisar la formulacion misma de las conjeturas y establecer la definicion de un
término que servira de nucleo para el sistema axiomatico local.

El papel del profesor como conductor de este tipo de intercambio es
fundamental sin que esto signifique que los estudiantes no jueguen un papel
activo y muy importante. Por ejemplo, en lo que tiene que ver con la
presentacion de las conjeturas a las que llegan los estudiantes, por lo general,
es el profesor quien decide el orden en que se presenten para su revision; detras
de esta decisién hay razones didacticas que buscan, por una parte, no quitarle
sentido a la presentacion y revision de las diferentes conjeturas (e.g., hacer un
analisis de tal forma que se estudien, gradualmente, desde las conjeturas menos
elaboradas hasta las mas completas, o tener en cuenta la inclusion tedrica entre
las conjeturas propuestas) y, por otra parte, aprovechar la revision de las
diferentes producciones para cubrir una amplia gama de consideraciones.

Teniendo ya elementos para comenzar la construccion del sistema
axiomatico local, ésta se va llevando a cabo a través de acciones tales como
identificar qué elementos tedricos se requieren para establecer una determinada
definicion y en caso de que éstos no hagan parte del sistema axiomatico con el
que se cuenta, introducirlos; si hubiera varios enunciados para demostrar,
decidir en qué secuencia se intentarda hacer sus demostraciones y producirlas;
identificar enunciados (postulados y teoremas) que deberian hacer parte del
sistema para poder completar una demostracion.

La construccion del sistema axiomatico esta fundamentada, en realidad, en
dos practicas matematicas: demostrar y definir (Perry, Samper, Camargo, Molina
y Echeverry, 2009), las cuales tienen lugar a través de conversacion
instruccional y de conversacion matematica. Entendemos esta Ultima como un
dialogo, sobre algun tema matematico, en el que los estudiantes comunican sus
ideas, presentan sus propuestas, hacen comentarios ya sea dirigiéndose al
profesor o entre ellos de manera directa. En este tipo de conversacion, el
profesor es un miembro mas de la comunidad y, en ese sentido, su papel es
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diferente al que tiene en la conversacion instruccional; la responsabilidad de
culminar exitosamente la tarea recae sobre la comunidad en general.

En el curso no se sigue un texto, ni los textos son fuente de consulta de los
enunciados que se organizan; sin embargo, el profesor gestiona los contenidos
de la clase de tal manera que los elementos que conforman el sistema
axiomatico global construido, en lo posible, son los mismos que componen el
sistema propuesto en el liboro Geometria Moderna de E. Moise y F. Downs.
Ahora bien, como mecanismo para recopilar lo que se realiza en cada clase y
conformar un cuerpo tedrico comun y sin errores, se asigna en cada clase dos
estudiantes que deben tomar apuntes sobre las definiciones, postulados y
teoremas (junto con sus demostraciones) que en ella se abordan y enviarselos
por correo electronico al profesor. El hace la revision de éstos y se lo envia a los
deméas miembros de la clase.

Como se vislumbra en la descripcion anterior, en nuestro enfoque
metodoldgico tenemos como fundamento que la actividad demostrativa (Perry,
Samper, Camargo, Echeverry y Molina, 2007) es una situacion social: queremos
qgue los estudiantes se involucren en la demostracion de las conjeturas que
hicieron sus pares o ellos mismos, lo cual implica un acto social tanto de
aceptacion de conjeturas como de construccibn en comunidad, de su
demostracion; es importante que los estudiantes tengan una experiencia de
aprendizaje como participacion, y que se sientan comprometidos en la
construccion de conocimiento.

En este sentido, cabe resaltar el papel importante de las nhormas que rigen
tanto la participacion de los estudiantes en la actividad matematica desarrollada
(es necesario escuchar a los compafieros, se debe respetar el uso de la palabra,
toda contribucién es importante, la participacion es esencial para generar ideas
Gtiles aunque sean erréneas) como la validacion del conocimiento matematico
que circula en la clase (dar el por qué de toda afirmacion que se haga, usar en
las demostraciones solo aquellas afirmaciones que se han validado dentro del
sistema). En un contexto de tal naturaleza, tanto el profesor como los
estudiantes contribuyen a la constitucion interactiva de situaciones que invitan a
demostrar y se enfrentan a ellas como eventos de caracter social e individual
(Goos, 2004; Graven, 2004; Martin y McCrone, 2005; Mariotti, 2000).

3. Caracteristicas de los dos grupos

El enfoque metodoldgico descrito se implementé en dos grupos de un
curso de geometria plana de un programa de formacion inicial de profesores de
matematicas. El curso es el segundo de la linea de geometria y esta ubicado en
el segundo semestre del programa. Cada grupo estuvo a cargo de un profesor
diferente; sin embargo, ambos profesores tienen experiencia en orientar el curso
bajo dicho enfoque metodoldgico, pues lo han implementado en varias
ocasiones.

Los temas incluidos oficialmente en el programa del curso son los usuales:
relaciones entre puntos, rectas, planos, angulos, propiedades de triangulos,
cuadrilateros, circunferencias, y relaciones de congruencia y de semejanza. Pero
debido al enfoque metodolégico que se utiliza, usualmente no se alcanza a

=
U N I@NREVISTA IBEROAMERICANA DE EDUCACION MATEMATICA -DICIEMRE DE 2010- NUMERO 24 - PAGINA 120



Estudio del Cuadrilatero de Saccheri como Pretexto para la Construccion de
un Sistema Axiomatico Local
0. Molina; C. Samper; P: Perry; L. Camargo; A. Echeverry.

cubrir lo correspondiente a los temas de circunferencia y de semejanza de
triangulos; en este caso, tal como lo menciona de Villiers (1986), el tiempo
didactico transcurre mucho mas lentamente que si se les presentara a los
estudiantes el sistema axiomatico ya hecho y ellos s6lo tuvieran que obtener
algunas deducciones logicas.

Uno de los grupos estaba conformado por 30 estudiantes y el otro por 34.
Conviene sefalar que los dos grupos de estudiantes tenian antecedentes
académicos similares en lo que se refiere al manejo de un software de
geometria dindmica (Cabri), a la familiaridad con el enfoque metodoldgico, y al
contenido geométrico mismo; en particular, en ambos grupos se conocian
ciertas caracteristicas de un sistema axiomatico (el significado de definicion,
postulado y teorema, y sus funciones en procesos deductivos). En particular,
para abordar el problema que se les propuso, ellos contaban con toda la teoria
relacionada con congruencia de triangulos, desigualdades en triangulos,
perpendicularidad de rectas en un plano y las relaciones entre puntos, rectas y
planos.

4. Recuento de algunos aspectos de la implementaci6 n del enfoque
metodologico y presentacion de los sistemas axiomat icos locales

En esta seccion exponemos el enunciado del problema planteado a los
estudiantes, que dio lugar al proceso de construccion de los sistemas
axioméaticos locales que presentamos. Precisamos la intencion especifica que
nos movié a plantearlo, algunas previsiones con respecto al contenido
geométrico que saldria a relucir, algunos detalles relativos a la implementacién
del enfoque en lo que tiene que ver con la gestion de dicho contenido y la
participacion de los estudiantes, y finalmente, mostramos a través de un
esquema el sistema axiomatico local construido por la comunidad de la clase en
cada grupo, cuyos elementos surgieron previamente o en el momento, para dar
solucién al problema.

4.1. El problema propuesto

El problema que se propone para incentivar las ideas que daran lugar al
sistema axiomatico local cuyo nucleo sera el paralelismo de rectas esta basado
en el cuadrilatero de Saccheri, un cuadrilatero con dos angulos consecutivos
rectos y dos lados opuestos congruentes cada uno con un extremo en el vértice
de uno de los angulos rectos. Siendo una figura geométrica que visualmente
parece ser un rectangulo y que, a partir de la exploracion con geometria
dindmica, se comprueba que tiene todas las propiedades de un rectangulo,
querer demostrar que las tres propiedades que se le exigen al cuadrilatero
tedricamente validan esa idea impulsa a los alumnos a emprender el camino
para ello. Como solo es posible hacerlo aceptando como postulado del sistema
axiomatico aquel que afirma la existencia de una Unica recta paralela a una dada
por un punto externo a ella (V Postulado de Euclides), el problema propuesto
ofrece el escenario perfecto para introducir dos elementos al sistema: el
concepto de rectas paralelas y dicho postulado. Nuestra expectativa no difiere
mucho de lo que experimenté Saccheri (1667 - 1733) cuando estudid ese
cuadrilatero con la intencion de llegar a una contradiccion que permitiera
deducir, por reduccioén al absurdo, el V Postulado de los postulados restantes
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(Boyer, sf). Al aceptar como verdaderas las primeras veintiocho proposiciones
expuestas en Elementos de Euclides, las cuales no requieren del V postulado, la
configuracion propuesta para el cuadrilatero es construible. Saccheri logra
demostrar que los otros dos angulos del cuadrilatero son congruentes pero no
rectos. El plantea tres hipétesis: son rectos, son obtusos o son agudos y las
estudia con el fin de descartar las ultimas dos. Saccheri no logra su objetivo,
pero a cambio establece varias propiedades geométricas relacionadas con
dichas hipotesis. No es nuestro fin estudiar lo que hizo Saccheri sino usar la
situacién para la intencion anteriormente expuesta.

El enunciado del problema difiere un poco para ambos grupos (en adelante
Grupo A y Grupo B), sin que ello ocasione un efecto profundo en el sistema
axiomatico local que se construye.

Problema para el Grupo A . Construya un [JABCD * con las siguientes

caracteristicas: A y OB rectos y AD OBC*®. ¢ Qué puede demostrar acerca de 0OC
y OD?

Problema para el Grupo B . Dado un [JABCD tal que OA y OB son rectos

yﬁ DE. ¢, Qué propiedad especial tiene el JABCD? Establezca una conjetura y
demuéstrela.

Aunque en el enunciado para al Grupo B no se solicita construir una
representacion de la situacion, los estudiantes saben que para poder determinar
propiedades del cuadrilatero es necesario poder realizar una exploracion
empirica en un entorno de geometria dindmica que les permitira, gracias al
arrastre, generalizar lo que descubren. Asi mismo, aun cuando no se explicita en
el enunciado para el Grupo A gue deben establecer una conjetura, hace parte
del contrato did4ctico de la clase hacerlo cada vez que se propone una situacion
como ésta. Ademas, es aceptable que los estudiantes propongan conjeturas que
provean mas informacién que aquella que da la respuesta a la pregunta que se
les plantea.

La forma como se enuncian los problemas que se proponen en el curso
tiene como objetivo propiciar que los estudiantes se involucren en una actividad
demostrativa que vaya desde la exploracion de la situacion problema, pase por
la formulacién de una conjetura y concluya con la demostraciéon de un hecho
geométrico que subyace en la situacion.

La finalidad de muchos de los problemas es generar la necesidad de
extender el sistema axiomatico que se ha venido conformando a lo largo del
curso para poder expresar lo que los estudiantes descubren y a la vez justificar
su validez; es decir, a partir de las propuestas que ellos dan como solucion al
problema (las cuales se enuncian en calidad de conjetura) se pueden introducir
nuevas definiciones, postulados y teoremas que conformardn un sistema

4 DABCD indica cuadrilatero cuyos vértices son ABCD.

® DA indica angulo con vértice A. DABC indica angulo conformado por los rayos BA y BC. Eventualemente, utilizaremos
O seguido de un nimero (e.g. 01) para indicar un angulo en el cual no se explictan sus vértices, pero para el cual hay
una representacion grafica que lo ayuda a identificar.

® AD indica segmento cuyos extremos son los puntos Ay D.
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axiomatico local en torno a un objeto o relacion geométrica. En el caso que aqui
nos ocupa, el nucleo del sistema axioméatico local es la relacién de paralelismo
entre rectas.

4.2. Las conjeturas formuladas y el proceso de sud  emostracion

Al comenzar a abordar el problema, estudiantes de ambos grupos piden
introducir la definicion de cuadrilatero para tener claridad de lo que trata el
problema, asi que en primera instancia se precisa tal definicion. A pesar de que
los enunciados de los problemas difieren, los estudiantes de ambos grupos
coinciden en tres de las conjeturas formuladas (Conjeturas 1, 2 y 3), pero los del
Grupo A, formulan una mas; todas ellas, son producto de la modelacion y la
exploracion de la situacion en geometria dinamica. Las siguientes son las
conjeturas formuladas:

Conjetura 1 . Sien un JABCD, DAy OB son rectos y AD [1BC entonces OC OOD.

Conjetura 2 . Si en un LABCD, OA y OB son rectos y E D% entonces OC y [OD son
rectos.

Conjetura 3 . Si en un JABCD, DA y OB son rectos y AD [JBC entonces TABCD es un
rectangulo.

Conjetura 4 . Si en un JABCD, OA y OB son rectos y E Dﬁentonces 0OC y 0D son
rectos, BALODC y AC L1DB.

En el Grupo A, los estudiantes proponen un enunciado relativo a
caracteristicas del cuadrilatero, que son consecuencia necesaria de las
condiciones de la situacion (lados congruentes, diagonales congruentes y
angulos rectos, Conjetura 4). El hecho de que en este grupo los estudiantes
propongan las Conjeturas 3 y 4, ilustra lo dicho anteriormente en relacion con la
posibilidad que tienen los estudiantes de proponer conjeturas que provean mas
informacion que aquella que corresponde a la respuesta de la pregunta. La
Conjetura 4 muestra el grado de exploracion que realizan los estudiantes,
evidencia del efecto del enfoque metodoldgico.

Ademas, al explorar la situacién en geometria dindmica resulta evidente la
Conjetura 3; cabe entonces preguntarse por qué tal conjetura no fue reportada
por todos los estudiantes de los dos grupos. Una razén probable es que aunque
tenian, por su experiencia del curso anterior, la nocion de rectangulo como
cuadrilatero con cuatro angulos rectos, el sistema axiomatico con el que
contaban no incluia la definicién de rectangulo y, en consecuencia, su conjetura
no podia hacer referencia a éste, pero si a propiedades del cuadrilatero que son
consecuencia necesaria de las condiciones impuestas por la situacion.

Desde el punto de vista matematico, las conjeturas que se deberian
demostrar inicialmente son la 2 o la 3, pues éstas contienen tedricamente a la
Conjetura 1 (el hecho de garantizar que CJC y [1D son rectos o que [J/ABCD es un
rectangulo implica necesariamente la congruencia de los OC y 0OD). No
obstante, la gestion del contenido realizada por los profesores difiere gracias a la
decision tomada con respecto a cual seria la primera conjetura que se
demostraria.
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En el Grupo B se aborda primero la demostracion de la Conjetura 1,
decision que toma el profesor en atencidn a que un grupo de estudiantes
afirmaba tener lista la demostracién. En el Grupo A, ante la insinuaciéon de una
pareja de estudiantes que afirma haber demostrado la Conjetura 2, el profesor
decide comenzar por ella, aunque sabe de antemano que dicha conjetura no se
puede demostrar sin introducir nuevos elementos al sistema axiomatico. Con tal
accion pretende propiciar una discusion, cuando el grupo se percate del error en
la demostracion, en la que puedan surgir otras ideas que ayuden a enriquecer el
sistema axiomatico local en construccién. La propuesta de demostracion
presentada por los estudiantes, aunque no concluye exitosamente, si demuestra
la Conjetura 1.

Como resultado de las dinamicas descritas antes, la Conjetura 1 resulta ser
la primera en demostrarse en ambos grupos. Las demostraciones respectivas
tienen, en esencia, los mismos pasos, y no se requiere la inclusion de nuevos
elementos al sistema axiomatico existente hasta el momento. Sin embargo,
estudiantes de ambos grupos destacan que la demostracion contiene la
justificacion del enunciado las diagonales del cuadrilatero son congruentes, que
para el caso del Grupo A, es parte del consecuente de la Conjetura 4.

Una vez demostrada la Conjetura 1, cada grupo toma un rumbo diferente
en su intento por demostrar la Conjetura 2. Bien sea por la gestion del profesor,
en términos de orientar la discusion a partir de preguntas para generar ideas
tiles en la demostracion (caso del Grupo A), o bien, por las ideas clave que
expresan los estudiantes para iniciar la demostracion (caso del Grupo B), los dos
grupos se involucran en la tarea usando hechos geométricos diferentes o los
mismos en momentos distintos del proceso, circunstancia que lleva a la
construccion de dos sistemas axiomaticos locales diferentes relativos a la
relacion de paralelismo.

4.2.1. El caso del Grupo A

Como se describio antes, el intento de un estudiante por demostrar la
Conjetura 2 no tiene los réditos esperados por él. A pesar de varios intentos, los
estudiantes no saben como seguir la demostracion, lo que lleva a que el profesor
les plantee una pregunta orientadora: “¢,qué otras caracteristicas del cuadrilatero

se evidencian?”. Los estudiantes mencionan el paralelismo de AD y BC hecho
gue da pie para una discusién en torno a la nocién de rectas paralelas, y la
inclusion de la respectiva definicion en el sistema axiomatico. Ademas, al
indagar sobre por qué dichos segmentos son paralelos, se introduce y
demuestra el Teorema perpendiculares — paralelas’ usando el método indirecto
de demostracion y el Teorema del triAngulo rectdngulo. En este punto, el
profesor cuestiona cOmo garantizar la existencia de una recta paralela a una
recta dada m por un punto externo A. Los estudiantes proponen una
demostracion usando el Teorema perpendiculares — paralelas, ya demostrado.
Como consecuencia de esta dinamica, se introduce al sistema el Teorema de la
existencia de una recta paralela.

" Todos los enunciados que hacen parte del sistema axiomatico se encuentran en el Apéndice.
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Se analiza de nuevo el problema del cuadrilatero de Saccheri con el
objetivo de ver si los teoremas introducidos permiten demostrar que JC y [OD
son rectos, encontrando que la inclusibn de tales elementos tedricos no
modificaba la posibilidad de hacer la demostracion deseada. Entonces el
profesor, con el propésito de proveer mas herramientas para la demostracion,
hace un paréntesis dejando de lado la Conjetura 2 y propone investigar la
situacion dos rectas y una recta secante a ellas (Figura 1). A partir de ello se
define recta secante.

Figura 1

Los estudiantes, quiza producto de su experiencia en el curso anterior,
identifican angulos alternos internos y correspondientes. Por esta via, sus
definiciones se introducen en el sistema axiomatico. Ademas, los estudiantes
proponen las siguientes conjeturas:

Conjetura 5. Si dos rectas son paralelas y estdn cortadas por una secante,
entonces los angulos alternos internos son congruentes, y los angulos
correspondientes son congruentes.

Conjetura 6 . Si los &ngulos alternos internos entre dos rectas cortadas por una
trasversal son congruentes entonces las dos rectas son paralelas.

Los intentos por demostrar la Conjetura 5 son infructuosos. El profesor
sugiere entonces emprender la validacion de la Conjetura 6. Asi, establecen el
Teorema AIP mediante el método de prueba indirecta sugerido por un estudiante
cuando supone que las rectas m y n no son paralelas y usa el Teorema del
angulo externo y el Teorema de los angulos opuestos por el vértice para llegar a
contradecir la congruencia de [02 y (01 (Figura 2).

Figura 2

Después reinician la busqueda de la via para validar la Conjetura 5. El
profesor introduce el Postulado de la unicidad de las rectas paralelas y examinan
si es util para la demostracion en cuestion. De nuevo, los estudiantes proponen
hacer una demostracion por contradiccidbn suponiendo que aunque las rectas
sean paralelas los angulos alternos internos no son congruentes. A partir de la
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suposicion de que los angulos alternos internos, OABC y [02, no son
congruentes y usando el Postulado construccion de angulos, deciden construir
otra recta, por B. Esta resulta ser paralela a n debido al teorema AIP (Figura 3).
El postulado anteriormente introducido permite mostrar el hecho contradictorio
que surge y asi concluir la demostracion de la Conjetura 5, y por ende
introducirla al sistema como el Teorema PAI.

Figura 3

Retoman la Conjetura 2 y el proceso de su validacion finaliza cuando un
estudiante usa el Teorema PAI para demostrar que [0C y 0D son rectos. Esa
demostracion también permite concluir la validez de la Conjetura 4. Garantizado
este hecho e institucionalizada, por parte del profesor, la definicién de rectangulo
con base en la nocién gue los estudiantes tenian de dicho objeto, la Conjetura 3
también fue demostrada por ellos.

Como el Teorema paralelas — angulos suplementarios no surgié durante el
proceso, el profesor solicita su demostracion en una evaluacion parcial, con el
objetivo de completar el sistema axiomatico. Asi, se conforma un sistema
axiomatico local cuyo nucleo es la relacion de paralelismo pero que no incluye
teoremas sobre las relaciones entre angulos correspondientes y rectas
paralelas.

El Esquema 1 representa el sistema axiomatico construido en el proceso
gue acabamos de recontar. Mediante flechas que vinculan parejas de elementos
tedricos indicamos que para definir, postular o demostrar un elemento (origen de
la flecha) se requiere el segundo (al cual apunta la flecha).

Se sefialan con una sombra las cajas correspondientes a los elementos
que hacian ya parte del sistema, fruto de un trabajo previo, posiblemente
relacionado con otra axiomatizacion; los otros elementos surgieron como
necesidades teoricas en el curso de la actividad y se introdujeron para poder
atender dichas necesidades.

Como las conjeturas fueron demostradas, en el esquema se denotan,
respectivamente, como Teoremas 1, 2, 3y 4.
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Definicion de angulos Definicion de Teorema paralelas —
correspondient rectas secant angulos suplementarios|

A 4

Definiciéon de angulos
alternos internc

AA

Teorema del
angulo externo

Teorema del

Teorema AIP triangulo rectangu

v

Teorema angulos
opuestos por el vértice

A 4

. Teorema perpendiculares|-
,—y Postulado unicidad dg > paralelas
las rectas paralel
Teorema PAI l
A L
Postulado de Definicion de
construccion de angulo rectas paralelas Teorema existencia
A A de una parale

Teorema 2

A

Teorema 3
Teoremal

Teorema 4

\ 4

Definicién de rectangu

Teorema diagonales congruent+s

v

Definicion de diagon: |

Definicion decuadrilatro |«

vV V

A 4

Esquema 1. Sistema axiomatico local construidoene | Grupo A
4.2.2. El caso del Grupo B

Como mencionamos anteriormente, el camino seguido por el Grupo B en
su intento por demostrar que OJC y [D, del cuadrilatero de Saccheri, son rectos,
es diferente al del grupo A. Uno de los estudiantes, apoyado en su exploracion
en geometria dinamica, menciona el uso de rectas paralelas; su propuesta
consiste en construir la recta m tal que el punto D pertenezca a la recta m y ésta
sea paralela a la recta determinada por los puntos Ay B. A la vez, hace explicita
Su nocion de rectas paralelas como “aquellas en las que los puntos de una de
éstas equidistan de la otra”. A pesar de que el profesor reconoce que esta
nocion puede tomarse como definicion de rectas paralelas, decide indagar qué
nocion de éstas tienen los demas estudiantes. Entre los aportes de los
estudiantes, surge como propuesta dos rectas coplanares que no se intersecan.
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El profesor toma la decision de adoptar esta ultima como la definicion, con base
en el plan de desarrollo de la teoria que tenia configurado. El profesor acepta la
propuesta mencionada en relacion con la construccién de la recta paralela. La
clase adopta dicha idea y usan los pasos de la demostracion de la Conjetura 1
como pasos iniciales para el proceso de demostracion de la Conjetura 2. Para

construir la recta m paralela a AB® con D O m, los estudiantes plantean dos
alternativas que, a la postre, complementan el sistema axiomético en
construccion. Una alternativa consiste en construir angulos correspondientes
congruentes (idea que surge de la construccidon con regla y compas que los
estudiantes conocen desde el curso anterior) y la otra radica en construir una

recta m perpendicular a AD por D (Figura 4).

< D/ > D /c
n
/ l
A B
Alternativa 1 Alternativa 2
Figura 4

En el orden mencionado se estudian ambas alternativas. Para la primera,
se hace necesario hacer un paréntesis en la demostracion de la conjetura y
estudiar la situacién generalizada para validar teéricamente la construccién
practica que los estudiantes conocian (dada una recta n cualquiera y un punto D
que no pertenece a ella, construir una recta m paralela a n con D 0 m). La
validacion permite introducir la definicion de recta secante a dos rectas, y con
ella, la definicion de angulos correspondientes. Ademas propicia la inclusion del
Teorema angulos correspondientes — paralelas que posteriormente permite
validar la construccion. Luego se discute la segunda alternativa que esta ligada
al cuadrilatero de Saccheri; ésta lleva a incluir en el sistema el Teorema
perpendiculares-paralelas. Ambos teoremas fueron demostrados indirectamente
y para ello se us6 el Teorema del angulo externo, proceso que fue similar al
desarrollado por el Grupo A para demostrar la Conjetura 5. Después del estudio
de ambas alternativas el profesor destaca que con ellas se ha demostrado el
Teorema de la existencia de una recta paralela. A diferencia de lo que sucedio
en el Grupo A, en donde es el profesor quien genera la discusion que lleva a
establecer el teorema anterior, en el Grupo B son los estudiantes quienes inician
el proceso que lleva a que el teorema se incluya en el sistema axiomatico
correspondiente. El profesor impulsa ese proceso al insistir en la necesidad de
garantizar, desde la teoria, cada una de las construcciones propuestas. En el
marco del problema del cuadrilatero de Saccheri, las dos propuestas confluyen
en la segunda alternativa, y a partir de ella, los estudiantes contindian el proceso
para demostrar la Conjetura 2. El problema ahora es garantizar que la recta m

interseca a la BC en un punto C'. La discusion lleva a que algunos estudiantes
sugieran ideas que conducen al Teorema paralelas—secante y al Teorema

& AB indica una recta que contiene los puntos Ay B.
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paralelas—semiplanos, teoremas que no surgen en el Grupo A. Una vez resuelto

tal problema, los estudiantes explicitan su convencimiento de que AD y BC
tienen la misma longitud (Figura 5). Garantizar desde la teoria este hecho
requiere establecer el Teorema paralelas — equidistancia, recordando por ello la
definicion de distancia de un punto a una recta. En el intento de demostrar ese
teorema, se introduce la definiciébn de angulos alternos internos y la necesidad
de contar con el Teorema PAI. Con la colaboracion de toda la comunidad, se
hace un esbozo de lo que seria la demostracion de dicho teorema y en ese
proceso surgen también las ideas para demostrar el Teorema AlP.

En pro de agilizar el proceso de la demostracion de la Conjetura 2, el
profesor introduce el Postulado de la unicidad de la recta paralela y propone,
como tarea extraclase, la realizacion de la demostracion detallada de dichos
teoremas y la del Teorema paralelas — angulos correspondientes. Esta tarea se
analiza en la siguiente clase, cuando ya se han demostrado las Conjeturas 2 y 3.
De los seis teoremas aqui nombrados solo el Teorema PAIl y el Teorema AIP
forman parte del sistema axiomatico establecido en el Grupo A.

iC
D /c
/J
m
H
A B
Figura 5

Aceptando como valido el Teorema paralelas-equidistancia, a partir de la

relacion de transitividad, se justifica que el BC y BC' tienen la misma medida de
longitud. Esto conduce a tratar de determinar si C y C’ son el mismo punto. Para
ello, se mencionan los tres casos posibles de interestancia: (i) C esta entre C'y
B, o (i) C’ estd entre C y B, o (iii) {C} = {C'} (Figura 6). De nuevo surgen dos
alternativas para analizar la situacion: algunos estudiantes usan la definicién de
interestancia para descartar los dos primeros casos; otros optan por demostrar
directamente el tercer caso utilizando la definicion de rayo y el Teorema de la
localizacion de puntos. Al demostrar que C y C’ son el mismo punto, se deduce
que la recta determinada por D y C es paralela a la determinada por Ay B. A
partir de la inclusibn del Teorema paralelas — angulos suplementarios, se
concluye que OA y [OD son suplementarios y por ello que el [ID es recto. Con
ello concluye la demostracion de la Conjetura 2 pues se tiene que OC y [ID son
congruentes.

c m
o| ——T1. T D m_D c
—n 1° ) \C . ¢
+ F ::Eu"‘ i
A B A B A B
CestdentreC'y B C'estaentreCy B {C}={C%}
Figura 6
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La Conjetura 3 se demuestra una vez institucionalizada, por parte del
profesor, la definicidbn de rectangulo basada en la nocién que los estudiantes
tenian de dicho objeto. El proceso en torno a la situacion del cuadrilatero de
Saccheri culmina con una conversacion matematica en la que los estudiantes
presentan la solucion a la tarea extraclase ya mencionada. Dado que la
demostracion de la Conjetura 2 depende de la validez del Teorema paralelas —
equidistancia y éste de la validez del Teorema PAI, en tal intercambio los
estudiantes destacan la necesidad de contar con el Postulado de la unicidad de
la recta paralela para demostrar no sélo estos dos teoremas sino también el
Teorema paralelas — angulos correspondientes. En el siguiente esquema se
muestra cudl fue el sistema axioméatico local construido en el Grupo B.

Teorema localizacion Definicion

de punto de ray«
Definicion de
interestanci Definicion de ;
angulos alternos Definicion de recta
Interno: secante a dos rec
4
Teorema AIP Definicion
L . rectas
Definicion de angulos )
T . perpendiculares
correspondient
Teorema PAI A A
Teorema paralelas 4
— angulos Teorema ar_lgulos Teoren:ja} |
correspondient Teorema paralelas || correspondientes 1 perpendiculares -
v - - paralelas paralelas
equidistanci
Postulado unicidad A i yy
recta parale
Teorema existencia|
Definicion distancia de la recta parale
punto- recte A
Teorema paralelas -
secante Teorema 2 Teorema paralelas
A angulos
d .
Teorema [¢ > suplementaris
paralelas -
semiplano s Teoremal Teorema3
1
4
Teorema diagonaleq v
congruentes o .
9 Definicion de rectangulo
¢ v
Definicién de diagonal Definicion decuadrilater [«

de cuadrilater

Esquema 2. Sistema axiomatico local construidoene | Grupo B
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5. Algunos comentarios finales

Como se evidencia en el recuento que acabamos de concluir del proceso
de construccion del sistema axiomatico local realizado por cada grupo, con el
que ilustramos el enfoque metodologico implementado en las clases de
geometria, los sistemas axiomaticos difieren en cuanto a la estructura de las
relaciones deductivas que se establecen entre los enunciados que componen el
sistema pues éstos se introducen en momentos diferentes y por razones
distintas. Sin embargo, ambos sistemas axiomaticos tienen elementos comunes
como el Postulado de la unicidad de la paralela, las definiciones de cuadrilatero
y rectangulo y los teoremas basicos asociados a la relaciéon de paralelismo. En
ese sentido, el contenido en juego es en esencia igual al de un curso que siga
otra metodologia, pero la experiencia de los estudiantes como participes de la
produccion de conocimiento matematico es notoriamente diferente. No obstante
la diversidad entre los estudiantes, las propuestas que surgen, los profesores,
los esquemas de los sistemas axioméaticos generados muestran que aun cuando
ellos difieren, en ambos grupos se estudiaron las mismas tematicas y se
presentd el mismo cuerpo de conocimientos: se partié del mismo lugar, se llegé
al mismo lugar, pero los caminos fueron distintos. Son varios los factores que
llevan a que el efecto de la implementacion del enfoque metodologico, difiera en
los grupos, pero en este articulo queremos resaltar dos de ellos. En primer lugar,
son las ideas de los estudiantes las que orientan el rumbo del proceso de
construccion de las demostraciones de las conjeturas. En el Grupo B, fue un
estudiante quien proveyo la idea basica que inicid el proceso a partir del
problema del cuadrilatero de Saccheri y todos los elementos del sistema
axiomatico surgen como consecuencia de querer construir una recta paralela por
un vértice del cuadrilatero. En el Grupo A, ademas del analisis de dicha
situacion, fue necesario que el profesor propusiera dos problemas mas para
impulsar el proceso. Los elementos del sistema axiomatico surgen del
reconocimiento de que el cuadrilatero de Saccheri tiene dos lados paralelos y la
demostracion de la Conjetura 2 se basa en el teorema PAI y la congruencia de
triangulos. Pero en ambos grupos, son las propuestas de los estudiantes tanto
en sus respuestas a los problemas propuestos y a los obstaculos que iban
surgiendo en el proceso de demostrar la conjetura como para las
demostraciones de los teoremas, que llevan a la configuracion del sistema
axiomatico.

En segundo lugar, queremos resaltar que aunque hay una oportunidad real
para la participacion de los estudiantes en la construccion del contenido que se
estudia en el curso, eso no implica que el profesor tenga un papel secundario o
gue su presencia en el aula sea opaca. El profesor juega un papel irremplazable.
El gestiona las propuestas de los estudiantes; controla el uso correcto de los
elementos del sistema, en caso de que los estudiantes no lo hagan;
institucionaliza el conocimiento; y ayuda a desatascar el proceso en caso de que
los estudiantes no encuentren como hacerlo. En resumidas, el profesor es el
director de una orquesta en donde cada integrante aporta sus conocimientos
para que €l los armonice, dando las entradas a dichos conocimientos en los
momentos oportunos, dinamizando el proceso y logrando cohesionar al grupo
para producir una gran obra: la construccion del sistema axiomatico local. Tan
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importante es el papel del profesor, que su gestion es otro factor que influye en
la diversidad del efecto de la implementaciéon del enfoque propuesto.
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Apéndice

A continuacion se presenta una lista de los elementos teoricos del sistema axiomatico
local construido a través de la propuesta que aqui se reporta.

Postulados

Unicidad de la recta

paralela

Construccion de
angulos

Definiciones

Cuadrilatero

Diagonal de un
cuadrilatero

Rectas paralelas

Recta secante

Angulos alternos
internos

Angulos
correspondientes

Rectangulo

Distancia de un punto

a una recta

Interestancia

Rayo

Dada una recta | y una recta m paralela a la recta | por un punto P
01, entonces m es Unica.

Sea AB un rayo de la arista de alguno de los semiplanos H en un
plano S. Para cada ndmero r entre 0 y 180, hay exactamente un

AP con P en H, tal que m//PAB =r.

Dados cuatro puntos coplanares donde cada trio de puntos no son
colineales, un cuadrilatero es la unién de los segmentos tales que:
Sus extremos son parejas de dichos puntos.

Cada punto dado es extremo de exactamente dos segmentos.

Si dos segmentos se intersecan lo hacen so6lo en sus extremos.
Tales segmentos se denominan lados del cuadrilatero y los puntos
vértices del mismo.

Dado un cuadrildtero los segmentos cuyos extremos son los
vértices no consecutivos se denominan diagonales del
cuadrilatero.

Dos rectas son paralelas si estan en el mismo plano y no tienen
puntos en comun.

Dadas dos rectas coplanares, una secante es una recta que
interseca a las dos rectas dadas, y los puntos de interseccién
correspondientes son diferentes.

Dadas dos rectas my n, y una recta s tal que

snn={Qtysn m={P}, m,n,s U a, a, un plano, entonces el
OTPQ y ORQP son alternos internos si:

Ty R pertenecen a my n, respectivamente

T y R estdn en semiplanos diferentes de a, determinados por la
recta s

Dadas dos rectas y una secante, dos &angulos son angulos
correspondientes si no son adyacentes, cada uno tiene un lado
sobre la trasversal siendo uno de ellos subconjunto del otro y los
otros dos lados de los angulos, excluyendo el vértice, estan en el
mismo semiplano determinado por la trasversal.

Un cuadrilatero es rectangulo si tiene cuatro angulos rectos.

Sea m una recta y P un punto externo a ella. La distanciade P am
es la medida de la longitud del segmento perpendicular a m, con
un extremo en P y el otro en m.

B estd entre A y C si 1) A, B, y C son puntos distintos de una
misma rectay 2) AB + BC = AC.

Sean A y B dos puntos de una recta L. El rayo AB es el conjunto

de puntos que es la union de AB y el conjunto de puntos C para
los cuales es cierto que B esta entre Ay C.

=
U N I@NREVISTA IBEROAMERICANA DE EDUCACION MATEMATICA -DICIEMRE DE 2010- NUMERO 24 - PAGINA 133



Estudio del Cuadrilatero de Saccheri como Pretexto para la Construccion de

un Sistema Axiomatico Local
0. Molina; C. Samper; P: Perry; L. Camargo; A. Echeverry.

Teoremas

Perpendiculares —
paralelas

Triangulo rectangulo

Existencia de una
recta paralela

AlIP
PAI
Angulo externo

Angulos opuestos por
el vértice

Paralelas — angulos
suplementarios

Angulos
correspondientes —
paralelas

Paralelas — secante

Paralelas — angulos
correspondientes

Paralelas -
semiplanos

Paralelas —
equidistancia

Localizacion de
puntos

Dos rectas en un plano son paralelas si ambas son
perpendiculares a la misma recta.

Un tridngulo rectangulo no tiene dos angulos rectos.

Dada una recta I, y un punto P que no pertenece a |, entonces
existe una recta m paralela a | tal que P pertenece a m.

Dadas las rectas | y m, s una secante a ellas y los angulos
alternos internos congruentes entonces | // m.

Dadas las rectas | y m, tales que | // m y s una secante a ellas
entonces los angulos alternos internos son congruentes.

Un angulo externo de un triangulo tiene medida mayor que la de
cualquier &ngulo interno no contiguo.

Angulos opuestos por el vértice son congruentes.

Si dos rectas paralelas son intersecadas por una secante, los
angulos internos no alternos son suplementarios.

Se dan dos rectas intersecadas por una secante. Si dos angulos
correspondientes son congruentes, entonces las rectas son
paralelas.

En un plano, dadas dos rectas paralelas k y m y una recta n que
interseca a k, la n interseca a m.

Dadas las rectas | y m, tales que | // m y s una secante a ellas
entonces los angulos correspondientes son congruentes.

Dadas dos rectas paralelas | y m y un punto POm. Entonces todo
punto de m esta en el mismo semiplano determinado por | en que
esta P.

Dadas dos rectas paralelas | y m. Todos los punto de la recta |
equidistan de m.

Sea AB un rayo y sea x un ndmero positivo. Entonces existe
exactamente un punto P de AB tal que AP = x.
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Resumo

A interpretacdo de gréaficos constitui-se como um processo de resolugcdo de
problemas em variados contextos nos quais o leitor precisa se engajar com 0s
dados apresentados, mobilizando aspectos visuais e conceituais. Neste artigo,
discutimos a importancia dos graficos enquanto sistemas simbolicos que subsidiam
a representacdo de problemas. Aspectos importantes referem-se a fatores pontuais
e globais dos graficos que estdo relacionados respectivamente a determinados
processos cognitivos. Os aspectos conceituais e visuais vinculados aos dados
revelam que a construcdo de significados ndo € um processo de apreensao direta
da informag&do, mas requer de quem interpreta uma atividade interativa com o
gréfico.

Abstract

The interpretation of graphs is a process of solving problems that can occur in
different contexts in which people interact with the data presented, mobilising
conceptual and visual aspects. In this paper, we analyse the importance of graphs as
symbolic systems that subsidize the representation of problems. Important aspects
are related to the particular and global factors of graphs that are associated with
different cognitive processes. The visual presentation of graphs is emphasised as a
basic factor in the interpretations that the students undertake. However, conceptual
factors considered in the interpretation of graphs suggest that the construction of
meaning is not a process of direct apprehension of information. This process
requires a interactive activity from who interprets the data presented on a graph.

Resumen

La interpretaciéon de graficos es un proceso de resolucion de problemas que puede
ocurrir en diferentes contextos, en aquellos en que las personas interactian con los
datos presentados, movilizando aspectos conceptuales y visuales. Los graficos son
sistemas simbdlicos que subsidian la representacion de los problemas. La
interpretacion de los graficos son factores particulares y globales que se asocian con
diferentes procesos cognitivos. La presentacion visual de los graficos se destaca
como un factor béasico en las interpretaciones de los mismos. Sin embargo, los
factores conceptuales considerados en las interpretaciones sugieren que la
construccion de sentido no es un proceso de captacién directa de la informacién, ya
gue requiere de una actividad interactiva de la que interpreta los datos.

1. Introducéo

Neste artigo, discutimos a interpretacdo de graficos como um processo de
resolucao de problemas o qual se relaciona aos aspectos visuais e conceituais e que
pode ocorrer em variados contextos. Com base numa revisao da literatura, incluindo
estudos desenvolvidos pelos autores, enfatizamos diferentes aspectos envolvidos na
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interpretacdo de graficos: a forma de apresentacdo dos dados; as maneiras de
proposicdo do problema a partir de questdes especificas; os diferentes tipos de
informacao e experiéncias prévias daqueles que interpretam.

Nossa perspectiva é de que as pessoas quando se engajam na resolucao de
problemas a partir de graficos, podem apresentar acbes baseadas em
conhecimentos formais de matematica como também em intuicbes sobre o0s
aspectos visuais e/ou representacionais das informacdes apresentadas no grafico.
Por exemplo, quando alguém interpreta um grafico apresentado em uma revista ou
jornal, pode utilizar estratégias que envolvem no¢des matematicas relacionadas com
medidas, propor¢cdo e formas. Todavia, esse leitor precisard mobilizar seus
conhecimentos e experiéncias prévias vinculados aos dados apresentados no
grafico para construir significados do que esta interpretando. Usamos o termo
mobilizacdo para enfatizar que o leitor engajado na interpretacdo nao ‘transfere’ ou
‘aplica’ diretamente seus conhecimentos e experiéncias prévias. Inclusive porque
acreditamos que essa mobilizacdo acontece concomitantemente com a emergéncia
de diferentes e/ou novos significados (MONTEIRO, 2005). Nesse sentido, interpretar
um grafico demanda muito mais do que apreender diretamente informacdes, na
medida em que o leitor precisa estabelecer interacbes entre 0s aspectos visuais e
conceituais da situacdo (CARVALHO, 2008).

Além disso, existem diferentes contextos de uso dos graficos, os quais podem
influenciar a constru¢cdo de significados por aqueles que interpretam os dados
(MONTEIRO; AINLEY, 2004). Por exemplo, leitores engajados na interpretacédo de
um grafico numa situacdo de leitura de um jornal, no contexto de uma aula de
matematica ou na interpretacdo de dados de uma pesquisa cientifica, serdo
requeridos a utilizar diferentes abordagens de interpretacdo em cada um desses
contextos (GAL, 2002).

Neste artigo, discutimos inicialmente as potencialidades dos graficos num
processo de resolugcdo de problemas, argumentando uma concepc¢ao de gréficos
como representacdo simbolica da informacdo. Aborda-se, na sequéncia, o efeito da
aparéncia dos gréaficos. Em seguida, discutem-se como as experiéncias prévias das
pessoas com o0s aspectos relativos a informacdo podem contribuir para a
complexidade do processo de interpretacdo de graficos, que ndo se resume a
apenas “ler dados”.

2. Pontencialidades dos gréaficos num processo de re solugéo de problemas

Nunes (2004) classifica os sistemas de signos que representam informacdes
quantitativas em representacfes analogas e simbdlicas. Sua classificacdo tem como
base as propriedades matematicas dos dados disponibilizados nas representacdes.

Representacfes analogas enfatizam as unidades da informacéo, requerendo a
manipulacdo ativa por parte do estudante para classificar os dados. Esse tipo de
representacdo pode ser figurativa, numeérica ou ainda ser apresentada por meio de
palavras.

Representacfes simbdlicas sdo convencdes que requerem a aprendizagem de
regras e procedimentos de leitura. A interpretacdo exige do leitor uma coordenacao
das informacdes e construcdo de inferéncias. Um aspecto fundamental nas
representacdes simbdlicas € que elas condensam as informacdes matematicas
bésicas, tornando-as implicitas no problema. Além disso, as representacfes

=
U N I@ NREVISTA IBEROAMERICANA DE EDUCACION MATEMATICA -DICIEMRE DE 2010- NUMERO 24 - PAGINA 136



Aspectos visuais e conceituais envolvidos na interpretacao de graficos
Liliane de Carvalho; Carlos E. Monteiro;Tania M. Campos

simbdlicas requerem um aprendizado dos procedimentos de leitura para que 0s
aspectos da informacdo sejam compreendidos de forma global. Este € o caso de
graficos e tabelas que séo classificados por Nunes (2004) como representacdes
simbdlicas da informacéao.

Nunes levanta a hipotese de que os aspectos simbolicos da informacéo,
representados por meio de graficos ou tabelas, possibilitam a aprendizagem de
conceitos multiplicativos. Essa hipétese foi testada nos estudos de Carvalho (2008)
num experimento com estudantes ingleses que estavam no nivel de ensino
correspondente, em termos de idade, ao 8° ano no Brasil. Participaram do
experimento 127 estudantes, 65 meninos (51,2%) e 62 meninas (48,8%), com
idades entre 12,7 a 13,8 anos e com uma média de idade de 13,4 anos e 0,30 de
desvio-padrao.

Os alunos do estudo foram solicitados a julgar relagdes hipotéticas entre
diferentes varidveis, como por exemplo, a relacédo entre cor dos olhos e cabelos. Os
mesmos problemas, num total de 6, foram representados sob a forma figurativa
(cartbes representando casos isolados), graficos de barras empilhadas e tabelas de
dupla entrada. Os estudantes foram distribuidos aleatoriamente para trabalhar com
uma dessas trés formas de representacdo. A Figura 1 apresenta um exemplo dos
problemas utilizados no estudo.

Tabela de dupla entrada Grafico de barras empilhadas

Cor de Olhos 8
U FETO Tatal

Cor de cabelos
l |F‘ral:u- I Lcur\q |

e
en
=]

MNumero da alunos

Tuikal T

[ cCabalolouro
D Cabalo prato

Casos individuais Olhos azuis ~ Olhas pretas
Questido

Existe uma maior possibilidade
de encontrar pessoas com cabelos
pretos entre as que possuem
olhos azuis ou olhos pretos?

Figura 1. Exemplo de problema utilizado nos estudos de Carvalho (2008)

Para o trabalho com os casos isolados, os estudantes receberam um caderno
de respostas e um envelope de cores diferentes com cartdes misturados dentro
deles. Eles foram instruidos a resolver os problemas, manipulando os cartdes que
apresentavam as informagbes. Os cartdes foram produzidos para realcar 0s
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atributos das variaveis (por exemplo, a cor dos olhos e dos cabelos), podendo ser
quantificados pela frequéncia com a qual apareciam na distribuicéo.

Uma analise de variancia (ANOVA) de uma entrada conduzida sobre a média
de acertos para todos os problemas indicou haver diferenca significativa entre as
formas de representacéo (F(2, 124)= 5,10; p= 0,007). O teste de comparacdes
multiplas de Sheffé revelou diferencas significativas (p< 0,05) entre casos e tabelas
e casos e graficos, indicando que os estudantes que trabalharam com tabelas ou
graficos apresentaram um melhor resultado do que os estudantes que trabalharam
com os casos isolados. Nao foram observadas diferencas significativas entre as
médias de acertos para os estudantes que trabalharam com tabelas e graficos.

Esses resultados confirmam a hipotese de que os aspectos simbolicos da
informagédo potencializaram ac¢des dos participantes para o estabelecimento de
relacbes entre variaveis. Nesse sentido, os casos isolados nao beneficiaram a
coordenacao das acoes pelos estudantes.

As discussdes de Nunes (2004) e Carvalho (2008) fundamentam uma
perspectiva de que os graficos sdo sistemas simbolicos de tratamento da informacéo
que podem potencializar acbes mais efetivas nos processos de resolucdo de
problemas multiplicativos.

3. Ainfluéncia da aparéncia dos graficos

O uso frequente de graficos para apresentar informagbes é baseado no
pressuposto de que eles podem cobrir uma gama de dados, valendo por mil
palavras no dizer cotidiano. De acordo com Larkin e Simon (1987), os gréficos
constituem meio eficiente de apresentar os dados porque eles tornam explicita a
informacdo deixada implicita em textos escritos. Essa preferéncia por gréficos no
lugar de textos seria fundamentada pelo fato de que os aspectos visuais dos graficos
constituiriam representacdes figurativas das situagdes do mundo real. As variaveis
do problema e suas relacbes sdo retratadas visualmente no grafico pela projecdo
dos eixos.

Mevarech e Stern (1997) realizaram uma série de experimentos com dois
grupos de participantes: criangcas com uma média de idade de 12 anos e estudantes
universitarios. Os autores investigaram como 0s participantes interpretavam graficos
de linhas que apresentavam semelhancas em sua forma. Os gréficos usados nesse
referido estudo, retratavam duas inclinagcdes positivas com um ponto de interseccao
entre elas. Nas tarefas dessa pesquisa os graficos foram apresentados aos
participantes em duas condi¢cdes: numa delas os eixos eram nomeados com as
variaveis do problema, e em outra condigdo as variaveis eram indicadas pelas letras
xey.

Os resultados obtidos em dois dos experimentos realizados sugeriram que as
tarefas nas quais as variaveis eram denominadas de x e y eram mais facilmente
resolvidas e ativavam com maior frequéncia o uso de conhecimentos matematicos
pelos participantes do que as tarefas nas quais as variaveis eram nomeadas e
estavam mais explicitamente relacionadas a situacbes da vida cotidiana. Os
experimentos evidenciaram que pequenas mudancas na aparéncia dos graficos,
como é o caso da nomeacdo ou ndo das variaveis, podem causar consideravel
diferenca na forma como as pessoas raciocinam sobre 0s problemas.
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Mevarech e Stern (1997) parecem enfatizar uma perspectiva restrita sobre
representacdo a qual estaria vinculada apenas a conhecimentos formais de
matematica. Além disso, a abordagem dos autores enfatiza muito o grafico em si
como determinante das interpretacdes do leitor.

Entretanto, os gréficos ndo sdo representacdes analogas que explicitam as
propriedades conceituais da informacdo, eles constituem-se em representagcdes
simbdlicas. Janvier (1981) analisa a importancia das pessoas compreenderem 0s
aspectos simbdlicos na interpretacdo de graficos a partir de um estudo realizado
com 20 estudantes de 11 a 15 anos. Os estudantes eram solicitados a interpretarem
graficos representando diferentes situacdes problema. Numa delas, esse autor
apresentava um grafico que retratava como a velocidade de um carro de corrida
varia num circuito automobilistico de 3 km. O grafico proposto na tarefa referia-se a
velocidade do carro durante a sua segunda volta no circuito. As variaveis do grafico
eram velocidade e distancia desde o ponto de partida. Cada curva no circuito
significava uma desaceleracdo e uma aceleracdao do carro. A aceleracao, portanto,
constitui a terceira variavel do problema. Esse conceito, no entanto, encontrava-se
implicito no grafico; logo, os estudantes precisariam reconstrui-lo mediante as suas
interpretacoes.

Os estudantes eram solicitados a dizer, a partir da interpretacdo do gréfico,
guantas curvas existiam ao longo da via em que o carro era conduzido. Janvier
observou que os estudantes encontraram algumas dificuldades para estabelecer
uma resposta simbodlica para o problema. Embora o circuito apresentasse trés
curvas, 40% dos estudantes erraram ao responder; alguns responderam que 0O
circuito tinha nove curvas, enquanto outros referiram que tinham seis ou oito. De
acordo com Janvier (1981), os estudantes confundiram a representacao grafica com
o desenho do circuito. No lugar de interpretarem globalmente o gréfico, em termos
simbdlicos, os estudantes basearam as suas respostas em partes da informacéao.

E possivel identificar na anélise dada por Janvier, elementos mostrando que os
alunos realizaram uma leitura analoga do gréafico, considerando apenas a sua
aparéncia, em vez de uma leitura simbdlica que envolvesse interacdes entre
aspectos visuais e conceituais.

4. Interpretacdo de gréficos ndo significa apenas “ ler os dados”

A interpretacdo de graficos foi conceituada por muito tempo como uma
atividade direta de recepcdo de dados. Consequentemente, falhas e erros de
interpretacédo poderiam ser explicados como falta de compreensao ou conhecimento
da correta maneira de ler um gréfico. Todavia, essa perspectiva tradicional sobre a
interpretacdo de graficos foi gradualmente sendo revisada.

Uma importante contribuicio para a compreensdao do processo de
interpretacdo de graficos foi oferecida por Curcio (1987) que enfatizou que graficos
poderiam ser vistos como um tipo de texto. De acordo com Curcio, o efeito do
conhecimento anterior relacionado a componentes estruturais dos graficos (topico
apresentado, conteddo matematico e forma grafica) influenciariam as habilidades
dos leitores em compreender as relacdes matematicas. Curcio classificou trés tipos
de leituras de graficos: leitura dos dados, leitura entre os dados e leitura além dos
dados. Esse terceiro tipo de leitura seria particularmente importante porque
envolveria extrapolacdo dos dados apresentados no grafico, o que auxiliaria os
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estudantes a desenvolverem suas interpretacdes baseadas em seus conhecimentos
e experiéncias previas.

A abordagem de Curcio real¢a apenas o0s aspectos técnicos das interpretacdes
de gréaficos e investiga tipos de graficos tradicionalmente usados nas escolas, os
quais tém proposi¢des pedagdgicas limitadas em termos de comunicacdo de dados.
Curcio nao considera aspectos do contexto relacionado a interpretacdo daqueles
graficos. Por exemplo, os trés diferentes tipos de leitura poderiam ser desenvolvidos
durante a interpretagdo de um gréfico tecnicamente acurado, mas que apresentasse
dados néo realistas ou incoerentes com acontecimentos sociais.

Evans (2000) observa que leitores quando interpretam graficos podem exibir
sentimentos prazerosos e/ou de dor que estariam vinculados com experiéncias
prévias de vida. Gal (2002) sugere que pessoas podem estar engajadas em
diferentes processos de interpretacdo de graficos dependendo do contexto no qual
cada pessoa esta envolvida. Gal exemplifica dois tipos de contextos de interpretacao
de graficos: ‘investigativo’ e ‘leitura’. Nos contextos investigativos (como foi sugerido
por Wild e Pfannkuch, 1999) pessoas agem como ‘produtores de dados’ e
usualmente tém que interpretar seus proprios dados e relatar seus proprios
resultados (ex. como acontece com pesquisadores de diversas areas). Os contextos
de leitura estéo relacionados com situa¢cdes do dia-a-dia nas quais pessoas véem e
interpretam  gréficos (ex. assistindo televisdo, lendo jornais, observando
propagandas enquanto fazem compras ou visitando paginas da Internet). Mesmo
gue Gal tenha diferenciado cada contexto, este autor enfatiza que eles nédo séao
homogeneamente definidos porque as pessoas podem desenvolver diferentes tipos
de participagdo num mesmo contexto. Por exemplo, pessoas engajadas em
contextos de leitura podem ser agentes, comunicadores, escritores, leitores,
ouvintes, ou expectadores, exercendo papeis tanto ativos como passivos. Gal (2002)
também argumenta que a mesma pessoa poderia ser um leitor e/ou um produtor
dependendo de seu engajamento em particular contexto.

Nos contextos escolares (MONTEIRO; AINLEY, 2004), em geral, os tipos de
interpretacdo que professores propdem sé&o relativamente limitados, focalizando
mais 0s conhecimentos técnicos, com pouca atencdo ao contexto social para o qual
as informacgodes estariam relacionadas.

A utilizacdo de graficos da midia impressa pode ser uma estratégia para
relacionar os usos do grafico em contextos escolares e em situacdes fora da escola.
Por exemplo, Watson (1997) sugere que esta inovacdo pode motivar os alunos a
aprender aspectos do Tratamento de Informagbes. Todavia, a importacdo dos
graficos da midia para dentro da sala de aula implica em processos de
descontextualizacdo e recontextualizacdo que requer uma abordagem pedagdgica
cuidadosa. Isso porque as atividades de Tratamento de Informacdo que ocorrem na
escola ndo sao apenas as continuacdes de situacdes de resolugédo de problemas
que acontecem fora da sala de aula, uma vez que cada um desses contextos possui
objetivo e proposicdes diferentes (AINLEY, 2000; EVANS, 2000).

Por exemplo, Lima (1998) observou que é dificil formular significados com base
em gréficos de linhas apresentados no contexto da midia impressa, mesmo por
designers experientes. Lima utilizou um grafico (ver Figura 2 acima) selecionado de
uma revista brasileira de grande tiragem e circulagéo nacional, onde era usado como
parte de uma reportagem intitulada o segredo do cigarro turbinado. O texto da
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matéria discute sobre os componentes quimicos adicionados ao cigarro e que vém
causando maior dependéncia entre os fumantes.

Dificil de [argar

Quem quer largar o cigarro
tem mals recaidas
{ tuwal de pessoas que, uma vez
decidindo largar o cigarro, a heroina ou
¢ alcool, persistem na abstinéncia ao
longo de doze meses}

100 ¥ g 1. X
S e e
 swemmes Hetoina

smeme Alcool

90 -
80
70 |
Ry S
b

40

30 e
20 e e

Fonte: VEJA (29/5/1996)
Figura 2. Grafico de linhas no contexto da midiaim  pressa

O gréfico apresenta uma relagdo decrescente entre o tempo e a porcentagem
de pessoas que persistem na abstinéncia quanto ao uso do alcool, cigarro ou
heroina. De uma maneira geral, pode-se inferir que se cerca de 30% das pessoas
decidiram parar de beber por um periodo de 12 meses, 70% voltaram a usar o
alcool.

Os dados apresentados no gréafico utilizado na pesquisa sdo de uma pesquisa
conduzida pelo Instituto Nacional do Cancer, 6rgao vinculado ao Governo Federal
Brasileiro. A interpretacdo desse grafico ensejou algumas dificuldades entre os
participantes. A maior dificuldade consistiu na formulacdo de significados para a
inclinacdo das linhas que nesse caso representam uma inclinagcdo negativa. Embora
as linhas tenham sido coloridas e nomeadas para salientar os dados que
representam — cigarro (linha vermelha), heroina (linha azul) e alcool (linha verde) — o
seu significado € ambiguo.

Na abordagem inicial a esse grafico, um designer experiente fez alguns
comentarios sobre as dificuldades de leitura, chegando inclusive a propor um novo
desenho no qual transformava a inclinacdo negativa em positiva. Abordagens dessa
natureza foram acompanhadas de um elevado nivel de mobilizacdo pelo designer
dos aspectos conceituais e visuais do grafico, incluindo ac¢des de transformacdes da
relacdo decrescente para uma crescente, conforme pode ser visto no episodio
destacado na Figura 3 apresentada em seguida.
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Fesquisadora - Bom vocé coloca da dificuldade de leifura desse grafico. Nesse semfido, de que oufra
forma esses dados poderiam ser apresenfados graficamente para poderem ficar mais claros?
Designer - Qlhe, eu gosto muifo.. eu prefivo, ew acho que fem uma forma gue vocé frabalha assim
com grafico para essa sifuagdo [representagdo no papel] Bom, vamos ver se ew consigo chegar o
alguma colsa ... se a genfe fizesse essa escala diferente agui ficaria o5 100 .. Bu acho gue assim fd
mutfo melhor a leifura. No primeiro més §0% né, até guase 70% vai ... Eu acho que assim fd mulfo
mais compreensivel vocé fer uma informagdo desse fipo porgue vocé fd muito mais habifuado o
conviver, porgue tem aguela colsa da percepedo ¢ al vocd val fazer wm enguadre, um modelo. Eu
acho esse grdfico problemdtico e um pouguinho pobre fambém por falta de ivformagdo.

[Feptesentagio no papel]

! .rg i II1' i "'.:
= ."‘I‘.;:ri"_'
T2 4 5L 78410012

Figura 3. llustracao da dificuldade de leiturado g rafico de linhas usado no contexto da midia

O fato de o grafico apresentar uma relacdo decrescente provoca reacdo no
designer, pois rompe com o sentido de leitura direta que Ihe é mais familiar. A
representacdo no papel ndo consistiu de mera aplicacdo de conhecimentos formais,
ndo se adequando inclusive as convenc¢des matematicas quanto ao uso da escala e
coordenadas. Convencionalmente, a escala do eixo vertical (eixo y) nos graficos &
ascendente. A representacéo realizada pelo designer esteve voltada para explicitar o

conflito que ele vivenciou na elaboracao de significados para esse grafico.

Esse episodio revela que a construcdo de significados ndo € um processo de
apreenséo direta da informacé&o. As circunstancias de uso dos graficos podem torna-
los artefatos mais ou menos ambiguos para o leitor. Dessa maneira, a interpretacdo
de gréficos deveria ser considerada como uma atividade complexa que envolve
varios elementos e processos, configurando-se, portanto, como um problema a
resolver.

5. Consideracgoes finais

Ao longo de nossa discussdo neste artigo tentamos enfatizar que a
interpretacdo de gréaficos constitui-se num processo de resolugdo de problemas. A
forma de apresentacdo dos dados; as maneiras de proposi¢cdo do problema a partir
de questdes especificas; os diferentes tipos de informacéo e experiéncias prévias
daqueles que interpretam séo aspectos a serem considerados.

A pessoa que interpreta um gréfico esta desenvolvendo um processo dinamico
na medida em que precisa estabelecer interacbes entre 0s aspectos visuais e
conceituais mobilizando tanto os conhecimentos e experiéncias, quanto construindo
novos significados no ambito da situacéo de interpretacao.

Na nossa discussdo dos estudos e experimentos dos diversos autores,
podemos também concluir que o processo de interpretacdo de graficos ndo é
espontaneo, mas depende de uma organiza¢do do ensino. Nesse sentido, o grafico
nao pode ser visto como um “facilitador” da leitura e interpretacdo de dados apenas
pela sua mera exposicdo as pessoas. Um indicativo de que o grafico precisa ser
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trabalhado de maneira intencional no ambito pedagdgico, sdo as dificuldades dos
estudantes para desenvolverem o raciocinio matematico relacionado aos fatores
globais, que requerem o estabelecimento de relacdes entre variaveis.
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Dinamizacion matemstica

El hacer matematico en el aula.

Rosa Martinez; Maria Victoria Pistonesi

1. Introduccioén

La mateméatica se ha configurado a lo largo de la historia ante la necesidad de
resolver problemas de distinta naturaleza. La actividad involucrada en la resolucion
de problemas da lugar a la produccién de conocimientos por parte de quién lo
resuelve. Buscar un procedimiento que lo resuelva lleva a recuperar conocimientos,
a desechar los que no resultan présperos para lograr una estrategia, a cometer
errores, a revisar el camino andado, retomar otra via, ... todas tareas vinculadas al
quehacer matematico. En esta oportunidad presentamos un problema con la
intencidon de involucrar a los estudiantes- de la escuela media- en una verdadera
actividad de producciéon de conocimiento. Propiciar un ambiente que aliente a los
alumnos a ensayar y producir diferentes soluciones conlleva a que el docente pueda
organizar una clase en la que se discuta sobre la validez, precision, claridad,
generalidad, alcance, etc., de lo que se produce.

La actividad que proponemos en esta ocasion favorece la necesidad de buscar
una formula cuadratica que modelice la situacion. La riqgueza de este tipo de
actividades esta en la posible diversidad de producciones de los alumnos. Las
distintas escrituras que aparezcan en el aula permiten trabajar sobre la nocién de
equivalencia de distintas expresiones sobre las transformaciones algebraicas y
sobre la idea de variacion y dependencia.

2. Actividad propuesta” Los manzanos”

“Un productor tiene una hectarea plantada con 40 manzanos; cada uno de ellos
produce 500 manzanas al afio, desea conocer cudl serd la evolucion de su
produccion si decide aumentar la cantidad de plantas en esa parcela. Para ello
encarga el estudio a un ingeniero agrénomo. El profesional concluye que por cada
planta que se incorpore, la produccion de cada manzano disminuird en 5 unidades
dado que los nutrientes del suelo tienen un potencial limitado.

a) ¢ Es posible que la produccion se anule en algan momento?

b) ¢ Cuantas plantas se deberan agregar para obtener la maxima produccion?”

Para plantear una expresion matematica que facilite estudiar las relaciones
entre las magnitudes en juego se propicia un analisis de la variacion y dependencia
entre las magnitudes involucradas.

Para estudiar si “la producciéon se anula o no” es necesario vincular la

produccion de cada una de las plantas con la produccion total. Es decir, vincular la
disminucién de la produccion por planta en funcion de la cantidad de plantas que se
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agregan, luego obtener la produccion total. Esta tarea requiere, necesariamente, un
fuerte trabajo en reconocer la variacion y dependencia entre las magnitudes
involucradas. Se deben estudiar regularidades numéricas y traducirlas en un
lenguaje simbdlico ya que los numeros en juego dificultan otro tipo de procedimiento
posible. Es importante destacar que la férmula aparece como una necesidad para
resolver, pues en ningin momento se pide su hallazgo.

En particular este problema podria dar lugar a la resignificacion de la ecuacion
de la funcién cuadrética, en este caso las coordenadas del vértice y el concepto de
raiz o ceros de la funcion. En un principio los alumnos podrian plantear una tabla
para estudiar la variacion entre la cantidad de plantas y su produccion por planta,
que se corresponde con un modelo lineal.

Para resolver el item a), podrian encontrar para qué valor, la funcion se hace 0.
Para el item b), es necesario estudiar la variacion de la produccién en funcion de la
cantidad de plantas. Los numeros elegidos no favorecen hacer célculos apoyados en
una tabla, por lo que se hace necesario plantear la férmula de una ecuacion
cuadratica y encontrar el vértice de la parabola:

- Llamando n al numero de de plantas y P a la produccion obtenida, se obtendria:
P(n)= 5n* — 700n

+ O bien, llamando x al numeros de plantas que se agregan y P a la produccion
obtenida, quedaria:

P(x): 5(x-30)? — 22500

Dependiendo de como se definan las variables independientes habra que interpretar
los resultados, es decir:

« En el primer procedimiento, el vértice de la parabola es (70;22 500). 70 responde
directamente a la pregunta del problema, es decir, la maxima produccion se
obtiene con 70 plantas.

« En el segundo, el vértice de la parabola es (30;22 500). Es necesario interpretar
gue 30 es la cantidad de plantas que conviene agregar para obtener la maxima
produccion.

El docente podria intervenir, en un principio, para interpretar adecuadamente el
enunciado. También podria sugerir que organicen la informacién en tablas como asi
efectuar puestas en comun parciales, con el fin de explicitar los avances que se van
obteniendo y hacer explicitas las variaciones y dependencia en el contexto del
problema.

Lo interesante en este caso, es que a través del estudio de las magnitudes en
juego se da sentido a funciones compuestas. Surge en una primera instancia una
relacion lineal cuando se interpreta la dependencia entre variables; luego, a partir de
dicha relacion aparece, la relacién cuadratica.
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Es decir, a partir de indagar la vinculacion entre cantidad de plantas y
produccién de manzanas, cuestion que podria realizarse a través de armar una
tabla, como ya lo dijimos, surge alguna de las siguientes expresiones:

(700-5n) o (40 —n).

Luego para relacionar la cantidad plantas con la produccion total surge:

n. (700 — 5n) o) (40 — n)(500 — 5n)
guedando:
700n — 5n? 0 20000 + 300n - 5n?

3. Procedimientos de los alumnos ! de 5° afio

A continuacion mostramos distintos procedimientos utilizados por alumnos en
el transcurso de una clase.

3.1. Procedimiento A

Los alumnos analizaron la relacién que hay entre el aumento de la cantidad de
plantas y la disminucién de la produccion por planta, pensando en la relacion
numeérica.

Pudieron encontrar cual era la maxima produccion, pero este método no les
sirvié para encontrar cuando la produccion se anula. Tomaron como produccion nula
el hecho de que no hubiesen plantas, perdiendo de este modo de vista el contexto
del problema y quedandose solamente con lo numérico. No utilizaron una férmula
para poder responder sobre la maxima produccion, nuevamente, sélo tuvieron en
cuenta la relacion numeérica entre las variables. Para pensar que la produccion se
anule consideraron que uno de los factores sea cero, se presenta el trabajo de un
alumno a continuacion:.

Figura 1: Procedimiento A

! Este problema fue implementado con alumnos de 5° afio de una escuela secundaria de la ciudad de Gral Roca, cuya gestion
estuvo a cargo de la Prof. M. Victoria Pistonesi y Prof. Susana Fantini
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Aun cuando estos alumnos hicieron un tratamiento aritmético, el registro deja
ver, por la disposicién y organizacion del procedimiento, que ellos otorgan un status
genérico a las expresiones numéricas. Es decir, expresan los calculos intermedios,
dejan indicados las cuentas realizadas (cuando se trata de calculos simples), esto
nos indicaria que el tratamiento que ellos hacen, se asemejaria al que se le puede
dar a una expresion general.

En la puesta en comun con todos los grupos, estos alumnos lograron asociar
rapidamente su trabajo con la formula.

3.2. Procedimiento B:

El desarrollo realizado por este grupo pone de manifiesto un trabajo con la relacion
numérica entre las variables, luego lograron desprenderse de las mismas y hallar
una expresion matematica. Ellos plantearon la férmula resolvente, pero en un
principio no lograron interpretar los resultados en términos del problema. Finalmente,
una intervencion docente en la que se traté de que vinculen los valores calculados y
el contexto del problema, hizo posible que los alumnos pudieran concluir de manera
correcta.

Figura 2: Procedimiento B

3.3. Procedimiento C

Este grupo de alumnos lograron encontrar directamente una formula que
relaciona las variables en cuestion. Pueden interpretar la misma en el contexto del
problema. Cabe aclarar que para hallar la maxima produccion y la nulidad prueban
con valores sin involucrar el vértice ni las raices de la funcion cuadrética.
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Figura 3: Procedimiento C

3.4. Procedimiento D

Este grupo parte de una grafica de la situacién para pensar en una funcién que
se adecue a ella, teniendo en cuenta los distintos tipos de funciones analizadas en
clase anteriores. Paralelamente a ello buscan una formula, en las distintas formas de
escribir la misma y logran identificar que se trata de una funcion cuadratica cuando
la expresan en forma polinémica. Segun se pudo observar, una vez lograda la
expresion de la ecuacion recién colocan la palabra funcion.

Figura 4: Procedimiento D

<
U N IWN REVISTA IBEROAMERICANA DE EDUCACION MATEMATICA - DICIEMBRE DE 2010 - NUMERO 24- PAGINA 149



El hacer matematico en el aula.

Dinamma(;i(’)n matbmética R. Martinez; M. V. Pistonesi.

Se puede observar que hasta que no hallaron la relacion entre grafica y
expresion polindmica, consideraban a la expresion como una férmula.

Calcularon los elementos relevantes: vértice y raices para responder a las
preguntas. No relacionaron ambas representaciones, grafica y analitica, para poder
establecer una respuesta sélo se quedan con la grafica hasta la puesta en comun y
recién con la intervencién docente advierten que la respuesta es incorrecta porque
se equivocaron en el gréfico de la funcion.

3.5. Procedimiento E

Este procedimiento muestra que los alumnos se dan cuenta que el problema
involucra una funcién a partir de considerar la relacion entre dos magnitudes.
Siempre asocian el problema a un modelo lineal. En un primer momento lo piensan
en forma creciente, luego en forma decreciente pero se olvidan del contexto y toman
valores negativos para las manzanas. Dejan de lado los procedimientos anteriores,
consideran que 20.000 manzanas seria la maxima producciéon y concluyen que
agregando 4000 manzanos la produccion se anula, lo que es totalmente imposible
teniendo en cuenta que en una hectarea no puede haber 4.040 manzanos. En este
caso perdieron de vista el contexto del problema. Fue necesario intervenir volviendo
al problema, analizar los valores obtenidos de modo de evaluar la razonabilidad de
los mismos.

Figura 5: Procedimiento E

4. A modo de cierre

Todos los alumnos expusieron sus procedimientos en el pizarron. Se
analizaron y se descartaron los erréneos. A partir de la diversidad de expresiones
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obtenidas y atendiendo al sentido de esta secuencia de problemas, el docente
propone las siguientes cuestiones a toda la clase:

 ¢Las expresiones son equivalentes, como podriamos verificarlo? ¢por qué las
respuestas son diferentes?

¢Por qué les surgié la necesidad de graficar? ¢ qué se puede interpretar del

grafico?

e Los alumnos que plantearon una formula desde un principio, ¢ qué tuvieron en
cuenta?
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€2\ MONOGRAFICO ESTADISTICA
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Geometria, medias y aplicaciones

Problema

Cuando fallecié Alberto, dejé para su hijo Carlos un terreno de forma rectangular y
para sus hijas Paula y Amelia dos terrenos cuadrados. El de Paula tiene el mismo
perimetro que el terreno de Carlos, y el de Amelia tiene la misma area que el terreno
de Carlos. ¢ Cual de los terrenos cuadrados es mas grande?

Este problema contextualizado, lo podemos enunciar en términos “puramente
geomeétricos” de la siguiente manera:

Dado un rectangulo, siempre es posible determinar dos cuadrados:
uno cuyo perimetro es igual al perimetro del rectangulo dado, y otro
cuya area es igual al area del rectangulo dado. ¢Cual de los dos
cuadrados tiene sus lados de mayor longitud?

Ademas:
¢,Pueden, ambos cuadrados, tener sus lados de la misma longitud?

Empecemos a analizar el problema, considerando un caso particular y “nimeros
pequenos”:

- Supongamos que el rectangulo dado tiene 7 cm de largo y 5 cm de ancho.

- Entonces su perimetro es 24 cm y en consecuencia el cuadrado de igual perimetro
tiene sus lados de longitud 6 cm.

- Por otra parte, su area es 35 cm? y en consecuencia el cuadrado de igual area
tiene sus lados de longitud +35cm.

- Es claro que el cuadrado de igual perimetro que el rectangulo dado, tiene sus lados
de mayor longitud que el cuadrado de igual area que el rectangulo dado, pues

J35<6.
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¢, COmo sera en general?
Para simplificar la exposicion omitiremos mencionar las unidades.
- Supongamos que el rectangulo dado tiene largo a y ancho b.

- Entonces su perimetro es 2a+2b y en consecuencia el cuadrado de igual
. . . 2a+2b a+b
perimetro tiene sus lados de longitud T; osea —.

- Por otra parte, su area es ab y en consecuencia el cuadrado de igual area tiene
sus lados de longitud vab.

- Ahora ya no es obvio que el cuadrado de igual perimetro que el rectangulo dado es
mas grande que el cuadrado de igual area que el rectangulo dado. Al considerar
otros casos particulares, se puede verificar que se sigue cumpliendo la
desigualdad observada en el caso particular que vimos, lo cual nos lleva a
conjeturar que siempre debe cumplirse que:

Jab< a;b. (@)

Para demostrar esta conjetura, observamos que con los nimeros reales positivos a
y b podemos hacer algunas operaciones algebraicas para obtener expresiones
equivalentes a la de la conjetura, sin que se altere el sentido de la desigualdad. Asi,
tenemos:

2
\/E<%b - ab<@ = 4ab< (a+h)® = 2ab< a’+b®
-~ 0< a’-2ab+b’> = 0< (a-b)?

Como hemos llegado, por equivalencias, a una expresion verdadera para a#b,
concluimos que la conjetura (a) es correcta y que la desigualdad se cumple siempre
y cuando a#b; o, dicho de otra forma, que para todo par de niumeros positivos a y
b, siempre se cumple que:

@sa;b, ®)

y que la igualdad se cumple siy solo sia = b.

Con este resultado, volvemos al problema original y concluimos que dado un
rectangulo cualquiera de lados a y b, el cuadrado de igual perimetro que tal
rectangulo, tiene sus lados de longitud mayor o igual que el cuadrado de igual area
que dicho rectangulo. La igualdad se cumple Unicamente en el caso que a=Db; es
decir, cuando el rectangulo dado es un cuadrado.

Asi, considerando los terrenos heredados por Carlos, Paula y Amelia, el terreno
cuadrado de Paula es mas grande que el terreno cuadrado de Amelia, salvo que el
terreno rectangular de Carlos sea también un terreno cuadrado, en cuyo caso los
tres terrenos seran cuadrados del mismo tamafio.
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Una ilustracion grafica

Rectangulo dado:
de ancho 2 y largo
8. (Perimetro 20 y

area 16) \

Cuadrado de
igual perimetro

que el rectangulo
— _/

Cuadrado de
igual area que el
[ ] rectangulo

—

/1
[

_

Figura 1

Una “ demostracion visual ” de la desigualdad obtenida

Evidentemente, hay diferencia entre una ilustracion y una demostracién. Una
ilustracion presenta un caso particular, mientras que una demostracién considera el
caso general. No siempre es posible tener una “demostracién visual” de
proposiciones matematicas y hay controversias en torno a las llamadas
“demostraciones visuales”; sin embargo, considero interesante mostrar la Figura 2%,
gue al observarla con detalle nos dice claramente que se cumple la desigualdad:

4ab < (a+b)?, (Y)

que es equivalente a la desigualdad (B).

b a

Figura 2

En la figura, los cuatro rectangulos son congruentes entre si, de lados a y b. Es
evidente que el area de la region de color verde, formada por los cuatro rectangulos,
es menor que el area de la region cuadrada cuyos lados miden a+b; es decir:

4ab< (a+b)?

! Vogel, D. (2010). Maximal, minimal, optimal... Mathematik lehren, 159, p. 9
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Ciertamente, el cuadrado del centro, con lados de longitud b—a, se reducira a un
punto unicamente en el caso que a=b, y entonces seran iguales ambos miembros
de la desigualdad anterior. Asi vemos claramente la validez de la desigualdad (y).

Una demostracion geométrica

Usando dos teoremas acerca de triangulos rectangulos, obtenemos la desigualdad
(B), con la ventaja de ser exactamente la desigualdad que da respuesta al problema
inicialmente planteado, sobre la comparacion de los tamafos de los cuadrados de
igual perimetro y de igual area que un rectangulo dado.

Teorema 1: En todo triangulo rectangulo, la altura respecto a la hipotenusa es media
geomeétrica entre los segmentos en que esta altura divide a la hipotenusa.

Teorema 2: En todo triangulo rectangulo, el punto medio de la hipotenusa equidista
de los tres vértices del triangulo.

En la figura 3, tenemos un triangulo rectangulo

ABC, recto en C. D es el punto medio de la G
hipotenusa, AE y EB son los segmentos en ad
gue divide a la hipotenusa la altura trazada b \2
desde C y a y b son las longitudes A B
correspondientes de tales segmentos. \_Yj\ D ~ J
Por aplicacion del teorema 1, afirmamos que a b

Figura 3

para la altura considerada, que podemos
llamar h, se cumple que

De esta igualdad obtenemos que h =+ab esla longitud del segmento CE, como se
muestra en la figura 3 (en rojo).

Por aplicacion del teorema 2, la longitud del segmento que une C con D (la mediana

: a+b
respecto a la hipotenusa, mostrada de color azul) es 5 y se ve claramente que

vab < azb. Evidentemente, la igualdad se cumplird anicamente si a = b; pues en

tal caso el triangulo ABC es is6sceles y coinciden la altura con la mediana respecto
a la hipotenusa.

Media aritmética y media geométrica

Recordemos que la media aritmética de dos numeros a y b es la semisuma de ellos
y que la media geométrica de los mismos es la raiz cuadrada de su producto; asi, la
desigualdad (B) expresa que

La media geométrica de dos numeros positivos cualesquiera a y b es menor o
igual que su media aritmética. La igualdad se cumple sélo en el caso que a = b.
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Una primera pregunta que surge ante esta propiedad es ¢la desigualdad se cumple
con n numeros positivos cualesquiera? Considerando tres numeros, por ejemplo 2, 4
y 8, verificamos que se cumple la desigualdad, pues:

3\/ZX4><85¥.

Si la desigualdad se cumple para tres niameros positivos cualesquiera, podemos
aplicarla para resolver un problema similar al originalmente planteado, ahora en la
geometria tridimensional:

Dado un paralelepipedo rectangular, siempre es posible determinar
dos cubos: uno cuya suma de las longitudes de sus aristas sea igual a
la suma de las longitudes de las aristas del paralelepipedo dado, y otro
cuyo volumen sea igual al volumen del paralelepipedo dado. ¢ Cual de
los dos cubos tiene sus lados de mayor longitud? ¢Pueden, ambos
cubos, tener sus lados de la misma longitud?

Tratando de ver lo general en lo particular, consideremos que el paralelepipedo
rectangular dado tiene aristas de longitudes (en cm) 2, 4 y 8. Asi, la suma de las
longitudes de sus 12 aristas es 4.(2 + 4 + 8); 0 sea 56 y en consecuencia el cubo
cuya suma de longitudes de sus aristas es 56, tiene cada una de sus aristas de

longitud %; 0 sea 1—; gue es @ (aproximadamente 4,67).

Por otra parte, el volumen del paralelepipedo dado (en cm®) es 2 x4 x 8; 0 sea 64y

en consecuencia el cubo de volumen 64 tiene sus aristas de longitud /64 = 4.

Vemos asi que las aristas de este cubo son de menor longitud que las aristas del
cubo anterior.

Para afirmar que siempre el cubo de igual volumen al del paralelepipedo rectangular
dado tiene sus aristas de longitud menor que la del cubo cuya suma de las
longitudes de sus aristas es igual a la suma de las longitudes de las aristas del
paralelepipedo, debemos demostrar que para tres nimeros positivos cualesquiera,
su media geométrica es menor o igual que su media aritmética.

Como el lector podra imaginar, esta desigualdad se cumple para n numeros
positivos cualesquiera. Asi:

Si X1, X2, ...., X, SON N nUmeros reales positivos (n=2), entonces:
X X, .+ X,
XX X, < -
y la igualdad se cumple siy solo si X3 = Xo= .... = Xp.

Es un teorema muy importante, conocido como Teorema de Cauchy de las medias,
que aparecié en el afio 1821 en su Cours d’Analyse®. Sus aplicaciones son diversas,
en particular a algunos problemas de optimizacion, con la ventaja de facilitar sus
soluciones sin recurrir al célculo diferencial ni hacer uso del algoritmo de completar

2 Esta informacién, y su demostracion, estan en Dorrie, H (1965). 100 Great Problems of Elementary Mathematics. New York:
Dover Publications
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cuadrados, muchas veces desagradable para los alumnos. Un ejemplo muy sencillo
lo tenemos en el siguiente problema:
¢, Cual es el maximo producto que se puede obtener con tres numeros
positivos cuya suma es 48?

Considerando a, b y c tales numeros, ya sabemos que su media geométrica es
menor o igual que su media aritmética; es decir:

3/abe < %b” , ®)

y que la igualdad se cumple si y so6lo si a = b = c. Otra manera de leer esta
desigualdad es que el maximo valor obtenible de la media geométrica de tres
nameros positivos, es su media aritmética, y como en el problema dado, la suma de

. . . 48
los nimeros es conocida, ya es claro que el maximo valor de ¥ abc es 3 =16 y en

consecuencia el maximo valor del producto es 16° = 4096. Mas aln, como la
igualdad se cumple siy sélo sia=b =c, queda claro que para que la suma sea 48,
cada numero debe ser igual a 16.

Como otra manera de leer la desigualdad (&) es que el minimo valor obtenible de la
media aritmética de tres numeros positivos es su media geométrica, podemos
resolver facilmente el siguiente problema:

¢,Cual es la minima suma que se puede obtener con tres numeros
positivos cuyo producto es 5127

Teniendo en cuenta, otra vez, que la igualdad se cumple Unicamente sia=b =c, el
lector puede llegar a la conclusion que la minima suma obtenible es 24, que ocurre
cuando los tres niumeros son iguales a 8.

Media aritmética y media geométrica en estadistica

Ciertamente, mas alla de la relacion tan valiosa que hay entre las medias
geométrica y aritmética, es importante tener claridad sobre el uso de de estas
“medidas de tendencia central” como suele llamarse en estadistica a estos y otros
representantes de un conjunto finito de datos. Por ejemplo:

Si Pedro en el 2007 tuvo un sueldo mensual de 2000 soles; en el 2008
tuvo un aumento del 10%; en el 2009 tuvo un segundo aumento del
15%; y en el 2010 tuvo un ascenso, que signific6 un nuevo aumento del
50%, ¢cual fue su sueldo promedio en los afios 2008, 2009 y 20107 y
¢cual fue el aumento porcentual promedio que tuvo Pedro en estos tres
altimos afos?

Para responder a las preguntas, observemos:

Sueldo en el 2007 2000

Sueldo en el 2008 2000 x 1,10 = 2200
Sueldo en el 2009 2200 x 1,15 = 2530
Sueldo en el 2010 2530 x 1,50 = 3795
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Es claro que para obtener el sueldo promedio de Pedro en los afios pedidos, basta
sumar sus sueldos y dividir la suma entre 3; es decir, hallar la media aritmética de
los sueldos correspondientes a los tres afos:
2200 +2530+3795 _ 8525
3
Si Pedro hubiera ganado este sueldo en los afios 2008, 2009 y 2010, el monto total

recibido seria el mismo que el recibido segun la informacion dada en el problema.
En efecto, podemos verificar que

2200x12 +2530%12 + 3795%12 =102300

=~ 2841,66

2841,66 x 36 = 102299,76

Los 24 centésimos de diferencia se deben a que la media aritmética no es
exactamente 2841,66. Si usamos el cociente indicado, obtenemos exactamente
102300:

%25 « 36 = 8525x12 = 102300

Para responder a la segunda pregunta (¢,cual fue el aumento porcentual promedio
gue tuvo Pedro en estos tres ultimos afios?), recordamos que en el 2008 el aumento
fue del 10%, en el 2009 del 15% y en el 2010 del 50%. La media aritmética de estos
tres porcentajes es 25%. ¢Esta media cumple el papel de representar a los
porcentajes de aumento recibidos por Pedro, en el sentido que si cada afio hubiera
recibido el 25% de aumento, su sueldo en el 2010 seria de 3795 soles? Veamos:

2000 x 1,25 x 1,25 x 1,25 = 3906,25

Obtenemos una cantidad que es 111,25 unidades mayor que el sueldo del 2010
correspondiente a la informacién dada en el problema (3795). Esto nos dice que la
media aritmética no es la representante adecuada de los porcentajes de aumento.
En cambio, si hallamos la media geométrica de 1,10, 1,15y 1,50, tenemos

3/110x1,15x1,50 = 1,238

Lo cual nos indica un porcentaje promedio de 23,8% anual; es decir, si Pedro
hubiera recibido el 23,8% de aumento cada afio, en el 2010 tendria como sueldo

2000 x 1,238 x 1,238 x 1,238 = 3794,826544 ,

gue podemos redondear a 3794,83 y vemos que difiere solo en 17 centésimos del
sueldo en el 2010, segun la informacién dada en el problema. La pequeiia diferencia
es consecuencia de haber hecho también un redondeo al obtener la raiz cubica.

Asi, en este caso, la media geométrica nos permite obtener un buen representante
de los datos porcentuales considerados en el problema. Notemos que — como se ve
claramente en la tabla de arriba — estos datos son factores de productos en el
problema, y finalmente de un producto que es el sueldo del dltimo afio (2000 x 1,10
x 1,15 x 1,50 = 3795). En casos como éste, se aplica la media geométrica.
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Algunos comentarios

1. Lo expuesto nos permite ver lo importante que son las conexiones entre los
diversos conceptos de la matematica y las potencialidades didacticas que se
generan al hacerse evidentes estas interrelaciones. Vemos asi, que estan
interrelacionados conceptos de la geometria, de la aritmética, de la estadistica y
de la optimizacion y que facilitan el desarrollo de la visualizacién; de la intuicion;
de la capacidad de generalizar, viendo lo general en lo particular; y del transito
entre registros verbales, algebraicos y geométricos.

2. Es interesante proponer a estudiantes de cuarto o quinto afio de secundaria, a
estudiantes universitarios y en cursos de capacitacion a profesores de
secundaria, secuencias de actividades que los lleven a resolver el problema de
“demostrar visualmente” la desigualdad entre las medias geométrica y aritmética
de dos numeros positivos. Yo lo he experimentado con estudiantes
universitarios, y llegaron a situaciones como la mostrada en la figura 2. Un reto
mayor es el caso tridimensional, para la desigualdad considerando. tres nimeros
positivos.

3. Tenemos una muestra mas de problemas matematicos de optimizacion que son
aplicables en la educacién basica y que pueden ser resueltos sin recurrir al
calculo diferencial ni a algoritmos tediosos, sino a la interpretacion cuidadosa de
desigualdades, que ademas tienen referentes geométricos.
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Imagenes fractales con GeoGebra
Fabian Vitabar

Resumen

La Geometria Dinamica nos ofrece la posibilidad de visualizar casi
instantaneamente los gréaficos generados por expresiones matematicas. Esto
permite generar imagenes muy agradables y coloridas (como los fractales), cuya
creacion implica un desafio que obliga al “artista” a poner en juego los
conocimientos matematicos necesarios para lograr un fin. En este articulo veremos
cOmo generar estas imagenes al nivel de la enseflanza media, usando GeoGebra.
Ademas del conocimiento matematico (geometria analitica, algebra lineal, andlisis
real y complejo) buscaremos generar situaciones probleméticas motivadoras, que
facilitan el otorgamiento de sentido a los contenidos, a la vez que incentiven la
autonomia del alumno en la construccion del conocimiento matemaético.

Abstract

The Dynamic Geometry can show us -almost instantly- the graph associated to a
mathematical expression. We can generate beautiful and colourful images (as
fractals), leading the “artist” to use his mathematical knowledge to create its. In this
paper we'll see how to create these images at high school, using GeoGebra. In
addition to mathematical knowledge (analytic geometry, linear algebra, real and
complex analysis) we'll try to propose good problematic situations, giving sense to
contents and promoting the student's autonomy in his knowledege construction.

Resumo

A geometria dindmica possibilita-nos visualizar quase instantaneamente os graficos
gerados por expressfes matematicas. Isto permite gerar imagens muito agradaveis
e coloridas (fractais, por exemplo), cuja criacdo implica em um desafio que obriga o
“artista” a lancar m&o dos conhecimentos matematicos necessarios para atingir um
determinado objetivo. Neste artigo veremos como gerar estas imagens ao hivel do
ensino médio usando o software GeoGebra. Além do conhecimento matematico
(geometria analitica, algebra linear, andlise real e complexa), procuraremos propor
situacBes probleméaticas motivadoras, tornando significativa a aprendizagem dos
conteudos matematicos e incentivando a autonomia do aluno na construcéo do seu
conhecimento matematico.

1.Introduccioén

Uno de los desafios que ha debido enfrentar la Didactica de la Matematica, ha
sido el de contribuir a que las practicas de ensefianza permitan a los alumnos
otorgarle sentido a los objetos matematicos. Esto implica (entre otras cosas) que los
estudiantes sean capaces de relacionar los entes abstractos con problemas
concretos (y cuanto mas cotidianos, mejor) para los cuales el nuevo conocimiento
significa un aporte sustancial.
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Los procesos que ha sufrido la Matematica como tal, especialmente en lo
referido a su ensefianza sobre mediados del Siglo XX, han provocado en nuestro
sistema educativo formal* una despersonalizacion hasta “violenta” de estos saberes,
y estas tradiciones nos han empujado a que nos parezca obvio que cuanto mas
abstracta, pura y desarraigada sea la manipulacién de los objetos matematicos, de
mayor “calidad” sera su aprendizaje.

Basta remontarnos en el tiempo para aceptar que muchos de los componentes
gue han hecho de la Matematica (y en especial, de la Geometria) una disciplina
hermosa se vinculan con su aplicacion en el arte y en la arquitectura. Los estudios
de las proporciones (en especial, la Divina Proporcion), las regularidades, las
simetrias, los patrones, han sido motivo de deslumbramiento para muchas
generaciones: y el interés en lograr dominar esta explicacion oculta tras tanta
belleza, ha motivado al estudio profundo de muchos conceptos matematicos.

¢, Quién no se ha maravillado frente a una figura con varios ejes de simetria?
¢,O un bonito poligono estrellado? ¢ Y una envolvente de rectas?

Por otra parte, la misma ensefianza de la Matematica se ha topado desde hace
unos afos con un conjunto de posibilidades originales, en el marco de los procesos
de incorporacion de TIC a las actividades de aula. En particular, la Geometria
Dindmica ha implicado un cambio de caracteristicas hasta revolucionarias para la
Didactica de la Matematica.

Sin detenernos en estas bondades, nos interesara en este articulo mostrar
algunas de las posibilidades que ofrece la Geometria Dinamica (en especial, el
software GeoGebra?) para generar imagenes estéticamente agradables como los
fractales , en una suerte de combinacion del arte digital con la Gometria Dinamica,
haciendo también énfasis en las oportunidades de aprendizaje de la matemética que
esto conlleva. Si bien veremos que los contenidos mateméaticos asociados nos abren
las puertas para profundizar en campos de conocimiento mas desafiantes, nos
restringiremos a la aplicacion de los contenidos que son abordados en los
programas de ensefanza secundaria.

2. Las imagenes fractales

Recuerdo cuando, hace varios
afios, conoci esas imagenes
“generadas informéticamente” que
resultaban tan hermosas, con
disefios que se repetian a variadas
escalas. Habiéndome informado
que se trataba de fractales, y que
estaban cercanamente relacionadas
con la matematica, quise
profundizar un poco mas. Pero las
explicaciones mas accesibles que
encontré  hacian referencia a

llustracién 1. Conjunto de Mandelbrot

1

, Se toma cono referencia en este articulo el sistema educativo formal de Uruguay.

http://www.geogebra.org
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algunos conjuntos mas “sencillos” (y no por eso menos interesantes), pero que no se
parecian a los disefios tan bonitos que esperaba; estos Ultimos aparecian junto con
conceptos matematicos bastante mas engorrosos, que ofrecidos a un inexperto
(como yo) lograban empafiar un poco la belleza de las imagenes.

Intentaremos entonces mostrar un posible camino que nos permita llegar a la
creacion de estas imagenes, recurriendo al conocimiento matematico necesario para
provocarlas, pero preocupados mas bien por su aprovechamiento ad hoc, y no tanto
en su profundizacion.

En el caso de los alumnos de ensefianza media, esta actividad puede ser util
para ver aplicaciones de algunos contenidos curriculares; y los estudiantes mas
avanzados podran profundizar mucho mas en estos mismos conceptos.

Ademas de ir enunciando los contenidos matematicos vinculados, iremos
viendo a la par como trabajar con ellos en GeoGebra.

2.1. ¢ Qué es un fractal?

El término fractal fue acufiado por el matematico polaco Benoit Mandelbrot, y
hace referencia a la idea de “partido” o “fracturado”. Si entramos en formalidades,
Mandelbrot defini6 un fractal como “un conjunto cuya dimension de Hausdorff-
Besicovitch es estrictamente mayor que su dimension topoldgica”.

llustracién 2. Tridngulo de Sierpinski " )

llustracion 2. Curva de Koch

llustracién 3. Conjunto de Cantor

Nos hemos propuesto no marearnos con estos conceptos avanzados, pero
esta idea es suficiente para pensar en figuras que, por ejemplo, tienen area finita y
perimetro infinito (j!). Quizas algunos conjuntos ya clasicos pueda resultar familiares,
y que podrian servir de ejemplos bastante sencillos para estas caracteristicas (como
el conjunto de Cantor, el triangulo de Sierpinski, o la curva de Koch).
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2.2. ¢ Qué es una imagen fractal?

Los ejemplos anteriores pueden confrontarse con la definicion de fractal, y ver
gue la cumplen efectivamente, sélo recurriendo a las cualidades geométricas con las
cuales fueron construidos. Pero hay otros conjuntos fractales que se definen de una
manera un poco mas elaborada, y no es tan intuitivo verificar que efectivamente lo
son; justamente, algunos de estos son los que pueden generar esas imagenes tan
coloridas. Indaguemos un poco mas.

Podemos pensar el plano cartesiano, como el conjunto de los afijos de los
nameros complejos. De ese modo, cada punto sera para nosotros un numero... lo
interesante de la generacion de estas imagenes sera decidir de qué color pintar cada
punto del plano para obtener lo que deseamos. Hacia alli vamos.

Consideremos una funcion f que a cada punto del plano complejo, le asigne
otro. Si aplicamos reiteradamente esta funcion, iremos obteniendo un numero
complejo al cabo de cada iteracion. Supongamos que seguimos iterando,
infinitamente... ¢a qué tendera nuestra sucesién? Basicamente, podrian suceder tres
cosas:

« Que los puntos se vayan “acercando” a cierto punto especial
« Que los puntos se alejen exageradamente del origen de coordenadas

« O que tengan algin comportamiento extrafio, yendo y viniendo, que no se
ajuste a ninguna de las dos categorias anteriores.

Justamente, eligiendo una funcién f adecuada, podremos decir que el conjunto
de los niumeros complejos tales que esta sucesion converge (a algun punto del plano
complejo), sera un fractal.

Aun tendremos que ver cOmo usar este criterio para decidir el color de cada
punto, pero veremos que esto estara asociado a cual es el punto al que la sucesion
se acerca (si es que esto sucede), y qué tan rapidamente lo hace.

3. El aporte de la informética

Naturalmente, pensemos que si para cada punto del plano tenemos que iterar
una funcién una cierta cantidad de veces (aun no sabemos cuantas), y de acuerdo a
ese comportamiento pintar (jsélo ese punto!) de un determinado color, para después
seguir con otro... el trabajo parece muy arduo.

Aqui se vuelve sustancial al aporte de las TIC, ya que nos permite realizar
tareas que serian inviables de otro modo, y gracias a las cuales podemos pretender
usar conocimientos mateméaticos mas avanzados. No se trata simplemente de hacer
lo mismo que haciamos antes pero con la computadora, ni tampoco implica hacer
mas sencilla una tarea habitual: implica lograr algunas cosas que hasta entonces
eran impensadas.

3.1. ¢ Por qué GeoGebra?

Hay muchos programas informaticos que son capaces de generar estas
imagenes, pero hay algunas caracteristicas de GeoGebra que lo hacen especial.
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Primero, que se trata de un software libre y llevado adelante por una
comunidad de técnicos y educadores en matematica pensado especialmente para el
ambito del aula. No esta concebido ni para el ingeniero, ni para el matematico: esta
concebido para el alumno que aprende matemaética.

Segundo, que nos ofrece la posibilidad de visualizar simultaneamente un
mismo objeto en varios registros de representacion. En nuestro caso, sera esencial
poder asociar un punto del plano, al nimero complejo correspondiente. A esto se
suma la potencialidad grafica del programa.

Tercero, que nos ofrece una planilla de célculo integrada en la que serda muy
practico realizar las iteraciones de la funcion generatriz del fractal.

Obviamente, también encontraremos algunas limitaciones, que tendremos que
subsanar de la mejor manera. Una de ellas puede ser que el algoritmo que
utilizaremos para crear las imagenes sera quizas demasiado exigente para el
programa (o el equipo en el que funcione). O también, que tendremos que crear
habilmente algunas herramientas especificas para que el software realice lo que
necesitamos. Intentaremos plantearlas aqui de la manera mas sencilla posible.

3.2. Algunas herramientas indispensables
Una cuestion crucial

es la posibilidad de ~ |@FFee =
colorear cada punto de bl | Basico | color | Estito | Aigepra| Avanzado |

acuerdo a un criterio bien . CoMEis par Bt etObiel

definido. Veremos cual | | Qi

serd ese criterio, pero Colores Dinamicos

ejemplificaremos  como Rojo: Verde: Az [

opera GeoGebra para
pintar un punto de un
cierto color.

Capa: | 0.~

GeoGebra cuenta
con la propiedad de color
dindmico. Esto es, que : .
cualquier objeto puede [ 7 Boma | [ ciera |
recibir un color dado por
sus componentes en los
colores basicos Rojo, Verde y Azul. De ese modo, si asignamos a un punto el 0% en
sus tres componentes, se vera negro. Si asignamos el 100% en las tres, se vera
blanco. Y de alli en adelante podemos generar una inmensa gama de colores.

llustracién 3. Cuadro de propiedades de un objeto

Para definir el color de un punto, basta seleccionar el punto con el botdn
derecho del raton, elegir la opcion Propiedades y luego la pestafia Avanzado. Alli se
veran los cuadros correspondientes para las tres componentes de color.

GeoGebra reconocera los valores entre 0 y 1 como el porcentaje que asignara
de cada color (el 1 corresponde al 100%). Si se ingresa un numero que no
pertenezca a ese intervalo, GeoGebra lo convertira usando una funcion interna, que
en principio no nos va a interesar demasiado, ya que tendremos la precaucion de
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usar siempre numeros del intervalo [0,1]. De todos modos, para los mas curiosos, la
funcion utilizada por GeoGebra es:

etenmncaon

siendo [X] la funcion parte entera de x.

Pero la mayor potencia de esta herramienta esta en que las componentes de
cada color pueden ser variables, y depender de algun objeto ya creado. En
particular, pueden depender de la posicion del mismo punto. Por ejemplo, el
siguiente dibujo se ha obtenido asignando al punto P las siguientes componentes de
color:

Rojo(P)=sin(x(P)); Verde(P)=cos(y(P)); Azul(P)=0.7°

Habiendo activado el rastro
del punto (con un clic
derecho sobre él), hemos
logrado que al moverlo
fuera dejando en la pantalla
una estela de colores segun
cada posicibn. También
hemos considerado un
tamafio bastante grande
para el punto, de modo que
se aprecie bien el efecto
deseado.

Otra funcién de
GeoGebra que nos sera de
utilidad, es la Vista hoja de
calculo, que puede activarse
desde el menu Vista.

@ Entrada: b \u > || Comanda ... b

llustracion 4. Ejemplo de aplicacién del color dina mico

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
=
H - - =9 i)
[ AN~ =)D )=l =] a
i il i —" i i il = W T}
| A B c D
21 1 5
=
2
5l 2
4
5
14
(5]
T
. 2 . . . g
- a 1 2 3 -
4 [} | b
) Entrada: |1= ~|l@a =~ Comando.. A

llustracién 5. Vista hoja de calculo

Notese que la funcién x() devuelve la abscisa de un punto, mientras que y() devuelve su ordenada.
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Alli veremos una planilla de célculo como otras que quizas conozcamos, donde
cada celda esté identificada con un nombre (por ejemplo, B3). En cualquiera de esas
celdas podemos escribir un comando, una funcién, un numero, un objeto
geomeétrico, y GeoGebra lo identificara con el nombre de la celda. De ese modo, si
en la celda B3 escribimos (-2, 6) GeoGebra creara un punto llamado B3 de
coordenadas (-2, 6), que también representara simultaneamente en las vistas
algebraica y grafica.

A proposito, si desearamos que GeoGebra considerara ese punto como el
namero complejo asociado, bastara indicarselo haciendo clic con el botén derecho
sobre el punto (0 su celda), y luego Propiedades, eligiendo la pestafia Algebra
seleccionaremos Numero complejo.

{7 Propiedades

. ——————
Objetos | Basico | Color | Estilo| Algebra | Avanzado|
B- F'lLImU e e A

3 B3

Coordenadas: _Cnordenad_as_ Canesianas .=

Coordenadas Cartesianas
Coordenadas Polares

Incrementa: |0

llustracién 6. Propiedades algebraicas de un objeto

A partir de entonces, en la celda
correspondiente veremos la notacion bindmica
del complejo, en lugar de la cartesiana.

En la misma hoja de calculo podemos
realizar operaciones con numeros complejos, e
ingresando las férmulas correspondientes
(refiriéndonos a los numeros por la celda que
ocupan), veremos los resultados en las celdas. Si llustracion 7. Vista de la hoja de
nos interesa conocer la férmula que dio origen al calculo
namero visible, basta posar unos segundos el
puntero sobre la celda y se mostrara la formula. En el siguiente ejemplo, hemos
agregado el complejo 3 — i en la celda B2 y lo hemos sumado al complejo B3,
colocando en la celda B4 la expresion = B2 + B3

La [ pa | =

-2 + i

A B C O
.1
2 J-i
3 -2 + Bi
4 1+ 5ij
5 Ly

!Nl_'lrnern Complejo B4: B2 + B3 |_

A I I

llustracién 8. Operaciones con complejos
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4. Comencemos a dibujar

Ya estamos en condiciones de iniciar nuestro dibujo de una imagen fractal.
Comenzaremos eligiendo una funcién adecuada y sencilla, para que los calculos
internos que deba realizar el programa no sean demasiado exigentes. Luego
veremos el criterio de asignacion de color a cada punto, utilizando la funcién elegida.

4.1. El fractal de Newton

Puede haber muchisima variedad en la funcion que uno elija para generar una
imagen fractal, pero las que se agrupan bajo el titulo de fractales de Newton son
bastante sencillas. Responden a una expresion de la forma:

_ p(z)
p'(z,)
Aqui p es una funcion polinébmica compleja, y se cumple la curiosidad de que
los puntos atractores (aquellos candidatos a ser puntos de convergencia de la

sucesién que se obtiene al iterar muchas veces la funcién, sobre un punto
determinado), son precisamente las raices de p.

2y = 7,

Pongamos por ejemplo que utilizamos el polinomio p(z)=z>-1. Tendremos pues
tres raices complejas, candidatas a ser atractores de cada punto del plano. De modo
gue implicitamente estamos considerando algunas regiones: los complejos que,
luego de varias iteraciones, convergan hacia la primera raiz, perteneceran a la
primera region. Analogamente con la segunda y tercera raices.

Y si identificAaramos cada region con un color, estariamos casi estableciendo un
criterio para pintar todos los puntos del plano... Por ahi seguiremos, pero con calma.

4.2. ¢ De qué color pintamos cada punto?

Lo importante es ver como va quedando armado el procedimiento. Dado un
punto, iteraremos varias veces (ya decidiremos cuantas) la funcion sobre él.
Atendiendo a la imagen obtenida luego de las iteraciones, observaremos a cual
punto atractor se ha acercado, y en funcién de esa distancia lo pintaremos.

Veamos como hacerlo en GeoGebra.

Consideremos un numero complejo A2 variable (asociado, inevitablemente, a la
celda A2). Por ejemplo, escribamos A2=2+3i.

Necesitaremos también definir los tres puntos atractores, que al ser las raices
del polinomio ya mencionado, coinciden con las tres raices cubicas de la unidad. Los
llamaremos P, Q y R, y para hacerlo mas sencillo los introduciremos utilizando la
notacioén polar, como sigue:

P=(1,0)
Q=(1; 2 pi/3)
R=(1; 4 pi/3)

Por el momento, nuestra pantalla tiene el siguiente aspecto:
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Ahora debemos iterar la funcidbn sobre el punto A2, para analizar su
comportamiento. Aprovecharemos la hoja de calculo, e iremos calculando las
sucesivas iteraciones en la fila 2, hasta alcanzar un numero que nos
preestablezcamos (10, por ejemplo).

En la celda B2 ingresaremos la expresion de la
funcién: =A2—(A2°%-1)/(3 A2?).

Para continuar iterando la funcion no es necesario

s volver a escribirla, basta copiar la formula hacia las celdas

de la derecha, para que GeoGebra actualice las variables

en la formula. Para ello, seleccionando la celda B2, arrastramos desde el pequefio

cuadrado azul que se ve en el extremo inferior derecho de la celda, hasta alcanza la
columna K.

2+31 | 1.32+1....

1
2
3

Habran aparecido también todos los puntos resultantes de cada iteracion
representados en la vista grafica. Si movemos el punto A2, veremos moverse toda la
lista de puntos, y también podremos apreciar cOmo se acercan a uno u otro atractor
dependiendo de la posicion de A2.

. | =
o T WS - e

{7 GeoGebra

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
A s . ¥ 2 b =z U
%__ ° v/{_ — . @__ {:/_ ol Sl ‘%’ -
A2 | J K L
34 ® 1 »
2 || 1.7-0.951 1.18-0...] 0.91_0.. E|
3 S
2 ® 1
5
®
Q14 <
] " 7
8
T ole =P , .
A 0 o 2 10
= ° 11
g e 12 =
bl (| b
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Las imagenes fractales mas “profesionales” tienen en cuenta varias cosas para
asignar el color de cada punto: no sélo a qué atractor corresponden, sino también la
velocidad de convergencia (es decir, cuantas iteraciones son necesarias para que se
acerguen al atractor menos de una distancia estipulada).

En nuestro trabajo no nos detendremos en la velocidad de convergencia,
simplemente asignaremos el color en funcién de la cercania a cada atractor luego de
varias iteraciones. Nos ayudara el hecho de haber elegido un polinomio con tres
raices (tres atractores, P, Q y R), ya que asignaremos un color a cada uno. Para que
sea evidente a qué region pertenece el punto (A2, en nuestro ejemplo), buscaremos
asignar el color dinamico de tal manera que cuanto mas cercano esté el punto (K2,
en nuestro ejemplo) de un atractor, la intensidad de la componente de color
correspondiente sea mayor; y si esta alejado, que la componente se vaya anulando.

Fijemos ideas pensando que al atractor P asociaremos el color rojo. Estamos
necesitando una funcion que, segun la posicion del punto K2 sea cercana a P,
ofrezca una imagen cercana a 1; mientras que cuanto mas se aleje de P, sera mas
cercana a 0. Aprovechando algunas herramientas del analisis real, elegiremos la
funcién dada por Rojo(A2) = e ¥k " que en la sintaxis de GeoGebra quedara
expresada como exp(-Distancia[P,K2]) . Obsérvese que esta funcion cumple con las
pretensiones planteadas.

Con esta idea, podemos completar los cuadros del color dinAmico de A2 de
esta manera: Rojo = e ¥MPK2) yerde = QK2 Azy| = ¢ ISRKD Dpe nuevo, si
activamos el trazo del punto A2 y lo agitamos pacientemente por la pantalla,
veremos la imagen fractal ir apareciendo timidamente.

Bueno... podemos decir que jhemos
creado una imagen fractal! Aunque, a
decir verdad, esta un poco desprolija.
¢, Habra una manera mas sencilla de
colorear cada punto?

4.3. Ahorrando trabajo

Después de la técnica que hemos desarrollado, es légico pensar que seria
conveniente contar con algun meétodo que pudiera hacer este trabajo
autométicamente, y mejor aun si hubiera varios puntos “pintando” la pantalla en
forma simultanea. Veremos como aprovechar las herramientas de GeoGebra para
alcanzar estos dos objetivos.

Para ello, definiremos un conjunto de puntos, creados con la misma idea y
propiedades con que hemos creado a A2, pero todos con la misma abscisa
(dependiente de un parametro a que luego haremos variar), y muy proximos uno de
otro... nos quedara una especia de hilera “vertical” de puntos.
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Tendremos un par de precauciones previas. Dejaremos a la vista solo el punto
A2, y ocultaremos el resto para evitar confusiones. Asimismo, reduciremos el
tamafio de A2 al minimo, para que la imagen final sea de una buena resolucion.

Ahora si, definamos el parametro a que serd la abscisa de nuestra hilera de
puntos. Lo definimos como un deslizador en el intervalo [-3, 3] (esto puede variarse a
gusto, de acuerdo con el tamafio de la imagen que quiera lograrase), con un
incremento del 0.02 y una velocidad de 0.2.

Aprovechando a, definimos en la celda Al el punto (a, 3). Basta mover el
deslizador para constatar que el nuevo punto A1 se mueve en simultaneo. Este
punto Al sera un extremo de nuestra hilera: a partir de él, y hacia abajo, iremos
colocando los nuevos puntos. El primero en agregarse sera A2, que lo redefinimos
escribiendo A2=A1+(0,-0.03), lo cual puede interpretarse como una suma de
complejos. Obsérvese que esta forma de definir A2 lo hace depender de a
indirectamente, y al mover el deslizador, se desplaza A2.

Toda la fila 2 de la hoja de célculo tiene la informacién necesaria para que el
punto A2 funcione correctamente, y ademas, éste se ha ubicado “un poquito mas
abajo” del punto Al. Si copiamos la fila 2 en las filas subsiguientes, obtendremos los
puntos que necesitamos uno debajo del otro, y se heredaran las propiedades
definidas. Seleccionando el rango desde A2 hasta K2, y tomando desde el cuadro
azul del extremo inferior derecho, extendamos la seleccion hasta la linea 200 (puede
ser mas o0 menos, segun se desee).

Ya esté casi listo. Si movemos el deslizador a, ir4 apareciendo el fractal; pero si
activamos la animacion automatica del deslizador (con clic derecho sobre él), la
imagen se ira formando lentamente.

e, . & werry
“-.I'E‘hi'J-ZI_E-L‘\!G _vi_sta nllpcicnnes He_rram\eljta;—' \.-"_eljtana Ayuda - -
. 8 - - & i
.A-J ’/'/7 /-v ;'\”7 ®—, @7‘ ‘q. x-, _3;5-, ‘%7 :izzgah:ze;;eccionarobjetos(Esc} E|
-1 H [ o K L
187 1 +0..| 05+0..| 05+0..| -0.5+0.. *
188 5+0..| 05+0..| 05+0..| 05+0.. "
189 8 +0..| -0.51 +0...| 0.5+0...| -0.5+0.. I
190 \9+1..| -0.51+0..| 05+0..| -0.5+0.. |
191 6+1..| 05+0..| 05+0..| 05+0..
192 6+1..| 042+1..| 046+0..| 0.5+0..
193 4+1..| 0.25+1..| 0.35+0.. | 049+ (..
194 7 +2.. | 0.05+1... | 011 +0. | 04+0..
195 5+ 2.7i | 0.54+1...| 0.28+1... | -0.03+0.. l
186 +2.951 | 1.26 +1... | 0.81 +1.... | 0.48+0...
197 B+2..| 219+1...| 147 +1... 1+ 0,691
198 5 +1.81| 316 +1...| 2153+ 0... | 147 +0...
[ 189 B+0... | 3.8 +0.01i 2.56 « 0i 1.76 +0i |
200 |-2.191| 3.74-1..| 251-0..| 1.71-0... |
201 !
' 202 =
203 B
4 3 i »
@Entrada. * @ ¥ ||Comando.. S|
LS — A

llustracién 9. "Barrido" de la imagen fractal

=
U N I@N REVISTA IBEROAMERICANA DE EDUCACION MATEMATICA - DICIEMBRE DE 2010 - NUMERO 24- PAGINA 171



Imagenes fractales con GeoGebra
Fabian Vitabar

Los pequefios coeficientes utilizados se pueden modificar, y eso hard variar la
calidad y el tamafio de la imagen resultante, como veremos en breve.

GeoGebra nos permite exportar la vista grafica en un archivo JPG, de modo
gue luego es sencillo compartir las imagenes generadas:

4.4. Algunas variantes

Ahora que hemos logrado un archivo en GeoGebra capaz de dibujar una
imagen fractal, es el momento de guardarlo, para comenzar a “jugar” con él y asi
obtener muchisimas nuevas imagenes.

Para ello deberemos ir variando algunos de los parametros componentes.

Podemos cambiar el polinomio inicial, ofreciendo nuevos puntos atractores
(aunque se simplifica bastante la tarea si se consideran polinomios de tercer grado,
de modo que haya soélo tres atractores, uno por color).

También podemos alterar el polinomio inicial multiplicando el segundo término
de la funcién generadora por un coeficiente (complejo); esos pequefios retoques
pueden provocar grandes variaciones en las imagenes.

Otro ajuste puede estar en el criterio de asignacion de color, abriendo aqui la
posibilidad a lo que sea que la imaginacion permita concebir. Si se logra idear una
funcion que asigne las componentes de color teniendo en cuenta el tema de los
atractores, podemos lograr imagenes muy llamativas.

Y para quien se sienta aun mas desafiado, podra seguir buscando nuevas
informaciones acerca de los fractales, e intentar utilizar esas funciones probando sus
graficos.
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Estas imagenes se han creado todas con pequefias variaciones de las que
acabamos de mencionar, sin cambiar el polinomio inicial (sélo se ha mulitplicado por
un coeficiente, o variado la asignacién de colores).

3
: -1
zn+1=zn—<1+2>z"7

) -1
A+1:4—(1+2)Z;7
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5. Comentarios finales

Quizas pueda resultar interesante hacer el ejercicio de analizar qué conceptos
matematicos ha sido preciso poner en juego a lo largo de este proceso de creacion
de imagenes fractales.

Para quienes resulten ya conocidos, puede ser ésta una oportunidad para
verlos en accion, y aprovechando el conocimiento de las propiedades asociadas
podran innovar creativamente, provocando nuevas imagenes.

Para los estudiantes que no estén habituados a estos conceptos, se habran
acercado por primera vez a ellos conociéndoles en una faceta agradable y
motivadora, y sin dudas sera mas facil en el futuro abordarlos desde angulos mas
aridos.

En definitiva, se trata de la combinacion cuidadosa de varias herramientas que
estdn a disposicion de nuestros estudiantes; quedan pendientes las posibles
discusiones didacticas que puedan provocarse a partir de la implementacion de este
tipo de actividades.
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La estadistica oficial en el aula

Antonia R. Gil Armas

Resumen

La ensefianza de la estadistica se puede abordar desde mdultiples perspectivas
distintas a la realizacion de ejercicios de resolucion corta; se puede abordar, por
ejemplo, desde la informacion presente en los medios informativos, desde los datos
recopilados por los propios alumnos, o bien, desde la informacién estadistica oficial,
entre otras opciones. Esta Ultima es la elegida en la actividad de aula que se
presenta en este articulo y que se desarrolla con alumnos de 15 a 16 afos. Esta fue
la primera actividad que realicé aplicando a la ensefianza de la Estadistica la
metodologia de “trabajo basado en proyectos” y, aunque la he seguido aplicando
desde entonces, esta es, en mi opinion, un buen ejemplo.

Abstract

Teaching of statistics can be approached from many perspectives different to solve
short exercises. But also can be approached from the information in the media, data
compiled by the students themselves, or from official statistical information, among
other options. This last option has been chosen to carry out the classroom activity
which is developed by 15 to 16 years old students, described in this article. That was
the first activity | carried out applying to the teaching of statistics methodology of
"project-based learning” (“trabajo basado en proyectos”), and although | continued to
apply since then, this is, in my opinion, a good example.

Resumo

O ensino da estatistica pode-se abordar desde mdltiplas perspectivas diferentes a
realizacdo de exercicios de resolugéo curta; pode-se abordar, por exemplo, desde a
informag&o presente aos meios informativos, desde os dados recopilados pelos
préprios alunos, ou bem, desde a informacéo estatistica oficial, entre outras opc¢oes.
Esta ultima € a eleita na actividade de aula que se apresenta neste artigo e que se
desenvolve com alunos de 15 a 16 anos. Esta foi a primeira actividade que realizei
aplicando ao ensino da Estatistica a metodologia de “trabalho baseado em
projectos” e, ainda que segui-a aplicando desde entdo, esta €, em minha opinido,
um bom exemplo.
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1. Introduccién

Las estadisticas oficiales constituyen un elemento basico de informacion de
una sociedad democratica ya que éstas proporcionan datos acerca de la situacion
econdémica, demogréfica y social de un pais que todo futuro ciudadano deberia
conocer, 0 al menos, conocer la existencia de estos datos y qué organismos son los
encargados de ofrecerlos.

Ademas de dar a conocer la existencia de estos organismos como un medio
para tener una informacién estadistica fidedigna, constituyen una fuente de datos
susceptibles de ser trabajados por nuestro alumnado. Estos datos tendran mas
significado que basarnos en datos ficticios.

El uso de la informacion procedente de estadisticas oficiales puede tener,
desde mi punto de vista, dos aplicaciones:

« Utilizar las bases de datos reales sobre los que trabajar los procedimientos
estadisticos, y, que, por su tematica, puedan ser del interés de los
alumnos.

« Utilizar los resultados obtenidos por estos organismos y compararlos con
los obtenidos por nuestros alumnos mediante su propia producciéon, a
través de encuestas u otras forma de recogida.

La primera opcion tiene la ventaja de usar datos de interés sobre los que
realizar los calculos estadisticos necesarios; la segunda, tiene la ventaja de que los
alumnos y alumnas van a producir sus propios datos y los van a comparar con unos
ya existentes, afiadiendo a la realizacién del calculo estadistico, la capacidad de
investigar y de conformar el razonamiento critico basado en la objetividad de los
datos. Esta ultima opcién fue la que escogieron mis alumnos tras consultar la web
del organismo oficial de estadistica local, el ISTAC (Instituto Canario de Estadistica)
y la que se llevé a cabo mediante el desarrollo de un proyecto estadistico en todas
sus fases:

‘ ‘ CONCLUSIONES

4

\ |
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2. El proyecto

La metodologia empleada en esta actividad, como ya indiqué, es la “trabajo
basado en la realizacion de proyectos”. En esta forma de trabajo en el aula, el papel
del profesor es el de director del proyecto, es decir, el profesor indica el camino a
seguir pero son los alumnos y las alumnas los que deben llevarlo a cabo. Los
proyectos les introducen en la investigacion, les permiten elegir un tema de su
interés sobre el que definir los objetivos, elegir los instrumentos de la recogida de los
datos para dar respuesta a los objetivos planteados, asi como seleccionar la
muestra, recoger los datos, codificar, construir las tablas y analizar e interpretar los
datos.

2.1. Eleccion del tema

El inicio del trabajo debe ser definir lo que se va a hacer. Se informa al
alumnado del trabajo que se va a desarrollar y que deben elegir el tema. Para esta
eleccion deben consultar los distintos bloques de informacién estadistica que ofrece
el organismo oficial de estadistica de nuestro ambito geografico del que les paso la
forma de conocer a través de su web: http://www.gobiernodecanarias.org/istac.

De entre los temas disponibles, seleccionaron por consenso y tras debatir las
distintas propuestas, la estadistica “La cesta de la compra ”. Esta operacion
estadistica es de elaboracion propia de este organismo; ofrece informacion sobre el
precio de la compra de una cesta basica de productos de un hogar en las distintas
islas de nuestro archipiélago (son siete islas de variadas caracteristicas), indicando
el precio y, por supuesto, cual es la isla donde la cesta de la compra es mas cara y
cual tiene la mas barata entre otras informaciones.

¢ Tiene nuestro municipio la cesta mas cara o mas barata respecto a la de toda
Canarias? Ese era el mayor interés de los alumnos y por eso se convirtid en uno de
los objetivos planteados en el proyecto.

2.2. Definir objetivos

Una vez seleccionado el tema, el siguiente paso consistid6 en establecer los
objetivos que marcaran el trabajo del resto del proyecto, incluidas las conclusiones.

Los objetivos planteados fueron:

Comparar la cesta de la compra de nuestro municipio (Firgas) con el de
Gran Canaria (isla) y con el de toda Canarias (archipiélago).

« Comparar los precios de los diferentes establecimientos ubicados en el
municipio.
2.3. Disefio de la encuesta.

Esta fase, como es sabido, es importante pues se deben plantear las preguntas
adecuadas para recoger los datos que nos ofreceran la informacion que buscamos y
cubrir asi los objetivos planteados. En su desarrollo el alumnado se va a familiarizar
con los conceptos de variable, tipos de variable y valores de una variable.

En el ejemplo concreto que nos ocupa, los alumnos intentaron emular la
operacion estadistica oficial y consultaron los aspectos metodoldgicos publicados en
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la pagina web del ISTAC. Buscaron qué productos se deberian elegir para preguntar
su precio; observaron que los productos que intervenian en el andlisis de la cesta de
la compra se dividian en 10 grupos pero no se indicaban los productos que se
debian escoger. Asi que seleccionaron los productos y las marcas mas utilizados por
sus familias. El procedimiento, aunque mejorable, es suficiente para poder continuar
con el proyecto.

2.4. Muestreo o censo.

A continuacién debian decidir si se extraian los precios de los 50 productos
seleccionados en todos los establecimientos o sélo en algunos de ellos. Dado que el
municipio es pequefio y solo cuenta con siete establecimientos, decidieron obtener
los datos de todos ellos.

3. Recogida y analisis de datos

La planificacion y division del trabajo de campo es un apartado fundamental
gue deben ser supervisado por el profesor, que todos los alumnos participen y que
ademas tengan una carga de trabajo y de responsabilidad similares.

En la planificacion se deben establecer las unidades de medida en la recogida
de la informacion y la sustitucion de un producto por otro que se considere
equivalente. Se deben prevenir determinadas situaciones que pueden dar lugar a
falta de respuesta u omision, es decir, dar instrucciones para optimizar la recogida
de datos.

El alumnado dividido en grupos de dos o tres, recogera los datos en un plazo
determinado; en nuestro caso se fij6 en una semana, pues consideramos que era
suficiente teniendo en cuenta la forma de recogida de los datos y el perfil del
proyecto.

En esta fase los alumnos aprenderan el significado de la ausencia de un dato y
como tratarlo, y tomaran decisiones sobre si se puede sustituir un producto por otro
equivalente o no.

3.1. Vaciado de datos

Una vez obtenidos los precios debemos construir las tablas adecuadas para
analizarlos.

Es de uso comun en las aulas, realizar ejercicios de recuento de datos, de
calculo de parametros, etc, con lapiz y papel, y a lo sumo, ayudarse con una
calculadora. Esta forma de proceder puede ser Util para ejercicios de repeticion con
pocos datos, pero el trabajo estadistico real utiliza la tecnologia adecuada para
poder manejar gran cantidad de datos y no cometer errores en los calculos.

En nuestro caso es evidente que se hace imprescindible el uso de las
tecnologias de la informacion, bien de una hoja de calculo o el uso de otros
programas especificos de estadistica. Nosotros usamos la hoja de célculo; en ella
los diferentes grupos grabaron los datos en una hoja cuyas columnas se usaron para
los precios de los productos, separados por bloques, obtenidos en cada una de las
tiendas del municipio.

La estructura es similar a la siguiente, mas resumida.
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En esta fase los alumnos pudieron comprobar que, a pesar de las indicaciones
previas para evitarlo, se cometieron errores en la toma de datos y éstos debian ser
eliminados con lo que, de los 357 datos previstos inicialmente (51 productos x 7
tiendas), fueron validos solamente 277.

Respecto a la dinamica de grupo, todos aprendimos la necesidad de nombrar a
un alumno responsable de la base de datos, tras comprobar que algunos datos no
se grabaron bien, o que al grabar borraban los de los compafieros. Asi, para evitar
estos conflictos, el alumno nombrado fue el encargado de unificar en una sola hoja
de célculo los datos de sus comparieros y poder continuar con el proyecto.

3.2. Andlisis de los datos

Normalmente, cuando disponemos de una coleccion de datos, calculamos los
parametros de centralizacion y dispersion y eso fue lo que hicieron: calcularon cual
era el precio medio de una cesta de la compra en nuestro municipio, cual era la
variacion del precio segun la tienda donde realizaban la compra. Compararon
ademas los productos por bloques, buscando si habia mas o menos diferencia de
precios en algun bloque.

Pero aun con este conjunto de medidas estadisticas no podian responder a los
objetivos inicialmente planteados al inicio del proyecto: comparar la cesta de la
compra con la del resto de la comunidad auténoma. Para poder realizar la
comparacion se necesita un indice ya calculado por el organismo oficial y cuya
férmula no es publica.

Les facilité la informacion de que el indice de referencia era 100 y que, una
posible opcion, era pasar las cantidades a porcentajes. Pero ademas se les planted
la duda de que en su casa no gastan la misma cantidad de cada producto de los
encuestados. Asi, por ejemplo, decian que compraban 1 pan diario pero 1 lata de
aceite de 5 litros al mes, por tanto, una tarea inicial consistio en establecer una
ponderacion a cada producto. Esta ponderacion se fijo dandole a cada producto el
namero estimado por ellos de la cantidad de dicho producto que era necesario
comprar al mes y por persona expresado en porcentajes. Lo mas importante de este
paso es que se dieron cuenta que, para hacer una correcta estimacion, deberian
llevar a cabo una encuesta previa de consumo de las familias respecto a la cantidad
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y los productos que consumian y que consideren necesarios en su cesta de la
compra. Finalmente, para calcular el indice una vez ponderados todos los productos,
calcularon la media aritmética de los resultados de cada tienda obteniendo una
indice con el que poder comparar su cesta de la compra y ubicar su resultado dentro
de la estadistica oficial.

4. Conclusiones de la experiencia

Este primer proyecto llevado a cabo con alumnado de 15 a 16 afios, marco mi
posterior labor docente, pues, aunque pareciera que estamos entrenando
estadisticos aficionados, la realidad es totalmente opuesta. Cada una de las fases,
como se puede comprobar por la descripcion, estuvo marcada por momentos en los
que hubo que afrontar dificultades, aprender de errores, valorar el trabajo del grupo
Yy, por supuesto, de los profesionales. Tuvieron que superar también dificultades de
calculo pues hasta llegaron a construir su propia formula y no emplear una que ya
les daba la profesora.

Pero ademas de las competencias estrictamente matematicas, hubo que
superar y resolver algunas situaciones de conflicto en el grupo porque, por ejemplo,
si un compafiero no realizara su tarea en el tiempo establecido, dejaba al resto sin
poder continuar, o la falta de atencion en la recogida de datos, etc., Por tanto se
desarrollaron otras competencias en todos estos momentos de aprendizaje.

Les animo a realizar alguna actividad similar. Basta con elegir un tema de los
disponibles en la web en la que se muestren las estadisticas oficiales del pais o la
localidad.

Antonia R. Gil Armas. Profesora de Matematicas de Ensefianza Secundaria. Firgas. Las
Palmas, Canarias, Espafia. agilarm@telefonica.net
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Estadistica en accion

Que es y pera gue sirve la estedistica & traves de

casos practicos basados en proyectos finel de orrers Estad istlca en aCC|én .

rme e Qué es y para qué sirve la estadistica
a través de casos practicos basados
en proyectos final de carreras.

Editado por Pere Grima Cintas.

Monografias FME. 2008.

Facultat de Matematiques i Estadistica.
Universitat Politécnica de Catalunya.
ISBN 9788476532249

Es un libro muy interesante y Util a la hora de ensefar estadistica, en el mismo
se presentan dieciséis casos trabajados en proyectos de final de carrera, los que
dan una vision general de aplicaciones de estadistica. Las carreras corresponden a
las titulaciones de estadistica en la Facultad de Matematicas y Estadistica de la
UPC, Diplomatura, Licenciatura y Master.

Es importante destacar que en la presentacion, el editor, que tuvimos el honor
gue sea la firma invitada de este nUmero, menciona que se procuré que el lenguaje
utilizado sea lo menos técnico posible, con el fin de que pueda llegar a la mayoria
posible de lectores.

El libro se encuentra dividido en seis capitulos, en cada uno de ellos se
agrupan los casos de estadistica tratados de acuerdo a la tematica que conllevan, a
continuacion se mencionan los mismos y los casos que conforman cada uno de
ellos, con la finalidad de mostrar distintas aplicaciones, siempre teniendo en cuenta
cudl sera la mas acertada para el grupo de estudiantes, atendiendo a las edades y a
los intereses de ellos.
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Estadistica en accion.

Qué es y para qué sirve la estadistica a través

de casos practicos basados en proyectos final de carrera.
Pere Grima Cintas, ed.

Estudio de la literatura, la musica y la pintura.

- Andlisis estadistico del estilo literario. Discusién sobre la autoria de Tirant lo
Blanc.

- Andlisis estadistico de datos musicales: Estudio interpretativo de la obra
“Traumerei”.

- Aplicacion de técnicas estadisticas al estudio del arte pictérico de los siglos XV
al XIX.

Conocimiento y proteccién del medio ambiente

- Influencia de las condiciones climaticas en el crecimiento del pino silvestre en
Catalufa.

- Buscando productos mas limpios y eficaces para luchar contra las plagas de los
arboles frutales.

Estudios de mercado.

- El disefio emocional: cdmo crear productos que sean atractivos (y un ejemplo
sobre zumos de frutas)

- Formacion de precios en el mercado eléctrico: mejores estrategias para
compradores y vendedores.

- Estudio de mercado para definir las caracteristicas de una nueva variedad de
galletas de chocolate.

Mejora de calidad.

- Reduccion del numero de defectos en el proceso de fabricacion de un
componente de automovil.

Nuevos medicamentos y mejora del sistema sanitario.
- Andlisis de la eficacia de un nuevo farmaco contra el SIDA

- Comportamiento de la demanda de urgencias hospitalarias y factores
metereoldgicos asociados.

- Andlisis de la mortalidad por tumores malignos de mama y de estdmago en
Cataluna.

- Expectativas de complicaciones postoperatorias en funcién de caracterisitcias
del paciente

Prensa y television.

- Analisis de patrones y tendencias en las votaciones del festival de Eurovision.
- La estadistica en la prensa. Estudio critico.

- Prevision de la duracion de las etapas de la Vuelta Ciclista a Espania.

Ahora el desafio le queda a los lectores, que seguramente lo emplearan en sus
futuras préacticas docentes, pues el mostrar las aplicaciones de estadistica es
fundamental.

Equipo editorial.
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Matematicas en la red

'€\ MONOGRIRCOESTADISTICA

Grupo de Investigacion sobre Educacion Estadistica.
Universidad de Granada

En esta resefia los invitamos a conocer, si es que aun no lo conocen, el portal
de la Universidad de Granada sobre Educacion Estadistica, que coordina la Dra.
Carmen Batanero, la direccion del mismo es: www.ugr.es/~batanero. A continuacion
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Como se puede ver en la parte central de la imagen anterior, esta pagina es
llevada adelante por un grupo de destacados docentes, reconocidos a nivel mundial,
gue realizan investigaciones sobre la educacién estadistica, ademas de la
coordinadora son miembros de este grupo: Pedro Arteaga, Gustavo Cafiadas, Belén
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Universidad de Granada.

Cobo, J. Miguel Contreras, Carmen Diaz, Juan D. Godino, Assumpta Estrada, Juan
Jesus Ortiz, Rafael Roa, Luis Serrano y Miguel R. Wilhelmii. También cuentan con
colaboradores, los que se mencionan a continuacion: Hugo Alvarado, Margherita
Gonzato, Silvia Mayén, Nordin Mohamed, Eusebio Olivo, Cuauhtémoc Pérez, J.
Diego Rodriguez, Blanca Ruiz y Osmar Vera.

En la parte izquierda encontramos la barra principal de la pagina, de los links
de la misma daremos una breve y sucinta explicacion:

« Inicio

Es la pagina de presentacion, desde ella se puede acceder a varios Links
directos, uno de ellos nos lleva a la Universidad de Granada, otro al departamento
de Didactica de la Matematica de dicha universidad y también a un sitio denominado

estadisticasgratis.com, que es un contador de estadistica gratis, que ademas
permite analizar en detalle las estadisticas de tu pagina web.

También se encuentra en la parte inferior derecha un recuadro en el que se
puede leer Lineas de Investigacion, haciendo click en €l se hace referencia a la
conformacién del grupo, se puede leer textualmente: “Desde el afio 1991 se viene
trabajando dentro de un Grupo de Investigacion reconocido y financiado por la Junta
de Andalucia con el nombre Teoria y métodos de investigacion en Educacion
Matematica, que cambid en el afio 2000 al de Teoria de la Educacion Matematica y
Educacion Estadistica”, ademas en esta seccion se encuentran los principales temas
de investigacion abordados, los contenidos matematicos analizados y las Tesis
Doctorales elaborados en el seno del grupo, como asi también los Proyectos
Financiados Nacionales y Europeos.

« Publicaciones en el servidor
En este apartado se puede leer textualmente:

“A lo largo de los ultimos afios hemos trabajado en los diferentes aspectos que
configuran la didactica de la probabilidad y la estadistica (concepciones y
razonamientos de los alumnos; analisis epistemoldgico, materiales y recursos para
el aula). También hemos realizado algunos trabajos tedricos, metodoldgicos y
relacionados con la formacion de profesores. Hemos seleccionado, de entre estos
trabajos, aquellos que pensamos podrian tener mayor interés para compartirlas con
otros profesores e investigadores. Desde esta pagina se puede acceder a la lista de
publicaciones disponibles en el servidor que pueden ser utilizadas o distribuidas a
otras personas, siempre que se cite la fuente”.

A partir de este link se tiene acceso a publicaciones sobre Didactica de la
Probabilidad y sobre Didactica de la Estadistica, libros, trabajos de tesis doctorales y
proyectos realizados por los miembros y colaboradores del grupo de investigacion.

Cabe destacar la importancia que tiene el hecho de acceder a este material en
forma gratuita, ya sea para enriquecer las practicas de los docentes como para
conocer los ultimos resultados referidos a la investigacion de la educacion
estadistica en los distintos niveles educativos.

« Teoria de la educacion matematica
La siguiente es la estructura de este enlace:
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(S Teoria y Metodofogia de
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Se pueden encontrar, como lo muestra la imagen capturada, referencia a la
Teoria y Metodologia de Investigacion en Educacion Matematica, al Enfoque
Ontosemiotico del Conocimiento y la Instruccion Matematica y los fundamentos
tedricos correspondientes.

También se encuentra en este link informacion sobre la Formacion de
Profesores y el Curso de Doctorado dependiente del Departamento de Didéactica de
la Matematica de la Universidad de Granada, siendo el Profesor del mismo el Dr.
Juan Godino.

- Enlaces

Existen enlaces directos a centros, asociaciones, journals, futuros congresos y
a los ya realizados que cuenten con actas en Internet referidos a estadistica.

También desde este link se puede acceder de forma directa a distintas paginas
de Internet que cuentan con tutoriales, articulos, distintos recursos y contenidos
estadisticos de varios paises.

« English

Se encuentran en este link distintos libros y publicaciones de los integrantes del
grupo de investigacion en inglés.

+ Novedades

Se encuentran los trabajos del grupo que fueron recientemente incorporados al
servidor.

Llegando al final de esta resefia, dejamos abierto al lector la posibilidad de
visitar la pagina para asi experimentar por si mismo las diferentes secciones
mencionadas que son actualizadas de manera continua, con la certeza que su visita
sera muy grata y también muy util.

Equipo Editor.
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Las escuelas de Paraguay o una realidad espléndida

e Con la asistencia de 250 nifios y nifias, padres y ma dres, dos
ministros...

e Emocion por todo lo alto: un proyecto cumplido

Fue, en palabras del presidente de la Fundaciéon Canaria Carlos Salvador y
Beatriz, la tercera victoria después de la gran derrota. Efectivamente, en un acto
cargado de emocion, ilusion y esperanza en un futuro mejor, las escuelas de
Paraguay, en su capital Asuncién, quedaron inauguradas en la brillante mafiana del
10 de septiembre de 2010.

Un momento para la pequefa historia de la Fundaciéon y que rebaso todos los
vaticinios no solo por la gran cantidad de nifios y nifias, en un namero superior a los
250, sino por la asistencia de padres, madres, dos ministros del Gobierno de la
Republica (el de Educacion y Cultura y la de la Nifiez y de la Adolescencia), el
representante de la embajada de Espafia y co-director de la Oficina Técnica de
Cooperacion Antonio Gomez lIruela, el representante del municipio, el director y
profesores, el presidente de la Fundacion, Salvador Pérez, y su esposa Aurora, que
se sufragaron los gastos del viaje de forma personal y privada y el vicepresidente,
Luis Balbuena, que se aprovechd su traslado a Paraguay para asistir a una sesion
presencial del Curso Nanduti de formacién del profesorado de Matematicas en
Secundaria y la participacién posterior en un Congreso sobre Educacion celebrado
en Buenos Aires. Se contd, ademas, con una gran cantidad de un publico atento,
expectante e ilusionado ante el camino nuevo que se abre para el futuro.

Aula
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o /' Informacion

El asentamiento de Cerro Poty se halla ubicado en la zona de Bafado Sur de
Asuncién desde hace 12 afios, colindante con el Cerro Lambaré y a poca distancia
de la ribera del rio Paraguay y del vertedero de residuos de la capital. La comunidad
es la de la Escuela Indigena N° 5934 de la parcialidad Mbya y Ava guarani y cuenta
con instalaciones precarias de agua y luz y a 700 metros de la Avenida Perdn, con
una entrada con pésimo camino de tierra que se arregla, en la actualidad, con una
capa de cemento. Toda la zona es baja y se inunda en dias de lluvia y en épocas de
crecida del rio Paraguay.

La fundacion aporté 12.300 euros

Las escuelas fueron construidas con las aportaciones de la Fundaciéon Canaria
Carlos Salvador y Beatriz y en un hecho més del trabajo realizado en su corta vida
(constituida el 24 de febrero de 2006) y que, partiendo de la tragedia (la muerte, en
accidente de trafico, de los dos unicos hijos de los profesores canarios Salvador
Pérez y Aurora Estévez, de 27 y 25 afios), lleva un amplio camino de solidaridad y
de ayuda a los demas con una innumerable relacién de colaboraciones en América 'y
en las islas.

El presupuesto fue de 12.300 euros (cerca de 83 millones de guaranies)
aportados por la Fundacion y que conté, igualmente, con fondos del Colegio Publico
Princesa Tejina del municipio de La Laguna, en Canarias, y que a través de su
directora, Isabel Teresa Gomez Gutiérrez, ha contado con la colaboracion del
profesorado, alumnado y padres para trabajar en la organizacion de actos en busca
de conseguir dinero para la construccion de los servicios higiénicos. Ademas en el
acto fueron entregados 400 euros en material escolar nuevo llevados al pais en las
maletas de Salvador, Aurora y Luis.

Alumna

Las nuevas escuelas no solo han servido para dar respuesta a una gran
necesidad educativa, sino que el Ministerio ha arreglado, pintado y adecentado las
escuelas antiguas al tiempo que ha mejorado la via de acceso al lugar, ubicado en
las afueras de Asuncion, y donde dos mundos parecen darse la mano pero no
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tocarse. A los moradores de ese lugar les llegd el buen regalo de unas excelentes
instalaciones, con mucha luz, escaleras de acceso, comedor y cocina, galerias de
circulacion y servicios higiénicos, ademas del confort térmico de las aulas utilizando
madera como aislamiento térmico.

Fue un dia de fiesta, con banderas y gran ambiente y que comenzé con la
llegada de los dos ministros del Gobierno. En primer lugar se canté el himno
nacional al tiempo que se izaba la bandera. Un momento de enorme respeto.
Comenzé hablando el director del colegio, Mario F. Gonzalez Casco, que en
palabras sencillas mostro su agradecimiento y recalcé la importancia de la asistencia
a clase. Una alumna ley6 unas palabras de bienvenida lo mismo que el cacique de la
comunidad indigena, Silverio.

El vicepresidente de la Fundacion y hombre clave en el éxito logrado,
agradecio el apoyo recibido por tantas personas e instituciones y leyé un escrito
enviado por la directora del Colegio Princesa Tejina de La Laguna. A continuacion el
presidente de la Fundacion, Salvador Pérez, tuvo una vibrante intervenciéon — muy en
su estilo, como dijo posteriormente Luis Balbuena- donde dejando a un lado los tres
folios que llevaba escritos dijo que esta “es la tercera victoria después de la gran
derrota pues las otras fueron la edicion de los tres libros péstumos de su hijo Carlos
Salvador y la presentacién de la Fundaciéon”. Y afiadié: “A pesar de la vida en contra,
aqgui estamos. Es la vida al
revés pero, asi y todo, no nos
hemos encerrado en la concha
de la soledad, en el caparazon
de un casi justificado egoismo,
sino que sacando fuerzas de
flagueza hemos salido cara a
cara contra la vida, poniendo
cuerpo y alma, a trabajar codo
con codo con los demas para
hacer mejores a los otros y
crear asi un mundo mas justo y
mas solidario.

Salvador Pérez, Presidente de la Fundacién

¢, De donde nos viene esa fuerza que tantos dicen admirar? Viene del recuerdo
de nuestros hijos, Carlos Salvador y Beatriz, que nos siguen dando fuerzas para
hacer lo imposible: vivir. No queremos comernos ningin mundo pero tampoco ser
flor de un dia. Hacer lo poco que podamos. Y lo vamos consiguiendo con ayuda de
mucha gente solidaria porque sumar es mejor que restar, multiplicar mejor que
dividir y aceptar mejor que negar. El lema de nuestra Fundacién, con el apoyo de
Sus socios, es contigo la utopia es posible: sumar para multiplicar”. Y no faltaron los
reconocimientos a los dos ministros paraguayos, a la OEIl (Organizacion de Estados
Iberoamericanos para la Educacion, la Ciencia y la Cultura) en la persona de su
director en Paraguay, Luis Scasso, al municipio y especialmente al vicepresidente de
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la Fundacion, Luis Balbuena, por su generosa actividad, por su capacidad de
ilusionar y por su sentido altruista de la vida. Y termind con dos frases: una, de
Carlos Salvador, en uno de sus libros donde escribe “Hoy es mi dia mas importante”
y otra de Fernando Pessoa y lema en la existencia de Salvador y que dice: “Pon
todo lo que eres en lo minimo que hagas”.

Palabras de la OEI y de dos ministros

Al terminar el ministro le pidi6 a Salvador que repitiera la frase para apuntarla.
Seguidamente el director de la OEIl en Paraguay, Luis Maria Scasso, agradecié a
todo el equipo el trabajo realizado y se congratulé del éxito conseguido a pesar de
dificultades con la titularidad de los terrenos.

La ministra de la Nifiez y de la Adolescencia, Liz Cristina Torres Herrera, hablé
en guarani y con traduccién al espafiol, del impacto positivo que significa proyectos
de esta categoria al satisfacer un programa nuevo en las escuelas y el crear un
sentimiento de unidad y compromiso en la comunidad.

Cerraron el acto las palabras del ministro de Educacion y Cultura, Luis Alberto
Riart, que agradecio el gran apoyo de la Fundacién y la OEl y precis6 que habra
titularidad publica del MEC en los terrenos que ahora son del municipio. Indicé que
se tiene el proyecto de ir a la ensefianza media en el futuro.

Se entregaron placas de reconocimiento al ingeniero, Miguel Otazu,
coordinador de Infraestructuras del ministerio de Educacién y Cultura y a Fernando
Pistilli Miranda, Director General de Cultura y Turismo de la ciudad de Asuncion que
hizo entrega a Salvador Pérez, como presidente de la Fundacién, del pergamino
donde era nombrado Visitante llustre de la capital paraguaya.

il 1%

7

Celebracion

La emocién se desbordé cuando se desataron las cintas que permitian el paso
a las aulas y se descubrio la placa que da nombre a las instalaciones: Pabellon
Carlos Salvador y Beatriz. Tanto Salvador como Aurora no pudieron contenerse
trasmitiendo su estado de emocién a los presentes en un acto de afirmacién de una
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entidad canaria con paso firme en su futuro pues hay que sefialar que ya llevan mas
de 50 ayudas de material escolar a centros de cuatro paises (Perd, Bolivia,
Paraguay y Argentina), mil euros para comprar frazadas en el reciente invierno
argentino de la provincia de Tucuman, ayudas a una asociacion de canarios en
Cuba, publicacién de libros y revistas, premios y otras continuas actividades.

Hay mucha mas informacion en la pagina web:

www.carlossalvadorybeatrizfundacion.com

iiAqui les esperamos!!

As escolas de Paraguai ou uma realidade espléndida

e Com a assisténcia de 250 meninos e meninas, pais e maes, dois
ministros ...
* Emocéo por todo o alto: um projecto cumprido

Foi, em palavras do presidente da Fundagdo Canaria Carlos Salvador e
Beatriz, a terceira vitoria apds a grande derrota. Efectivamente, num acto carregado
de emocgdo, ilusao e esperanca num futuro melhor, as escolas de Paraguai, em sua
capital Assuncao, ficaram inauguradas na brilhante manhd do 10 de setembro de
2010.

Um momento para a pequena histéria da Fundacéo e que rebaso todos os
vaticinios ndo s6 pela grande quantidade de meninos e meninas, num numero
superior aos 250, senado pela assisténcia de pais, maes, dois ministros do Governo
da Republica (0 de Educacdo e Cultura e a da Nifiez e da Adolescencia), o
representante da embaixada de Espanha e co-director do Escritorio Técnico de
Cooperagdo Antonio Gomez Iruela, o representante do municipio, o director e
professores, o presidente da Fundacéo, Salvador Pérez, e sua esposa Aurora, que
se sufragaron os gastos da viagem de forma pessoal e privada e o vice-presidente,
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Luis Balbuena, que se aproveitou seu translado a Paraguai para assistir a uma
sessdo presencial do Curso Nanduti de formacdo do profesorado de Matematicas
em Secundaria e a participacao posterior num Congresso sobre Educacéo celebrado
em Buenos Aires. Contou-se, ademais, com uma grande quantidade de um publico
atento, expectante e ilusionado ante o caminho novo que se abre para o futuro.

Aula

O assentamento de Cerro Poty acha-se localizado na zona de Bafiado Sur de
Assuncédo desde faz 12 anos, colindante com o Cerro Lambaré e a pouca distancia
da ribera do rio Paraguai e do vertedero de residuos da capital. A comunidade é a da
Escola Indigena N° 5934 da parcialidad Mbya e Ava guarani e conta com instalacées
precarias de agua e luz e a 700 metros da Avenida Perén, com uma entrada com
péssimo caminho de terra que se arranja, na actualidade, com uma capa de
cemento. Toda a zona é baixa e se inunda em dias de chuva e em épocas de
crescida do rio Paraguai.

A fundacéo contribuiu 12.300 euros

As escolas foram construidas com as contribuigbes da Fundagdo Canaria
Carlos Salvador e Beatriz e num facto mais do trabalho realizado em sua curta vida
(constituida o 24 de fevereiro de 2006) e que, partindo da tragédia (a morte, em
acidente de trafico, dos dois unicos filhos dos professores canarios Salvador Pérez e
Aurora Estévez, de 27 e 25 anos), leva um amplo caminho de solidariedade e de
ajuda aos demais com uma inumeravel relacdo de colaboracdes em Ameérica e nas
ilhas.

O orcamento foi de 12.300 euros (cerca de 83 milhdes de guaranies)
contribuidos pela Fundacdo e que contou, igualmente, com fundos do Colégio
Publico Princesa Tejina do municipio da Laguna, em Canarias, e que atraves de sua
directora, Isabel Teresa Godémez Gutiérrez, contou com a colaboragdo do
profesorado, alumnado e pais para trabalhar na organizacédo de actos em procura de
conseguir dinheiro para a construcdo dos servicos higiénicos. Ademais no acto
foram entregados 400 euros em material escolar novo levados ao pais nas malas de
Salvador, Aurora y Luis.
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As novas escolas ndo sO serviram para dar resposta a uma grande
necessidade educativa, sendo que o Ministério arranjou, pintado e adecentado as
escolas antigas ao mesmo tempo em que melhorou a via de acesso ao lugar,
localizado nas afueras de Assuncdo, e onde dois mundos parecem se dar a mao
mas nao se tocar. Aos moradores desse lugar chegou-lhes o bom presente de umas
excelentes instalacdes, com muita luz, escadas de acesso, comedor e cocina,
galerias de circulagdo e servicos higiénicos, além do confort térmico das aulas
utilizando madeira como isolamento térmico.

Foi um dia de festa, com bandeiras e grande ambiente e que comegou com a
chegada dos dois ministros do Governo. Em primeiro lugar cantou-se o hino nacional
ao mesmo tempo em que se izaba a bandeira. Um momento de enorme respeito.
Comecou falando o director do colégio, Mario F. Gonzalez Capacete, que em
palavras singelas mostrou sua agradecimiento e recalc6 a importancia da
assisténcia a classe. Uma aluna leu umas palavras de bem-vinda o mesmo que o
cacique da comunidade indigena, Silverio.

O vice-presidente da Fundacdo e homem finque no sucesso conseguido,
agradeceu o apoio recebido por tantas pessoas e instituicdes e leu um escrito
enviado pela directora do Colégio Princesa Tejina da Laguna. A seguir o presidente
da Fundacéo, Salvador Pérez, teve uma vibrante intervencdo — muito em seu estilo,
como disse posteriormente Luis Balbuena- onde deixando a um lado os trés folios
gue levava escritos disse que esta “é a terceira vitéria apds a grande derrota pois as
outras foram a edicdo dos trés livros postumos de seu filho Carlos Salvador e a
apresentacdo da Fundacao”. E acrescentou: “Apesar da vida na contraméo, aqui
estamos.

E a vida ao revés mas, assim e tudo, ndo nos encerramos na concha da
soliddo, no caparazén de um quase justificado egoismo, sendo que sacando forcas
de fraqueza saimos cara a cara contra a vida, pondo corpo e alma, a trabalhar lado
a lado com os demais para fazer melhores aos outros e criar assim um mundo mais
justo e mais solidario.
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¢,De onde nos vem essa forga que tantos dizem admirar? Vem da lembranca
de nossos filhos, Carlos Salvador e Beatriz, que nos seguem dando forcas para
fazer o impossivel: viver. Nao
qgueremos nos comer nenhum
mundo mas também ndo ser
flor de um dia. Fazer o pouco
gue possamos.

Salvador Pérez, Presidente da
Fundacao

E vamo-lo conseguindo com

- - ajuda de muita gente solidaria
porque somar € melhor que restar, multlpllcar melhor que dividir e aceitar melhor que
negar. O lema de nossa Fundag&o, com o apoio de seus socios, é contigo a utopia é
possivel: somar para multiplicar”. E ndo faltaram os reconhecimentos aos dois
ministros paraguaios, a OEIl (Organizacdo de Estados lIberoamericanos para a
Educacdo, a Ciéncia e a Cultura) na pessoa de seu director em Paraguai, Luis
Scasso, ao municipio e especialmente ao vice-presidente da Fundacdo, Luis
Balbuena, por sua generosa actividade, por sua capacidade de ilusionar e por seu
sentido altruista da vida. E terminou com duas frases: uma, de Carlos Salvador,
num de seus livros onde escreve “Hoje é meu dia mais importante” e outra de
Fernando Pessoa e lema na existéncia de Salvador e que diz: “Pde todo o que és no
minimo que facas”.

Palavras da OEIl e de dois ministros

Ao terminar o ministro pediu-lhe a Salvador que repetisse a frase para a
apontar. Seguidamente o director da OEl em Paraguai, Luis Maria Scasso,
agradeceu a toda a equipa o trabalho realizado e se congratuld6 do sucesso
conseguido apesar de dificuldades com a titularidad dos terrenos.

A ministra da Nifilez e da Adolescencia, Liz Cristina Torres Herrera, falou em
guarani e com traducdo ao espanhol, do impacto positivo que significa projectos
desta categoria ao satisfazer um programa novo nas escolas e o criar um sentimento
de unidade e compromisso na comunidade.

Fecharam o acto as palavras do ministro de Educacédo e Cultura, Luis Alberto
Riart, que agradeceu o grande apoio da Fundacdo e a OEI e precisou que tera
titularidad publica do MEC nos terrenos que agora sao do municipio. Indicou que se
tem o projecto de ir ao ensino médio no futuro.

Entregaram-se placas de reconhecimento ao engenheiro, Miguel Otazq,
coordenador de Infra-estruturas do ministério de Educacéo e Cultura e a Fernando
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Pistilli Miranda, Director Geral de Cultura e Turismo da cidade de Assuncao que fez
entrega a Salvador Pérez, como presidente da Fundacdo, do pergamino onde era
nomeado Visitante llustre da capital paraguaia.

Celebrago

A emocdao se desbordd quando se desataram as fitas que permitiam o passo as
aulas e se descobriu a placa que da nome as instalacdes: Pavilhdo Carlos Salvador
e Beatriz. Tanto Salvador como Aurora ndao puderam se conter transmitindo seu
estado de emocdo aos presentes num acto de afirmacdo de uma entidade canaria
com passo firme em seu futuro pois ha que assinalar que ja levam mais de 50
ajudas de material escolar a centros de quatro paises (Peru, Bolivia, Paraguai e
Argentina), mil euros para comprar frazadas no recente inverno argentino da
provincia de Tucuman, ajudas a uma associacao de canarios em Cuba, publicacéo
de livros e revistas, prémios e outras continuas actividades.

Ha muita mais informacado na pagina site:
www.carlossalvadorybeatrizfundacion.com

ii Aqui esperamos-lhes!!
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ANO 2011

[l Evento Internacional la Matematica, la
Informética y la Fisica en el siglo XXI
FIMAT XXI

Lugar: Holguin. Cuba.

Organizan: Universidad de Ciencias Pedagdgicas “José de la Luz y Caballero”
y la Sociedad Cubana de Mateméatica y Computacion

Fecha: 15 al 17 de junio de 2011.

Informacién: fimat@ucp.ho.rimed.cu

Xl CIAEM: XllII Conferencia Iberoamericana de
Educacion Matematica

Lugar: Recife. Brasil

Convoca: Comité Interamericano de Educacion
Matematica.

Fecha: 26 al 29 de junio de 2011

Informacion: http://www.ce.ufpe.br/ciaem2011

15 JORNADAS PARA EL APRENDIZAJE Y ENSENANZA DE LA
MATEMATICA.

Convoca: Federacion Espafiola de Sociedades de Profesores de Matematica.
Lugar: Gijon. Espafia.

Fecha: 3 al 6 de julio de 2011.

Informacién: http://www.15jaem.org
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XV Simposio de la Sociedad Espariola de Investigacio  nen
Educacion Matemética

Convoca: Sociedad Espafiola de Investigacion en Educacion Matematica
Organiza: Universidad Castilla la Mancha.

Lugar: Ciudad Real Castilla la Mancha, Espania.

Fecha: 7 al 11 de octubre de 2011

Informacion: www.seiem.es

Conferencia de GeoGebra-Latin America 2010. Brasil

Lugar: San Pablo. Brasil
Fecha: 12 al 15 de noviembre de 2011.
Informacion: http://www.geogebra.org/cms/en/events
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Normas para publicar en Unién

1. Los trabajos para publicar se deben enviar a union.fisem@sinewton.org con copia
a revistaunion@gmail.com. Deben ser originales y no estar en proceso de
publicacién en ninguna otra revista. Seran remitidos a varios evaluadores y el
Comité editorial de la Revista decidira finalmente sobre su publicacion.

2. Los articulos remitidos para publicacion deben ser escritos en Word,
preferentemente usando la plantilla establecida al efecto (descargar plantilla) y, en
todo caso, cumpliendo las siguientes normas: letra tipo arial, tamafio 12 puntos ,
interlineado simple, margenes de 2,5 cm. como minimo en los 4 bordes del papel,
tamafio DIN A-4. La extension no debe ser superior a las 20 paginas, incluyendo
figuras, que deben estar situadas en el lugar del texto donde deben ser
publicadas. La simbologia matematica necesaria se escribird con el editor de
ecuaciones de Word, se insertard como una imagen o se realizaran utilizando los
simbolos disponibles en el juego de caracteres “Arial’. Es importante no cambiar
el juego de caracteres, especialmente evitar el uso del tipo “Symbol” u otros
similares.

3. Las ilustraciones y fotografias  deben estar situadas en el lugar del texto donde
deben ser publicadas. Si es posible, los “pie de foto” se escribiran dentro de un
“cuadro de texto” de Word (con o sin bordes) que estara “agrupado” con la imagen
de referencia. Se deben numerar usando: Fig. 1, Fig. 2,... Tabla 1, Tabla 2,...

4. El articulo debera comenzar con un resumen( espafiol) o resumo(portugués) y
abstract (inglés) , que tendra una longitud maxima de 6 lineas.

5. Teniendo en cuenta el caracter internacional de la revista, se hace indispensable
que cuando los autores se refieran a un determinado sistema educativo nacional
lo hagan constar expresamente y que siempre que se trate de un nivel educativo
se indique la edad normal de los alumnos, lo que permitira la comparacion con el
sistema educativo nacional del lector.

6. Los datos de identificacion de los autores deben figurar en la ultima pagina del
mismo documento word que contiene el articulo. Con el fin de garantizar el
anonimato en el proceso de evaluacion, solamente estaran los datos personales
en esta Ultima pagina . En ella se har& constar los siguientes datos:

» De contacto : nombre, direccion electronica, direccién postal, teléfono.
» Para la publicaciéon : centro de trabajo, lugar de residencia y/o del centro de
trabajo, asi como una breve resefia biografica de unas cinco lineas

» Las referencias bibliograficas se incluiran al final del trabajo (y antes de la
hoja de datos identificativos) y deben seguir los formatos que se indican a
continuacion.

Para un libro:
Bourbaki, N. (1972). Elementos de historia de las matematicas. Editorial
Alianza, Madrid. Espafa.
Bermejo, A. (1998). La ensefianza de la geometria en la educacion primaria.
Editorial Pico Alto, Buenos Aires. Argentina.
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Para un articulo:
Ibanez, M. y Ortega, T. (1997). La demostraciéon en matematicas. Clasificacion

y ejemplos en el marco de la educacion secundaria. Educacion Matematica
9, 65-104.

Diaz, C. y Fernandez, E. (2002). Actividades con ordenador para la ensefianza
de la suma. Revista de didactica de las matematicas 19, 77-87.

Para un capitulo de libro:
Albert, D. y Thomas, M. (1991).Research on mathematical proof. En: Tall, D.

(ed.), Advanced Mathematical Thinking, 215-230. Kluwer, Dordrecht.

Para articulo de revista electronica o informacion en Internet:
Garcia Cruz, J. (2008). Génesis historica y ensefianza de las matematicas.
UNION N°14 [en linea]. Recuperado el 20 de marzo de 2009, de
http://www.fisem.org/paginas/union/info.php?id=320

NOTA: Las normas que se indican en los puntos 2, 3 y 6 pretenden dar uniformidad
a los trabajos que se reciban en la redaccion y simplificar asi el trabajo de
composicién y maquetacion de la revista. Si alguien tiene dudas sobre su aplicacion,
puede dirigir sus preguntas (lo mas concretas posible) a revistaunion@gmail.com
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