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Timothy Gowers
Breve resefa

William Timothy Gowers nacié el 20 de
noviembre de 1963 en Marlborough
(Inglaterra). Realizé sus estudios de
Matematicas en la Universidad de
Cambridge, en la que alcanzé el grado
de doctor y de la que ahora es
profesor.

Sus investigaciones matematicas se
han centrado en el Analisis Funcional y
la Teoria de Numeros, en donde ha
aplicado técnicas combinatorias. Ha
destacado en la resolucion de célebres
problemas abiertos en la teoria de
espacios de Banach, particularmente el
“problema de la base incondicional”.

Su labor ha sido reconocida mediante
diferentes premios, especialmente por
la concesion de la medalla Fields en el
Congreso Internacional de los Matematicos celebrado en Berlin en agostote 1998.

En nuestra seccion de firma invitada, reproducimos unas paginas de su obra
Matematicas. Una breve introduccion, recientemente publicada en castellano, que
hace especial referencia a la ensefianza de nuestra ciencia. Los editores de UNION
agradecemos la generosidad de T. Gowers, Alianza Editorial y Oxford University
Press por permitirnos la reproduccion de dicho texto.
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¢Porqué hay tanta gente con auténtica aversion alas
matemaéticas? *

T. Gowers

No es frecuente oir decir a alguien que nunca le ha gustado la biologia o la
literatura. Es indudable que estas materias no entusiasman a todo el mundo, pero
quienes no se emocionan con ellas suelen entender que otros si lo hagan. En
cambio, las matematicas y otras materias con gran contenido matematico, como la
fisica, parecen provocar no soélo indiferencia sino auténtica antipatia. ¢ Qué es lo que
provoca que muchas personas abandonen las matematicas en cuanto pueden y las
recuerden con horror durante el resto de la vida?

Probablemente el hecho de que la gente les encuentre poco atractivo no se
debe tanto a las mateméticas en si como a la experiencia vivida en las clases de
matematicas, y esto resulta mas facil de entender. Como las matematicas se basan
continuamente sobre si mismas, es importante tenerlas al dia a lo largo de todo el
aprendizaje. Por ejemplo, si no se nos da muy bien la multiplicacion de niumeros con
dos digitos, entonces es facil que no tengamos una buena percepcién intuitiva de la
ley distributiva. Sin esto es poco probable que nos sintamos cémodos al multiplicar
los paréntesis de una expresiéon como

(x+2)(x+3),

y entonces seremos incapaces de entender bien las ecuaciones de segundo
grado. Y si no entendemos las ecuaciones de segundo grado, entonces no
entenderemos por qué la razon aurea es

1+\/§
2

Hay muchas conexiones de este tipo, pero en matematicas no sélo hay que
tener al dia la fluidez técnica. De vez en cuando se introduce una idea nueva de
gran importancia y mucho mas sofisticada que las que la precedieron, y con cada
una de ellas aparece la posibilidad de quedarse atras. Un ejemplo obvio lo

! Este texto forma parte del libro de Timothy Gowers, Mathematics: a very short introduction (Oxford University
Press, 2002), en su version castellana Matematicas. Una breve introduccion (Alianza editorial, 2008; Traduccion
de Dulcinea Otero-Pifieiro y revision técnica de David Galadi-Enriquez)
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constituye el empleo de letras que funcionan como numeros, algo que confunde a
mucha gente pero que resulta fundamental para todas las mateméaticas por encima
de cierto nivel. Otros ejemplos los encontramos en los nameros negativos, los
nameros complejos, la trigonometria, el uso de potencias, los logaritmos y los inicios
del andlisis matematico. Quienes no estén preparados para dar el salto conceptual
necesario cuando se encuentran con alguna de estas ideas acusaran la inseguridad
en todas las matematicas basadas en ellas. Poco a poco se acostumbran a entender
s6lo a medias lo que se explica en clase y, tras unos pocos pasos mas en falso,
comprueban que incluso la comprension a medias queda fuera de su alcance.
Mientras, ven que otras personas del aula siguen el ritmo sin ninguna dificultad en
absoluto. No es de extrafiar que las clases de matematicas se conviertan para
mucha gente en una experiencia horrible.

¢Es indispensable esta circunstancia? ¢Es que, sencillamente, algunas
personas estan condenadas a odiar las matematicas en el colegio? O ¢ seria posible
ensefar la materia de otro modo, de manera que quedara mucha menos gente
excluida de ella? Estoy convencido de que cualquiera que reciba clases particulares
de matematicas desde una edad temprana por parte de una persona competente y
entusiasta crecera gustandole la materia. Por supuesto, esto no es una apelacion
directa a una politica educativa viable pero, cuando menos, revela que queda
espacio para mejorar en la ensefianza de las matematicas.

De las ideas que he enfatizado a lo largo de este libro se deriva una
recomendacion. Mas arriba he diferenciado de manera implicita entre tener soltura
técnica y comprender conceptos dificiles, pero parece que casi toda la gente que es
buena en una cosa lo es también en la otra. Y, de hecho, si la comprension de un
objeto matematico depende en mayor medida del aprendizaje de las reglas a las que
obedece que de la captacion de su esencia, entonces eso es exactamente lo que
cabe esperar. La diferencia entre la fluidez técnica y el entendimiento matematico
estd menos clara de lo que podria parecer.

¢Como debe influir esta observacion en la docencia? No abogo por ningun
cambio revolucionario (las matematicas ya han sufrido demasiado), pero un pequefio
cambio de acentuacion tendria recompensa. Por ejemplo, supongamos que un
alumno comete el error habitual de creer que

X = x® 4P

El docente que enfatice el significado intrinseco de expresiones como x*
sefialara que x** significa x multiplicado por si mismo a + b veces, lo que equivale
claramente a x multiplicado por si mismo a veces, y multiplicado por si mismo b
veces. Por desgracia, a muchos nifilos este razonamiento les resulta demasiado

complicado para asimilarlo y, de todos modos, deja de ser valido si a y b no son
ndameros enteros positivos.

Esos chicos aprovecharan mejor un enfoque mas abstracto. Tal como ya

sefalé, lo Unico que hay que saber sobre las potencias se puede inferir a partir de
unas pocas reglas muy simples, la mas importante de las cuales es

.
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Si se hace hincapié en esta regla, no so6lo decrece la probabilidad de que se
cometa el error anterior en primer lugar, sino que también resulta mas facil de
corregir: a quien cometa el error basta con decirle que olvidé aplicar la regla
adecuada. Desde luego, es importante conocer los hechos béasicos como que x°
significa xx'x, pero éstos se pueden presentar como consecuencias de las reglas, en
lugar de como justificacion de las mismas.

No pretendo insinuar que se intente explicar a nifios en qué consiste el método
abstracto, sino simplemente que los docentes deben ser conscientes de sus
posibilidades. La principal es que resulta bastante factible aprender a usar bien
ciertos conceptos matematicos sin decir qué significan con exactitud. Tal vez
parezca una idea nefasta pero suele ser mas facil ensefar el uso, mientras que la
comprension mas profunda del significado, si es que existe algun significado aparte
del uso, suele seguirle por si sola.

.
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AplicacOes e Modelacdo Matematica com recurso

a calculadora grafica e sensores

Tomé Torres, Clara Coutinho y José Fernandes

Resumo

Nesta investigacdo estudamos o impacto da exploracdo do tema Aplicacoes e Modelacao
Matematica com recurso a calculadora gréafica e sensores, enquanto tecnologias de recolha
e tratamento de dados, sobre a aprendizagem e a motivacdo de alunos do 12.° ano de
escolaridade, na disciplina de Matematica A, em Portugal.

Foi adoptada uma metodologia de investigacdo predominantemente qualitativa, seguindo um
paradigma interpretativo, visando a descricdo e compreensdo dos processos de raciocinio
desenvolvidos pelos alunos.

Abstract

In this research we studied the impact of the exploration of the theme Applications and
Mathematic Modelling using the graphic calculator and sensors, as collecting and data
processing technologies, concerning the learning process and the motivation of the12™ year
students, in the subject of Mathematics A, in Portugal.

It was adopted a research methodology mainly qualitative, following an interpretative
paradigm, aiming the description and understanding of the reasoning processes developed
by the students.

Introduccion

E consensual que as Tecnologias de Informacdo e Comunicagdo (TIC)
proporcionam inumeras potencialidades para o processo de ensino e aprendizagem,
mas, no entanto, continuamos a assistir a uma utilizacdo redutora das mesmas, nao
se criando alternativas estratégicas para exploracdo pedagodgica destes recursos.

A procura de novas ferramentas que sejam eficazes no processo de
ensino/aprendizagem faz pois parte das aspiracbes de qualquer profissional de
educacdo. O objectivo ultimo de qualquer professor € encontrar um recurso que
motive o0s alunos e potencie a aprendizagem do leque mais abrangente possivel de
conhecimentos. As tecnologias, em particular as TIC tém prometido, ou fomentado
promessas, de grandes revolucdes na educacdo muito embora o seu impacto ao
nivel da sala de aula ainda esteja muito longe de atingir os niveis desejados (Paiva,
2002). De gqualquer forma é hoje inegavel que as TIC desempenham ja um papel
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importante como ferramentas privilegiadas ao servico dos professores e da
educacdo em geral e a questdo que se coloca ja ndo é se devemos ou nao utilizar
as TIC em contexto educativo, mas antes como devemos utiliza-las para delas tirar o
melhor proveito possivel.

No caso particular da educacdo matematica, sdo os professores quem mais
deve contribuir para colocar a tecnologia ao servico da Matematica, criando
momentos adequados nas suas aulas “para o desenvolvimento de actividades que
permitam aos alunos construirem, descobrirem e investigarem Matematica” (Cunha,
2006: 5). Esta argumentagao ganha ainda mais forga quando se pensa na actividade
de modelacéo e aplicacdo da Matematica (Matos, 1997: 43).

Em Portugal, a “modelacdo matematica” faz parte integrante dos conteudos
dos programas de Matematica do Ensino Secundario, “constituindo uma base de
apoio que os alunos utilizam na sua actividade matematica”, que, “atravessam o
programa de forma transversal” (ME, 2002: 5).

Ja em meados da década de 70, Sebastido e Silva (1975: 13), referindo-se a
sua participagao nas reunides internacionais de professores promovidas pela OCDE,
afirmou que, um dos pontos assentes nestes encontros, € que “o professor de
matematica deve ser, primeiro que tudo, um professor de matematizacao, isto é,
deve habituar o aluno a reduzir situacdes concretas a modelos matematicos e, vice-
versa, aplicar os esquemas l6gicos da matemética a problemas concretos”.

Em 1974, Griffiths & Howson (citado por Topa, 2003: enum), apontam varios
motivos para a utilizacdo da modelacdo matematica no ensino, salientando: (i)
preparacdo dos alunos para uma melhor insercdo na sociedade; (i) a modelagao
constitui uma forma de motivar os alunos; (iii) a modelacdo é em si mesma uma
heranca cultural da Mateméatica e da humanidade; e (iv) pode constituir uma forma
de evitar aprendizagens incorrectas.

Também no inicio dos anos 90 do século XX, Jaime Carvalho e Silva (1992: 4-5),
defendia para todos os ciclos de ensino em Portugal, um ensino da Matematica que
contemplasse as aplicacdes e a modelagcdo matematica.

Relativamente a tecnologia, esta assume importancia consideravel nos
programas portugueses de Matematica. Os programas consideram que “as
calculadoras gréficas, que cada vez mais se utilizardo correntemente, devem ser
entendidas ndo s6 como instrumentos de céalculo mas também como meios
incentivadores do espirito de pesquisa, sendo de uso obrigatério” (ME, 2002: 34). E
0 programa estabelece uma ligacdo explicita da modelacdo matematica com o uso
da tecnologia, indicando que “devem ser explorados com a calculadora grafica” (ME,
2002: 11) varios tipos de actividades matematicas, entre as quais: a modelacéo, a
simulacédo e a resolucéo de situacBes problematicas.

Sendo assim, as novas tecnologias em geral, e a calculadora e 0s sensores em

particular, apresentam inumeras vantagens e em varias dimensdes (afectivas,
cognitivas, ...) no processo ensino-aprendizagem da Matematica.

-
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Neste artigo procuramos dar a conhecer uma experiéncia de implementacao de
um programa de Aplicagbes e Modelacdo Matematica (AMM) com recurso a
calculadora grafica e sensores numa turma do 12.° ano de escolaridade (em
Portugal), bem como, o contributo destas tecnologias no ensino-aprendizagem desta
tematica.

Assim, nesta investigacdo estudamos o impacto da exploracdo do tema AMM
com recurso a calculadora grafica e a sensores, enquanto tecnologias de recolha e
tratamento de dados, sobre a aprendizagem e a motivacdo de alunos. Este estudo
teve como questdo central, a seguinte: A utilizacdo da calculadora gréafica e dos
sensores na modelacdo matematica contribuira para melhorar a aprendizagem e
motivacdo dos alunos?

Com este estudo ndo se pretendeu obter confirmacdes de resultados
previamente estabelecidos, mas sim, o de compreender os comportamentos dos
alunos a partir das suas perspectivas pessoais. Assim, foram tracados os seguintes
objectivos:

= Desenvolver actividades experimentais e de investigacdo ligadas as
aplicacoes e modelacdo matematica;

= Identificar dificuldades reveladas pelos alunos em contextos de aplicagbes e
modelacdo matematica;

= Caracterizar comportamentos e atitudes dos alunos face a utilizagcdo da
calculadora e de sensores na modelacdo matematica;

= Avaliar o impacto da implementagcdo das actividades de aplicagcédo e de
modelacdo matematica na aprendizagem dos alunos e nas suas percepcoes
em relacdo ao ensino da matematica.

1. Modelacdo Matematica no Ensino da Matematica

Segundo Dantas (1996: 56), jA na ldade Média, os matematicos usavam
processos de modelacdo, pois tinham como principal objectivo a “quantificacéo
daquilo que os rodeava”, procurando leis matematicas que descrevessem 0S
fendbmenos do mundo real. Citando Frank Swetz (1991), este autor refere ainda
alguns cientistas que usaram o processo de modelagcdo nos seus trabalhos
matematicos, como por exemplo, Galileo (1564-1643), Bonaventura Cavalieri (1598-
1647), Evangelista Torricelli (1608-1647) e Kepler (1571-1630).

No século XVII surgiu o calculo diferencial e integral, uma ferramenta
importantissima para a modelacdo matematica (Neto, 1999: 77).

Da necessidade de optimizar os modelos mateméticos criados, foram surgindo

ao longo dos tempos maquinas mecanicas para realizar calculos, e que acabaram
por desembocar, em meados do século XX no computador digital.

-
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Desde os anos 80 que “as aplicacdo da Matematica ao mundo real constituem
uma preocupacao pedagdgica, (...) surgindo como uma alternativa ao que era visto
como uma Matematica escolar virada para si propria, preocupada essencialmente
com o ensino de estruturas e com aspectos de linguagem”. O surgimento das
calculadoras e dos computadores impulsionam a modelacdo matemética, surgindo
desde entdo “algumas investigacdes essencialmente centradas nos modelos de
ensino e aprendizagem” (Ponte, Matos & Abrantes, 1998: 178).

1.1. Discussao dos conceitos fundamentais

Modelos sdo descricdes simplificadas de situacdes reais ou imaginarias
(Ponte, 1992: 15), podendo ser encarados como formas simplificadas de representar
determinados aspectos de um sistema real (Edwards & Hamson, 1990; citados por
Carreira e Matos, 1993: 2, 1995: 14), sendo por isso, uma réplica de um objecto, que
pode ser boa se possui a maior parte das propriedades e caracteristicas do objecto
gue retrata (Swetz, 1992: 45).

Quando os principios de um modelo tedrico tém uma base matematica, diz-se
gue se criou um modelo matematico, sendo por isso, uma estrutura matematica
que descreve aproximadamente as caracteristicas de um fendmeno em questao
(Swetz, 1992: 45).

Segundo Carreira (1993: 11), o termo aplicagdes da matematica significa, a
“intencdo de estabelecer conexdes entre a matematica e o mundo real, podendo
entender-se, neste sentido, os modelos matematicos como parte integrante das
aplicacdes e o processo de modelacdo como forma de utilizacdo da matematica em
situacdes extra-matematicas”.

Para Blum & Niss (1991, citado por Carreira e Dantas, 1993: 11, 1996: 58) e
Ponte (1992: 15), matematizacdo € o processo que se inicia com o modelo real e
culmina dentro do mundo Matematico, sendo uma das etapas inerentes ao processo
de modelacdo. Matematizar poder4 corresponder ao acto de representar
matematicamente determinados aspectos de uma situacdo do mundo real.

Entende-se por modelacdo matematica todo um processo que tem origem
num dado fragmento da realidade e que culmina na construcdo de um modelo
matematico dessa realidade (Niss, 1989; citado por Carreira, 1993:4; Matos,
1995:18).

1.2. O processo modelacao

O processo de modelacdo matematica é usualmente descrito através de um
conjunto de fases em que o nucleo de actividades ora se centra mais no fenémeno
ora se centra no modelo, e como diz Matos (1995: 30), € aqui que a matematica
pode ser vista em accdo. Este processo € descrito como um ciclo (ciclo de
modelacao) que se pode repetir sucessivamente até se obter um modelo adequado
a situacao a modelar.

-
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H& vérios® modos de descrever o ciclo de modelacdo matematica e a verséo
que a seguir apresentamos € uma deles.

Esta formulagdo (Figura 1) é apresentada por Jaime Carvalho e Silva (2000:
25-26) e citada em varios manuais de matematica do ensino secundario em
Portugal.

Escolher o Enunciar o
roblema real Escolher problema
P —_— hip6teses —_— m
matematico

"
*
*
*
*
*
*
*
*
“
*

Resolver usando
técnicas
—— matematicas

Comparar com Interpretar a
a realidade solugéao
matematica

Elaborar relatério
(usar as conclusdes para explicar, predizer, decidir, ...

Figura 1 — Ciclo de modelacdo matematica apresentado por Silva (1994: 26)
Este ciclo de modelacdo matematica € formado pelas sete etapas seguintes:

1.2) Problema real — segundo este autor, “tudo comecga com a escolha de um
problema real que pode estar mais ou menos indefinido”.

2.8) Escolha de hipoteses — para seleccionar as hipoteses temos que decidir
sobre a aceitacdo de determinadas caracteristicas. Para este investigador, “a
validacdo das conclusdes apenas pode ser considerada tendo como referéncia as
hipoteses seleccionadas”.

3.2) Enunciado do problema matemético — nesta etapa devemos ter em
consideracao questdes como: Que equacgdes ou inequacdes ha que resolver? Quais
sdo as variaveis? O que é constante? Etc.

4.%) Resolucdo usando técnicas matematicas — escolher a técnical/teoria
matematica mais adequada para resolver o problema matematico e tentar chegar a
solugéo.

! Na sua tese de Mestrado, Tomé Torres (2007: 56-63) apresenta seis modos de descrever o
processo de modelagcao matematico.
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5.%) Interpretacdo da solucédo — nesta etapa temos que analisar o significado da
solugéo no contexto do problema real. Por exemplo, se 3 for a solugéo do problema
matematico, no contexto real poderemos ter: 3 metros ou 3 dias ou 3 graus ou 3
pessoas ou ... etc.

6.%) Comparacgédo com a realidade — temos agora que confrontar a solugédo com
a realidade, analisando se faz sentido ou ndo o resultado obtido quando confrontado
com a situacdo concreta. Se a solu¢do ndo for possivel, isto quer dizer que “ou
erramos os calculos ou as nossas hipoteses ndo sdo aceitaveis”.

7.2) Elaboracdo de um relatério — esta etapa € muito importante pois permite
passar a escrito o que se teve de fazer. Na elaboracdo do relatério a “solucdo do
problema é usada para explicar o fendmeno, ou prever a evolugéo futura, ou para
servir de suporte e uma tomada de decisbes”.

Se observarmos o esquema (figura 1), ele sugere que se volte a situacao real e
se apure o modelo, retomando o mesmo ciclo as vezes que forem necessarias, até
obtermos 0 modelo que melhor se ajusta a situacdo em estudo.

Em suma, o processo de construcdo de modelos matematicos da realidade &
um processo dinamico e envolve diversas fases. O aperfeicoamento e robustez de
um modelo evoluem em cada uma das repeticbes do ciclo de modelacdo que
consiste na identificacdo da situacao, traducdo dos aspectos relevantes da situacao
para um modelo matematico, exploracdo matematica desse modelo matematico e
avaliacdo da adequacao do modelo a situacao (Matos, 1995: 20-21).

2. Desenvolvimento da investigacao
2.1. Metodologia de investigacao

Foi adoptada uma metodologia de investigacdo predominantemente qualitativa,
seguindo um paradigma interpretativo, visando a descricdo e compreensao dos
processos de raciocinio desenvolvidos pelos alunos, ao longo de doze sessdes de
actividades de AMM, com recurso a calculadora gréfica e aos sensores. Assim, 0
estudo de caso foi 0 modelo que se adequou melhor a esta investigacao.

2.2. Descricao do estudo

O presente estudo foi realizado numa turma do 12.° ano de escolaridade da
Escola Secundaria Carlos Amarante (ESCA) — Braga, do Curso Cientifico-
Humanistico de Ciéncias e Tecnologias, na disciplina de Matematica A. A
intervencao experimental decorreu no 2.° e 3.° periodos do ano lectivo de 2006/2007
e desenvolveu-se em trés periodos de quatro sessées de 90 minutos cada uma,
tendo abrangido um total de 12 blocos lectivos de 90 minutos cada um.

Na 1.2 sesséo e parte da 2.2, foi dado a conhecer aos alunos o projecto, foi feita

a calendarizacao, foram distribuidos os 16 alunos por 4 grupos, foram definidas as
regras de funcionamento das sessdes e foram distribuidos e analisados/explorados
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0s documentos de apoio as sessfes: 0 guido para a elaboracdo dos relatérios e
textos de apoio contendo alguns conceitos de aplicagdes e modelacado matematica,
designadamente modelos de regressdo e modelos matematicos explorados com a
calculadora grafica

A 42 e a 8.2 sessbes foram destinadas a introducdo e exploragdo das
ferramentas tecnolégicas calculadoras gréficas® e sensores.

A Ultima sessao (12.2) foi destinada a avaliacao final e individual das sessdes
experimentais.

Em todas as sessfes, era resolvida uma Ficha de Trabalho (FT) e elaborado
um relatorio por grupo.

Esta experiéncia foi dividida em 3 partes: na 1.2 parte, foi abordada a
modelacdo analitica (sessfes 2 e 3); na 2.2 parte, foram resolvidas actividades de
AMM com recurso apenas a calculadora grafica (sessdes 4 a 7); e na 3.2 parte,
foram resolvidas actividades de AMM utilizando o0s recursos tecnoldgicos,
calculadora grafica e sensores (sessdes 8 a 11).

Para apoiar a parte experimental desta investigacao, principalmente na 4.2 e 8.2
sessdes, recorremos a um computador portatil, ao software® educacional emulador
da calculadora grafica e a um projector multimédia para efectuar demonstracdes e
explicar o funcionamento da calculadora gréfica a turma inteira (note-se que este foi
0 primeiro contacto que os alunos tiveram com esta calculadora, visto que no dia-a-
dia usam outro tipo” de calculadoras gréficas).

As actividades realizadas pelos alunos, com o recurso a calculadora gréfica e
aos sensores, foram seleccionadas tendo em conta o tempo disponivel para a sua
concretizagcdo na sala de aula e a oportunidade da sua utilizacdo relativamente a
conceitos e métodos estudados. Todas as actividades foram objecto de apreciacao,
critica e aperfeicoamento, quer por professores externos ao projecto, quer por dois
professores da Universidade do Minho, especialistas neste tipo de estudos e que
acompanharam a investigacdo. Importa ainda referir que as actividades tém uma
estrutura idéntica, iniciando-se com a apresentacdo de uma situacdo da vida real
que serve de ponto de partida para um conjunto de questdes posteriores.

Cada sesséao foi dividida em dois momentos: em média, nos primeiros 60
minutos os alunos eram convidados a resolverem a actividade proposta sobe a
forma de uma ficha de trabalho orientada, e nos ultimos 30 minutos era solicitado
aos alunos a elaboracdo de um relatério (em grupo) sobre o trabalho efectuado
referente a actividade desenvolvida.

Relativamente ao teor das actividades das oito fichas de trabalho (Torres,
2007: 181-216), apresentamos no quadro 2 uma descri¢cdo sucinta das mesmas.

2 No estudo foram utilizadas calculadoras graficas TI-84 Plus Silver Edition, da Texas Instruments.
3 Referimo-nos ao software TI-SmartView, emulador das calculadoras graficas da familia TI-84.
“No dia-a-dia, os alunos usam a calculadora grafica fx-9860G da Casio.
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2.3. Caracterizacao dos intervenientes no projecto

A turma que participou na investigacéao tinha 16 alunos do 12.° ano inscritos na
disciplina de Matematica A, sendo 7 do sexo masculino e 9 do sexo feminino. As
idades dos alunos variavam entre os 17 e os 20 anos, sendo a média de idades de
18,2 anos. Isto justifica o facto de 75% destes alunos ja terem reprovado pelo menos
uma vez.

Desde o 10.° ano que esta turma € caracterizada como tendo baixo
aproveitamento e com muitas dificuldades a Matematica A, tendo vindo a melhorar.
Estes alunos tiveram sempre apoio pedagdgico acrescido a esta disciplina.

Apesar do seu aproveitamento irregular, € uma turma simpatica, unida e
esforcada, revelando interesse pela disciplina e pela escola, tendo aderido com
entusiasmo a este projecto de investigacao.

2.4. Recursos utilizados
As sessdes experimentais decorreram quase todas no Laboratério de

Matematica. No quadro 1 sdo apresentados os recursos utilizados no estudo e a sua
distribuicdo em cada uma das 12 sessoes.

Quadro 1 — Recursos utilizados em cada sessao.

. Recursos utilizados
Sesséo
Em papel Tecnologicos
S1 - Calendarizagéo das 12 sessdes - Computador portétil e projector multimédia
S2 - Fichas Informativas 1 e 2 - Computador portétil e projector multimédia
- Ficha de Trabalho n.° 1 (FT1)
S3 - Folha de resolugéo da FT1 - Computador portétil e projector multimédia
- Folha para elaborar o Relatério 1
- Ficha de Trabalho n.° 2 (1.2 Parte) (FT2A) | - Computador portatil e projector multimédia
S4 - Folha de resolucéo da FT2A - Software TI-SmartView
- Folha para elaborar o Relat6rio 2A - 16 Calculadoras Gréficas
- Ficha de Trabalho n.° 3 (FT3) - Computador portétil e projector multimédia
S5 - Folha de resolucéo da FT3 - Software TI-SmartView
- Folha para elaborar o Relatério 3 - 16 Calculadoras Gréficas
- Ficha de Trabalho n.° 4 (FT4)
S6 - Folha de resolucéo da FT4 - 16 Calculadoras Graficas
- Folha para elaborar o Relatorio 4
- Ficha de Trabalho n.° 5 (FT5)
S7 - Folha de resolugéo da FT5 - 16 Calculadoras Gréficas
- Folha para elaborar o Relatério 5
- Computador portétil e projector multimédia
: - Software Ti-SmartView
- Ficha de TrabalhE) n.°2 (2% Parte) (FT2B) | 16 Calculadoras Gréficas e 1 painel
S8 - Folha de resolugéo da FT2B :
- Folha para elaborar o Relatério 2B ViewScreen ~
- CBR, CBL, sensor de pressao e outros
- Retroprojector
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- Ficha de Trabalho n.° 6 (FT6)

- 16 Calculadoras Gréaficas

S9 - Folha de resolucéo da FT6 - CBR
- Folha para elaborar o Relatério 6
- Ficha de Trabalho n.° 7 (FT7) i e

S10 - Folha de resolugéo da FT7 16 Calculadoras Graﬂcais

- - CBL e Sensor de pressao

- Folha para elaborar o Relatério 7

s11 - Folha de resolucéo da FT8 - 16 Calculadoras Graficas
- Folha para elaborar o Relatério 8 - CBR

S12 - Questionario -

2.5. Caracterizacao das actividades

Ao longo desta investigacdo foram realizadas 12 actividades (quadro 2),

previamente elaboradas, distribuidas da seguinte forma: 3 actividades em cada uma
das fichas de trabalho FT1 e FT2, e 1 actividade em cada uma das fichas de
trabalho FT3, FT4, FT5, FT6, FT7 e FT8.

Quadro 2 — Apresentacao sucinta das actividades das oito FT e respectivos recursos necessarios.

ACES /5 Recursos Modelo
Trabalho Actividades 164 oy Observagdes
(FT) tecnolégicos matematico
, - Modelo racional
- Candeeiros numa
- Modelo ~
estrada . Modelacao
FT1 L . - exponencial g
- Bactérias na praia analitica
. - Modelo
- A roda gigante . .
sinusoidal
- Funcdes - Calculadora gréfica ﬁgiﬁfzgs(r)aa
FT2 - Estatistica/regressao - Calculadora gréfica | — rafica e
- Imitar o grafico - Calc. gréfica + CBR® 9
sensores
- Quanto custa exceder i
FT3 os limites de - Calculadora gréfica Moolelo. de
. poténcia
velocidade?
FT4 - CGrescimento logistico | 5 1agora grafica | Modelo
de uma populacdo logistico
FT5 - Eclipses solares - Calculadora grafica | M_odelo_ Mp_delagao
sinusoidal utilizando
: - Calculadora grafica | - Modelo recursos
FUS - Bola saltitante - Sensor CBR guadratico tecnologicos
~ - Calculadora gréfica
ET7 - Pressgo e volume de - CBLS - Moolelo.
um gas ~ poténcia
- Sensor de presséo
A - Calculadora grafica | - Modelo
I - O Péndulo - Sensor CBR sinusoidal

® Calculator_Based RangerTM — detector de movimento sénico utilizado com as calculadoras graficas
da TI, permite recolher, ver e analisar dados de movimento (TI, 1997, 2004).
® Calculator_Based LaboratoryTM — dispositivo de recolha de dados portatil destinado a recolher
dados do “mundo real”, com acoplamento de sensores adequados (TI, 2003).
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O formato das actividades de cada FT, obedeceram a seguinte estrutura: (1)

introducdo, onde é descrita a situacdo real que serve de base a actividade; e (2)
guestdes, relacionadas com a situacédo apresentada e que constituem a base para o
desenvolvimento de processos de modelagdo e aplicacdo da Matemética. Algumas
destas questbes desempenham apenas o papel de orientacdo para a utilizacdo dos
recursos tecnoldgicos utilizados. Nos quadros 3 e 4 sdo apresentadas duas
actividades desenvolvidas pelos alunos.

Quadro 3 — Actividade “Eclipses solares” da FT 5
(actividade de modelacéo utilizando a calculadora gréfica)

N.° de N.°de
Ano . Ano .
0 i | R id eclipses eclipses
5 Sd ec 'pse.st 30 a“zs teT ds' 0 1978 93 1989 158
opservaaos e registados, despertando a 1979 155 1990 143

atencdo dos astronomos chineses desde
hd muito tempo. Observagbes mais

cuidadosas foram feitas a partir da igg; ﬁg iggg 2;’
invencdo do telescopio, no século XVII,

por um sem-namero de astronomos: de 1983 67 1994 30
Galileu a William Herschel, de Heinrich 1984 46 1995 18
Schwabe a Johann Rudolph Wolf. A 1985 18 1996 9
tabela ao lado regista o numero de 1986 13 1997 22
eclipses solares observados desde 1978 1987 29 1998 64
a 1998. 1988 100

N

Actividade: Eclipses solares

1980 155 1991 146

Construa a tabela no editor de listas estatistico da calculadora gréafica.

Recorrendo ao STAT-PLOT da calculadora gréafica, represente graficamente a nuvem
de pontos correspondente aos dados apresentados na tabela.

Da analise do grafico obtido e das potencialidades da calculadora, justifique
sumariamente que, relativamente aos modelos estudados, o0 modelo sinusoidal se
presta melhor para descrever a situacdo em estudo.

Use a calculadora grafica para definir o modelo sinusoidal que melhor se aproxima
dos dados (apresente os valores obtidos com aproximacao as décimas de milésima).
Em 2001, o numero de eclipses foi de 111. Verifigue se o modelo encontrado se
ajusta a este valor.

Quantos eclipses prevé que tenha havido em 19507 E este ano, quantos havera?
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Quadro 4 — Actividade “O Péndulo” da FT 8
(actividade de modelacao utilizando a calculadora gréfica e o CBR)

Actividade: O Péndulo

O objectivo desta actividade é o de continuar o estudo das funcfes trigonométricas e das suas

propriedades, desenvolvendo e explorando modelos sinusoidais. E também uma boa oportunidade
para analisar o que faz com que um modelo seja ideal ou apenas razoavel.

5 e
A. Recolha de Dados
{q;
& 0sm Equipamento Necessario: TI-84 Plus com a aplicagéo
& " CBL/CBR; 1 Sensor CBR; 1 cabo de ligagdo; 1 Péndulo com
ead LR suporte; 1 Cronémetro e 1 Fita métrica
- =
1

porca: et InstrucBes da experiéncia: O objectivo da expenenua e

recolher dados relativos a distancia entre o péndulo e o CBR, quando o péndulo é posto em
movimento.

1.
2.

hw

©oNoO

e e

o

Alinhar o péndulo de forma que ele se desloque na direccédo do CBR.
Colocar o CBR a mais de 0,5 m da posi¢cdo mais avangada do péndulo, tal como se mostra na
figura.
Medir a distancia do CBR até a posicdo de equilibrio do péndulo.
Determine o periodo do péndulo, ou seja, o tempo correspondente a uma oscilacdo completa (de
A até B). Para isso, usar um cronémetro para medir o tempo correspondente a 10 oscilacdes.
Ligar o CBR a TI-84 Plus com o cabo de ligacéo.
Colocar a calculadora gréafica no modo radiano.
Premir a tecla JAPPS], escolher CBL/CBR e premir ENTER).
Seleccionar 3:Ranger e premir a tecla ENTER| para avancar para o ecra seguinte.
No ecrda MAIN MENU seleccionar 1:SETUP/SAMPLE, premir e escolher as seguintes
opgoes:

pRQEALTlME: NO ; TIME (S): 10 ; DISPLAY: DISTANCE ; BEGIN ON: ; SMOOTHING: LIGHT ; UNITS: METERS

. Seleccionar START NOW e premir ENTER)| para iniciar a recolha de dados. E conveniente que

uma pessoa segure a calculadora e outra coloque o péndulo em movimento, deslocando-o cerca
de 10° da posicdo de equilibrio. Quando a recolha estiver completa, a calculadora apresenta, de
imediato, um grafico distancia-tempo relativo aos dados recolhidos.

B. Questdes

Qual é a distancia do CBR a posicao de equilibrio do péndulo?

A que distancia da posicéo de equilibrio lancou o péndulo?

Qual é o periodo do péndulo? Qual é a distancia correspondente a um periodo?

Observe o gréfico da calculadora e descreva-o. Identifique no gréafico a posicao de equilibrio do
péndulo.

Encontre uma funcdo que modele o comportamento distancia-tempo do péndulo (use a
regressao trigopnométrica).

No 4: PLOT MENU do MAIN MENU, escolha VELOCITY-TIME para observar o grafico
correspondente a velocidade-tempo. Desenhe e compare os graficos distancia-tempo e
velocidade-tempo, analisando as semelhancas e as diferengas.

Em qual posicéo esta a velocidade maxima do péndulo? E a velocidade minima do péndulo?
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2.6. Meétodos e instrumentos de recolha de dados

= Analise documental: consulta de alguns documentos de registo de avaliacédo
dos alunos e as actas dos conselhos de turma, desde o 10.° até ao 12.° ano;

» Registo de Observacdes: recolha de informacfes junto dos alunos atravées
da observacéo directa e de conversas informais (ao longo das sessdes);

» Fichas de Trabalho (FT): elaboradas oito FT, umas construidas pelo
investigador e outras adaptadas a partir de protocolos existentes (Torres,
2007: 181-216). Estas FT foram resolvidas em grupo, tendo por base
experiéncias realizadas pelos alunos nas aulas.

» Relatério dos alunos: No final de cada tarefa era solicitado a elaboracéo, em
grupo, de um relatorio, onde constasse um relato o mais completo possivel de
tudo o que se passou ou poderia ter-se passado ao longo da sessao, bem
como a descrigao do sentimento com que ficaram no final da mesma. O guiédo
para a elaboracdo dos relatérios pedidos aos alunos (Torres, 2007: 173-176)
€ uma adaptacado do guido construido e utilizado por Carreira (1993: 373-376)
na sua dissertacdo do Mestrado.

= Questionario Final: No final de todas as actividades, foi preenchido
individualmente um questionario por todos os alunos da turma (Torres, 2007:
217-222). O questionario final da parte pratica do estudo, passado aos
alunos, foi uma adaptacdo dos questionarios construidos e utilizados por
Carreira (1993: 391-396) e Cunha (2006: 228-230, 248-249), sendo formado
por quatro partes.

2.7. Andlise dos dados

A analise dos dados foi organizada atendendo ao (i) trabalho desenvolvido
pelos alunos em grupo, onde se apresenta uma descricdo comentada dos diversos
resultados; ao (i) desempenho dos grupos nas FT, onde sdo avaliadas todas as FT
resolvidas; e as (iii) opinides dos alunos sobre a experiéncia realizadal/vivida,
recolhidas através de um questionério final individual.

3. Apresentacao dos resultados
3.1. Dificuldades no trabalho desenvolvido pelos alunos

Inicialmente os alunos estavam um pouco baralhados pois, apesar dos
exercicios terem enunciados claros, ndo se sentiam a vontade neste tipo de
actividades. Foi necessario aconselhar alguma calma, proceder a uma pequena
explicacédo sobre o que se pretendia em cada actividade, sugerindo aos alunos que
comecassem por analisar as situacfes apresentadas através de esquemas e
exemplos particulares e, depois de entenderem o0 processo, partirem para a
generalizagao.

Um outro momento em que os alunos sentiram dificuldades, foi na elaboracao
do primeiro relatério, pois ndo possuiam experiencias neste tipo de trabalho. Para
ultrapassar estas dificuldades foi necessario proceder a uma explicacdo detalhada
dos itens mais importantes a abordar.
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Apresenta-se no quadro 5, opinides de alunos extraidas dos relatérios por eles
elaborados, que nos levaram a concluir que estes procedimentos foram suficientes
para os orientar para as tarefas propostas.

Quadro 5 — Opinides de alguns alunos sobre as dificuldades no trabalho desenvolvido.

Encontramos algumas dificuldades no inicio, mas foram facilmente
ultrapassadas com a explicagédo do professor.

A principio, e talvez por ser a primeira actividade, ndo compreendemos
logo o que era pedido, mas com a ajuda do professor conseguimos comecar. A
partir daqui, conseguimos avangar e concluir as outras actividades com mais
facilidade.

No inicio elaborar o relatério era algo aborrecido e complicado, apesar
das orientacBes do professor. Com o desenrolar da experiéncia, comecei a ver
os relatoérios como algo importante, pois neles sintetizavamos a matéria dada,
identificamos dificuldades e consolidamos os conhecimentos adquiridos. As
dificuldades devem-se ao facto de ndo termos experiéncia neste tipo de
trabalhos escritos.

3.2. Desempenho dos grupos nas Fichas de Trabalho

No grupo |, a percentagem de abordagens satisfatorias foi superior a 80% em
todas as FT, excepto na FT2, que foi de 71%. Salientamos ainda que nas FT3 e FT7
o desempenho satisfatério atingiu os 100%. Em termos médios, este desempenho
rondou os 87%.

No grupo Il, a percentagem de abordagens satisfatorias foi superior a 80% nas
varias FT, excepto nas FT6 e FT8, cujo desempenho satisfatério ficou pelos 80%.
Nas FT1, FT4 e FT7 este sucesso foi pleno, correspondendo a 100% o desempenho
satisfatorio. A média percentual deste desempenho rondou os 89%.

No grupo lll, a percentagem de abordagens satisfatérias foi superior a 80% nas
actividades das primeiras sete FT e o desempenho satisfatério foi de 80% na FT8.
Nas FT1, FT3 e FT5, este desempenho atingiu os 100%. Salienta-se ainda a
excelente média de 92%, obtida pelo grupo no desempenho satisfatorio.

No grupo IV, a percentagem de abordagens satisfatorias variou entre os 65%,
obtida na FT2, e os 100%, obtida na FT7. Mesmo assim, a média percentual do
desempenho satisfatério rondou os 80%.

Fazendo agora uma analise comparativa do desempenho satisfatério dos
quatro grupos na parte experimental deste projecto (figura 2), podemos observar
gue, em termos médios, os grupos |, Il e lll obtiveram um sucesso superior a 80% e
0 grupo 1V, apesar de ter obtido uma percentagem meédia inferior a dos restantes
grupos, esta encontra-se muito proxima dos 80%.
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Figura 2 — Grafico do desempenho satisfatério dos alunos dos 4 grupos em cada uma das FT.
Comparando os grupos em cada uma das FT, podemos observar que:

e Nas FT 1, 3,4, 5, 6 e 7, todos 0s grupos obtiveram um sucesso superior a
80%; enquanto que na FT2 apenas os grupos Il e Ill obtiveram desempenho
satisfatorio superior a 80%; e na FT8 sb o grupo IV ndo conseguiu atingir a
marca de 80%;

¢ Relativamente ao desempenho satisfatério pleno (100%), podemos ver que:
0 grupo | obteve 100% nas FT 3 e 7; o grupo |l obteve 100% nas FT1,4 e 7;
o grupo IIl obteve 100% nas FT 1, 3 e 5; enquanto que o grupo IV obteve
100% na FT7.

Em suma, todos os grupos obtiveram um desempenho muito positivo em todas
as actividades em que se envolveram, algumas das quais ultrapassaram mesmo
todas as expectativas. Notou-se um maior desempenho por parte do grupo lll, tendo
sido o grupo IV que revelou maiores dificuldades. Salienta-se ainda que todos o0s
grupos se empenharam muito neste projecto e desenvolveram as actividades com
muita dedicacdo e rigor, o que se reflecte nos resultados obtidos por todos os
grupos.

3.3. As opinides dos alunos sobre a experiéncia realizada

As duas primeiras partes do questionario destinaram-se a caracterizacao dos
alunos envolvidos no projecto, enquanto que, a 3.2 e a 4.2 parte, estdo relacionadas
com o desenvolvimento do estudo.

A analise dos dados das 19 questbes da 3.2 parte do questionario final (figura
3), é apresentada por trés grupos de questdes que se encontram associadas, tendo
em conta a sua relevancia para responder a questdo central de investigacdo: “A
utilizacdo da calculadora grafica e sensores na modelacdo matematica contribuira
para melhorar a aprendizagem e motivacédo dos alunos?”
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3.2 PARTE

1)

Escala de Likert com 5 pontos
(1-Disc. Compl., 2-Disc., 3-Nem Conc. Nem Disc., 4-Conc., 5-Conc. Compl.)

Respostas Favoraveis (= das respostas das opgdes 4-Conc. e 5-Conc.Compl.)

Respostas Desfavoraveis (T das respostas das opgdes 1-Disc. Compl. e 2 Disc.)
Note: A opg¢do 3-Nem Conc. Nem Disc., ndo foi considerada nesta escala.

1.° Grupo 2.° Grupo 3.° Grupo
Questdes n.° 11, 12, 16, 19, 20, 21, 23 e 27 Questdes n.° 10, 13, 15, 22, 24 e 25 Questdes n.° 14, 17, 18, 26 e 25

Figura 3 — Escalas utilizadas nas respostas as questfes da 3.2 parte do questionario final.

1.° Grupo de questdes: Utilizacdo da calculadora gréafica e sensores para melhorar
a aprendizagem em Matematica, nomeadamente na tematica AMM (quadro 6).

Quadro 6 — Resultados das respostas dadas pelos alunos
nas questdes 11, 12, 16, 19, 20, 21, 23 e 27.

Percentagem de respostas
Favoraveis | Desfavoraveis

81 0

N.° Itens

Com a utilizagdo da calculadora grafica e sensores
senti estar a construir o meu proprio conhecimento.
Neste trabalho de grupo, com a ajuda da calculadora
12. |grafica e dos sensores fui capaz de adquirir 75 6
conhecimentos que sozinho ndo conseguiria.

O recurso a calculadora gréfica e aos sensores
16. |[facilitou a minha aprendizagem das Aplicagbes e da 81 0
Modelacdo Matematica.

Sozinho e sem utilizar a calculadora grafica e os

11.

19. |sensores seria muito mais dificil chegar as mesmas 50 19
conclusdes.
No meu grupo, quando algum aluno adquiria um

20. |conhecimento todos tirhvamos partido disso, 88 0

aprendendo uns com 0s outros.

Durante a realizagdo das varias tarefas, os
conhecimentos que foram sendo adquiridos
facilitaram a realizacdo e compreensdo das tarefas
seguintes.

Ao longo da realizacdo das varias tarefas deste
23. |projecto com a calculadora grafica e os sensores 56 6
recorri cada vez menos a ajuda do professor.

Em grupo e sem utilizar a calculadora grafica e os
27. |sensores nao teria conseguido chegar as mesmas 69 25
conclusdes.

21. 100 0
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Em termos de resultados, salienta-se que, a excepcdo das questdes 19 e 23,
todas as restantes apresentam um nivel de satisfacdo superior a 75%. As
percentagens de 50% e 56% de respostas favoraveis nas questdes namero 19 e 23,
respectivamente, devem-se ao facto de muitos alunos optarem pelo nivel “3-Nem
concordo nem discordo” (31% e 38%), o que diminuiu consideravelmente a
percentagem de respostas favoraveis.

Apresenta-se no quadro 7 alguns excertos retirados dos relatorios dos alunos,
gue nos podem ajudar a perceber as melhorias introduzidas na sua aprendizagem.

Quadro 7 — Opinibes de alguns alunos sobre as melhorias introduzidas na aprendizagem.

Na resolucéo das fichas, quando um elemento do grupo encontra um obstaculo, por ndo

perceber o exercicio, debatiamos em conjunto e ultrapassavamos o obstaculo. Também,
guando um exercicio suscitava diferentes maneiras de o resolver, tentavamos ver a que
melhor se adequava a situacéo apresentada.

Foi muito positivo a parte em que fomos nés a realizar as experiéncias com a

calculadora e sensores, pois assim pude descobrir coisas que ja tinha ouvido falar nelas mas
nunca tinha percebido.

Estas actividades permitiram uma melhor compreenséo e interpretacéo de gréaficos e dos

modelos matematicos através das experiéncias reais realizadas com recurso a calculadora e
sensores.

Quando estudei na Fisica o0 movimento do péndulo, ndo cheguei a perceber porque era

sinusoidal. Quando realizei e repeti a experiéncia com a calculadora e o sensor do movimento,
entendi que as oscilacdes se repetiam e que se tratava de um movimento periédico.

Foi importante o contacto com estas tecnologias, que nos proporcionou outro tipo de

aprendizagem utilizando exemplos reais que de forma analitica ndo seria possivel.

2.° Grupo de questdes: Utilizacdo da calculadora grafica e sensores nas aulas de

Matemética para motivar os alunos nas aulas de Matematica (quadro 8).

Quadro 8 — Resultados das respostas dadas pelos alunos nas questdes 10, 13, 15, 22, 24 e 25.

Percentagem de respostas

N.° Itens . .
Favoraveis | Desfavoraveis
Nas actividades realizadas com a calculadora gréfica e
10. |sensores aprendi Matematica de uma forma mais “real” e 100 0
motivadora.
A utilizacdo da calculadora grafica e dos sensores neste
13. |trabalho de grupo fez com que eu colaborasse mais com 0s 69 6
meus colegas do que habitualmente.
A utilizacdo da calculadora gréfica e dos sensores fez com
15. |que eu me sentisse mais responsavel pela minha 94 0
aprendizagem e pela dos meus colegas de grupo.
22 No meu grupo, no final de cada tarefa tinhamos a 56 13
" |preocupacado de que todos a cumprissem e compreendessem.
O facto de ter sido eu a construir 0 meu conhecimento
24. . X 94 0
despertou em mim vontade de saber mais.
o5 Partilhei, mais do que habitualmente, com os meus amigos e 50 13

familiares as actividades e conhecimentos deste projecto.
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Em termos de resultados, salienta-se que nas questbes 10, 15 e 24 a
percentagem de respostas favoraveis é superior a 90%, sendo de 100% na questédo
10. Nas restantes questdes a percentagem de respostas favoraveis varia de 50% a
70%. Nestas questbes verificou-se uma grande numero de respostas no nivel “3-
Nem concordo nem discordo” (entre 25% e 37%), o que diminuiu a percentagem de
respostas favoraveis.

3.° Grupo de guestdes: Niveis de usabilidade dos recursos tecnoldgicos
(calculadora grafica e sensores) nas aulas de Matematica (quadro 9).

Quadro 9 — Resultados das respostas dadas pelos alunos nas questfes 14, 17, 18, 26 e 28.

Percentagem de respostas

N.° Itens —— -
Favoraveis | Desfavoraveis

14. |E facil de utilizar a calculadora gréafica e os sensores. 31 19
17 O uso da ca_llc_uladora gréfica e dos_ sensores tornou 94 6

" |as aulas mais interessantes e atractivas.
18 Gostei das actjyidades desenvolvidas com recurso a 94 6

" | calculadora grafica e aos sensores.
26. E facil aprender a trabalhar com a calculadora gréafica 63 19

€ COM 0S Sensores.

o8 UtiI.izou—Nse a calculadora gréfica e 0os sensores com 88 0

' |satisfacéo e agrado.

Em termos de resultados, salienta-se que nas questdes 17, 18 e 28 os valores
percentuais de respostas favoraveis sdo superiores a 85%, enquanto que na
questao 26 esta percentagem € de 63%.

Na questdo 14 a percentagem de respostas favoraveis fica-se pelos 31%, o
que se deveu ao facto de nesta questdo 50% dos alunos terem optado pelo nivel “3-
Nem concordo nem discordo”.

A 4.2 parte do questionario (questdes de resposta aberta) aborda a opinido dos
alunos sobre a importancia dos relatérios, a eficacia do trabalho desenvolvido sobre
a aprendizagem, o interesse das actividades e aspectos positivos e negativos das
aulas de AplicacGes e Modelacdo Matematica. Assim:

» Importancia dos relatorios: 87,5% dos alunos tém opinido favoravel,
argumentando que: (i) nos relatorios é feita a descricdo dos raciocinios
desenvolvidos na realizagcédo das actividades, obrigando os alunos a estar
atentos aos pormenores da resolucdo da FT para o0s poderem
expor/relatar; e (i) com os relatorios foi possivel aos alunos sintetizarem a
matéria dada, identificarem dificuldades e consolidarem os conhecimentos
adquiridos.

» Eficacia do trabalho desenvolvido para a aprendizagem das AMM:
todos os alunos expressaram opinides favoraveis. Segundo os alunos, a
maneira interessante e interactiva como decorreram as aulas tornou a
aprendizagem de AAM mais facil. Foram aulas diferentes, o que fez com
gue os alunos se interessassem mais pela Matematica, ndo se limitando a
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ouvir o professor, mas também descobrindo “coisas” através de outros
métodos, como o uso de tecnologias e o trabalho em grupo.

» Interesse das actividades: ndo houve opinides desfavoraveis, referindo
mesmo que experiéncias do geénero seriam U(teis a outros alunos,
independentemente do nivel de ensino em que se encontrem. Todos
gostariam de relacionar os problemas matematicos com a realidade e
actividades deste género poderiam suscitar curiosidade na sua realizagao,
nao so a nivel de resolugao escrita como também no uso da tecnologia.

= Aspectos positivos: os alunos valorizaram as actividades desenvolvidas,
0 uso das tecnologias, o trabalho de grupo e as experiéncias realizadas
por eles. As aulas foram interactivas e agradaveis, despertando um maior
interesse pela Matematica.

= Aspectos negativos: falta de alguma organizacgao intra-grupo.

4. Conclusodes do estudo

Assim, quer a questao central, quer os objectivos da investigacdo, encaminha-
nos para trés itens conclusivos fundamentais: Melhoria da aprendizagem dos alunos
nas aulas de AMM; motivacdo dos alunos nas aulas de AMM; e utilizacdo dos
recursos tecnoldgicos no estudo das AMM.

4.1. Melhoria da aprendizagem
Os resultados encontrados permitem tirar as seguintes conclusoes:

(@) As actividades exploradas permitiram aos alunos desenvolver
aprendizagens significativas

Os alunos criaram, em cada situacdo, um modelo matematico, aperfeicoaram-
no sucessivamente (as vezes por “tentativa erro”) com base num processo de
Modelagdo Matematica, até encontrarem uma solucéo satisfatoria.

De entre as aprendizagens desenvolvidas pelos alunos, salientam-se: (i) utilizar
a Matematica para abordar e compreender situagdes do mundo real; (ii) descobrir
relacbes entre situacdes reais conhecidas e determinados modelos matematicos,
assim como lidar com fendmenos reais menos comuns atraves da sua
representacdo matematica, (iii) desenvolver estratégias e métodos adequados para
a resolucéo das actividades propostas, tais como discusséo e andlise das situacdes,
elaboracdo de esquemas, identificacdo de dados relevantes, traducdo de aspectos
reais para aspectos matematicos através de condi¢des, graficos e tabelas e procura
de solucdes; (iv) tirar partido da calculadora grafica e dos sensores para “fazer
Matematica” e obter resultados; e (v) praticar a troca de ideias e o confronto de
pontos de vista, desenvolvendo a capacidade de argumentacdo e de exposicédo de
raciocinios.

A conclusdes idénticas chegou Carreira (1993) num estudo sobre AMM
utilizando a Folha de Calculo.
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(b) A utilizacdo da tecnologia, e em particular da calculadora gréfica e
sensores, promoveu e facilitou a aprendizagem dos alunos

Os resultados obtidos no estudo tornam claro que a utilizagdo da calculadora
gréfica e dos sensores foi determinante na abordagem e exploracdo das actividades
propostas sobre AMM. Estas tecnologias promoveram e facilitaram a recolha e
organizacdo dos dados e a procura de relacdes funcionais entre eles.

Os alunos usaram as potencialidades dos sensores para obterem dados
resultantes de experiéncias por eles realizadas, bem como usaram 0S recursos
graficos da calculadora gréfica e tiraram partido das tradugbes entre tabelas,
gréficos e férmulas para validarem e avaliarem os seus modelos.

(c) O ambiente e as estratégias pedagdgicas foram meios facilitadores da
aprendizagem dos alunos

Os alunos gostaram das actividades de AMM propostas, consideraram-nas
inovadoras em Matematica e reconheceram-nas como importantes/interessantes
para a sua aprendizagem. Também geraram nos alunos grande motivacao e criaram
oportunidades para a aplicacdo de conhecimentos, despertando novas formas de
raciocinio.

A avaliacdo feita pelos alunos das actividades propostas e da metodologia
adoptada nas sessfes experimentais permite-nos afirmar que existiu um ambiente
pedagogico estimulante e produtivo. A aceitacdo (quase unanime), por parte dos
alunos, da elaboracdo de um relatério em cada actividade é um exemplo desse
ambiente gerado a volta deste projecto, pois, apesar de representarem mais um
esforgo para os alunos, os relatérios foram vistos como Uteis para a clarificacdo e
estruturacdo de ideias, sistematizacdo de resultados e aprofundamento do trabalho
realizado nas aulas.

4.2. Motivagao dos alunos
Os resultados encontrados conduzem as seguintes conclusdes:

(@) A utilizacdo da tecnologia, em particular da calculadora grafica e
sensores, promoveu e facilitou a autonomia e a motivacdo dos alunos, bem
como a partilha de conhecimentos

O entusiasmo revelado pelos alunos relativamente a integracéo da calculadora
grafica e sensores no estudo das AMM permitiu uma maior atencdo na sala de aula,
facilitando a aprendizagem dos alunos na disciplina de Mateméatica. Também o facto
de terem sido 0s executores das experiéncias, por iniciativa prépria, contribuiu,
certamente, para a motivacdo e autonomia dos alunos, ao permitir a partilha de
conhecimentos e ao facilitar o desenvolvimento de aplicagcdes das tecnologias a
outras actividades e a outras areas disciplinares.
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Assim, as tecnologias, em particular a calculadora e os sensores, funcionam
como elementos desbloqueadores de situacdes de resisténcia a aprendizagem da
Matematica, criando nos alunos um maior entusiasmo/motivacao.

(b) As actividades desenvolvidas em grupo fizeram com que cada
elemento do grupo se esforgasse mais, colaborando mais do que o habitual e
ajudando na compreensao e no cumprimento das tarefas

O trabalho de grupo estimulou e inspirou os alunos, e a tematica AMM foi bem
debatida no seio dos grupos aquando da resolucdo das tarefas propostas, ficando
bem compreendida. Verificou-se uma grande colaboracdo por parte de todos os
elementos dos varios grupos, ajudando-se mutuamente e com grande espirito
democrético. As opinides de cada aluno foram discutidas de uma forma construtiva,
procurou-se chegar a um maior consenso possivel e as decisbes tomadas por cada
grupo foram de encontro aos consensos gerados.

(c) A auto-construcdo do conhecimento despertou nos alunos a vontade
de saber mais, responsabilizando-os também pela sua aprendizagem e pela
dos seus colegas

De actividade para actividade notou-se nos alunos um aumento de motivagao e
gosto pelo trabalho que estavam a explorar. Nestas aulas, os alunos adoptaram
posturas muito positivas e mostraram-se responsaveis e muito colaborativos no seio
dos grupos. Mesmo os alunos com mais dificuldades em Matematica e maior
desinteresse pela disciplina, nestas sessdes foram grandes incentivadores do
trabalho desenvolvido pelo grupo, adoptando uma postura responsavel e
interessada, preocupando-se em saber “como se faz” e “porque se faz”, sendo os
primeiros a colaborarem nas varias experiéncias desenvolvidas.

4.3. Utilizac&o dos recursos tecnologicos
Os resultados encontrados conduzem as seguintes conclusdes:

(a) Foi facil aos alunos aprenderem a trabalhar com a calculadora gréfica
e Com 0S sensores e 0 uso destas tecnologias agradou-lhes

Apesar de os alunos terem utilizado neste estudo um modelo de calculadora
gréfica diferente da que habitualmente usavam, as dificuldades no seu uso foram
muito reduzidas e, a partir de certa altura, deixaram mesmo de existir.

De modo semelhante, relativamente a utilizacdo dos sensores, apesar de
serem tecnologias totalmente desconhecidas dos alunos, néo foi dificil aprenderem a
usarem-nas na realizacdo das experiéncias propostas. Para tal contribuiu o ter
existido no inicio uma sessdo de exploracdo destas tecnologias de recolha de
dados, em que o investigador partilhou com os alunos algumas experiéncias, nas
quais era necessario o uso de sensores acoplados a calculadora grafica.
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Estes aspectos foram reconhecidos pelos alunos nas respostas dadas no
questionério final, onde 63% dos alunos referiram que foi facil aprender a trabalhar
com a calculadora grafica e os sensores e 88% dos alunos utilizaram estas
tecnologias com satisfacéo e agrado.

(b) As tecnologias tornaram as aulas mais interessantes e atractivas, e 0s
alunos preferiram as actividades desenvolvidas com estes recursos

No presente estudo, todos os alunos referiram que as aulas com recurso as
novas tecnologias foram mais interessantes e produtivas, sendo uma forma de
quebrar a rotina das aulas monotonas de Matematica (método expositivo).

Ainda, segundo os alunos, tratou-se de uma maneira diferente de aprender,
onde foram realizadas actividades criativas e o facto de terem sido eles a explorar 0os
problemas apresentados tornou as actividades mais interessantes.

Com a utilizagc&do das tecnologias na sala de aula, os alunos comecam a aderir
mais a Matematica, sendo uma forma de os incentivar e leva-los a ver esta disciplina
de uma forma mais interessante.

Em suma: Uma das ideias fundamentais sobre a aprendizagem da Matematica
€ o0 envolvimento dos alunos em actividades significativas, tendo oportunidade de
vivenciar experiéncias concretas, recorrendo, por exemplo, a instrumentos
tecnologicos como a calculadora grafica e sensores. Assim, a utilizacdo das
tecnologias como recursos de apoio as actividades de AMM, promovem e facilitam a
aprendizagem dos alunos nas aulas de Matematica.

Uma segunda ideia, refere-se a auto-construcdo do conhecimento por parte
dos alunos, que passa, essencialmente, pela motivacdo e pelo gosto/prazer em
aprender, pois “dificilmente alguém podera estudar Matematica com proveito se nao
tirar algum prazer disso” (Silva, 1991:18).

Uma terceira ideia, tem a ver com a utilizacdo das tecnologias no ensino-
aprendizagem da Matematica. O facto de os alunos viverem na era das TIC e serem
grandes consumidores das novas tecnologias, faz com que estejam muito
familiarizados com o uso destes recursos, sendo por isso, facil para os alunos
aprenderem a utilizar a calculadora grafica e os sensores.

Assim, urge pensar em mudancas nas aulas de Matematica, principalmente no
que diz respeito ao método de ensino utilizado. A facilidade com que estes recursos
podem ser manipulados contribui para encorajar uma abordagem experimental e
indutiva da Matematica.
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Estandares en educacion estadistica: Necesidad de
conocer la base tedricay empirica que los sustentan

Jesus Humberto Cuevas Acostay Carlos Ibafiez Bernal

Resumen

En este articulo se describe la importancia del desarrollo de competencias en estadistica en
los estudiantes, su relaciébn con las evaluaciones nacionales e internacionales, el
establecimiento de estandares y las adecuaciones a los curriculos escolares en educacién
basica. Se analiza la pertinencia de conocer la base tedrica y empirica en la cual se
fundamentan los estandares. Paralelamente se hace una propuesta para conducir una
investigacion sistematica sobre los factores y procesos psicoldgicos que pueden determinar
el desarrollo de determinadas competencias en estadistica siguiendo la I6gica del Modelo de
las Interacciones Didacticas.

Abstract

In this article the importance of the development of statistical competences in students is
described, their relation to national and international evaluations, the establishment of
standards and the adjustments recently made to scholar curricula in basic education. The
pertinence to know the theoretical and empirical fundamentals on which the standards are
based is analyzed. In parallel, a proposal is made to conduct a systematic research on
psychological factors and processes that may determine the development of statistical
competences following the logic of the Model of the Didactic Interactions.

Introduccion

Los resultados obtenidos por estudiantes mexicanos en diversas evaluaciones
nacionales e internacionales como ENLACE y PISA respectivamente, muestran
desempenos deficientes en la disciplina de matematicas. De acuerdo con la
clasificacion utilizada en la prueba ENLACE aplicada en 2007, un 77% de los
estudiantes en educaciéon primaria -6 a 12 afos de edad— tuvo un nivel de logro
“‘insuficiente a elemental” y en educacion secundaria —12 a 15 afios — en el mismo
nivel de logro se ubico el 94.4% de los estudiantes evaluados, contrastando con el
0.5% que se posiciond en el nivel de logro “excelente” (INEE, 2007). Resultados
similares se presentaron en la evaluacion PISA de los afios 2003 y 2006. En efecto,
los puntajes obtenidos colocan a los estudiantes en el nivel 1 de 6 que comprende la
escala global del nivel de desempefio en matematicas (OCDE, 2003; OCDE, 2007).

Como se puede observar, los resultados obtenidos por estudiantes mexicanos
de educacion primaria y secundaria evidencian un “bajo rendimiento” en términos de
dominio de las matematicas, tanto en evaluaciones nacionales como internacionales
Sin embargo, los estudiantes de otras naciones tampoco muestran resultados
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sobresalientes. En la evaluacion PISA 2003 —que hizo énfasis en la disciplina de
matematicas—, unicamente Hong Kong — China y Finlandia pudieron alcanzar en
promedio el nivel 4 de 6. En relacion con la evaluacion practicada en 2006, Corea y
Taipéi China también alcanzaron el nivel 4. Resultado de lo anterior, los niveles de
competencia matematica y estadistica 5 y 6 en la evaluacion PISA 2003 y 2006
quedaron desiertos.

Estos resultados son relevantes si se considera que en las ultimas tres
décadas se ha incrementado el interés por la ensefianza de la estadistica en todos
los niveles educativos, particularmente por las sugerencias de organismos, institutos
y asociaciones internacionales de fomentar el desarrollo de una cultura estadistica
en los ciudadanos. Es asi que diversas naciones alrededor del mundo han hecho
adecuaciones a los curriculos escolares, destacando el papel asignado a esta
disciplina. También se muestra un marcado interés por adaptar los curriculos en
términos de estandares internacionales, de tal forma que diversos organismos
nacionales e internacionales han promovido la practica de evaluaciones académicas
de los desempenos en estadistica.

Laimportancia de ser competente en estadistica

La estadistica es una de las disciplinas que mas importancia han tenido desde
los inicios mismos del hombre. En las ultimas décadas, sus métodos y aplicaciones
han permeado la mayoria de las areas de la ciencia. La realidad es que se ha
convertido en una disciplina que evolucioné para quedarse e incorporarse a la
cultura de la sociedad moderna. Actualmente la estadistica esta mucho mas
relacionada con otras disciplinas que las matematicas. Se ha usado como lenguaje y
método de investigacion cientifica en areas tan diferentes como la linguistica,
geografia, fisica, ingenieria, psicologia y economia (ICMI/IASE, 2006)

Sin embargo, en contextos mas generales, como las notas que aparecen en
medios masivos de comunicacién, es comun encontrar informacion con errores en la
presentacion y valoracion de los datos. Del mismo modo, en documentos
académicos se pueden encontrar representaciones graficas y tablas mal elaboradas.
En las aulas escolares ocasionalmente se detectan concepciones erroneas sobre
conceptos estadisticos basicos. Lo anterior tiene naturalmente implicaciones
desfavorables para la sociedad que los lee, observa o escucha. Por tanto, para el
ciudadano comun el saber estadistica se ha convertido en una necesidad y una
obligacion de su educacidén integral porque implica mas que su uso como
herramienta, técnica o método.

Cultura estadistica
Derivado de lo anterior, en las ultimas dos décadas se ha venido forjando el

término statistical literacy o cultura estadistica. En efecto, tanto en eventos
académicos como en multiples publicaciones especializadas alrededor del mundo,
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es constante el uso de este término para referirse al hecho de que la estadistica
forma parte de la herencia cultural necesaria para un ciudadano educado. Ya en
1998 Maria Ottaviani hacia alusion al término cuando mencionaba que la UNESCO
implementaba politicas de desarrollo econdémico y cultural para todas las naciones,
incluyendo la alfabetizacion numérica. En esta ultima menciona que es importante
difundir la estadistica entre los ciudadanos no solo como técnica para manipular
datos cuantitativos sino también como cultura, particularmente en términos de
capacidad de comprension logica.

Por otra parte, este término se ha empleado de varias maneras en los ultimos
afnos. Katherine K. Wallman lo define en 1993 como la habilidad para entender y
evaluar criticamente los resultados que impregnan la vida de los ciudadanos dia a
dia, a la par de la habilidad para apreciar las aportaciones que el pensamiento
estadistico puede hacer en nuestra toma de decisiones en el ambito personal y
profesional. Garfield (1999) lo describe como el entendimiento del lenguaje
estadistico en funcién de palabras, simbolos y términos, que permitiran a su vez
interpretar gréaficos y tablas, aunado a la lectura con sentido de la estadistica
encontrada en notas y medios en general. Para Pefialoza y Vargas (2006), implica la
habilidad para interpretar y evaluar criticamente informaciéon, argumentos,
fendmenos estocasticos, asi como la habilidad para comunicar y comprender
significados e implicaciones en la toma de decisiones y la representatividad de las
conclusiones obtenidas. Gal (2002) indica que la cultura estadistica se refiere a la
habilidad de las personas para interpretar y evaluar criticamente informacion y
argumentos en el campo de la estadistica. Menciona que esta informacion puede
encontrarse en diversos contextos, como los medios de comunicacién pero sin
circunscribirse a ellos. Hace referencia a la habilidad para comunicar y discutir
opiniones e inquietudes respecto a tal informacion cuando sea relevante (también
citado por Watson y Chick, 2004; Batanero, 2002)

En suma, el término cultura estadistica ha evolucionado en los ultimos anos.
Cada vez es mayor la insistencia de académicos de diversas naciones en la
necesidad de que los ciudadanos sean estadisticamente cultos. Por tanto, diversos
comités, asociaciones, institutos y organismos internacionales han promovido
adecuaciones a los curriculos escolares, sugiriendo que la ensefianza de la
estadistica asuma un papel acorde a las necesidades actuales de la sociedad.

El proposito de este articulo es reflexionar sobre la necesidad de conocer con
precision la base tedrica y empirica en la cual se fundamentan los estandares en
estadistica contemplados en evaluaciones nacionales e internacionales y a partir de
los cuales se hacen adecuaciones a los curriculos escolares, especialmente en
educacién basica. Paralelamente se hace una propuesta para conducir una
investigacion sistematica sobre los factores y procesos psicolégicos implicados en el
desarrollo de competencias en estadistica, siguiendo la logica del Modelo de las
Interacciones Didacticas propuesto por Carlos Ibanez en 2007.

-
U N I';EB? NREVISTA IBEROAMERICANA DE EDUCACION MATEMATICA - SEPTIEMBRE DE 2008 - NUMERO 15 - PAGINA 35



Estandares en educacion estadistica: Necesidad de conocer la base tedrica y empirica que los sustentan
Jesus Humberto Cuevas Acosta y Carlos Ibafiez Bernal

Evolucién de la estadistica en el curriculo escolar

En los ultimos anos la ensefianza de la estadistica se ha hecho presente en el
curriculo escolar de las asignaturas de matematicas, particularmente en la
educacion basica. En la educacion superior su ensefianza tiene ya un espacio
propio. Lo anterior ha generado un auge en la investigacion orientada a crear
curriculos acordes a las necesidades de la sociedad actual.

Inglaterra se encuentra entre los pioneros en el desarrollo de curriculos
escolares donde se re-significa la ensenanza de la estadistica. Un ejemplo de lo
anterior son los proyectos desarrollados por el Schools Council Project on Statistical
Education dirigido a estudiantes entre 11 y 16 afios de edad. También en Italia se
han desarrollado proyectos de reforma a los curriculos escolares. Desde 1979
miembros de la Sociedad Estadistica Italiana introdujeron tépicos probabilisticos en
el curriculo escolar en escuelas de nivel medio basico, con estudiantes entre 11y 14
afos de edad. Posteriormente se incluyd probabilidad, estadistica y ciencias
computacionales en el curriculo escolar de educacién elemental. En las ultimas dos
décadas han continuado los ajustes curriculares donde la estadistica ademas de
tener mayor importancia, esta configurando un espacio propio, de tal forma que para
académicos como Maria Ottaviani y Silio Rigatti, la matematica y la estadistica
muestran muchos puntos de contacto, aunque las consideran como dos disciplinas
distintas (Ottaviani y Rigatti, 2004, citados en Burrill y Camden, 2005). Estrada
(2002) senala que en Espana se contempla la ensefianza de la estadistica como
parte importante dentro de los curriculos escolares. En los ultimos 15 afios se han
hecho reformas en la ensefianza en todos los niveles educativos. Particularmente se
concede una valoracion muy positiva a la ensefianza de la estadistica en niveles
escolares basicos.

Por otra parte, en los Estados Unidos de América se han desarrollado
proyectos importantes. Uno de ellos es el lamado Data Driven Curriculum Strand for
High School Mathematics, creado por la National Science Fundation (NSF). Segun
Hopfensperger (1994), este proyecto fue dirigido a estudiantes del los grados 9-12.
Otro proyecto es el Quantitative Literacy Project, fundado en 1985 por este mismo
organismo. En forma similar, el National Council of Teachers of Mathematics
(NCTM), ha adoptado las propuestas de la American Statistical Association (ASA)
con relacion a la necesidad de integrar ideas modernas del analisis de datos para
estudiantes de distintos niveles educativos. Por tanto, desde 1991 ha incorporado en
sus estandares curriculares un apartado sobre analisis de datos y probabilidad.

También en América Latina se han desarrollado proyectos curriculares que
enfatizan la importancia de ensenar estadistica en diversos niveles educativos.
Destaca el programa de extension en ciencia y tecnologia en probabilidad y
estadistica llamado Explora, coordinado por la Comision Chilena de Investigacion en
Ciencia y Tecnologia (CONICYT). Aravena, Del Pino e Iglesias (2001) mencionan
gue una parte de este programa fue el proyecto Azar, Ciencia y Sociedad, dirigido a
estudiantes de 15 a 17 afos de edad. Por otra parte, Kucukbeyaz, Batto y Rosa
(2006) indican que en Argentina se han hecho adecuaciones a los curriculos
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escolares para incorporar la estadistica desde la educacidn basica hasta la
polimodal.

En Asia destacan las reformas curriculares impulsadas en China. En 1980
integré la ensefianza de la probabilidad y estadistica en su educacion secundaria y
en 1990 realizaron ajustes en su curriculo incrementando el numero de horas
dedicadas a su ensefianza. Debido al creciente movimiento internacional para
introducir la estadistica en los curriculos escolares, el ministerio de educacion ha
impulsado una reforma curricular que las incluya en su educacion basica y media
basica. La implantacion comenz6 en el afio 2001 y su velocidad de expansion ha
sido extraordinaria (Li, 2004, citado en Burrill y Camden, 2005.)

En Oceania, naciones como Australia y Nueva Zelanda tienen una larga
tradicion en el impulso al desarrollo de una cultura estadistica en su sociedad. La
consideran una meta importante en sus curriculos escolares. Entre las reformas
curriculares destacan las promovidas por el Australian Education Council (AEC) en
1991 y 1994. Nueva Zelanda por su parte realizd ajustes a su curriculo en 1992 y
1993. Ambas naciones enfatizan la importancia de la estadistica en otras disciplinas
como la fisica, biologia, educacion ambiental, salud, historia, geografia, educacion
fisica, entre otras (Watson y Callingham, 2004, citados en Burrill y Camden, 2005.)

Estandares en educacion

En las ultimas décadas diversos organismos internacionales comenzaron a
impulsar el establecimiento de estandares en la educacion en todos los niveles
educativos. La UNESCO, a través del Laboratorio Latinoamericano de Evaluaciéon de
la Calidad de la Educacion (LLECE), plantea la necesidad de establecer estandares
con el objetivo de que los usuarios del sistema educativo tengan una idea clara
sobre lo que ofrecen las escuelas y lo que pueden esperar de ellas (Casassus,
1997).

Uno de los organismos que ha ejercido mayor influencia es la Organizacion
para la Cooperacion y el Desarrollo Econémico (OCDE). Esta organizacion creo el
Programa Internacional para la Evaluacion de los Estudiantes (PISA) en 1997. El
objetivo primario es dar seguimiento a los resultados en los sistemas educativos de
los paises miembros, utilizando instrumentos de evaluacion con soélidas propiedades
de medida, autenticidad y validez educativa. Segun la OCDE (2004), diversos
aspectos —como la preparacion de los estudiantes para afrontar los retos presentes
y futuros, dudas sobre la capacidad de analizar, razonar y comunicar ideas
adecuadamente, asi como la incertidumbre sobre la capacidad de los jévenes para
lograr aprendizajes a lo largo de sus vidas— conformaron las preguntas basicas
cuyas respuestas necesitan conocer autoridades educativas y la opinidon publica en
su conjunto. Este programa evaluativo constituye por si mismo una “recomendacién”
para el establecimiento de estandares a sus paises miembros, con la consabida
adecuacion de los curriculos escolares.
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El programa evalua el rendimiento de estudiantes de 15 afios especificamente
en los campos de lectura, matematicas y ciencia. En relaciéon al area de
matematicas, se evaluan “conocimientos” y habilidades en los estudiantes a partir de
tres dimensiones relacionadas con los conceptos, procesos y situaciones de
aplicacion. Aproximadamente la cuarta parte de los reactivos en esta area estan
orientados a medir las competencias de los estudiantes en probabilidad y
estadistica. Segun el documento sobre el marco de trabajo para la evaluacién en
ciencia, lectura y cultura matematica, la probabilidad y estadistica tiene especial
importancia para la educacion matematica en areas como la produccion, analisis y
presentacion de datos, asi como probabilidad e inferencia. Una razén de lo anterior
son las multiples recomendaciones para que estas disciplinas tengan un espacio
mas prominente en los curriculos escolares, particularmente del Committee of
Inquiry into the Teaching of Mathematics in Schools en 1982 y del National Council
of Teachers of Mathematics (NCTM) en los afios 1988 y 2000 (OCDE, 2006). En la
siguiente tabla se presentan algunas recomendaciones derivadas de los estandares
curriculares americanos propuestos por el National Council of Teachers of
Mathematics en el afio 2000.

Tabla #1. Algunas recomendaciones por nivel escolar

Nivel Deben ser capaces de:
Preescolar Plantear preguntas y recopilar datos sobre si mismos y sus alrededores.

Ordenar y clasificar objetos segun sus caracteristicas y organizar datos sobre los objetos.

Estudiantes Disefiar investigaciones para contestar una pregunta y considerar como los métodos de
de 3° a5° recogida de datos afectan al conjunto de datos.
grado Recoger datos de observacion, encuestas y experimentos.
Representar datos en tablas, gréficos de linea, puntos y barras.
Reconocer las diferencias al representar datos numéricos y categoricos.
Usar las medidas de posicién central, particularmente la mediana y comprender qué es lo que
cada una indica sobre el conjunto de datos.
Comparar distintas representaciones de los mismos datos y evaluar qué aspectos importantes
del conjunto de datos se muestran mejor con cada una de ellas.

Estudiantes Seleccionar, crear y usar representaciones graficas apropiadas de datos, incluyendo

de 6° a8° histogramas, diagramas de caja y de dispersion.

grado Encontrar, usar e interpretar medidas de tendencia central y de dispersion, incluyendo la
media y rango intercuartil.
Discutir y entender la correspondencia entre grupos de datos y sus representaciones
graficas, especialmente histogramas, diagramas de tallo y hojas, diagramas de caja y de
dispersion.
Utilizar las observaciones sobre diferencias entre dos o mas muestras para hacer
conjeturas sobre las poblaciones de donde las muestras fueron tomadas.
Hacer conjeturas sobre relaciones posibles entre dos caracteristicas de una muestra en
base a los diagramas de dispersion de los datos y de las lineas aproximadas del ajuste.

Estudiantes Calcular estadisticas basicas y poder diferenciar entre un estadistico y un parametro.
de 9°a 12° Para mediciones de datos univariados, ser capaz de representar su distribucion, describir su
grado forma y calcular resumenes estadisticos.
Para mediciones de datos bivariados, construir graficas de dispersion, describir su forma,
determinar ecuaciones de regresion y coeficientes de correlacion usando herramientas
tecnoldgicas.
Identifique tendencias en datos bivariados y encuentre las funciones que modelan o
transforman los datos.
Usar la simulacion para explorar la variabilidad de la muestra de una poblacién conocida y
construir distribuciones muestrales.
Calcule e interprete el valor esperado de variables aleatorias en casos simples.
Entender el concepto de probabilidad condicional y eventos independientes.

Es asi que se observa en los estandares del NCTM (2000) una tendencia hacia
una ensefianza de la estadistica orientada a los datos. Prueba de ello son sus
recomendaciones curriculares para los niveles de ensefianza del 2° al 12° grado en
los Estados Unidos de América. Aunque estos estandares fueron desarrollados para
el sistema educativo estadounidense, su influencia se ha extendido a diversos
paises que los han adoptado total o parcialmente para configurar sus propios
curriculos escolares.
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En el caso de México, desde finales de la década de 1990 se han aplicado
pruebas estandares nacionales, especialmente a partir del afio 2002 cuando se
fundé el Instituto Nacional para la Evaluacién Educativa (INEE). Este instituto realizé
en 2005 un estudio comparativo para evaluar estudiantes que cursaban el 6° grado
de primaria y 3er grado de secundaria utilizando un instrumento aplicado
previamente en 1999 por la Direccion General de Evaluaciéon (DGE) de la Secretaria
de Educacién Publica (SEP). De acuerdo con el INEE (2005), el estudio empled
cuatro pruebas de estandares nacionales para medir dominios en dos grandes
areas: comprension lectora y matematicas. En relacién con esta ultima, se midieron
las habilidades desarrolladas por los estudiantes en seis ejes tematicos, destacando
los referidos a la presentacion, tratamiento de la informacion y probabilidad.

Puede notarse entonces que el establecimiento de estandares en los sistemas
educativos de diversos paises es una realidad. Se distingue la consideracion y el
énfasis dado al establecimiento de estandares y a la medicion de habilidades y
competencias en estadistica. Lo anterior exige que profesores, investigadores y
autoridades educativas analicen y valoren el panorama actual de la ensefianza de la
estadistica en sus instituciones, incluyendo el método que lo fundamenta.

Panorama actual de la investigacion en educacion estadistica

En las ultimas décadas han predominado los paradigmas cognitivos como
sustento tedrico y guia para la ensefianza de la ciencia. Histéricamente, estos
paradigmas son producto de las posiciones platdonicas que asignaban a la mente
humana un papel causal del desempefio humano ante la realidad. Dentro de esa
l6gica mentalista, se llegd a considerar el conocimiento como “algo” que se
descubre, y que solo puede ser demostrado si se tiene “almacenado” en la propia
mente. En estos paradigmas se observan metaforas distintas que han guiado la
investigacion: el aprendizaje como adquisicion de respuestas, como adquisicién de
conocimiento y el aprendizaje como construccion de significados (Mayer, 1992;
citado por Beltran, 2002).

Dentro de los paradigmas cognitivos, llama la atencion la acepcién dada a
conceptos como aprendizaje y conocimiento, asi como el papel asignado al profesor.
Por ejemplo, es comun la acepcidén de que un aprendizaje “requiere conocimiento” y
que éste ultimo para ser util, debe “ser comprendido”. También se hace alusién a la
necesidad de que el estudiante “haga algo” con el conocimiento que le es
“presentado” por un profesor; para ello se le sugiere que lo “manipule” y asi estar en
condiciones de “construir’” su propio conocimiento. De igual forma, otra vertiente
cognitiva postula que el aprendizaje implica una “asimilacién” organica y que el
estudiante no se limita a la “adquisicion” de conocimiento, sino que ademas Ilo
“construye” usando sus conocimientos previos. Asi, el papel asignado al profesor no
es unicamente el de suministrar conocimientos, sino también compartir y participar
en su construccion.

Aunado a lo anterior, la acepcion de aprendizaje dada en los paradigmas
cognitivos es un tanto ambigua. Segun Woolfolk (1996), dentro de esta perspectiva,
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el aprendizaje es un proceso mental activo que consiste tanto en “adquirir’,
“recordar” y “utilizar” el conocimiento, aunque perspectivas mas modernas sugieren
que el conocimiento se “construye” y enfatizan que un individuo debe utilizar al
maximo sus “herramientas mentales” que tiene a su disposicidén para lograrlo.

Como se ve, estos paradigmas asignan a estos conceptos atributos tangibles y
susceptibles de ser descritos en términos positivos, lo cual implica una concepcion
errdnea que se traducira en una articulacion teorica incongruente, con una aplicacion
limitada y resultados difusos. El conocimiento no es un objeto fisico, por lo que no se
puede tocar, manipular, transmitirse, construirse o incluso compartirse; al menos de
acuerdo a la acepcién dada en este paradigma. De forma similar, al conceptualizar
el conocimiento como si fuera un “objeto fisico”, la acepcidon de aprendizaje como
asimilacion resulta poco clara. Como menciona Ibafez (2007):

Sin embargo, quizas después de realizar un examen cuidadoso del concepto de
conocimiento y reflexionar sobre su naturaleza, se pueda concluir que el conocimiento
en realidad no es una cosa, es decir, no posee las propiedades que por lo comun
definen a las entidades concretas y sustanciales. El conocimiento—admitase—no tiene
masa, ni volumen, ni ocupa un lugar en el espacio; no se le puede ver, oir, oler o
tocar; tampoco se puede comprar, guardar o intercambiar; el conocimiento es
insustancial. (p. 89)

Por otra parte, en el paradigma cognitivo se argumenta que

“no es suficiente que el profesor actie como transmisor de conocimientos o
facilitador del aprendizaje, sino que tiene que mediar el encuentro de sus alumnos con
el conocimiento [negritas afiadidas], en el sentido de orientar y guiar la actividad
constructiva de sus alumnos, proporcionandoles una ayuda ajustada y pertinente a su
nivel de competencia”. (Diaz y Hernandez, 1998, p. 11)

De nuevo sobresale la acepcidn de conocimiento como un objeto que puede
ser transferido o construido y el papel de profesor como mediador. En palabras de
Ibafiez (2007):

“Bajo esta figura metaférica, el profesor opera como un intermediario encargado
de conseguir un producto —el conocimiento— para ofrecerlo a los estudiantes, quienes
podran adquirirlo de acuerdo a sus intereses y motivaciones” (p. 91)

Ahora bien, a pesar de las ambiguedades encontradas en el paradigma
cognitivo y sus orientaciones constructivistas, se reconoce que en las ultimas
décadas sus postulados tedricos y metodologicos han tenido una considerable
influencia en la investigacion. Ya en 1995 Pérez y Gallego-Badillo mencionaban que
el constructivismo era el marco tedrico y metodolégico que orientaba la gran mayoria
de las investigaciones en ensefianza de las ciencias a nivel mundial. Estos
postulados también han influido la investigacion en educacién estadistica. Segun
Batanero, Garfield, Ottaviani y Truran (2000), la investigacion en educacion
estadistica es reciente y la formacion disciplinar de los investigadores es variada.
Producto de lo anterior, hay una relacion estrecha entre los problemas de
investigaciéon sobre la ensefanza de la estadistica y los enfoques teoricos y
metodoldgicos utilizados.
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Por otra parte, se considera a la Asociacion Internacional para la Ensefianza de
la Estadistica (IASE por sus siglas en inglés) como una de las principales impulsoras
de la educaciéon estadistica. Sobresale el apoyo que otorga a las Conferencias
Internacionales en Ensefanza Estadistica (ICOTS) que se realizan cada cuatro afios
en diferentes lugares alrededor del mundo. En estas conferencias se presentan los
reportes de la investigacion en educacion estadistica mas relevantes y que
generalmente se han sustentado en paradigmas cognitivo - constructivistas. En
consecuencia, se promueve la implementacién de métodos de ensefianza derivados
de teorias de aprendizaje “generalmente aceptadas”, pero que muestran las
concepciones ambiguas que se describieron lineas atras, especialmente las
relacionadas con el conocimiento como objeto fisico, el aprendizaje como proceso
de asimilacion de conocimiento, y el papel del profesor como gestor, facilitador, o
mediador para que los estudiantes construyan conocimiento. Algunas propuestas
sustentadas de alguna manera en estos paradigmas son las de (Fields, Baxter y
Seawright, 2006; MacCullough, 2007; Miller, 2000; Pefaloza y Vargas, 2006; Rysz,
2005).

No obstante, en la ultima década ha cambiado la orientacion de la investigacion
en educacion estadistica. En efecto, los trabajos presentados en las primeras
ediciones de los ICOTS tuvieron como centro de atencion la problematica
relacionada con los procesos de ensefianza — aprendizaje. Actualmente el énfasis se
ha desplazado a la comprension y el desarrollo de competencias de los estudiantes
(Ottaviani, 2002; citada por Batanero, 2002). También destaca la importancia que
organismos internacionales como la UNESCO y la OCDE otorgan a la promocion,
desarrollo, estandarizacion y evaluacion de competencias en los estudiantes de
todos los niveles educativos (UNESCO, 2005; OCDE, 2006).

Sin embargo, esta nueva orientacion en investigacion sobre educacion
estadistica no ha implicado una evoluciéon en los fundamentos psicolégicos de las
propuestas educativas para desarrollar competencias en estadistica. Se observan
las mismas concepciones ambiguas que en las propuestas educativas con
basamento cognitivo enfocadas a tratar los problemas relacionados con el proceso
de ensefianza — aprendizaje. Incluso se han radicalizado las posturas asumidas por
los defensores del paradigma cognitivo, de tal forma que existe poca apertura a
considerar otras opciones y perspectivas. Lo anterior representa un obstaculo para
lograr una evolucién satisfactoria en el tratamiento de la problematica educativa, ya
que paraddéjicamente, esta comunidad epistémica defensora del paradigma cognitivo
esta incurriendo en practicas dogmaticas histéricamente rechazadas y utilizadas
como fundamento de su critica hacia otras opciones y perspectivas.

Por otra parte, al parecer los métodos de ensehanza fundamentados en el
paradigma cognitivo no estan respondiendo a las necesidades actuales de la
sociedad. Resulta extrafio que a mas de cuarenta anos de la implementacion de
modelos de enseflanza con soporte en este paradigma, los resultados son poco
claros. La mayoria de los estudiantes no se desempefan adecuadamente ni
cumplen con lo que Ibafiez (2007) llama criterios morfolégicos y funcionales
establecidos por una determinada comunidad epistémica. No se observa evolucién
consistente en el desempefio de cada estudiante ante situaciones especificas. En
cuanto al papel del profesor, los métodos cognitivos de ensefianza le dificultan el
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poder desarrollar competencias en sus estudiantes. Esto es asi posiblemente por
diversas razones:

1. Frecuentemente el profesor no se adecua al contexto requerido para que sus
estudiantes desarrollen competencias.

2. El profesor presta poca atencién a la evoluciéon del comportamiento de los
estudiantes frente a situaciones especificas.

3. En relacién con su desempefio, el profesor no le indica a sus estudiantes los
criterios de logro competencial.

4. Generalmente el profesor intenta desarrollar competencias en forma
enciclopédica en lugar de mostrarle a sus estudiantes el “como se hace o se
dice”.

Las razones anteriores pueden ser un factor explicativo de las aseveraciones
dadas por profesores y autoridades académicas en relacién al declive académico de
los estudiantes. Este declive se puede observar en los resultados obtenidos en las
diversas evaluaciones nacionales e internacionales. Lo anterior resulta contradictorio
si se considera la supuesta “madurez” del paradigma cognitivo- constructivista.

En suma, las propuestas educativas en la ensefianza de la estadistica no estan
mostrando los resultados esperados en relacién con el desarrollo de competencias
en los estudiantes. Se reconoce que los principales institutos y asociaciones
promotoras de la investigacion en ensefianza de la estadistica tienen como foco de
atencion el desarrollo de competencias en los estudiantes, sin embargo, continuan
estimulando la fundamentacion de los estudios en el marco de este paradigma aun y
cuando éste presenta una fragilidad manifiesta en conceptos clave y un énfasis en
los procesos mentales con la subjetividad que implica.

Partiendo de estas observaciones y considerando las recomendaciones para
establecer estandares internacionales en la educacion estadistica por parte de
influyentes institutos, comités y asociaciones, asi como su influencia en la
orientacién de los reactivos, método y dominios a evaluar que componen las
pruebas nacionales e internacionales, surgen varias interrogantes que exigen ser
contestadas:

¢ Qué razones pueden darse para explicar el bajo rendimiento de los
estudiantes en las diversas evaluaciones en que participan? ¢ Tienen los estudiantes
matriculados en los niveles educativos iniciales el desarrollo psicologico suficiente
para desempenarse adecuadamente en las tareas estadisticas que exigen las
diversas evaluaciones nacionales e internacionales?;Qué relacion tienen los
resultados de las evaluaciones internacionales como PISA con la necesidad de un
giro en las opciones y perspectivas psicoldgicas para mejorar el desempefio de los
estudiantes en estadistica?;Cual es el sustento tedrico y empirico de los estandares
en estadistica que se consideran para su evaluacién en educacion basica y media
basica por parte de los principales organismos evaluadores y que a la postre se
utilizan para reconfigurar los curriculos escolares?
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Conclusiones

En este articulo se presenta un panorama general de la influencia de diversas
asociaciones y organismos multilaterales en el establecimiento de estandares en la
ensefanza de la estadistica, las pruebas derivadas para su evaluacion y la
adecuacion de los curriculos escolares. También se alude a los insuficientes
resultados obtenidos de la aplicacion en educacion del paradigma cognitivo—
constructivista y de sus modelos psicopedagdgicos en las ultimas décadas, los que
reclaman un cambio radical en la perspectiva a través de la cual se aborda la
practica y la investigacion de la problematica educativa en relacion con la ensefianza
de la estadistica, especialmente en educacién basica. Se hizo un énfasis especial en
la falta de claridad en el sustento empirico que se ha considerado para afirmar que
los estudiantes que cursan este nivel escolar tienen la capacidad requerida para
abordar y desempefarse adecuadamente en las tareas estadisticas demandadas
por los estandares establecidos en esta disciplina.

Estas razones, hacen que sea urgente revisar a profundidad y detalladamente
la investigacion psicologica llevada a cabo en el dominio de la estadistica que
permita determinar la consistencia del sustento tedrico y empirico para establecer
estandares en la ensefianza y evaluacion de esta disciplina a edades tempranas. En
caso de encontrar inconsistencias, se debera generar evidencia empirica suficiente
para corroborar o refutar la pertinencia de los estandares propuestos. De llevarse a
cabo dicha indagacion empirica, creemos que el Modelo de Interacciones
Didacticas, sustentado en los postulados de la Psicologia Interconductual,
representa una alternativa natural para abordar sistematicamente esta problematica
Este modelo considera a los procesos educativos como interacciones complejas
entre el estudiante y el ambiente ante el cual debe aprender a desempefarse
observando los criterios convenidos en una determinada comunidad epistémica.
Estas caracteristicas del modelo hacen innecesario concebir el aprendizaje como
proceso mental para en su lugar comprenderlo como logro de criterios del
desempenio individual. Este solo cambio conceptual genera una mayor precision y
congruencia en sus conceptos, coherencia en su método de trabajo y hace énfasis
en analizar los procesos observables entre los principales agentes y factores
educativos, lo que permite generar hipotesis factibles de ser probadas.
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A investigacao como eixo da formacao docente em
Educacdo Matematica
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Resumen

Neste artigo discutimos a necessidade de mudanca no processo de ensino e pesquisa
praticado em cursos de licenciatura em matematica, pois a diretriz para a formacdo do
professor de matematica deve priorizar o desenvolvimento da habilidade investigatéria desse
profissional, apoiando-se em trés pilares: 0s aspectos histdrico-epistemologicos da
matematica, o contexto socio-cultural e o processo cognitivo de geracdo da matematica.
Acreditamos que assim o futuro professor fard na sua pratica docente uma investigacéo
constante do desenvolvimento cognitivo dos estudantes.

Abstract

In this article we discussed the change need in the teaching process and researches
practiced in degree courses in mathematics, because the guideline for the mathematics
teacher's formation should prioritize the development of that professional's ability
investigatory, leaning on in three pillars: the aspects description-epistemological of the
mathematics, the sociocultural context and the cognitive process of generation of the
mathematics. We believed that the future teacher will do like this in your educational practice
a constant investigation of the students cognitive development

1. Primeiras consideracdes

Desde os tempos pré-histéricos tem-se notado que a humanidade desenvolve
estratégias cognitivas na perspectiva de ler, interpretar, compreender e explicar as
realidades natural, social e cultural referente a sua sobrevivéncia no planeta. No
decorrer do seu desenvolvimento historico-civilizatério as sociedades sempre
buscaram construir espacos que viabilizassem o intercAmbio das estratégias
cognitivas geradas, bem como a consolidacdo e difusdo dos conhecimentos
acumulados a partir do exercicio dessas estratégias. Historicamente, o processo
produtivo do conhecimento humano concretizou-se com a formacdo de um corpo
tedrico-préatico de saberes que preservou as estratégias de pensamento geradas em
diferentes contextos sécio-culturais, bem como a sua ampliagdo em dimensdes que
subsidiaram diversos avancos na busca de solugbes para os problemas de
sobrevivéncia humana.

Os ambientes de intercambio do conhecimento produzido se materializam com
a criacdo dos ambientes escolares, em niveis e modelos diferenciados, conforme o
contexto historico, filoséfico e cultural de cada sociedade. Nesse panorama surgiu 0
modelo universitario de ensino com a perspectiva de criar ambientes de
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formalizacao, sistematizacéo e validacdo do conhecimento, muitas vezes, produzido
em diferentes contextos socio-culturais.

Neste artigo discutimos a necessidade de mudanca no processo de ensino e
pesquisa praticado em cursos de licenciatura em matematica, pois a diretriz para a
formacdo do professor de matematica deve priorizar o desenvolvimento da
habilidade investigatéria desse profissional. Para isso deve apoiar-se nos aspectos
historico-epistemologicos da matemética, no contexto sécio-cultural em que ela se
desenvolveu e se desenvolve atualmente e o processo cognitivo de geracdo dessa
matematica pelo estudante. Acreditamos que assim o futuro professor fara na sua
pratica docente uma investigacdo constante do desenvolvimento cognitivo dos
estudantes.

E importante considerarmos a matematica como um conhecimento
sistematizado em continua transformacdo, o que favorece o desenvolvimento de
uma proposta de ensino centrada na investigagdo histérica como eixo para a
formacdo de professores de matemaética.

2. Um conhecimento sistematizado em continua transformacao

Historicamente a matematica construida pela sociedade foi difundida
culturalmente, mantida viva por estudiosos sobre o assunto, selecionada e
reorganizada de acordo com a necessidade da ciéncia, e armazenada
posteriormente em textos de divulgacao cientifica ou em manuais escolares. Esse
percurso histérico, entretanto, nos permite estabelecermos um dialogo entre o
conhecimento aprendido e disseminado mecanicamente, a memodria da pratica
manipulativa que utiliza os objetos matematicos, os textos, documentos, relatos da
pratica e outros registros de um modo geral, que os armazena para torna-los
publicos.

Partindo dessa possibilidade, é possivel utilizarmos a matematica produzida
por outros povos e em outras épocas, para produzir novas matematicas, compara-
las com a producéo anterior e ampliar o corpo de conhecimento ja existente. Essa
dindmica implica armazenar, selecionar e dispor das informacdes matematicas
conforme as necessidades configuradas em diferentes contextos e épocas, 0 que
perpassa a producdo socio-cultural de cada sociedade. Nesse movimento,
percebemos que o individuo ndo € um observador passivo e, por esse motivo,
sempre adiciona suas impressfes ao conhecimento experienciado.

Conclui-se dai, entdo, que o conhecimento produzido traz consigo a
subjetividade inerente ao contexto sécio-cultural de quem o produz, posto que essa
matematica € construida historicamente em um processo cognitivo ocorrido nos
diversos contextos sdcio-culturais e se configura sob a forma de questdes resolvidas
e questdes em aberto, que determinam os diversos modos de explicar, compreender
e interrogar-se diante dos desafios fornecidos pelo contexto em social.
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As questdes sao geradas na tentativa de resolver problemas do cotidiano. Na
medida em que sao resolvidas, oferecem elementos que viabilizam a criacdo de um
processo de codificacdo do problema visando a sua comunicacdo, bem como a
(re)utilizacao desse processo de representacéo codificada, na solucao de problemas
similares surgidos diariamente ou, até mesmo, na sua reformulacdo viando a
tentativa de solucdo dos novos problemas gerados sécio-culturalmente. Essas sdo
chamadas de questbes resolvidas, o que para muitos sdo chamadas, também,
modelos matematicos.

Nessa determinacdo de respostas para as questbes surgidas nos problemas
cotidianos bem como na sua codificacdo, via formulacdo matematica, as solucdes
das questbes sempre deixam emergir novos questionamentos sobre o problema,
que precisam melhor ser explicados. Surgem assim novas questdes, aqui chamadas
de questdes em aberto. Essas questdes, entretanto, surgem nas entrelinhas de cada
questao resolvida e codificada, constituindo-se em fontes provocadoras para novos
estudos, transformando, assim, o processo de geracado de conhecimento em um ato
ciclico de producdo de estratégias e representacdes mentais ou simbdlicas que
sustentam os modelos matematicos.

Consideramos, portanto, que o conhecimento matematico é gerado e
organizado, primeiramente, a partir de questdes abertas surgidas no contexto socio-
cultural, como estratégias de pensamento, elaboradas com vistas a solucionar 0s
problemas surgidos cotidianamente. Quando tais questdes s&o resolvidas e
codificadas, passam a se constituir em conhecimentos formalizados que estao
prontos para serem comunicados e difundidos através de divulgacéo cientifica — o
chamado conhecimento institucionalizado, ou seja, o conhecimento considerado
cientifico que sera disseminado no meio escolar. O descritor a seguir, mostra como
esse processo se configura (Figura 1).

Assim, as questdes respondidas passam a se tornar instrumentos ou
ferramentas mateméaticas que se configuram como representacfes das estratégias
cognitivas a serem utilizadas na busca de solucBes para novas duvidas surgidas
e/ou para as interrogacées matematicas ja existentes. Tais questdes, muitas vezes,
sdo usadas para solucionar as questdes em aberto. Percebe-se, entretanto, que na
medida em que as questdes sao codificadas, geram constantemente, Nnovos
guestionamentos que se configuram em novas questdes em aberto.

Diante das consideracdes apresentadas anteriormente, podemos afirmar que
no processo de construcdo da matematica escolar, o conhecimento deve ser
apresentado ao estudante sob a forma de questdes em aberto e, por intermédio do
professor e em um processo didatico baseado na investigacdo, poderdo gerar
questbes resolvidas pelos estudantes, durante a realizacdo de atividades
investigatorias, que certamente se tornam em conhecimento construido. Todavia,
esse movimento de aprendizagem fara surgir entre os estudantes alguns novos
guestionamentos que se manifestardo como novas questdes em aberto a serem
investigadas posteriormente por eles, para ampliacdo de sua aprendizagem.
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Cabe-nos uma questdo: Como se pode abordar a matemética escolar, a partir
dessa perspectiva? Ha possibilidades de uso da histéria na geracao e difusdo desse
conhecimento? Essas séo algumas das nossas inquietacfes a respeito da situacao
atual do ensino da matematica, em diferentes niveis.

Contexto soécio-histérico e cultural com
seus problemas e desafios: o
conhecimento cotidiano

A 4

l Codificadas

v

Questdes resolvidas Questdes em aberto

Novos estudos

Conhecimento
académico Codificadas

A

y

Conhecimento escolar

Questbes em aberto (atividades investigatorias)

para os estudantes

A

y

. . Novas questdes em aberto:
Questdes resolvidas Conhecimento a ser
(conhecimento construido) construido
Figura 1
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3. Investigacdao historica na formacédo de professores

Um exemplo de abordagem investigatéria para a matemética escolar, tomando
a histéria da matematica como eixo norteador, refere-se ao conceito de funcao,
quando ensinado aos alunos de diferentes niveis de ensino. A nocao de funcéo é de
importancia central na concepcdo e no estudo de modelos (dinamicos,
probabilisticos, de distribuicdo espacial,...), qualquer que seja a sua natureza,
continuando por isso a ser uma nocdo-chave na Matemética atual. (TEIXEIRA, P. et
al, 1997). Nessa forma de abordar tal assunto, devemos levar em consideragéo os
niveis de desenvolvimento conceitual apontado em diversas etapas da historia,
tendo em vista o grau de abrangéncia que se deseja dar a esse tdpico
damatemaética.

Sabemos que o conceito de funcdo sugere a relacdo entre variaveis e hoje o
que nos parece simples. Todavia, essa nocdo € resultado de uma construcao
histérica que foi avancando cada vez mais para a abstracdo e que s0 no século XIX
teve uma formulacdo matematica mais satisfatoria, que hoje € ensinada nas escolas
do ensino secundario, retendo no seu fundamento a idéia de dependéncia entre

variaveis. (ROXO, E., 1930;COSTA, M. A.; 1981).

Nossas experiéncias didaticas na formacdo de professores de matematica tém
mostrado que 0s alunos necessitam investigar o processo historico de construcéo
das nocdes de funcdo para que ampliem sua compreencdo das relacdes entre
grandezas (variaveis) na medida em que diferentes problemas foram surgindo no
contexto da sociedade e da cultura, sendo resolvidos por estudiosos de diferentes
areas, quase sempre apoiados pelos conhecimentos matematicos ja existentes.

Os estudantes de graduagao entretanto, necessitam de um maior envolvimento
no processo de investigacao histérica para que as varias questdes em aberto que
surgem no seu desenvolvimento cognitivo sobre o tema, seja superado. Isso
ocorrera na medida em que as atividades investigatdrias sejam propostas pelo
professor durante as experiéncia na formacdo matematica do futuro professor de
matematica.A trigonometria se constitui em outro assunto que apresenta em seu
desenvolvimento histérico, varios fatos possiveis de serem mencionados a fim de
concretizar o exercicio da investigacdo histérica em sala de aula, anteriormente
mencionadas. Um exemplo disso refere-se ao fato de que as bases da trigonometria
estdo na astronomia babil6nica, nas praticas de medicao dos egipcios e nos estudos
gregos como os de Hiparco, Menelau e Ptolomeu, com o seu Almagesto, util ao
modelo de ciéncia da sua época. Além disso, ha dados historicos indicativos de que
0s arabes também se apropriaram da trigonometria produzida pelos babildnios,
egipcios e gregos, adaptando-a as suas conveniéncias e necessidades,
transformando-a e difundindo-a pela Europa e Asia até que esse conhecimento se
transformasse em uma ferramenta matematica Gtil a elaboracéo e representacéao de
novas idéias matematicas, como por exemplo, os nimeros complexos e as funcdes
de uma variavel complexa. (BOYER, C. B., 1974; EVES, H.; 1995).

O teorema de Pitdgoras € outro tépico da matematica que pode ser abordado
numa perspectiva da investigacdo histérica pois é a partir de sua elaborag¢do que
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desencadeou-se o0 estudo da distancia, levando-se a criacdo do sistema de
coordenadas, até a elaboracdo da geometria analitica, 0 que nos conduziu ao
calculo diferencial, provocando o aparecimento da analise, entre outros aspectos
matematicos investigados atualmente. (MENDES, I., 2001a; MENDES, 1., 2001b).

Se tomarmos, entretanto, uma investigacdo histérica em uma parte de algum
topico da matematica, na sala de aula, certamente estaremos tomando apenas um
dos recortes do objeto dessa investigagdo, de modo a obter subsidios historicos que
levem os alunos a compreenderem esse topico da matematica escolar. Se a
fizermos uma investigacdo histérica em uma perspectiva mais globalizante,
tenderemos a envolver outras areas do conhecimento relacionadas ao objeto
investigado. Em sala de aula, essa abordagem pode ser desenvolvida através de
projetos de investigagdo numa perspectiva transdisciplinar, de modo a resgatar
esses aspectos histéricos para a constru¢cdo dos conceitos matematicos entre 0s
alunos de cada classe, numa perspectiva mais atual.

Assim, é necessario refletirmos acerca das transformacdes do contexto no qual
0 ensino de matematica se desenvolve, considerando que a matematica escolar é
um conhecimento sistematizado em ampliacdo e formalizagdo continua que requer o
espirito investigatério do aprendiz. Logo o seu ensino deve ser tomado nessa
perspectiva quando abordado no contexto da formacdo de professores de
matematica.

A histéria da matematica vem confirmando cada vez mais que esse
conhecimento constitui-se na andlise da sucessao de dificuldades encontradas nos
diversos contextos humanos, ocasionando o surgimento de questées que provocam
0 aparecimento dos conceitos matematicos. O trabalho do mateméatico implica no
envolvimento com um problema no qual procura fazer o levantamento de
conjecturas, as investigacfes necessarias a busca de solucdes, a analise das
solucBes encontradas e as refutacées daquelas que se mostram inviaveis a solucéo
fiel do problema investigado.

E com base nessa perspectiva que o processo didatico da investigacdo
histérica fica caracterizado, pois cabera, ao professor, desenvolver uma analise
historico-epistemologica (investigacao tematica) do topico a ser abordado na sala de
aula, considerando que € necessario ampliar seu conhecimento acerca do referido
assunto, bem como suas diversas conexdes com os conteudos da mateméatica em
geral. Aléem disso, € essencial que o professor detenha um conhecimento regular
acerca de outras disciplinas, pois tal dominio contribuira para que seja possivel
ampliar a compreenséo relacional do aluno durante as atividades investigatorias,
principalmente a partir da orientagéo docente.

O professor deve, ainda, tem um bom conhecimento acerca dos aspectos
pedagdgicos ligados ao ensino de mateméatica (teorias pedagdgicas, estrutura
curricular, etc.), bem como acerca da orientacdo educacional, posto que é
necessario conhecer o que os estudantes sabem a respeito do seu contexto sécio-
cultural, etc. Dai em diante sera possivel relacionar tais informacdes ao contexto do
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ensino e da educacdo, considerando que o processo é amplo, continuo e
globalizante, ndo havendo possibilidade de fragmentacao.

No ensino dessa matematica o professor precisa exercitar um pouco de sua
reflexdo, tendo em vista seus objetivos, 0 contexto escolar e o alvo principal desse
conhecimento: o aluno. E necessario refletir sobre o envolvimento dos alunos nesse
processo de investigacdo e apreensao da matematica, considerando as estratégias
cognitivas desenvolvidas por cada um deles quando se deparam com a matematica
escolar em diferentes situacdes de aprendizagem.

4. O contexto universitario e a formacao de professores

As abordagens a serem efetivadas no contexto universitario de ensino devem
ter como meta principal fomentar a aquisicdo da educacdo cientifica pelos
estudantes, posto que é importante explicitar o carater investigatério nos ambientes
em que esses estudantes estdo envolvidos. E necesséario, porém, que o0s
professores proponham e efetivem atividades formativas permeadas por estratégias
didaticas que estimulem o espirito investigador dos estudantes de modo a articular a
pesquisa a formacdo do futuro professor pesquisador (no caso das licenciaturas)
que faca da sua pratica docente um constante ir e vir na busca de solugfes para o
desenvolvimento cognitivo dos estudantes.

Ha alguns aspectos importantes que se referem ao ensino de matematica em
contexto universitario, pois ndo é possivel conceber esse ensino desvinculado de um
espirito investigador que busque sempre articular os conhecimentos discutidos
durante a formacdo académica do futuro professor de matematica, com as
condi¢bes humanas na qual nos inserimos no planeta. Nesse sentido, é salutar que
o professor exerca sua docéncia, considerando trés grandes aspectos: a sociedade,
a cultura e processo cognitivo gerado pelos e nos dois primeiros, no qual se inclui a
matematica produzida.

A preocupacdo com tais aspectos refere-se ao processo interativo de viver,
ouvir, refletir e propor situacbes e solucbes mateméticas que favorecam a
compreensao e sustentacdo da vida. Logo, a evidéncia do alcance dos objetivos do
ensino, através da aprendizagem, estd nas ac¢des propostas com base na vivéncia e
na reflexdo sobre o contexto de vida de cada estudante. No dialogo estabelecido
entre essas vivéncias, certamente ocorrera um enriquecimento cognitivo amplo para
0s participantes desse processo.

O trabalho intelectual do estudante de licenciatura em matematica deve ser,
muitas vezes, comparavel ao do matematico, pois saber matematica ndo é apenas
aprender definicdes e teoremas e suas utilizacbes praticas, ou seja, ndo é somente
resolver situagcbes-problema. Encontrar boas questdes é tdo importante como
encontrar solugdes para elas. O espirito investigatério desse estudante reflete-se na
aquisicao de atitude cientifica: formulacdo de hipoteses, demonstracdes, construcao
de modelos, elaboracdo e dominio de linguagem matematica, conceitos, teorias,
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discussao sobre os conceitos matematicos, reconhecimento das varias formas de
representar um mesmo conceito conforme a cultura ou contexto.

A percepcgédo das possibilidades de uma padronizacéo através do processo de
modelacdo matematica pode ser enriquecida com a realizacdo de atividades
investigatorias (pesquisa como metodologia de ensino) que o leve a ler,
compreender e formalizar a matematica investigada, sob a forma de conceitos,
propriedades e teorias, etc. Nesse sentido, o trabalho do professor deve contribuir
para que o estudante de licenciatura exercite uma (re)contextualizacdo da
matematica para que a mesma se torne aprendizavel pelo aluno.

Cabe, porém, ao professor, simular na sua aula de matematica, um ambiente
investigatorio em que o conhecimento seja gerado a partir de boas questbes e
debates que fomentem a criagdo de uma linguagem adequada a demonstracao das
solucbes das questdes geradas e discutidas em sala de aula. O professor deve,
portanto, propor e fomentar tal ambiente investigatério entre os alunos. E na
construcdo desse ambiente que o professor podera possibilitar aos estudantes, o
desenvolvimento de habilidades matematicas para (re)descontextualizar e
(re)despersonalizar o seu conhecimento (saber) a partir do que lhe € posto pela
comunidade cientifica e cultural da época.

Trata-se, porém de um exercicio da investigacdo cientifica com objetivos
didaticos, visto ter como principal alvo, a aprendizagem matematica do aluno.
Todavia, ha um principio norteador dessa aprendizagem que e decisivamente
formativo: a pesquisa como principio educativo, pois € nela que reside o principio da
autonomia para a aprendizagem do estudante. Algumas experiéncias ja vivenciadas
por nos, durante a formacdo de professores de matematica, tém apontado nessa
direcéo.

5. Perspectiva para a formacéao de professores pesquisadores

Ao refletirmos sobre as possibilidades metodolégicas para a formacao de
professores de matematica, acreditamos que a universidade precisa formar um
professor de matematica com habilidade para pensar a matematica escolar aliada
aos seus processos historico-epistemologicos e socio-culturais de producéo, pois a
matematica vem sofrendo uma desvinculacdo desses aspectos, 0 que ndo tem
conduzido a escola na sua verdadeira funcdo: a de formacdo do espirito inquiridor,
investigador e reorganizador das informacdes ja existente na tentativa de explicar os
fatos de todas as ordens. Ha necessidade, portanto, de um estimulo ao ato de
aprender a aprender no qual a pratica investigatoria se mostra como um principio
norteador do ato cognitivo de pensar, constituindo-se no elemento formativo do
professor pesquisador com um perfil mais convergente ao ato de fazer para
aprender.

O uso de projetos de investigacdo no ensino de matematica constitui-se em
uma alternativa possivel para a formacdo licenciada em matemética, devido
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subsidiar entre professores e alunos uma relacdo interativa no processo de
construcdo da matemética escolar, considerando a matematica como producao
humana. Essa possibilidade metodolégica mostra a importancia da pesquisa como
forma de conduzir o licenciando na (re)elaboracdo do conhecimento existente nos
livros didaticos de matematica, assim como desenvolver atividades cientificas
voltadas para a investigacdo em educacdo matematica.

A modelagem matematica, as investigagbes em historia da matemética e em
etnomatematica podem materializar-se na forma de projetos de investigacdo no
ensino de matematica como alternativa metodoldgica a serem efetivadas em sala de
aula durante todo o curso de formacéo licenciada em matematica. Essas tendéncias
em Educacdo Matemética, quando aliadas as habilidades adquiridas no uso de
projetos, constituem a estrutura basica para a organizacdo de uma pesquisa voltada
a verificacdo da origem, desenvolvimento e utilizagdo da matemética, ou seja, seus
aspectos formativos, informativos e utilitarios (MENDES, I. A., 2006a).

Além disso, contribui especificamente no desenvolvimento da capacidade de:
observacéo, raciocinio, método de trabalho, iniciativa, auto-direcdo, criatividade,
cooperacao, responsabilidade e auto-expressao. A sua utilizacdo em sala de aula
tem o mérito de familiarizar o aluno com um modo de trabalho que ele
freqientemente vai encontrar no plano pratico e corrente, na resolucdo dos
problemas comunitarios.

6. Experiéncia na formacao de professores

No desenvolvimento de um projeto de ensino, pesquisa e extensdo voltado
para a formacao inicial e continuada de professores de matematica nos deparamos
com varias situacdes bastante significativas com relacdo a implantacdo de
estratégias metodoldgicas para o ensino de matematica. Todas elas relacionadas ao
uso de projetos de investigacdo em conjuncdo com a ethomatematica, a historia da
matematica ou a modelagem matematica.

A primeira experiéncia desenvolveu-se em cursos de formacdo de professores
de 12 a 42 série (quatro primeiros anos de escolaridade) bem como na formacao
continuada desses professores. Tal experiéncia diz respeito a utilizacdo de projetos
de investigacdo em sala de aula. Nessa experiéncia, discutimos a importancia de se
desenvolver pequenos projetos de investigacéo visando estabelecer relagbes entre a
matematica de sala de aula e as situacfes-problema encontradas no dia-a-dia.
Nessa prética elaboramos, desenvolvemos e modelamos matematicamente as
situacOes investigadas, mostrando aos professores a possibilidade de subsidiar a
aprendizagem dos estudantes. Os resultados foram téo significativos que
desencadearam até, a elaboracdo de monografias de graduacdo na éarea da
licenciatura em Matematica, bem como originaram projetos de Especializacdo e
Mestrado, posteriormente. (MENDES, I. A., 1995).
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Todavia, apontaram alguns obstaculos na sua utilizacdo metodoldgica, tais
como a: falta de orientagdo durante o curso de formagéo inicial; a dificuldade de
conectar a realidade a ser investigada com a mateméatica a ser ensinada. Nao
obstante, as dificuldades apontadas foram superadas a medida que apontamos
possiveis caminhos de superacdo das dificuldades surgidas. O exercicio de
superacdo dos obstaculos evidenciou as potencialidades pedagdgicas da proposta
em desenvolvimento. (MENDES, I. A., 1995).

Outra experiéncia ocorreu durante a utilizacao da histéria da Matematica como
subsidio metodoldgico para o0 ensino-aprendizagem dos conteddos matematicos
abordados no ensino fundamental e médio (faixa etaria entre os 12 e 18 anos). Essa
experiéncia desenvolveu-se com professores que atuavam nesses niveis de ensino,
bem como com alunos de licenciatura em matematica. Nessa pratica procuramos
evidenciar o carater investigatorio presente nas informagfes histéricas da
matematica. A partir desses aspectos elaboramos e testamos com o0s professores,
um modulo de atividades de ensino visando avaliar as possibilidades de uso das
mesmas junto aos alunos dos referidos niveis de ensino. (MENDES, I. A., 1997).

Os resultados obtidos mostraram que o carater investigatorio das atividades da
autonomia e dindmica as aulas, despertando o interesse de quem investiga, gerando
aprendizagem. Torna os topicos abordados, mais significativos para quem aprende;
mais significativo porque a investigacdo possibilita a compreensdo da criacao
matematica centrada na busca continua de respostas as questdes humanas, nos
diversos contextos e momentos historicos. (MENDES, I. A., 1997).

Ultimamente, realizamos uma pesquisa aplicada com a finalidade principal de
investigar a utilizacdo da histéria da matematica como reorganizador cognitivo da
matematica escolar na formacédo continuada de professores de matematica, tendo
em vista a superacdo das dificuldades conceituais desses professores. Além disso,
foi possivel analisamos a importancia cognitiva do exercicio da pesquisa
bibliografica em histéria da matematica, como meio de compreensédo dos conteddos
matematicos ministrados no ensino fundamental e médio, tendo como implicacéo
didatica a elaboracdo e utilizacdo de textos de histéria da Matemética para a
geracdo de conceitos matematicos a serem ensinados no ensino fundamental e
médio. (MENDES, I. A., 2006; 2007).

Iniciamos a pesquisa com a investigacdo das concepcOes, atitudes e
experiéncias dos professores de matematica acerca da histéria da matematica e do
seu uso pedagdgico, de modo a identificar em quais conteudos matematicos os
professores sentem mais dificuldades de compreensdo e dominio pedagogico. A
partir dos resultados obtidos elaboramos atividades apoiadas no desenvolvimento
histérico da matematica para serem utilizadas pelos professores, visando facilitar a
compreensao dos alunos acerca dos temas trabalhados na sala de aula.

A avaliacdo das possibilidades pedagdgicas dessas atividades concretizou-se
durante a realizacdo de cursos de aperfeicoamento oferecido aos professores
envolvidos na pesquisa, considerando a importancia desse tipo de producao didatica
para a superacdo das dificuldades conceituais advindas da formacdo desses
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professores. Além disso, testamos e avaliamos as atividades elaboradas. Ao final do
estudo organizamos um catalogo com indicacdo de textos historicos da matematica,
ja publicados em lingua portuguesa. (MENDES, I. A., 2007).

7. Possibilidades de uma formacdo docente para a pesquisa

Para finalizar é importante apontarmos alguns direcionamentos nos quais sera
possivel trilharmos o nosso caminho se quisermos concretizar, de fato, uma
proposta de formacdo continua e produtiva para um professor de matematica
investigador. Trata-se de avancarmos nos estudos sobre as possibilidades de uso
da pesquisa como principio formativo desse professor, buscando constantemente
construir uma proposta de matemética viva para uso em sala de aula em todos os
niveis de ensino. Para isso acontecer, € necessario que tenhamos uma
compreensao maior dos problemas enfrentados por todos os professores de
matematica e pelos estudantes de licenciatura em matematica das universidades.
Talvez dai seja possivel elaborarmos um programa mais amplo de utilizacdo dessas
possibilidades na formagéo licenciada.

Uma das vias de acesso a essa reformulacdo da pratica do professor de
matematica seria estabelecer um dialogo entre as tendéncias em educacgdo
matematica e as disciplinas especificas do curso de licenciatura em matematica, de
modo que fossem desenvolvidos estudos investigatorios (pesquisas orientadas
semestralmente) articuladas as disciplinas de formacdo pedagogica desses
estudantes de licenciatura, como pratica de ensino ou estagio supervisionado. Esse
programa abrangeria principalmente os dois ultimos anos do curso de formacéo do
professor de matematica.

A alianca entre as disciplinas, através da pesquisa articulada as tendéncias em
Educacdo Matematica, certamente favorecera a formacdo de um professor mais
criativo e menos dependente dos livros-textos. Além disso, fomentara nos futuros
professores, o espirito investigador centrado na busca do conhecimento e na
producao de texto escrito a partir da investigacao realizada.

Sob a orientacdo do professor de metodologia da matematica, os estudantes
poderdo fazer seus estudos investigatérios acerca dos aspectos histérico-
epistemoldgicos da matematica voltados aos conteidos matematicos abordados no
ensino fundamental e médio para, em seguida construirem textos didaticos e
atividades a serem utilizados com estudantes desses niveis de ensino. Tais produtos
certamente fomentardo a elaboracdo e execucao de pequenos projetos de pesquisa
voltados ao ensino de matematica a serem desenvolvidos durante as fases de
estagio supervisionado.

Os resultados obtidos podem oferecer os subsidios necessarios para que, tanto

os professores universitarios, quanto os estudantes de licenciatura e os professores
de matematica do nivel fundamental e médio pudessem ter uma visdo ampla do
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processo deflagrado durante esse estudo. Dai em diante, seria possivel discutir as
estratégias de superacéao das dificuldades encontradas durante a pratica docente.

De acordo com as idéias apresentadas anteriormente, fica evidente a nossa
perspectiva de ensino, pesquisa e extensdao a ser desenvolvida nos cursos de
licenciatura em matematica e na formagéo continuada de professores, considerando
a necessidade da formacéo de um professor pesquisador.

E muito importante que estudos dessa natureza, realizados pelas
universidades, estejam sempre articulados com a rede de ensino fundamental e
médio, pois € a partir dessa articulagdo que surgird um dialogo no qual os
pesquisadores em Educacdo Matematica poderdo encontrar um eco para as suas
idéias e certamente poderdo ampliar continuamente o seu raio de abrangéncia na
elaboracdo de estudos e programas que possam contribuir para a superagao das
dificuldades encontradas por toda a comunidade, em se tratando de Educacao
Matematica.
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Génesis historicay ensefianza de las matematicas
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Resumen

La Historia de las Matematicas ofrece mdultiples ejemplos que pueden utilizarse, en el aula,
mediante una metodologia muy préxima a la resolucién de problemas y al mismo tiempo
servir de ejemplificacibn de como las matematicas organizan los fenémenos cotidianos.
Mostramos aqui dos ejemplos tomados de la historia del célculo de probabilidades y la
estadistica matematica. El primero es el conocido problema del reparto de la apuesta en la
version de Huygens para la conceptualizacion de la esperanza mateméatica. El segundo es el
test de hipotesis de Fisher. Ambos se presentan mediante un enfoque en el que los
problemas sirven para introducir y desarrollar, no aplicar, los conceptos subyacentes.

Abstract

History of Mathematics gives us multiple situations that can be used as a setting to develop a
problem solving approach and at the same time serve as an exemplification of how
mathematics can organize everyday phenomena. In this paper we outline this approach using
two episodes of the history of probability and statistic. The first is the know Huygens’ solution
to the problem “division of stake” which is a first step toward the conceptualization of
mathematics expectation. The second is the Fisher’'s test. Both are used to introduce and
develop, not to apply, the under laying concepts.

Introduccion

En el capitulo segundo de Didactical Fenomenology of Mathematical
Structures, Freudenthal (1983) expone su método. Antes ha utilizado la longitud
como medio paradigmatico para ilustrar su fenomenologia didactica de las
estructuras matematicas. En el proceso de construccion del conocimiento
matematico Freudenthal distingue entre phainomenon y nooumena. Phainomenon
es el fendmeno que queremos comprender y estructurar, mientras que nooumena
corresponde a las entidades de pensamiento con las que organizamos tal fenbmeno.
Nooumenon procede de noos o nous forma arcaica, cuyo significado es mente,
inteligencia, pensamiento, memoria, razon, intelecto, incluso, alma, intencidén y
deseo. De ahi el sustantivo to nooumenon, lo que solo es capaz de concebirse con
la mente, la idea. Mientras que phainomenon procede de phainomai, verbo antiguo
que significa aparecer, mostrarse, manifestarse, hacerse visible, de ahi to
phainomeno, lo comprensible o inteligible solo a través de la experiencia.

Para Freudenthal los objetos matematicos son nooumena, y una parte de la
matematica puede experimentarse como un phainomenon. Por ejemplo, los nimeros
son nooumena Yy trabajar con nimeros puede ser un phainomenon. De esta forma
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los conceptos, estructuras e ideas matematicas, es decir los nooumena, sirven para
organizar los fenédmenos, entendidos como experiencias personales, tanto del
mundo real como de la misma matematica. Por otro lado, los fendmenos no son algo
ajeno a nosotros, sino que son la parte esencial de como nosotros percibimos la
realidad y vamos conformando nuestras experiencias del mundo y de la propia
matematica. La fenomenologia de Freudenthal surge de la interrelacién entre ambos
conceptos.

La relacion entre los phainomena y los nooumena puede estudiarse de varias
maneras. Sin embargo a nosotros, profesores de mateméticas, nos interesa
principalmente la relacion que surge del proceso de ensefianza y aprendizaje. La
fenomenologia de un concepto, estructura o idea matematica significa, en la
terminologia empleada por Freudenthal (Freudenthal, 1983, p. 28), describir el
nooumenon en relacién con el phainomena, del cual es el medio de organizacion,
indicando qué fendmeno se crea para organizar y a cual puede ser ampliado, como
actua sobre tal fenomeno como medio de organizacion, y con qué poder nos arma a
nosotros frente a tal fendmeno. Si en esa relacion, lo que se enfatiza es el elemento
didactico, es decir, se presta atenciéon a como se adquiere tal relacion en el proceso
de ensefianza y aprendizaje, entonces se habla de la fenomenologia didactica de tal
nooumenon.

A partir de esta exposicion Freudenthal elabora el principio didactico que
sustenta su concepcién del proceso de ensefianza: se debe comenzar por los
fendmenos que se quiere organizar y ensefiar al estudiante a manejar los medios de
organizacion.

Para este enfoque, Freudenthal, conscientemente evita el término adquisicion
del concepto. Por el contrario habla de la constitucion de objetos mentales
(nooumenon) que precede en su teoria a la adquisiciébn de conceptos. Frente a la
adquisicion de los conceptos por medio de la materializacion concreta, Freudenthal
antepone la constitucion de objetos mentales basados en la fenomenologia. Para
ensefar grupos, en vez de comenzar por el concepto de grupo y buscar alrededor
un material concreto para tal concepto, uno deberia en primer lugar buscar un
fendbmeno que empuje al estudiante a constituir el objeto mental que luego sera
matematizado por el concepto de grupo. En la fenomenologia de Freudenthal los
nooumena son primariamente objetos mentales y sélo de forma secundaria son
conceptos. Por lo tanto, la manipulacion de objetos mentales precede a la
explicitacion de los conceptos. Para cada caso particular, uno deberia establecer los
criterios que se deben cumplir para que se pueda considerar constituido el objeto
mental.

Freudenthal aboga por una actividad matematica o por una matematica activa
como base de la ensefianza. Tal forma de entender la matematica posee una
caracteristica fundamental denominada matematizacion, y que consiste en
organizar y estructurar la informacion que aparece en un problema, identificar los
aspectos matematicos y descubrir regularidades, relaciones y estructuras.
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La experimentacion de los fendmenos por los alumnos permite la aparicion de
soluciones y concepciones particulares. La labor del profesor, en coherencia con el
principio, debe ser avanzar desde esas soluciones y concepciones particulares hacia
las méas elaboradas de la matematica. Surge asi, la disquisicion de A. Treffers (1987)
sobre la matematica horizontal y vertical. En el proceso de matematizacién, dominio
del fendbmeno mediante herramientas mateméticas, se establece una dicotomia
entre los procesos de matematica horizontal y vertical. La matematica horizontal nos
lleva desde el mundo real al mundo de los simbolos y posibilita el tratamiento
matematico de los problemas. Este tipo de actividad tiene su principal caracteristica
en la utilizacidon de los procesos de tipo general siguientes:

- IDENTIFICAR las matematicas en contextos generales

- ESQUEMATIZAR

- FORMULAR y VISUALIZAR un problema de varias maneras

- DESCUBRIR relaciones y regularidades

- RECONOCER aspectos isomorfos en diferentes problemas

- TRANSFERIR un problema real a uno matematico

- TRANSFERIR un problema real a un modelo matematico conocido.

Una vez que el problema ha sido formulado en términos matematicos la
actividad se vuelve especificamente matematica. Este tipo de matematizacion ha
sido denominada matematizacion vertical. Tal actividad se caracteriza por el uso y
potenciacion de los siguientes procesos generales:

- REPRESENTAR una relacion mediante una formula

- UTILIZAR diferentes modelos

- REFINAR y AJUSTAR modelos

- COMBINAR e INTEGRAR modelos

- PROBAR regularidades

- FORMULAR un concepto matematico nuevo

- GENERALIZAR

Quizés sea ahora el momento de preguntarnos:

¢, Qué papel juega la historia aqui?
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Como bien sefala Barbin (1996) el estudio de la historia de la mateméatica por
los profesores cambiara de forma profunda el estatus epistemolégico del
conocimiento matematico y transformara la practica de la ensefianza. La historia de
la matematica muestra, y un ejemplo serd los episodios que conforma esta
exposicion, que los conceptos matematicos se construyen, se modifican, se amplian
en orden a resolver problemas. De esta forma se puede decir que todo conocimiento
matematico es la respuesta a una cuestion, es la solucién a un problema.

La historia de la matematica y, de forma especial, la historia del calculo de
probabilidades y de la inferencia estadistica proporciona suficientes elementos para
reconsiderar la enseflanza de dichos temas en la educacidn secundaria y
universitaria. Mostraré tres episodios de la historia que ilustran cédmo la matematica
sirvid para organizar el fendmeno del azar a través de la resolucion de ciertos
problemas. A partir de estos episodios reflexionaré sobre la ensefianza y configuraré
la propuesta metodoldgica.

Primer Episodio: ¢Como repartir la apuesta en un juego inacabado?

A comienzos de la segunda mitad del siglo XVII ocurren dos hechos historicos
gue van a significar un hito en el nacimiento y desarrollo de la teoria matematica de
las probabilidades. El primero lo constituye la correspondencia entre Pascal y
Fermat sobre el problema propuesto a Pascal por el caballero de Meré, y conocido
con el nombre del problema del reparto de la apuesta. El problema se puede
formular de la siguiente forma: Dos jugadores participan en un juego. Al comienzo
cada uno coloca una misma cantidad de monedas como apuesta. El ganador sera el
primero que consiga S puntos. Sin embargo, el juego se interrumpe cuando uno de
los jugadores ha ganado « puntos (a < S) y el otro S puntos (£ < S). La cuestiéon es
como dividir la apuesta inicial.

El segundo hecho es la publicacion por C. Huygens de un tratado sobre los
calculos en los juegos de azar: De ratiociniis in ludo aleae.

Tanto la correspondencia como el tratado se refieren a la solucién del problema
del reparto de la apuesta y, como a continuacién expondré, son de gran interés para
el tema que estamos tratando.

El primer personaje histérico que aborda el problema del reparto de la apuesta
es Fra Luca Pacioli (cal445-cal514). En su obra Summa de arithmetica, geometria,
proportioni et proportionalita (Venecia 1494) presenta la siguiente version del
problema:

Un grupo juega a la pelota de modo tal que se necesita un total de 60 puntos
para ganar el juego. La apuesta es de 22 ducados. Por algun incidente no pueden
terminar el juego y un bando queda con 50 puntos y el otro con 30. Se quiere saber
qué participacion del premio le corresponde a cada bando.
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En el supuesto de que se ganen 10 puntos en cada lance, Pacioli afirma que el
juego lo mas que puede durar es 11 lances. Como se han jugado 8, habra que dividir
la apuesta proporcional a lo que cada grupo ha ganado en el momento de la

interrupcion. Luego 1% equivale a 22 ducados, y por lo tanto se tiene que al bando
que va ganando le correspondera % de 22 ducados (13% ducados) y al bando que

va perdiendo le correspondera % de 22 ducados (8%ducados)1.

Posteriormente Niccolo Tartaglia (cal499-1557) aborda el problema en su obra
Trattato generale di numeri et misure (Venecia 1556). Tartaglia reproduce la solucion
dada por Paccioli y lanza la siguiente objecién: Supongamos que en un juego, un
bando ha ganado 10 puntos y el otro bando 0 puntos. En esta situacion el bando que
tiene 10 puntos deberia recibir toda la apuesta, lo cual no tiene sentido. Frente al
argumento de Pacioli, puntos ganados por cada jugador, el argumento de Tartaglia
se basa en la ventaja de un jugador respecto del otro en el momento en que debe
interrumpirse el juego. En la version del problema dada por Pacioli, la solucion de

Tartaglia es como sigue: 50-30=20; %:%;%: % luego el jugador A recibe
22+71: 291 y el jugador B recibe 22—71:143.
3 3 3 3

En ambos casos, Pacioli y Tartaglia han enfocado el problema hacia lo que ha
ocurrido. Un cambio en el enfoque y un método de solucion correcto es la
contribucién de Pascal y Fermat por un lado y Christiaan Huygens por el otro. Sin
embargo, G. Cardano (1501-1576) ya habia avanzado el enfoque correcto
consistente en mirar hacia lo que podria ocurrir en la eventualidad de que el juego
continuara, en su obra Practica arithmeticae generalis (1539) pero sin proporcionar
un método de solucién correcto.

El miércoles 29 de julio de 1654, Pascal escribe una carta a Pierre de Fermat
en la que entre otras cosas le dice:

"Para conocer el valor del reparto, cuando participan dos jugadores en tres
tiradas y pone cada uno 32 monedas en la apuesta:

Supongamos que el primero de ambos tiene 2 puntos y el otro 1 punto. Si,
ahora, vuelven a lanzar el dado las posibilidades son tales que si el primero gana,
ganara el total de monedas en la apuesta, es decir, 64. Pero si es el otro el que
gana, estaran 2 a 2 y en consecuencia, si desean acabar o se interrumpe el juego,
sigue que cada uno tomara su apuesta, es decir, 32 monedas.

Por lo tanto Sefor, se ha de considerar que, si el primero gana, 64 monedas le
perteneceran y si pierde, entonces solo le perteneceran 32 monedas. Si no desearan

1 2 .
La forma de presentar los calculos es confusa, de hecho corresponden a un reparto proporcional en el que al
jugador que va ganando le asignan cinco partes de ocho y tres al que va perdiendo.
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jugar este punto, y desearan separarse, el primero podria argumentar "Tengo
seguras 32 monedas, pues incluso si pierdo las recibiré. Las 32 restantes, quizas las
gane o quizas no, el riesgo es el mismo. Por lo tanto, dividamos esas 32 restantes
por la mitad, y dadme ademas las 32 que tengo seguras".

El primero tendra 48 monedas y el segundo tendra 16.

Supongamos ahora que el primer jugador tiene 2 puntos y el segundo ninguno.
Las posibilidades son tales que si el primero gana, recibird toda la apuesta, 64
monedas. Si es el otro el que gana, entonces volvemos al caso anterior en el que el
primero tiene 2 puntos y el segundo uno. Sabemos que en este caso al primero le
corresponden 48 monedas. Por lo tanto, si desearan seguir jugando, el primero
podria argumentar que si gana, le corresponderian 64 monedas y si perdiera le
corresponderian 48. En cualquier caso, tendria 48 seguras, luego dividamos las 16
restantes por la mitad pues tiene las mismas posibilidades de ganar que de perder.
Luego al primero le corresponden 56 monedas y 8 al segundo.

Supongamos, por ultimo, que el primer jugador tiene un punto y el otro ninguno.
Si volvieran a jugar y ganara el primero tendria entonces dos puntos y, estariamos
en el caso anterior en el que le corresponden 56 monedas. Si por el contrario,
perdiera entonces le corresponderian 32 monedas. Luego podria argumentar que Si
no continuaran el juego, le corresponderian 32 monedas en cualquier caso. Las que
restan de 52 deben dividirse por la mitad. De 52 restamos 32 y obtenemos 24. 24
dividido por la mitad hace 12. Tomando las 12 con las 32 hacen un total de 44
monedas para el primer jugador.

Pascal expone mediante un ejemplo concreto su método empezando con el
tanteo particular 2:1 y continuando con los otros dos posibles tanteos parciales, 2.0 y
1.0, en caso de que se pacte a tres el juego. Para el caso 2:0 el argumento es,
resumido, como sigue. Supongamos que gana el primer jugador. Entonces le
correspondera el total de la apuesta, es decir 64 monedas. Si pierde, entonces
estaran 2:1 y le corresponderan, segun lo visto, 48 monedas. En cualquier caso le
corresponderan 48, y de las 64-48= 16 restantes, le corresponderan la mitad, es
decir, 8. Por tanto, en este caso al jugador que va ganando le corresponde un total
de 48+8=56 monedas. Por ultimo, sea 1:0 el tanteo parcial. Si ahora gana el primero
estaran 2:0 y, por lo visto en el caso anterior, le corresponde 56 monedas. Si pierde
estaran 1:1 y dividiran por la mitad la apuesta, correspondiendo a cada uno 32
monedas. Por lo tanto, al jugador que va en primer lugar le corresponde 32 que tiene
seguras y de las 56-32=24 restantes le corresponde la mitad. Al jugador que lleva
ventaja le corresponde, por lo tanto, 32+12=44 monedas en este caso.

A Fermat, el método recursivo de Pascal, le debié parecer poco general y le
respondié con otro método en una carta que se ha perdido. Sin embargo, se
conserva la respuesta de Pascal en la que critica el método de Fermat, y gracias a la
cual conocemos tal método. El método de Fermat, segun se desprende del resto del
comentario de Pascal es como sigue. Supongamos que hay dos jugadores. Al primer
jugador, le faltan dos lances para ganar y al segundo jugador, le faltan tres lances.
Obsérvese el cambio en el enunciado: independientemente del nimero de lances
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requeridos y el tanteo particular, lo que importa es el nimero de lances que le falta a
cada jugador para concluir el juego.

Sigamos con la exposicion de Pascal del método de Fermat. En primer lugar,
hay que determinar necesariamente en cuantos lances el juego quedara decidido
con toda seguridad. Fermat supone que el juego acabara en cuatro lances. Luego
habra que ver como se distribuyen los cuatro lances entre los dos jugadores,
cuantas combinaciones hardn ganar al primero, cuantas al segundo, y dividir la
apuesta de acuerdo con tal proporcion. Supongamos, pues, que el juego se
desarrolla con un dado de dos caras en el que en una cara aparece la letra a (gana
el primer jugador) y en la otra cara la letra b (gana el segundo jugador). ¢ Cuantas
combinaciones posibles hay? La siguiente tabla es la respuesta.

R 92 9 9
L T 2 92 9
R Y T 9
R Y 9 9 O
= T @ 9 O
= 9 T 9 T
N T T 9 T
R 2 Q9 T T
NI T 9 T T
N Y T T T
NI T T T T

a
a
b
b
1

R Y 99 O 9D
L T 9 T 9
=l 9 T T Q
NI T T T Q@

Luego todas las combinaciones en las que hay dos a significa que gana el
primer jugador y todas en las que hay tres b gana el segundo jugador. Por lo tanto,
la apuesta debe dividirse como 11 es a 5. Pascal expresa en la carta las dificultades
gue tiene de comprender tal razonamiento que involucra combinaciones, y hace una
objecion seria al método de Fermat pues no es necesario, cuando al primero le
faltan dos lances para ganar, tener que jugar cuatro lances, pues podrian ser dos o
tres 0 quizas cuatro.

Ambos métodos (Fermat mas tarde refind el suyo), son correctos pero ninguno
puede ser considerado como un método general (Maistrov, 1974, p. 45). El primer
método general, que conlleva ademas la formulacion de un nuevo concepto, es
debido a Christiaan Huygens. Veamos la aportacion de C. Huygens a la solucion del
problema.

En 1655 a la edad de 26 afos, Christiaan Huygens (1629-1695) realiza su
primer viaje a Francia. Durante su estancia en Paris llegé a conocer, sin duda, el
problema y la respuesta de Pascal. El 27 de abril de 1657 envia a su tutor Frank van
Schooten un manuscrito titulado Van Rekinigh in Spelen van Geluck. En la carta
introductoria, Huygens explica a su tutor el contenido del manuscrito. Por tal carta
sabemos que, los problemas de los que trata, ya fueron tema de ocupacion de
grandes matematicos de Francia y que, por lo tanto, el mérito de la nueva teoria que
presenta no se le debe atribuir solo a él. También cuenta que tales problemas eran
propuestos, entre los sabios franceses, sin mostrar los métodos de solucion, con el
objetivo de ponerse a prueba entre ellos. La carta finaliza en los siguientes términos:
Por lo tanto, he tenido que examinar y profundizar por mi cuenta en esta materia,
empezando con lo mas basico. Por esta razon, para mi es imposible afirmar que
haya partido desde los mismos principios. Finalmente he hallado que mis
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respuestas, en muchos casos, no difieren de las de ellos. El manuscrito de Huygens,
escrito en holandés, es traducido al latin por el propio van Schooten (Todhunter,
1949, p. 22), con el titulo De ratiociniis in ludo aleae, y publicado como un apéndice
al libro quinto de su obra Exercitationvm Mathematicorum, sirviendo de introduccion
la carta antes referida.

De ratiociniis in ludo aleae se desarrolla en catorce paginas (521-534) y
consta de catorce proposiciones, mas un apéndice de cinco problemas propuestos y
no resueltos. Veamos la primera proposicion.

.y . . , . . . +
Proposicion I: Si puedo obtener igual de facil, a o b, entonces mi expectatio es a_zb.

A continuacion Huygens pasa a probar su afirmacion. La prueba consta de dos
partes. En la primera determina el valor de la expectatio para las condiciones de la
afirmacion; en la segunda parte verifica la solucion al mas puro estilo utilizado en la
resolucién de ecuaciones. Huygens supone que su expectatio es x y que puede
llegar a ella mediante un juego equitativo. En el juego participa Huygens y un
oponente. Cada uno ha colocado x como apuesta y acuerdan que el que gane dara
la cantidad a al que pierda. Luego hay la misma probabilidad de ganar a que de
ganar 2x-a.

Sea 2x-a=b, se sigue que x = % .

En la segunda parte muestra la comprobacion. Como cada jugador ha puesto
la misma cantidad, el montante total de la apuesta es at+b. Si ahora gana entonces
dara a su oponente la cantidad a, y él se quedara con la cantidad b. Si pierde ganara
a y su oponente b. Y ambos sucesos tienen la misma probabilidad (ganar igual de

facil, a o b). Luego esta comprobado que # es la expectatio.

Una vez finalizada la prueba, Huygens pone un ejemplo numérico: Si puedo
obtener de igual suerte 3 que 7, entonces mi expectatio es 5. Mas adelante mostraré
como utilizar este ejemplo en una clase con alumnos de secundaria.

La segunda proposicion se refiere a la expectatio cuando intervienen tres
cantidades que puedo ganar con igual suerte. Su intencion es que el lector
generalice, a partir de las dos primeras proposiciones, utilizando la induccion
empirica.

La tercera proposicion es la expresion general del concepto de expectatio,
utilizando la nocién de media ponderada
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Proposicién lll: Sea p el niumero cualquiera de casos para a, sea g el namero
cualquiera de casos para b, tomando todos los casos igualmente posibles (proclivi),
pa+qb

mi expectatio es
P+q

Proposicién IV: Asi pues, para que lleguemos primeramente a la cuestion propuesta,
sobre como hacer la distribucién entre diversos jugadores, cuando las suertes de
estos son desiguales, es necesario que empecemos por las mas faciles.
Supongamos que juego contra mi oponente al primero que gane tres lances,
habiendo yo ganado ya dos y mi oponente uno. Deseo saber qué parte de la
apuesta me corresponde si decido no jugar los lances restantes.

iDe nuevo encontramos aqui el problema del reparto de la apuesta en los
mismos términos propuestos por Pascal a Fermat!

Sigamos a Huygens en su exposicién: Para calcular la proporcion para cada
uno de nosotros, debemos considerar que ocurriria si el juego hubiera continuado.
Es cierto, que si yo gano la primera ronda entonces habré acabado el juego y por lo
tanto ganaria el monte total de la apuesta, a lo que llamaré a. Pero, si es mi
oponente el que gana la primera ronda, entonces nuestras posibilidades seran
iguales a partir de ese mismo momento, dado que a cada uno nos restara un punto

: . 1 .
para acabar el juego; por lo tanto cada uno podra reclamar Ea' Evidentemente,

tengo las mismas posibilidades de ganar que de perder la primera ronda. Luego,

. . . 1 .
tengo iguales posibilidades de conseguir o oEa, de acuerdo con la primera

proposicion mi proporcion es %a y la de mi oponente %a.

Apliguemos la primera proposicion de Huygens a la version del problema
presentada por Pascal.

Caso 2:1. Puedo ganar de igual forma 64 que 32, luego mi expectatio es 04+32 =48.
. . . 64 + 48

Caso 2:0. Puedo ganar de igual forma 64 que 48, luego mi expectatio es ———— =56.
. . . 32+56

Caso 1:0: Puedo ganar de igual forma 56 que 32, luego mi expectatio es 5 =44,

En las tres primeras proposiciones Christiaan Huygens define un nuevo
concepto matematico: expectatio, y da una expresién para su célculo. El resto de
las proposiciones las dedica a exponer diferentes situaciones y calcular la
expectatio correspondiente. Huygens es el primero que introduce, en la historia de
la matematica, la nocion de esperanza matematica, la expectatio es un
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antecedente de tal concepto®, a partir de la nocién de juego equitativo. En la
terminologia de Huygens, la expectatio o esperanza matematica es tanto lo que
espero ganar como el valor de la apuesta para tal ganancia.

Durante casi un siglo, la esperanza matematica, fue un concepto mas basico
gue el concepto de probabilidad (Hacking, 1995, p. 123) y el tratado de Huygens
tuvo gran influencia sobre el desarrollo posterior de la nueva teoria. De hecho, el
primer capitulo de Ars Conjectandi de Jacob Bernoulli es una reproduccion
comentada de De ratiociniis in ludo aleae, que ademas le sirvié de inspiracion en el
desarrollo de las férmulas para el calculo de probabilidades, en especial, la
aplicacion de la formula de la potencia del binomio al calculo de probabilidades.

El método de Huygens es, sin duda, mucho més simple y elegante. Pero no es
facil de entender para los alumnos. Por otro lado, la solucion aportada por Pascal es
engorrosa y dificil de seguir. Por dltimo, la solucion aportada por Fermat no es
econdémica y puede ademas inducir al error.

Después de todo esto, es inevitable la pregunta: ¢ se puede sacar algun partido
de esta historia?

Veamos. Presente a los alumnos la siguiente formulacion del problema:

Dos jugadores participan en un juego. Cada uno coloca sobre la mesa 32
monedas. Acuerdan que el primero que consiga 3 puntos gana el total de la apuesta.
Por algun motivo el juego debe interrumpirse cuando un jugador lleva ganados 2
puntos y el otro 1 punto. (Como debe repartirse la apuesta inicial? Justificar el
reparto.

Como ve, es la formulacion del problema hecha por Pascal y Huygens. Pienso
que tal formulacién es la mas sencilla de las posibles sin llegar a ser trivial (partir de
un empate).

Espere un tiempo prudencial y observara la cantidad de preguntas que surgen
de los alumnos sobre aclaraciones del juego. En primer lugar, en ningun sitio se ha
dicho que el juego sea al azar. Como queremos que tal situacion sirva de punto de
partida, podemos aclarar este término. Por ejemplo, los jugadores utilizan un
artefacto aleatorio en cada lance del juego. Ademas garantizamos la equidad en los
lances. Estas son dos ideas importantes en la conceptualizacion del azar. Luego
vendran las soluciones.

Por lo general los alumnos presentan la de Pacioli, es decir, el reparto
proporcional a los puntos ganados. De forma similar a Pacioli y Tartaglia, los
alumnos se centran en lo ocurrido, en la certeza del juego. Este es un obstaculo
dificil de superar. Solo la argumentacion y la toma de posicién en el juego pueden
hacer que se acepte otra forma de solucion. Para tal fin, se debe conseguir que los
alumnos se pongan en la situacion del jugador que lleva 1 punto, de esa forma
aceptardn como conveniente el argumento de que eso no es lo acordado al principio

>En palabras de Freudenthal estariamos en la fase de constitucion del concepto.
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y por lo tanto, no satisface al que va perdiendo. Hay que hacerles ver que si el juego
continuara podrian ganar y que tal posibilidad no se tiene en cuenta con la solucion
de Pacioli. La solucion dada por Tartaglia no suele proponerse por los alumnos. Por
lo menos a mi nunca se me ha presentado en clase. Es bastante sutil. Pero se
puede dar como una forma de solucion a discutir en clase. Después de estas
discusiones se debe explicitar que ambas soluciones sélo tienen en cuenta lo que ha
ocurrido y no lo que podria ocurrir. La certeza frente a lo incierto.

¢, Como seguir? Lo mas probable es que nadie presente una solucion como la
de Pascal y menos aun como la de Huygens. En caso contrario, es usted un
profesor afortunado.

Cuente la historia del problema hasta ese momento. Es una buena oportunidad
para que los alumnos se trasladen en el tiempo y vean la importancia matematica
que tuvo el problema. Ademas, les llamaréa la atencion que, la solucion dada por
ellos, corresponda con un personaje de la antigiiedad. Ahora es el momento de que
aparezcan en clase Pascal y Fermat.

Es el momento de introducir dos herramientas visuales que permiten analizar la
situacion: el diagrama figurado y el diagrama de arbol.

El siguiente diagrama figurado, reproduce graficamente el reparto de las 64
monedas, de acuerdo con las diferentes contingencias del juego si este pudiera
continuarse. Me fue sugerido por la lectura del texto de Pascal, incluso llegué a
pensar que este era el método de solucion dado alli.

DoOoQooo0 (N N NN NN Y L N N RN NE
oooQoooo0 a0 0000 LR N RIL NN N
Qoo oo0 LN N NN NN Y LN N NN NN Y
OoooOoo00o0 LN N NN NN Y (N NN NN Y
OoooOoo00o0 Doooooo0 apepepey N N I
Qooooool QOO0 o000 apepeyey N N §
ooooOoO000 Qoo 0000 apepepey N N ¥
DQoOoQo000 Qo000 00 Qooo0eeed

El diagrama es concluyente, la representacion grafica muestra claramente que
de la division de la apuesta inicial en cuatro partes, tres corresponderian al jugador
gue ha ganado dos juegos y la parte restante al otro jugador. La herramienta visual,
geometrica, aporta comprension, frente a la retorica empleada por Pascal que,
aunque suficientemente concisa y explicita, es dificil de seguir.
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El método de Fermat sugiere, de alguna manera, el diagrama de arbol. Si
utilizaramos el diagrama de arbol para resolver el problema en el que el tanteo
parcial estd 2:1, tendriamos cuatro posibles formas de acabar el juego, dos
favorables al primer jugado(A) y una favorable al segundo jugador (B). Muchos
alumnos (y profesores) tienen como primera reaccion dividir la apuesta total en tres
partes iguales y entregar dos al primer jugador y una al segundo. Pasando por alto
que la alternativa 3:1 tiene mayor valor que las otras, y estas ultimas son
equivalentes. Para estos alumnos es necesario completar el diagrama con dos
resultados que nunca ocurririan en la realidad y que muestran la equivalencia de las
cuatro posibles soluciones del juego. Este es en esencia el método de Fermat.
Completar la tabla de forma que todas las alternativas fuesen equiprobables pudo
ser la idea que indujo a Fermat a presentar una tabla en la que, como hemos visto,
hay lances que jamas ocurririan en la realidad. De este modo, se concluye en que el
resultado 3:1 vale el doble que 3:2 o 2:3. Por lo tanto, el reparto debe ser realizado
como 3:1 favorable al primer jugador (A).

La combinacién de las dos herramientas de representacion del problema, el
diagrama de arbol y el diagrama figurado, facilitan la comprension. El diagrama de
arbol tiene dos funciones: la primera es facilitar el recuento sistematico de todas las
posibilidades (hechos o sucesos) del juego, en segundo lugar hacer operativo el
calculo de la probabilidad de cada evento.

Uno de los errores que suele cometer el alumnado, al utilizar el diagrama de
arbol, es sumar las probabilidades que se sitian en ramas consecutivas.

Si combinamos las dos representaciones (diagrama figurado y diagrama de
arbol) podemos introducir el calculo de las probabilidades de cada evento y de este
modo intentar que no se produzca tal error.

A tal fin se debe mantener las dos representaciones a la vista y sefalar qué
partes de cada representacion corresponden entre si. Se debe comenzar por el
diagrama de las monedas y aclarar que el reparto se hara al mismo tiempo que se
enumeran las alternativas del juego mediante el diagrama de arbol.
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Asi, a la alternativa gana A, resultado 3:1, corresponde la mitad de la apuesta
total (sefialada en el diagrama de monedas). A la alternativa gana B, resultado 2:2,
corresponde la parte no recuadrada del diagrama de monedas.

Ahora, el diagrama de arbol continla a partir de este ultimo resultado, y
tendriamos que gana A (3:2), mitad de lo restante (cuarta parte del total) o gana B
(2:3), la otra mitad (cuarto restante).

31 A
31 2000 GO OO
A TXIRXL]
12 YXIRLILY
31 A 2.1 sece soee
: 32
sosB ORO®
12 A seseloo00
X1l R g SO
seoB 0RO® » 1 i P
s00B OBO® d -
DO00 Q000 32A 3R
DO00 0000 12 2:2
0000 20Ca B
DO00 0000 2:3

2:2

Una vez que se han identificado las partes correspondientes en los dos
diagramas, queda por introducir la ley multiplicativa de las probabilidades parciales.

Se mostrara que el resultado %x%:% corresponde con la probabilidad de la

alternativa BA, por ejemplo, dado que su valor es equivalente a la parte
correspondiente del diagrama de monedas (3:2 A). De igual forma, se debe sefalar
la otra alternativa BB que corresponde con la parte del diagrama de monedas (2:3 B).
Es conveniente sefialar al alumnado que no se deben sumar las probabilidades,

1 1 . . .
pues §+E:1 y tal valor otorgaria el total de la apuesta, lo que no tiene sentido.

Pienso que esta es una forma natural de introducir la ley de multiplicacién de
probabilidades parciales para obtener la probabilidad total a través de un itinerario
posible del juego.

La historia del problema de la divisién de la apuesta es una historia ejemplar de
como se produce el transito entre un conocimiento consolidado, la aritmética y las
operaciones basicas de division, reparto y media aritmética, a una nueva teoria
matematica: la probabilidad. Los intentos de solucion del problema presentados por
Pacioli y Tartaglia se centraron en lo que ha ocurrido, puntos ganados por los
contrincantes en Pacioli y ventaja del que va ganando en Tartaglia, es decir en
aguello sobre lo que tenemos la mas absoluta certeza. Girolamo Cardano fue el
primero que aventuré otro camino, el camino de lo incierto, de lo que esta por ocurrir,
pero no fue capaz de arbitrar un algoritmo para la resolucién del problema. La
correspondencia entre Pascal y Fermat retoma el problema en el punto en que lo
habia dejado Cardano y, aunque su método de solucidén es correcto, no establecen
una nueva nocion conceptual. Esto ultimo es el mérito de Christiaan Huygens. El
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interés de Huygens esta centrado en los riesgos o suertes que son los que permiten,
de forma facil, definir las apuestas y pagos en un juego de azar, y que mas tarde
seran la base del estudio de las pensiones vitalicias y de los seguros de vida. Tal
punto de partida lleva a la nocion de esperanza matematica. Como sefialara mas
tarde J. Bernoulli en su Ars Conjectandi (1713), el significado de la palabra
expectatio es diferente del uso comudn de la misma. La expectativa o esperanza, en
el sentido ordinario del término, se refiere al resultado posible mas favorable, aunque
sabemos que puede también ocurrir lo menos favorable. En el uso empleado por
Huygens del término debemos entender expectatio, como la esperanza de
conseguir lo mejor, disminuida por el temor de conseguir lo peor. De este modo,
nuestra expectatio se sitla a medio camino entre lo mejor que podemos esperar y
lo peor que podemos temer.

Para experimentar el significado del término, nada mejor que una simulacién o
la realizacion de un juego. Tomemos el ejemplo que utiliza Huygens en su tratado y
al que aplica la primera proposicién. Juguemos en clase a un juego en el que se
puede ganar 7 € o 3 € con la misma facilidad.

¢, Cudl es el valor de la apuesta? Segun la proposiciébn uno de Huygens es
(7+3)/2=5. ¢ Cudl es su significado?

Juguemos un cierto numero de veces, por ejemplo cada alumno juega veinte
veces (simulemos 200 veces el juego). La siguiente tabla muestra los resultados
obtenidos por diez alumnos.

(siﬂgzn dce|a250) Suma Promedio
37333333773773333337 84 4,2
73773773733373777333 100 5,0
33337773333773733373 88 4,4
73373737377333737737 100 50
33373337373733337337 84 4,2
77337373777333737737 104 52
37777737377777337373 112 5,6
777777777737 7773777 128 6,4
33777777333777733337 104 52
37777373777777733737 116 5,8

51

En primer lugar observamos la variabilidad de las muestras aleatorias
obtenidas. La variabilidad es una caracteristica del muestreo aleatorio a la que se
accede por experimentacion personal al realizar o al observar los resultados de tales
muestreos. Si efectuamos el promedio total de ganancia, Ultima casilla de la tercera
columna, vemos que corresponde aproximadamente a 5 €. Si jugamos por el placer
de jugar, ni ganamos ni perdemos después de un cierto numero de jugadas, ese
seria el valor de la apuesta que tendriamos que haber realizado en cada jugada para
compensar las pérdidas con las ganancias y acabar, practicamente con la misma
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cantidad de dinero con la que empezamos a jugar. Eso es lo que ocurriria después
de esas 200 jugadas.

La tabla muestra lo que ha ocurrido en cada uno de los diez juegos individuales
a veinte apuestas. En seis casos hemos obtenido una cantidad superior o igual a
100 (apuesta 5, 100 en veinte juegos), habiendo obtenido una cantidad menor en los
cuatro casos restantes. Los promedios se dan en la tercera columna. Una primera
conclusién es la disparidad en los resultados obtenidos.

Consideremos ahora el juego como una secuencia acumulada de 20, 40, 60...
200 jugadas. Para mejor observar este hecho construyamos una tabla con las
frecuencias acumuladas.

jugadas veces 3 veces 7 Ganancia\promedio

20 14 6 84 4,20 0,80
40 24 16 184 4,60 0,40
60 37 23 272 4,53 0,47
80 a7 33 372 4,65 0,35
100 61 39 456 4,56 0,44
120 70 50 560 4,67 0,33
140 77 63 672 4,80 0,20
160 80 80 800 5,00 0,00
180 89 91 904 5,02 -0,02
200 95 105 1020 5,10 -0,10

La dltima columna muestra las diferencias del promedio de ganancia con
respecto a la expectatio de Huygens.

Mediante una gréfica:

5,40 |
5,20 |
5,00 | o °
4,80 -

4,60 | . Sy v

4,40
4,20
4,00 ; : : :

*

Se observa una tendencia hacia el valor 5 (¢si?) y una disminucion (al mismo
tiempo) entre el promedio y la expectatio. Un profesor debe aprovechar la
oportunidad que proporciona un ejemplo como este para discutir el significado de la
tendencia y cobmo se observa.

Esta es una forma de experimentar el fenomeno del azar y que la esperanza de

Huygens, y las demas nociones vistas del calculo de probabilidades, constituyen un
medio para su organizacion.
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Segundo Episodio: ¢En qué consiste y qué prueba un experimento
estadistico?

Primera parte: Primeras nociones sobre el test de significacion. Uso de la Estadistica
para sustentar creencias sobre las que no se tiene base empirica.

John Arbuthnot nacié en 1667 en Inverbervie
(Escocia) y murié el 27 de Febrero de 1735 en
Londres. En 1692 tradujo al inglés el tratado De
Ratiociniis in ludo aleae de Christiaan Huygens.
En 1696 se gradu6 como médico por la
Universidad de St Andrews. Fue miembro de la
Royal Society y del Real Colegio de Médicos. Fue
también médico personal de la Reina Ana de
Inglaterra. En la actualidad se le considera un
escritor satirico, estimado por sus
contemporaneos al mismo nivel que Jonathan
Swift.

John Arbuthnot ha pasado a la historia de la
estadistica por haber sido el primero en llevar a
cabo un test de inferencia con el que creyd haber probado la existencia de la Divina
Providencia. Las Philosophical Transactions de la Royal Society, volumen xxvii,
correspondiente a los afios 1710, 1711 y 1712 contienen la memoria titulada An
Argument for Divine Providence, taken from the constant Regularity observ’'d in the
Births of both Sexes® cuyo autor es John Arbuthnot (Todhunter, 1945, p.197).

La memoria comienza asi...entre las innumerables Huellas de la Divina
Providencia que se pueden encontrar en la obras de la Naturaleza, hay una
sobresaliente entre las demas y es aquella que se puede observar en el equilibrio
exacto que se mantiene entre el numero de hombres y mujeres; con ello se
garantiza que las especies nunca fallen y no perezcan, ya que cada macho tendra a
su hembra, y de una edad proporcionada. Esta igualdad entre machos y hembras no
es el efecto del Azar sino de la Divina Providencia, que trabaja para un buen Fin, y
es lo que asi paso a demostrar.

Arbuthnot argumenta que la mano conductora del ser divino puede observarse
en la razon casi constante de varones y hembras cristianizados en la ciudad de
Londres, en el periodo de 82 afios comprendido entre 1629 y 1710. Los datos
presentados por Arbuthnot muestran que, durante tal periodo, el nimero anual de
varones cristianizados fue consistentemente bastante mas alto que el nimero de
hembras cristianizadas, aunque nunca mucho mas alto. La razén mas alta de
varones respecto de las hembras (1'156) ocurri6 el afio 1661, y equivale a una
proporcién de varones nacidos igual a 0'536; la proporcién mas baja (1'011) es la
correspondiente al afio 1703, que equivale a una proporcion de varones nacidos

® Un argumento en favor de la Divina Providencia, tomado de la constante regularidad observada en los
nacimientos de ambos sexos.
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igual a 0503 (Shoesmith, 1987). Tales observaciones llevaron a Arbuthnot a
plantearse la siguiente cuestion:

¢Es el azar lo que determina el sexo o, por el contrario, debemos atribuir tal
determinacién a una intervencion de la Divina Providencia?

Analicemos el argumento, forma de razonamiento, empleado por Arbuthnot.

En primer lugar supone la Hip6tesis de equiprobabilidad para la determinacion
del sexo en los nacimientos. Sea, por lo tanto, tal probabilidad igual a 0'5. De esta
forma el sexo en los nacimientos queda determinado por el lanzamiento de un dado,
equilibrado, con dos caras marcadas respectivamente por V(varén) y H (hembra).

A continuacion razona sobre lo que cabria esperar segun el modelo de azar
asumido. La probabilidad de que, al lanzar un nimero par n de dados de ese tipo, se

obtenga un mismo numero de V y de H es igual al término central ( nr/'sz'S N del

desarrollo de la potencia enésima del binomio. Arbuthnot observa que tal valor es
muy pequefio para valores de n grandes, y concluye que es poco probable observar
el mismo namero de varones que de hembras en los nacimientos. A continuacion vy,
sin realizar ningun célculo se fija en los extremos las colas de la distribucion,
afirmando que la probabilidad de que el numero de V superen considerablemente al
namero de H y viceversa es también muy pequefio sin llegar a ser despreciables.
Finalmente, concluye que la probabilidad de que ocurra un afio masculino, es decir
un afio en el que las V superen a las H es menor que 0'5. Si asumimos que tal
probabilidad vale 0'5, entonces la probabilidad de observar 82 afios masculinos

consecutivos es 10_25, un ntmero del orden 0582, Es decir, 1 posibilidad entre
483600000000000000000000 (cuatrocientos ochenta y tres mil seiscientos trillones).
Sin embargo, tal hecho ha ocurrido como lo demuestra el registro de cristianizados
de la ciudad de Londres en los afios que van de 1629-1710. Por lo tanto Arbuthnot
concluye que la constante regularidad observada en los registros de nacimientos no
puede ser debida al azar. Arbuthnot ve en los datos empiricos presentados "un acto
de la voluntad Divina" (God will in action!).

El método de inferencia empleado por Arbuthnot consiste en contrastar una
hipétesis (H) por medio de un suceso observado (S), utilizando como valor del
contraste la probabilidad condicionada p(S/H). Si el valor de tal probabilidad es
pequefio entonces se rechaza la hipotesis H (likelihood argument).

El argumento presenta dos razonamientos, solo uno de los cuales es cierto.
Rechazar la equiprobabilidad es una consecuencia inmediata del razonamiento, pero
inferir de ahi que la constante regularidad no es debida al azar es falso. Tal
regularidad es la que cabria esperar si la proporciéon de varones a hembras fuera
18:17, como mostré posteriormente Nicolas Bernoulli. No se excluye el fenébmeno del
azar si el dado equilibrado de dos caras se reemplaza por un dado en el que
aparezcan 18 caras con V y 17 con H. Este hecho empirico hace mas comprensible
la ley de los grandes numeros de Jacob Bernoulli, al mostrar una estabilidad
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estadistica observable de que un suceso con probabilidad p ocurrira, con mucha
seguridad, en un nimero de ensayos suficientes, con frecuencia relativa proxima a p.

-
n

El articulo fue entregado a la Royal Society por William Burnet, hijo de Gilbert
Burnet, Obispo de Salisbury. Fue leido en el encuentro de la Royal Society
celebrado el 19 de Abril de 1711. Su publicacién y difusion por los circulos ilustrados
de la época produjo gran controversia. Sin embargo, la importancia del trabajo de
Arbuthnot fue que posibilitdé el surgimiento de un grupo, dentro de la Royal Society,
conocido como los Teodlogos, que aprovecharon la estabilidad mostrada por los
procesos estocasticos, y demostrada por el primer teorema del limite, como
evidencia del designio divino (Hacking, 1995). La regularidad estocastica se utilizd
para confirmar ciertas creencias para las cuales no existe evidencia estadistica.

< gj —1, cuando n—o> o

Pero mas importante aun, el argumento de Arbuthnot fue utilizado por Nicolas
Bernoulli como un ejemplo real al que aplicar las primeras leyes de que disponia la
teoria emergente de las probabilidades mostrando que, una vez que se descartaba
la igualdad inicial de probabilidades en la determinacién del sexo, el resultado
obtenido en el registro de Londres se derivaba de forma natural del calculo de
probabilidades y que no era necesaria la consideracion de una hipotesis divina.
Asociar equiprobabilidad con azar, unido a ciertas creencias, se puede convertir en
un obstaculo cognitivo en el desarrollo y conceptualizacion de los conceptos de
probabilidad y estadistica.

Segunda parte: El test de significacién de Fisher. Argumento contra el razonamiento
inductivo.

En el desarrollo moderno de la estadistica
jugé un papel esencial Sir Ronald Aylmer Fisher
(1890-1962), al punto de ser considerado uno de
sus fundadores. Entre las importantes
contribuciones de Fisher cabe destacar el disefio
de experimentos y el test de hipotesis.

Segun Fisher, el razonamiento inductivo
nunca puede confirmar una hipétesis. En todo caso,
a lo mas que se puede llegar es a rechazar la
hipGtesis por insostenible a la luz de los datos
aportados por los experimentos.

La obra The World of Mathematics (Newman, 1956) contiene un articulo de R.
A. Fisher paradigmatico sobre la prueba de significacion de una hipoétesis estadistica
titulado Las matematicas de una catadora de te.
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El articulo comienza con la siguiente afirmacion, Una dama afirma que al
probar el té con leche puede distinguir qué fue lo primero que se echo en la taza, el
té o la leche.

Fisher considera el problema de plantear un experimento mediante el cual se
llegue a demostrar la afirmacion de la catadora de té, y que constituye toda una
metodologia sobre la prueba de significacion de una hipotesis estadistica.

La cuestion de partida es ¢ COmo realizar el experimento y por qué?
Experimento

Se preparan 8 tes con leche, cuatro de una forma y cuatro de la otra. Luego se
llevan las tazas, escogidas al azar, a la catadora para que indique su opinion.
Deberd separar las tazas en dos grupos segun su modo de formacion.

Interpretacion de los resultados posibles

Es necesario que consideremos todos los resultados posibles y qué
interpretacioén corresponde a cada uno de ellos. Al separar las tazas en dos grupos,
caben los siguientes resultados:

i) Cuatro aciertos.

i) Tres aciertos y un fallo.

iif) Dos aciertos y dos fallos.

iv) Un acierto y cuatro fallos.

v) Ningun acierto.

Lo siguiente que se pregunta Fisher es qué probabilidad tiene cada uno de
tales resultados. Como hay 70 formas de elegir 4 tazas de un conjunto de 8,

entonces la siguiente tabla proporciona la distribucion de probabilidades de los
resultados posibles del experimento:

Resultado Probabilidad
Cuatro aciertos 1/70
Tres aciertos y un fallo 16/70
Dos aciertos y dos fallos 36/70
Un acierto y tres fallos 16/70
Ningln acierto 1/70

Una persona que no tuviese la habilidad de la catadora de té conseguiria
acertar las cuatro tazas con una probabilidad de 1/70, es decir, un poco mas de un
1%. La posibilidad de éxito es tan pequefia que habria que atribuir tal resultado al
azar.
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La tabla anterior proporciona los resultados del experimento bajo la hipétesis
de que un sujeto no distingue entre dos objetos (Hipotesis nula). Bajo esa hipotesis
se ha construido la tabla de probabilidades de los resultados posibles del
experimento, es decir, la hipotesis nula proporciona la distribucién de probabilidad
para el contraste de la hipotesis.

Una objecion: ¢Por qué ocho tazas y no, por ejemplo, seis tazas con tres de
cada tipo? Aclarar esta objecion nos lleva a clarificar la prueba de significacion.

Prueba de significacion

¢,Cuando consideraremos que el resultado del experimento no es debido al
azar y que, por lo tanto, es significativo estadisticamente? Esta cuestion nos
conduce a fijar el nivel de significacion de la prueba. Fisher fija el nivel base o tipo de
significacion en 1 sobre 20 (5%, por corriente y conveniente).

Si hubiéramos utilizado seis tazas, tres de cada tipo, entonces la probabilidad
de dividir correctamente el conjunto de seis tazas es 1/20, es decir el sujeto
obtendria un éxito en la prueba, por puro azar, en el 5% de las veces que la
realizara. Esta es la razén por la que se descarta el experimento compuesto por seis
y se opta por el de ocho tazas.

Al fijar tal nivel, también se descarta el resultado tres aciertos y un fallo, pues
su probabilidad es algo superior al 20%.

Luego los posibles resultados del experimento se dividen en dos grupos cuyas
interpretaciones son opuestas: los que no muestran una desviacion significativa
respecto de la hipotesis y aquellos que si muestran diferencias significativas,
regiones de aceptacion y rechazo de la hipotesis, respectivamente.

El examen de los resultados posibles del experimento nos proporciona una
prueba estadistica significativa. Sin embargo, Fisher hace una observacion
importante: El hecho de que 1 acontecimiento sobre 70 (cuatro aciertos) sea
significativo estadisticamente no basta para demostrar experimentalmente cualquier
fendmeno natural. Para afirmar que un fendmeno natural es experimentalmente
demostrable se necesita un verdadero método de realizacion y no solo una
referencia aislada.

Cuando sometemos una hipotesis a un test, nuestra intencién es concluir que
la misma es verdadera o falsa. Sin embargo, la légica nos impide llegar a
conclusiones tan categoricas.

Veamos desde el punto de vista légico el significado de la observacién anterior
de Fisher.

Sea H la hipétesis “la catadora posee la habilidad que afirma”. Sea S el suceso

“dadas 8 tazas, la catadora divide correctamente el conjunto en dos mitades”.
Tenemos pues que si H es verdadera también lo es S. Ahora bien, S es verdadera
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(ocurre es el significado de verdad para nuestro caso), ¢qué podemos concluir
respecto de H

H->S
S
H

Si concluimos que H es verdadera hemos incurrido en lo que se denomina la
falacia del consecuente. Sabemos que tal conclusion no es logicamente valida. El
hecho de que ocurra S hace mas creible H, pero no se deduce de ello. Sin embargo,
si disponemos del siguiente argumento légico (modus tollens):

H—>S
—-S
—-H

Es decir, si S es falsa (no ocurre), entonces también es falsa H. Esta es la base
|6gica del test de Fisher y su principal argumento contra el razonamiento inductivo. A
lo sumo podemos rechazar una hipétesis, nunca confirmarla mediante tal
razonamiento. Lo visto suministra la base argumental del siguiente apartado.

La hipotesis nula

Para Fisher la hipétesis nula nunca puede demostrarse y si refutarse. En este
sentido cada experimento existe para darnos la oportunidad de refutar la hipotesis
nula.

¢, Qué ocurre entonces con la hipotesis contraria? (hipotesis alternativa).

En su argumentacion Fisher explicita por primera vez cudl es la hipétesis nula:
El sujeto es incapaz de distinguir dos tipos de objetos. Obsérvese que es lo contrario
de lo que afirma la catadora de té. Entonces, se podria objetar que si un
experimento excluye la hipotesis nula debe probar la hipétesis contraria. Contra esta
objecién Fisher argumenta que aunque la hipétesis contraria sea razonable no
interesa como hipdtesis nula por inexacta. Pues si fuera posible asegurar que un
individuo nunca se equivoca en sus juicios, deberiamos tener de nuevo una
hipotesis exacta y esta se podria refutar por un simple fallo y en cambio nunca
podria ser demostrable por una cantidad finita de experiencias. Tal hipétesis nula
debe ser exacta porque suministra el estadistico de prueba y su distribucion, a partir
de la cudl se construye la prueba de significacion.

Segun esta argumentacién, el test de significacion de Fisher no es mas que

una forma de inferencia incierta. Disponemos de los datos suministrados por una
muestra y de una hipétesis. La decision se toma entre dos alternativas: o bien ha
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ocurrido un resultado extrafio y sorprendente (la catadora acierta) o bien la hipétesis
no es cierta. Lo que aqui cabe es cuantificar, probabilisticamente hablando, lo
extrafio y sorprendente del hecho de que la catadora presente una divisidn exacta
de las ocho tazas. Esta cuantificacion se obtiene al fijar, como hemos visto, el nivel
de significacion.

Para Fisher la alternativa de rechazar una hipdtesis nula no es aceptar la
hipétesis alternativa, sino medir el riesgo de equivocarnos. Es decir, controlar la
probabilidad de que rechacemos una hipétesis nula cierta, valor que es
proporcionado por el nivel de significacién o error de tipo |: o =p(rechazar Ho/ Ho
cierta).

El articulo de Fisher muestra las debilidades del razonamiento inductivo vy, al
mismo tiempo, clarifica el papel que en un test de hipoétesis juega la hipotesis nula al
suministrar el modelo de azar para el contraste y valorar el riesgo de rechazar la
hipétesis nula mediante el nivel de significacion.

Reflexionemos sobre los dos episodios expuestos.

En apariencia en el primero, un simple problema de reparto, nos lleva a
considerar diferentes formas o procedimientos de solucion. Los dos primeros
procedimientos, de Luca y Tartaglia, enfocan la solucién sobre lo que ha ocurrido,
mientras que los restantes procedimientos, enfocan la solucion en lo que esta por
venir. Esto Ultimo supone un cambio en el enfoque dado al problema. Un cambio
cualitativo que permite una conceptualizacion nueva: la expectatio de Christiaan
Huygens. La igualdad de soluciones numéricas proporcionadas para un caso
concreto, reparto en un juego pactado a 3 lances y en diversas contingencias
parciales del mismo, por los tres métodos ultimos (Pascal, Fermat y Huygens) es lo
anico que en apariencia los hace equivalentes, pues es dificil ver la base tedrica
comun que permitiria establecer la equivalencia entre ambos. Esta equivalencia es
posible planteando el nuevo concepto de probabilidad. Por el camino recorrido hacia
la solucién, se proporcionan nuevos métodos de solucion dados por Pascal y por
Fermat, este Ultimo basado en combinaciones, primera aproximacion a un conjunto
fundamental de sucesos (CFS) para el experimento aleatorio. Vemos asi que la
génesis de la nocion de probabilidad se produce a partir de diferentes métodos o
reglas para el célculo pero sobre todo a partir de los conceptos de expectatio y de
juego equitativo.

En el segundo episodio entramos en una cuestion fundamental: ¢En qué
consiste y qué prueba un experimento estadistico?

El test de Arbuthnot muestra como historicamente se confunde azar con
equiprobabilidad y como se utiliza una inferencia valida (no equiprobabilidad) para
aceptar una hipétesis mediatizada por las creencias religiosas y sobre la cual no es
posible disponer de datos empiricos. Ademas, la historia muestra un ejemplo valido
de razonamiento sobre la ley de Bernoulli que permite superar el obstaculo de
equiprobabilidad-azar.
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El Test de Fisher muestra algunas ideas béasicas que conviene aclarar en el
estudio y aplicacion de la estadistica a situaciones reales. En primer lugar, el papel
de la hipotesis nula y la distribucion de probabilidad que genera, utilizada como
elemento de contraste para los datos empiricos proporcionados por el experimento.
En segundo lugar, la alternativa que consiste en establecer una medida apropiada al
riesgo que correriamos al rechazar la hipétesis nula en el supuesto de que sea
cierta. Esto nos lleva al concepto de nivel de significacion, cuyo profundo significado
esta en la respuesta a la cuestidn tantas veces planteada en situaciones de
incertidumbre: ¢Cuan raro es este hecho? El nivel de significacidon permite una
cuantificacion del mismo y es, no lo olvidemos, una decision que debe tomar el
disefiador del experimento.

En resumen, con la exposicion de estos dos episodios he querido, por un lado
mostrar como las ideas emergentes del calculo de probabilidades sirvieron
histéricamente para organizar el fenbmeno del azar. Por otro, observar como
suministran un ejemplo metodologico para presentar el tema en el aula de
secundaria (o en la universidad).

Una forma vivida de iniciar el estudio de la inferencia estadistica es partir de
una situacién realista en la que sea facil involucrar a los alumnos en una
controversia. En otro lugar (Garcia Cruz, 2000) he presentado, en forma de didlogo
entre varios personajes, un problema cuya discusion permite aflorar concepciones y
creencias sobre la probabilidad y, mediante la guia del profesor, desembocar en la
construccion de una distribucion de probabilidad ad hoc que permite tomar una
decision sobre lo extrafio de un resultado. El dialogo y la dramatizaciéon se ha
sugerido como recurso util para la presentaciéon del nacimiento y desarrollo de los
conceptos matematicos (Hirchcock, 1996).

Durante varios afios presenté a mis alumnos de bachillerato el siguiente relato
(el lector interesado en una recreacion teatral de este problema puede consultar
Garcia Cruz, 2000):

El caso de los despedidos de la empresa Westvaco: A finales de los afos 80, la
empresa Westvaco procedid a una regulacion de empleo. Esta se realizé en dos
fases. Después de la primera fase de la regulacion, las edades de los empleados
que permanecieron contratados eran: 25, 33, 35, 38, 40, 55, 55, 55, 56, 64. En la
segunda fase, la empresa despidi6 a tres empleados de edades 55, 55, 64. El
comité de empresa argumento que la empresa cometié discriminacion por edad, en
los despidos. La empresa afirmé que los tres empleados despedidos habian sido
elegidos al azar y no por su edad.

La discusion que proporciona este problema sobre si la muestra ha sido o no
elegida al azar, sirve para clarificar el significado de un suceso extrafio y para
cuantificar su probabilidad. El estudio de la distribucion de la media de edad para
muestras de tamafio tres, nos lleva a la construccion de la tabla de la funcion de
distribucion siguiente (f(a)=P(media < a)):
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Estadistico | Probabilidad | Estadistico | Probabilidad | Estadistico | Probabilidad
31,00 | -2,34 0,01 41,33 | -0,69 0,27 48,67 | 0,49 0,68
32,00 | -2,18 0,02 42,00 | -0,58 0,29 49,33 | 0,60 0,71
32,67 | -2,08 0,03 42,33 | -0,52 0,31 49,67 | 0,65 0,73
33,33 | -1,97 0,04 42,67 | -0,47 0,36 50,00 | 0,71 0,76
34,33 | -1,81 0,05 43,00 | -0,42 0,38 50,33 | 0,76 0,78
35,33 | -1,65 0,06 43,33 | -0,36 0,41 50,67 | 0,81 0,81
36,00 | -1,54 0,07 43,67 | -0,31 0,42 51,00 | 0,87 0,82
37,00 | -1,38 0,08 44,00 | -0,26 0,43 51,33 | 0,92 0,84
37,67 | -1,27 0,11 44,33 | -0,20 0,45 51,67 | 0,97 0,85
38,00 | -1,22 0,12 44,67 | -0,15 0,46 52,33 | 1,08 0,88
38,33 | -1,17 0,14 45,00 | -0,10 0,49 52,67 | 1,13 0,88
38,67 | -1,11 0,15 45,33 | -0,04 0,52 53,00 | 1,19 0,91
39,33 | -1,01 0,18 45,67 | 0,01 0,53 53,33 | 1,24 0,92
39,67 | -0,95 0,18 46,33 | 0,12 0,54 55,00 | 1,51 0,93
40,00 | -0,90 0,21 47,33 | 0,28 0,55 55,33 | 1,56 0,95
40,33 | -0,85 0,22 47,67 | 0,33 0,58 58,00 | 1,99 0,98
40,67 | -0,79 0,23 48,00 | 0,39 0,63 58,33 | 2,04 1,00
41,00 | -0,74 0,25 48,33 | 0,44 0,66

Los numeros en negrita, bajo la etiqueta estadistico, corresponden a los
valores que puede tomar la media muestral de tamafo tres. La distribucion de
medias muestrales tiene una media igual a 45,6. Los numeros en cursiva (bajo la
misma etiqueta), llamados valores criticos, corresponden a la distancia (tomando
como unidad de medida la desviacion tipica) entre cada media muestral y el valor
promedio 45,6. Por ultimo, los nimeros en negrita bajo la etiqueta probabilidad
representan la probabilidad acumulada. Es decir, para 31 (media muestral) tenemos
0,01, que es la probabilidad de extraer una muestra cuya media de edad sea igual
que 31; para 32 la probabilidad es también 0,01, pero sumando las dos tenemos
0,02. Asi, en la tabla, cada probabilidad corresponde a un valor de la media muestral
menor o igual al numero correspondiente, en negrita, a la derecha. Elijamos un
namero mas avanzado en la tabla. Por ejemplo, al 40 (valor media muestral)
corresponde una probabilidad (acumulada) de 0,21. En otras palabras, la
probabilidad de extraer, al azar, una muestra cuya media sea menor o igual que 40
afos es 0,21 (o también 21 de 100). Ahora podemos formular una pregunta mucho
mas precisa: la media de la muestra elegida por la empresa nos parece grande, pero
¢cuén grande es? Es decir, ¢cual es la probabilidad de que por azar se elija una
muestra cuya media sea igual o mayor que la de la muestra elegida por la empresa?
La tabla tiene la respuesta. La probabilidad de que la media sea menor
estrictamente que 58 afios es de 0,95 o del 95%. Luego, obtener por azar una
muestra cuya media de edad sea mayor o igual que 58 afios es solo del 5%. Luego
debemos esperar que, por azar, tal media ocurrira una vez de cada veinte que
realicemos el experimento. Poco, muy poco como para creer que la empresa haya
elegido la muestra por azar. Ademas, los datos nos dicen que nos equivocaremos
una vez de cada veinte si consideramos que la empresa no actu6 por azar.
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La propuesta metodoldgica

Simplificando, existen dos formas de mirar al conocimiento matematico, cada
una corresponde a un estatus epistemologico diferente y con una concepcion
diferente también de la ensefianza.

Si consideramos que la matemética es primordialmente un sistema formal
acabado con aplicacion general, entonces la ensefianza consiste en descomponer el
conocimiento matematico formal en procedimientos de aprendizaje que, el
estudiante aprende a aplicar mas tarde.

Si, por el contrario, concebimos la matematica como un proceso en el que
prima la actividad de resolucion de problemas, la ensefianza se concibe, en
correspondencia, como la actividad de hacer matematicas, donde resolver
problemas cotidianos es parte del trabajo y esencia en la construccion del
conocimiento.

Ambas concepciones se diferencian fundamentalmente en cédmo se estructura
el proceso de ensefianza.

Si contemplamos la matematica como un sistema formal entonces su
aplicabilidad estd garantizada por el caracter general de sus conceptos y
procedimientos. Luego lo primero que hay que hacer es adaptar este conocimiento
abstracto para resolver problemas planteados en la realidad.

Conocimiento matematico formal

T l

Problemas contextualizados

Primero se traduce el problema a términos matematicos. Luego se resuelve el
problema con ayuda de los medios matematicos disponibles. Finalmente, la solucion
matematica se traduce al contexto original. En primer lugar se imparte el
conocimiento abstracto que luego, si cabe, serd utilizado para resolver ciertas
situaciones de aplicacion.

Por el contrario, si elegimos ensefiar matematicas como una actividad, la
resolucién de problemas cobra un significado diferente. La ensefianza se centra en
los problemas, lo que significa que el problema es el objetivo, en vez de ser
simplemente el lugar donde utilizar las herramientas matematicas.

Resolver un problema en este nivel menos formal difiere grandemente de la
aplicacion de un procedimiento formal.
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Lenguaje Conceptos
matematico Algoritmos

A

Y

Resolver
A
Describir
A
\ 4
Problemas

Se parte de un problema y se comienza con una descripcion del mismo que
incluye tanto la forma de entender el problema en si, como el enfoque que se le dara
a su soluciéon. La descripcion de los problemas desarrolla un lenguaje informal y
pone en juego las concepciones y formas de entender la situacion por los alumnos.
Al mismo tiempo, el lenguaje informal evoluciona en un lenguaje cada vez mas
formal debido al proceso de simplificacion y formalizacion guiado por el profesor. A
largo plazo, la resolucion de un tipo particular de problemas se convierte en una
rutina, al condensarse y formalizarse el procedimiento en el curso del tiempo, dando
lugar a la constitucién de los objetos mentales involucrados que precederian, en el
sentido sefalado por Freudenthal en su fenomenologia didactica, a los conceptos
matematicos formales.

Como sefiale anteriormente citando a Barbin, pienso que la historia puede y
debe producir un cambio epistemoldgico en la concepcion de la ensefianza de las
matematicas por los profesores. Sin ese cambio, la ensefianza de la Matemaética se
mantendra en un ambito puramente abstracto y alejado del profundo significado que
han tenido los conceptos y estructuras matematicas a lo largo de su historia.
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Resumen

En el presente articulo se describe y analiza el actual disefio curricular para la Formacién del
Docente en Matematica de la Provincia de Buenos Aires especificamente, sus principios
organizadores, espacios formativos y ejes transversales.

Se destacan algunas modificaciones importantes como la implementacion de la practica
efectiva en instituciones escolares desde el primer afio de la carrera.

Se incluyen reflexiones sobre algunos aspectos claves como la mejora continua de la calidad
en la formacién profesional y se exponen propuestas de proyectos presentados por
diferentes instituciones para complementar en parte las dificultades y carencias detectadas.

Abstract

The present article describes and analyzes the principles, training contexts and transversal
axes of the current curriculum design for Maths Teacher Training and Development within the
province of Buenos Aires. Emphasis is given to significant changes such as the introduction
of classroom teaching practice right from the start of the teaching course of studies. Special
attention is also given to the importance of continuous professional development and
alternative projects and proposals are also considered with the aim of complementing the
weaknesses detected.

Introduccion

Las investigaciones y propuestas acerca de la implementacion de innovaciones
curriculares en la formacion inicial y continua de los profesores en matematica
constituyen un tema de permanente actualidad, tanto en términos de accion de
politicas publicas como en términos de investigacion y produccion de todos los
componentes de la comunidad educativa.

En Argentina, la Formacion de Profesores para el Nivel Secundario (ex EGB y
Polimodal) se realiza en los denominados Institutos Superiores de Formacion
Docente y Técnica. En la actualidad existen 209 Institutos de Formacion Docente y
Técnica de gestion estatal en la Provincia de Buenos Aires que con 10152
docentes atiende a 93000 alumnos.
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En la década de los noventa se realiz6 un cambio estructural en la economia
argentina que, entre muchos otros efectos, hizo posible una transformacion
organizativa importante de la educacién ya que cada jurisdiccion es autbnoma y
decide sus propios lineamientos curriculares para la formacion de los futuros
profesores.

El Marco Normativo que permitio llevar adelante estos cambios, se integra con
las siguientes leyes:

e Ley N° 24.049 de Transferencia de los Servicios Educativos a las
Provincias (1992)

e Ley N°24.195 denominada Ley Federal de Educacion (1993).

e Ley Provincial de Educacién N° 11.612 (1995)

e Ley de Educacion Superior, N° 24.521(1996).

En estos documentos se fijan las bases para la organizacién de la Formacion
Docente y se mencionan los tipos de instituciones comprometidas con esa
formacion:

a) Institutos Superiores de Formacion Docente
b) Universidades

c) Institutos Universitarios

Organizacién

Los Institutos Superiores de Formaciéon Docente forman docentes para el
ejercicio profesional en el nivel secundario y superior. Acorde con convenios
establecidos con diversas universidades, sus egresados pueden continuar los
estudios de Licenciaturas y Maestrias en la especialidad.

A partir de la sancién de la Ley Federal de Educacién y de la reciente Ley de
educacion Superior (2007); se inicia un proceso de transformacion de la Formacion
Docente, sentando las bases para la organizacion y puesta en funcionamiento de un
nuevo modelo para todos los niveles y modalidades, ordenado en cuatro instancias:

e Formacion de docentes para distintos niveles y especialidades. Se
define como la instancia inicial de preparacién para el trabajo docente y en
ella se establecen los contenidos basicos que otorgan la acreditacion.

e Perfeccionamiento del docente en actividad. Consiste en la actualizacion
y profundizacién de contenidos curriculares, metodoldgicos e institucionales.

e Capacitacion de graduados y docentes para nuevos roles y funciones.
Es la instancia de capacitacion para roles y funciones diferentes de aquéllas
para las que el graduado se formé inicialmente y que demanda el nuevo
sistema.
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e Capacitacion pedagodgica de profesionales y técnicos superiores. Es la
instancia de formacion pedagdgica dirigida a profesionales no docentes y
técnicos superiores que deseen incorporarse a la docencia.

La Transformacion Educativa, incorpora al andlisis del curriculum la
problematica cultural, social, politica, ideolégica y econdmica, asi como el interés por
adquirir autonomia en las instituciones educativas. No admite la propuesta de
modelos y postula la importancia del lugar del docente como orientador para que el
egresado comprenda el papel que su profesion juega en el contexto social amplio y
del que ocupa como profesional.

Puntos esenciales
Refuerza en sus postulados los siguientes:

e Resignificacion de los contenidos curriculares en base a los cambios
culturales, cientificos y tecnoldgicos que caracterizan el mundo actual.

e Revision de las teorias de aprendizaje y ensefianza, considerando las
mas avanzadas corrientes pedagdgicas y didacticas.

e Transformacién de las instituciones educativas, en sus aspectos
organizacionales, en los sistemas de comunicacion internos y externos, en
el fortalecimiento de los criterios de autonomia.

e Vinculacién del Disefio Curricular con los ambitos de la produccién y
del trabajo a través de proyectos institucionales y aulicos.

e Revitalizaciéon de la formacién y capacitacion de recursos humanos
para desempefar con eficiencia el rol profesional.

e Actualizacién de las normativas vigentes para facilitar el desempefio
técnico administrativo de las distintas areas del Sistema Educativo.

En la Provincia de Buenos Aires se observa que el curriculum ha sido
concebido a partir de sus aspectos estructurales - formales, o sea considerando
prioritariamente las disposiciones oficiales, planes y programas de estudio,
organizacion jerarquica de la escuela, legislaciones que reglamentan la vida
institucional ademas de desarrollarse a partir de los aspectos practicos contextuales
gue a veces son elementos de resistencia y que le otorgan un sello caracteristico.

De acuerdo a lo expresado por Porlan': “El curriculum en la accién no puede
cambiarse por un simple acto administrativo o por la mera presentacion formal de
una nueva teoria curricular. Para cambiarlo es necesario que los profesores varien
sus puntos de vista, sobre cuestiones filosoficas, socioldgicas, pedagodgicas,
didacticas. Por ello se trata de establecer una adecuada relacion entre teoria y
practica educativa, entre las aportaciones provenientes de las ciencias de la
educacién y el conocimiento practico de los profesores, procurandose evitar el hecho

! Porlan, R. Constructivismo y escuela . (1993).

-
U N I'H;‘r NREVISTA IBEROAMERICANA DE EDUCACION MATEMATICA - SEPTIEMBRE DE 2008 - NUMERO 15 - PAGINA 91



Reflexiones sobre la Formacién del Profesor en Matematica segun el
disefio curricular de la Provincia de Buenos Aires-Argentina
Norma Susana Cotic

de poseer un discurso tedrico y no saber modificar la practica o, el otro, de pretender
cambiar la practica de algin marco de referencia teérico”.

Estructura del Curriculum

Establece una Dimension Particular, que se refiere al nivel educativo, el tipo
de educacion, poblacién a la que va dirigido y una Dimensién General que se
refiere a las relaciones de caracter social y politico - educativo del curriculum y que
se compone de una dimensién social amplia (ideoldgica,cultural, politica, social,
economica), una dimensién institucional y una dimension didactico aulica.

El curriculum se sustenta sobre los Principios Organizadores.

PRINCIPIOS
ORGANIZADORES

La institucion La practica docente La educacion como
educativa y su practica social
contexto

Espacios Formativos

Son cuatro espacios que se encuentran relacionados por la Practica en su
caracter de Eje Vertebrador de la Formaciéon Docente, con una revision permanente
de la reflexion sobre la accion y una clara conexién con el Espacio de la
Fundamentacién Pedagogica.

Esta integracion no resulta tan manifiesta en el Espacio de Especializacion

por Niveles y en el Espacio de la Orientacion, donde los contenidos presentan
una clara delimitacion.
[ ESPACIOS FORMATIVOS }

1 2 3 4

[ Fundamentacién pedagégica } [ Especializacion por niveles } [ Orientacion } [ Préctica docente }
1

[ Eje vertebrador }
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1. Espacio de la Fundamentacién Pedagdégica

Constituye el ambito preferencial para desarrollar en los futuros docentes la
capacidad de la accion reflexiva, capacitandolos para que por si mismos puedan
examinar los problemas morales, éticos, sociologicos, politicos, asi como la
instrumentaciéon necesaria de esquemas de pensamiento que les permitan
reflexionar sobre su practica diaria.

Componen el 14,50 % del Disefio Curricular y se distribuye durante los tres
primeros afios de la carrera. (ver cuadro |)

Cuadro |
Primer Afio Segundo Afio Tercer Afio
Perspectiva Filosofico- Perspectiva Filosoéfico- Perspectiva Filosofico-
Pedagogica | Pedagogica Il Pedagogico-Didactica
64 hs. reloj anuales 64 hs reloj anuales 64 hs. reloj anuales
Perspectiva Pedagdgico- Perspectiva Pedagogico-
P Didactica Ig 9 Didactica Il Perspectiva Politico-Institucional
64 hs. reloj anuales (Didactica _Espemal) 64 hs. reloj anuales
64 hs reloj anuales
Perspectiva Socio-Politica
64 hs. reloj anuales

Se observa la escasa carga horaria para la Perspectiva Socio Politica y
Perspectiva Politico Institucional, encontrandose poca presencia de los nucleos
politico culturales en la seleccién de contenidos.

2. Espacio de la Especializacion por Niveles

Los contenidos se refieren a las diferentes etapas evolutivas (edades que
oscilan entre 12 y 19 afos), a sus caracteristicas cognitivas, motrices, socioafectivas
y linglisticas.

Componen el 4% del Disefio Curricular y solo se presentan en los dos primeros
afos de la carrera (ver cuadro 1)

Cuadro Il

Primer Afio Segundo Afio

Psicologia y Cultura en la Educacion | Psicologia y Cultura del Alumno de EGB 3 y Polimodal
64 hs. reloj anuales 64 hs. reloj anuales
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3. Espacio de la Orientacion

Esta conformado por los contenidos especificos de la especialidad con una
sélida influencia del enfoque de la escuela francesa para la ensefianza de la
matematica.

En general, cada profesor es un especialista en el area, esto hace que cada
uno, en el intento de proporcionar al alumno el dominio del contenido matematico,
olvide la presentacion de como los diferentes topicos matematicos estan integrados
y cOmo se presentan en los distintos niveles educativos.

El futuro profesor, ademas de la competencia en relacion con el conocimiento
matematico que ensefiara, necesita saber como adaptar este contenido a su practica
cotidiana y esto, lamentablemente todavia no se ha podido lograr. Al hacer un
andlisis detallado del disefio curricular, se verifica solamente un cambio en los
nombres de las asignaturas, gran parte del contenido desarrollado no tuvo una
modificacion substancial aunque si se observan cambios en las estrategias de
evaluacion.

Componen el 65,50 % del Disefio Curricular. (ver cuadro Il1)

Cuadro Il

Primer Afio

Segundo Afio

Tercer Afio

Cuarto Afio

Introduccién al Andlisis
Matematico
160 hs. reloj anuales

Andlisis Matematico |
192 hs. reloj anuales

Algebra
96 hs. reloj anuales

Computacion
64 hs. reloj anuales

Algebra y Geometria |
160 hs. reloj anuales

Algebra y Geometria Il
192 hs. reloj anuales

Historia de la
Matematica
64 hs. reloj anuales

Fundamentos de la
Matematica
96 hs. reloj anuales

Matematica y su
Ensefianza |
64 hs. reloj anuales

Matematica y su
Ensefanza Il
64 hs. reloj anuales

Topologia
64 hs. reloj anuales

Matematica Aplicada
128 hs. reloj anuales

Andlisis Matemético Il
160 hs. reloj anuales

Fisica
160 hs. reloj anuales

Probabilidad y
Estadistica
96 hs. reloj anuales

Geometria
160 hs. reloj anuales

Matematica 'y su
Ensefanza lll
64 hs. reloj anuales

Metodologia de la
Investigacion Educativa
en Matematica
64 hs. reloj anuales

4. Espacio de la Practica

Supone la presencia activa del alumno en una institucién del nivel elegido para
su carrera. Desde el primer afio de estudios se promueve una interaccion entre el
conocimiento educativo y el conocimiento del contexto adulico.
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Ejes Transversales

Un enfoque abierto incorpora en el curriculo la Formacién ética, Campo
tecnologico y Mundo contemporaneo en todos los espacios formativos, sin carga
horaria ni contenidos especificos, lo que favorece la multiplicidad y diversidad de
lecturas y aporta autonomia en la implementacion del proceso formativo pero que
también puede producir cierta confusidbn con la superposicibn o repeticion de
contenidos prescriptos en el curriculum existente.

EJES
TRANSVERSALES

Formacién Etica Campo Tecnologico Mundo Contemporéaneo

Una de las fortalezas mas notables del Plan de Formacién actual, es la
implementacion de la practica efectiva en instituciones escolares desde el primer
afo de la carrera, aunque es mas significativo el incremento de este Espacio en el
altimo afio.

Estructuralmente, el problema de la vinculacion con la practica parece estar
solucionado, aunque no quedan suficientemente claros los modos de establecer
vinculos con la practica docente de manera transversal y extrainstitucional.

Cuadro comparativo de asignaturas por afio

PLAN DE FORMACION DOCENTE

700+ ~ @ Fundamentacion
600- _ pedagdgica
5001 - @ Orientacién

Cantidad de 4001 | (A (horas anuales)
antiada e B

horas 300-
200+

@ Practica
1007 ﬂ
0,

Afiol Afo2 Afo3 Afo4

O Especializacién
por niveles
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Partiendo del concepto amplio de Curriculum de Formacion de Grado,
sustentado en el concepto que da Alicia de Alba, quien define“Curriculum como
sintesis de elementos culturales (conocimientos, valores, costumbres,
creencias, habitos) que conforman una determinada propuesta politico
educativa, pensada e impulsada por distintos grupos y sectores sociales
cuyos intereses son diferentes y contradictorios” y analizando lo expuesto
anteriormente se pueden detectar los siguientes puntos problematicos,que no son
los Unicos sino los méas destacados:

e Desarticulacion entre el campo del trabajo especifico docente y lo que
contempla el curriculum

e Falta de procesos de evaluacion en los planes ya establecidos. No estan
previstos en el Disefio.

e Escasa participacion de los sujetos involucrados en la implementaciéon del
curriculum en cuanto a la formulacion, implementacion y evaluacion.

e Influencia de un criterio fuertemente prescriptivo.

e Las materias que conforman los planes de estudio, no contemplan las
demandas sociales como insercion laboral, articulacién entre los distintos
niveles, etc.

e Falta de diversidad metodoldgica.

Es necesario tener presente que el curriculum constituye el nacleo del proceso
de institucionalizacién de la educacion con una identidad social propia y particular.
Por eso se necesitan docentes convenientemente preparados, con actitud critica y
de innovacién, capaces de responder a las necesidades de los alumnos y a las
demandas del curriculum, capaces de asumir una conducta de resistencia cuando
las propuestas sean reproductivistas y no permitan la autonomia y el juicio
constructivo.

Reflexiones finales

La formacion del docente en matematica para el nivel medio ( Escuela
secundaria basica y polimodal) en la Provincia de Buenos Aires - Argentina, se
desarrolla en su mayoria en los Institutos Superiores de Formaciéon Docente, donde
sus profesores reducen su trabajo a la presentacion de contenidos, a la utilizacion de
técnicas y algoritmos y a la transposicion de demostraciones, siendo muy escasa la
propuesta de resolucion de problemas o la presentacién de modelos matematicos
acordes con las nuevas corrientes de la educacion matematica.

Los contenidos matematicos en las catedras respectivas de la carrera son
tedricos y complejos, no se vinculan con los contenidos y procesos que se
contemplan en los programas de Ensefianzas Secundaria.

En general, cada profesor de la carrera docente es especialista en su materia y
tiende a proporcionar al futuro profesor el dominio del contenido matematico,
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olvidando que es necesaria la integracidén con las otras asignaturas y la adaptacion
en el campo donde se aplica, ademas de la competencia en relacién con el
conocimiento mateméatico que el futuro docente ensefiard y que deberia vivenciar
desde las primeras fases de la carrera, mediante experiencias de aula que le
permitan discutir y reflexionar sobre las lineas pedagdgicas de ensefianza y
evaluacion, integrando equipos de trabajo con un tutor especializado.

No se incentiva la investigacion y se confunde con la copia de textos
encontrados en libros, publicaciones o en Internet sin reflexion o analisis que
permitan la adquisicion de conocimientos y competencias. O sea, concluye su Curso
con una vision fragmentada del conocimiento matematico y con mucha dificultad
para identificar la finalidad de la educacidbn en una sociedad en continua
transformacion.

Un posible riesgo de no cuidar el desarrollo del conocimiento matematico es el
de continuar en el nivel secundario con docentes que tengan la capacidad de
ensefiar técnicas de modo repetitivo reproduciendo la misma ensefianza que
vivencio en su trayectoria como estudiante y que luego exige de su alumno.

No es dificil concluir que uno de los aspectos claves para mejorar la calidad de
los procesos de formacion y de ensefianza y aprendizaje de la matematica es,
mejorar la calidad de la formacién profesional de los profesores de la carrera. Hay
aqui un desafio importante, concretar a través de las Universidades, Institutos de
Formacion Docente y Sociedades de Educacion Matematica, un aporte concreto y
coordinado de perfeccionamiento y actualizacion profesional de los profesores, que
generen un cambio de actitudes relacionadas con el aprender matematico en la
sociedad, en las instituciones escolares y en el aula, asi como otras modificaciones
tendientes a elevar la calidad del dominio profesional del profesor de matematica.

El curriculum es uno de los instrumentos mas potentes para analizar, como la
practica docente se sostiene y se expresa de una forma particular, segun el contexto
en gque se desarrolla.

Algunas propuestas

Ante las dificultades y carencias observadas, se presentan algunos de los
proyectos que los Institutos de Formacion Docente han desarrollado con el propdsito
de paliar las carencias que han surgido del analisis de la propuesta curricular actual.

Proyecto I: Convenios de articulacion eficaz entre Institutos de Formacion
docente y Universidad. El desafio es llevar a la practica un estilo de capacitacion
disciplinar y didactica de los profesores en actividad, que propicie mejoras en el
proceso de ensefianza y aprendizaje. Consiste en la continuidad de estudios de
postgrado o especializaciones en el area de su competencia.
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Proyecto Il: Capacitacion en herramientas informaticas. Tiene dos finalidades,
en principio capacitar en el uso de herramientas informaticas basicas, que puedan
ser empleadas por los docentes en sus diferentes tareas y en segundo lugar adquirir
las competencias que les permitan utilizar programas especificos para matematica
como Cabri, Derive. Maple, graficadores, etc.

Proyecto lll: Jornadas académicas. Destinadas a difundir las producciones
pedagogicas de los alumnos en los diferentes Espacios Curriculares, propiciando un
espacio de intercambio entre instituciones y grupos de trabajo en areas de interés
comun

Proyecto IV: Departamento de Aplicacién para el Profesorado de Matematica.
Destinado a la préactica de los futuros docentes, como ayudantes de catedra de un
profesor titular en el nivel que le corresponde iniciar su residencia anual.

Proyecto V: Redes de Institutos de Formacion Docente. Tendientes a mantener
la comunicacion y divulgacion permanente de experiencias e investigaciones.

Proyecto VI. Talleres complementarios. Destinados a profundizar contenidos
matematicos especificos, metodologias y estrategias de ensefianza y aprendizaje,
métodos de evaluacion, técnicas de trabajo grupal, etc.

Proyecto VII: E-learning como camino para la formacion y capacitacion de los
docentes. Destinado a la produccion de cursos a distancia en las distintas areas de
formacion docente.

Proyecto VIII: Laboratorio de materiales concretos. Destinado a la creacion y
utilizacién de materiales concretos y su aplicacion didactica.
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PROFESORADO DE TERCER CICLO DE LA EGB
Y DE LA EDUCACION POLIMODAL EN MATEMATICA

1*". ANO
/ ESPACIO DE LA
ESPACIO DEELE')A‘ AE%%?@XENTAOON ESPECIALIZACION ESPACIO DE LA ORIENTACION
POR NIVELES
192 hs. reloj anuales 64 hs. reloj anuales 384 hs. reloj anuales
Perspectiva | Perspectiva | Perspectiva Psicologia y Introduccion | Matematica y
PP o . e Algebray
Filoséfico- | Pedagdgico- Socio- Culturaen la al Analisis Geometria | Su
Pedagogica | | Didactica | Politica Educacion Matematico Ensefianza |
64 hs. reloj 64 hs. reloj | 64 hs. reloj : 160 hs. reloj | 160 hs. reloj | 64 hs. reloj
64 hs. reloj anuales
anuales anuales anuales anuales anuales anuales

FORMACION ETICA, CAMPO TECNOLOGICO, MUNDO CONTEMPORANEOQ

Atraviesan todos los Espacios

ESPACIO DE LA PRACTICA DOCENTE |

4.30 hs. reloj anuales*

El tiempo previsto se corresponde con un turno completo de los Servicios Educativos de EGB 3 para desarrollar
actividades de Observacion y Practica en dichos Establecimientos, asi como de reflexion en el Instituto Formador
sobre la realidad educativa del Nivel Implicado

TOTAL HORAS ANUALES: 784

* Se asignaran tres (3) horas reloj semanales a un Especialista en Pedagogia y dos (2) horas reloj
semanales a un Especialista en Didactica de la Matematica
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2% ANO
ESPACIO DE LA ESPACIO DE LA ,
FUNDAMENTACION ESPECIALIZACION ESPACIO DE LA ORIENTACION
PEDAGOGICA POR NIVELES

128 hs reloj anuales 64 hs reloj anuales

448 hs reloj anuales

Perspectiva . .
Perspectiva | Pedagogico Psicologia y
-ISPEC dagog Cultura del Alumno e o Algebray Matematica y su
Filosofico- Didéctica Il Analisis Matematico | . ~
- L de EGB 3y Geometria Il Ensefanza Il
Pedagogicall | (Didactica .
X Polimodal
Especial)
64 hs reloj 64 hs reloj 64 hs reloj anuales | 192 hs. reloj anuales 192 hs. reloj 64 hs. reloj
anuales anuales anuales anuales

FORMACION ETICA, TECNOLOGIA, MUNDO CONTEMPORANEO

Atraviesan todos los Espacios

ESPACIO DE LA PRACTICA DOCENTE I
5 hs. reloj semanales*

El tiempo previsto se corresponde con un turno completo de los Servicios de Educacion Polimodal para desarrollar
actividades de Observacion y Practica en dichos Establecimientos, asi como de reflexién en el Instituto Formador sobre
la realidad educativa del Nivel Implicado.

TOTAL HORAS ANUALES: 800

* Se asignaran dos (2) horas reloj semanales a un Especialista en Pedagogia y tres (3) horas reloj
semanales a un Especialista en Didactica de la Matematica
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3*". ANO
ESPACIO DE LA ,
FUNDAMENTACION ESPACIO DE LA ORIENTACION
PEDAGOGICA

128 hs. reloj anuales

544 hs. reloj anuales

Perspectiva : S Matematica
P Perspectiva Historia de - .
Filosofico- o ; . Anélisis Probabilidad y su
. Politico- Algebra la Topologia e - ~
Pedagogico- o - Matematico Il | y Estadistica | Ensefianza
7S Institucional Matematica
Did4ctica 1l
64 hs.reloj | 64 hs. reloj grzl?' 64 hs. reloj | 64 hs. reloj | 160 hs. reloj 96 hs. reloj 64 hs. reloj
anuales anuales anuaIJe s anuales anuales anuales anuales anuales

FORMACION ETICA, CAMPO TECNOLOGICO, MUNDO CONTEMPORANEQ

Atraviesan todos los Espacios

ESPACIO DE LA PRACTICA DOCENTE IlI
102 hs. reloj anuales*

Las semanas correspondientes a este espacio estaran divididas en tres grandes grupos:

- Veinticuatro (24) semanas de tres (3) horas reloj semanales de Pre-Residencia en EGB 3, en las que se realizaran
tareas de observacion e intervencidn docente en el grupo asignado alternandolas con la elaboracién del Proyecto
de Aula para la Residencia.

Seis (6) semanas de cuatro (4) horas reloj semanales destinadas a la Residencia en EGB 3.

- Dos (2) semanas de tres (3) horas reloj semanales para el andlisis y reflexion sobre la practica, la autoevaluacion,

coevaluacion y evaluacion por parte del Equipo Docente.

TOTAL HORAS ANUALES: 774

* Al docente se le asignaran cuatro (4) horas reloj semanales durante todo el afio, a los efectos del
asesoramiento, seguimiento y evaluacion de los alumnos practicante
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4. ANO

ESPACIO DE LA ORIENTACION

672 hs. reloj anuales

Fundamentos

Metodologia de la

. Matematica . y Investigacion

Computacion de la . Fisica Geometria ;
. Aplicada Educativa en

Matematica L

Matemética

64 hs. reloj 96 hs. reloj 128 hs. reloj 160 hs. reloj 160 hs. reloj :

64 hs. reloj anuales
anuales anuales anuales anuales anuales

FORMACION ETICA, CAMPO TECNOLOGICO, MUNDO CONTEMPORANEO

atraviesan todos los espacios

Las semanas correspondientes a este espacio estaran divididas en tres grandes grupos:

ESPACIO DE LA PRACTICA DOCENTE IV

102 hs. reloj anuales*

Veinticuatro (24) semanas de tres (3) horas reloj semanales de Pre-Residencia en Educacion Polimodal, en
las que se realizaran tareas de observacion e intervencion docente en el grupo asignado alternandolas con
la elaboracion del Proyecto de Aula para la Residencia.
Seis (6) semanas de cuatro (4) horas reloj semanales destinadas a la Residencia en Educacion Polimodal.

Dos (2) semanas de tres (3) horas reloj semanales para el analisis y reflexion sobre la practica, coevaluacion
y evaluacion por parte del Equipo Docente.

TOTAL HORAS ANUALES: 774

* Al docente se le asignaran cuatro (4) horas reloj semanales durante todo el afio, a los efectos del
asesoramiento, seguimiento y evaluacion de los alumnos practicantes.
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Dinamizacion matematica
IES Sierra Minera de La Unién
Murcia. (Esparia)

Realizacion de una Semana Matematica

|. Salas, M. Pefialver, P. Sandin, A. Pérez-Nieto y Joaquin Comas

Resumen

El 2000 fue declarado por la UNESCO «Afio mundial de las Mateméticas» y el I.E.S. Sierra
Minera de La Union (Murcia, Espafia) quiso unirse a las celebraciones organizando una
Semana de actividades en la que todos pudiéramos descubrir que las Matematicas se
encuentran en muchos lugares, ademas de estar en las pizarras y en los libros. La
experiencia fue muy provechosa y se ha repetido en otras seis ocasiones. Presentamos un
trabajo interdisciplinario que ha tenido como objetivo mejorar las actitudes y las capacidades
de los alumnos en mateméticas.

Abstract

The year 2000 was declared “Mathematics World Year” by UNESCO and “Sierra Minera”
High-school joined that event by organizing one Week with activities for everyone to find out
that Maths are in many places, not only in classrooms and books. The experience was very
useful and, before that date, it had been previously done six times. We presented an
interdisciplinary study with the aim of improving students” attitudes and capabilities for Maths.

Presentacion

Coincidiendo con la declaraciéon por la UNESCO del afio 2000 como el «Afio
mundial de las Matematicas» un grupo de profesores del Instituto de Ecuacion
Secundaria® Sierra Minera de La Unién (Murcia, Espafia) no quisimos dejar pasar
tan importante oportunidad para celebrarlo. Fuimos pensando distintas ideas que
nos ayudasen a dinamizar las clases de matematicas y la que mas nos entusiasmé
fue la de organizar una Semana Matematica en la que todos pudiéramos descubrir
que las Mateméticas se encuentran en muchos otros lugares, ademas de estar en
las pizarras y en los libros. Queriamos organizarlo bien, y para eso era indispensable
la participacion de profesores de diversas asignaturas para dar a las Matematicas

1 Un Instituto de Ecuacién Secundaria abarca los niveles de Ecuacién Secundaria Obligatoria, Bachillerato,
Ciclos Formativos y Programas de Iniciacion Profesional, con edades de los alumnos comprendidas entre 14 y
18 afios.
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una vision mucho mas amplia de la usual. Los profesores implicados fueron muchos,
lo que permitié hacer actividades muy variadas e interesantes.

La experiencia fue muy provechosa y se ha repetido en seis ocasiones mas. La
gran aceptacion obtenida nos ha animado a mostrar el trabajo realizado por un
grupo de profesores y alumnos que, a través de un trabajo interdisciplinar, ha tenido
como objetivo mejorar las actitudes y las capacidades de los alumnos en
matematicas.

Como en cualquier experiencia nos hemos encontrado con inconvenientes,
dificultades y algun que otro disgusto, aunque el esfuerzo realizado nos ha facilitado
unas clases mas dinamicas, motivadoras, y por que no, mas divertidas a lo largo de
cada curso, siendo la actividad que vamos a presentar una interesante herramienta
para HACER matematicas.

AT,
ms'am;fn :
Tenvds,

Pegatina Oficial de la VII Cartel de la VIl Semana
Semana Tematica Tematica

Desarrollo de una Semana Matematica

Idea de la actividad

Como hemos comentado la celebracion del «Afio mundial de las Matematicas»
nos animo a realizar actividades para mejorar las actitudes y las capacidades de los
alumnos en matematicas a través de un trabajo interdisciplinario por lo que era
necesaria la participacion de profesores de diversas asignaturas para dar a las
Matematicas una visidon mucho mas amplia de la usual.
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Antiguo Mercado Publico Vista del interior del Mercado Publico

La Semana Matematica es una gran muestra en la que cada grupo de alumnos
va pasando por una serie de aulas-taller con un orden previamente establecido, de
forma que cada cierto tiempo van rotando los grupos por todas las aulas, sin
coincidir dos grupos en una misma aula. Este evento se realiza durante varios dias,
agrupando a los alumnos por niveles educativos e invitando a participar a otros
centros. Creemos importante destacar que son los propios alumnos que han
realizado los trabajos durante el curso los que presentan y controlan las diferentes

aulas, adquiriendo una mayor responsabilidad y entrega a la hora de realizar esta
actividad.

Creemos importante destacar que son los alumnos que han trabajado durante
el curso en las actividades, los que presentan y controlan las diferentes aulas, con lo
que adquieren una mayor responsabilidad. Esto ayuda a motivarlos y a que su
actitud sea la mejor a la hora de trabajar durante todo el proceso.
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Triptico de la VIl Semana Tematica
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Miembros de la Organizacion

Tanto los alumnos que llevan las actividades como los profesores encargados
son Miembros de la Organizacion y llevan un distintivo consistente en una tarjeta
plastificada. Igualmente hay tarjetas para la Prensa y de Apoyo Logistico. En la
ultima edicion hemos disefiado camisetas con el logotipo de la pegatina oficial y los
alumnos y profesores las han adquirido para llevarlas durante la Semana
Matematica.

Monitores del dia Monitores explicando una actividad

Tarjeta de Grupo

Para darle un caracter mas ladico, cada grupo lleva el nombre de un
matematico conocido y una tarjeta identificativa. Por el reverso de esta cada grupo
debe escribir antes del comienzo de la actividad la clase a la que pertenece, el
nombre los componentes del grupo y del alumno responsable. Esta tarjeta tiene una
doble utilidad; por un lado sirve para llevar un control de los alumnos, por otro para
anotar la puntuacion de cada grupo en cada actividad, para al finalizar las
actividades premiar al grupo con mas puntos con un premio. La puntuacion en cada
aula la determina uno de los alumnos responsables de la misma, de esta forma la
calificacion no es “impuesta” por profesores, lo que evita protestas de los alumnos
con baja calificacién, pues hemos comprobado que en general admiten mejor la
puntuacion dada por los compafieros responsables del aula. Al final del recorrido por
todas las aulas el responsable del grupo entrega la tarjeta a la Mesa de
Organizacion y posteriormente se hace entrega de los premios a los componentes
de los grupos ganadores.
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Alumnos provenientes de un mismo centro Grupo ganador del dia

Mesa de Informacion

Para resolver cualquier duda se monta una Mesa de Informacion. En ella varios
alumnos resuelven las distintas dudas que puedan surgir: ubicaciéon de un aula,
horarios, bienvenida de centros invitados, informacion a visitantes...

Tarjeta de Votaciones

Dado que a lo largo del recorrido por las diferentes aulas los alumnos deben
explorar los diversos trabajos realizados durante el curso por los miembros del aula,
hemos disefiado una tarjeta para cada alumno participante donde debe ir eligiendo
el elemento que méas le ha gustado dentro de cada seccion. Entre todas las
papeletas recogidas se realiza un sorteo con premios para los ganadores. De esta
manera los alumnos prestan mayor atencion a la vertiente expositiva de la Semana
Matematica.

Votacion I Semana Matematica &

NOMBRE: CURSO:
Elermento avotar Nombie el elemento elegido
Mejor fotografia de Poliedros:

Iejor obra de Escher

Mejor hora del Mundo:

Mejor fotografia del Mercado

Mejor Escala

Tarjeta de Votacion individual Alumnos depositando la Tarjeta de
Votacion
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La | Semana Matematica (curso 1999-2000) tuvo siete aulas tematicas:
Lengua, Ciencias Naturales, Enredos de Ingenio, Juegos Matematicos,
Idiomas, Taller de Matematicas y Exposiciones.

La Il Semana Matematica (curso 2000-2001) tuvo siete aulas tematicas: De
Mates ...;,Na?, Poliedros Gigantes, El Espejo Magico de Escher, El Mercado
Geomeétrico de La Union, Juegos Matematicos 1 y 2 , El Mundo de las
Teselaciones e Instrumentos de Medida.

Alumnas construyendo poliedros Vista del Gimnasio

La lll Semana Matematica (curso 2001-2002) tuvo nueve aulas tematicas: De
Mates ...;,Na?, La Torre de Babel, Matecultura, El Mundo de los Poliedros ,
Mapas del Mundo , Mategolf, ¢(Donde Estamos? , Relaciones Humanas y
Miscelanea.

En el curso 2002-2003 pensamos que podia ser interesante para el centro
seguir con una actividad de este tipo, pero cambiando de tematica. Se decidid
cambiar el nombre de la actividad y se pasé a llamar “Semana Tematica”, pues no
queriamos perder el camino recorrido. Esta edicién tuvo como eje motivador el 25
aniversario de la Constitucion, y en este caso la colaboracion del Departamento de
Matematicas estuvo relacionada con las matematicas electorales.

En el curso 2003-2004 volvimos a tener como eje motivador las matematicas,

denominandose la actividad V Semana Temaética: TCHX kl.f “m

y tuvo nueve aulas tematicas: Orientandonos, Torre de Babel, Naturaleza
Matemética, Administracion Segura, Juegos Matematicos, Matecultura, De
Mates... ¢ Na?, Fractalmania y Miscelanea.
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En el curso 2004-2005 se volvio a alternar la tematica tenido como eje
motivador el cuarto centenario de El Quijote, y en este caso la colaboracion del
Departamento de Matematicas ha estado relacionada con instrumentos y medidas
tradicionales.

Espectaculo de Magia Matematica Inauguracion de la V Semana Tematica

Por razones de espacio y a modo de ejemplo nos
vamos a limitar a desarrollar las actividades que se
realizaron para la VIl Semana Tematica, pero si se desea
conocer alguna actividad de otro curso puede visitarse la
pagina web De Mates... ¢ N&?? .

Realizacion de la VIl Semana Tematica

El lema de la presente edicién ha sido Ren KTX las Ma fes.

Este eslogan es el sucesor del de la V Semana Tematica y recoge el objetivo que
nos habiamos marcado: RE-picar a todos los chicos y chicas a redescubrir las
matematicas de una forma divertida.

> De Mates... ¢Na&? es una pagina web elaborada por alumnos de matematicas tanto de ESO como de
Bachillerato de nuestro centro dada su utilidad como elemento motivador y dinamizador de las clases. En ella
presentamos algunos de los trabajos realizados en las clases de matematicas, las actividades desarrolladas en
nuestro Instituto relacionadas con las Matematicas, noticias e investigaciones matematicas en general. La
presentacion se realiza mediante diferentes secciones, cada una de ellas en torno un tema de interés:
presentacion de la pagina, curiosidades, fotografia matematica, noticias, enlaces a otras paginas... Estas
secciones son: ¢Quiénes Somos? ¢Sabias qué...?, Ojo Matematico , Matenoticias, Otras paginas, Viaje a
través de los Genios y Exposiciones. Esta participacion se presenta a los alumnos de los diversos cursos y
consiste en realizar trabajos que encajen dentro de alguna seccién de la web, que por lo general son
presentados y sugeridos por nosotros. Creemos importante poder visitar todas las aportaciones de cursos
anteriores y esto se puede realizar mediante hipervinculos a las paginas realizadas en otros cursos situados en
la parte superior derecha de la pagina principal.
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La actividad se realizé en el antiguo Mercado Publico de La Unién?, del 16 al 23
de abril de 2008. Esta edicién tuvo una gran asistencia de centros invitados y cada
dia tuvimos unos 250 chicos y chicas participando (lo que hace un total de 30
centros participantes y mas de 1500 alumnos). El dia de la inauguracién contamos
con la presencia de Claudi Alsina que nos ofrecid una conferencia sobre las
Matematicas a lo largo de la Historia.

Conferencia inaugural de Claudi Alsina

También realizamos un “experimento” denominado “Arte cinematico” en el que
todos los presentes debian ponerse por grupos y realizar unos mosaicos con
distintos colores pero al ritmo de la musica. A partir de un ritmo y del movimiento se
creaban figuras geométricas, en este caso cuadrados concéntricos, utilizando dos
técnicas plasticas distintas, el dibujo (ceras) y el color (témperas aplicadas con
esponja).

Arte Cinematico

= Antiguo Mercado Publico de La Union (Murcia, Espafia) es una obra de estilo modernista del arquitecto
Victor Beltri. Fue concebido como plaza de abastos del pueblo de La Unidn, que, a principios del siglo XX vivia
un momento de extraordinaria pujanza econémica debido al auge de las minas de plomo y plata. El edificio se
apoya sobre una serie de columnas de hierro que soportan todo el peso de la estructura. Para conseguir la mejor
iluminacion posible del interior diafano, casi todos los huecos se cubrieron con cristal. Sélo se construy6 de obra
los muros de las crujias y la fachada principal. Algunos elementos decorativos tipicos del modernismo como
flores y pinaculos, realizados en piedra artificial, adornan la fachada. El edificio esta restaurado y es la sede
actual del Festival Internacional del Cante de las Minas.
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Entre los nuevos retos que nos habiamos marcado para este afio destaca la
realizacion de una espiral aurea, espiral de Durero, de mas de diez metros de altura
con papel continuo sobre el escenario del Mercado Publico.

Gran Espiral de Durero o Espiral Aurea

Otro reto que nos propusimos fue el de recrear un Cementerio Matematico.
Esta actividad la realizamos los departamentos de Inglés, Plastica y Matematicas
para Halloween y se trataba de la construccién de un cementerio con sus tumbas y
la peculiaridad de que los difuntos eran matematicos y matematicas famosos. En
cada tumba se podia leer el nombre, fecha de nacimiento, fecha de muerte y un
epitafio (en una placa), todo ello en inglés. Los alumnos visitaban el cementerio y
debian rellenar un cuestionario para saber quién era quién. La actividad nos parecio
muy interesante y la ampliamos durante la Semana Tematica tratando de realizar un
cementerio mas “real” con mejores decorados, efectos sonoros y luminosos. Cabe
resaltar que el Cementerio Matematico fue el tema de un programa radiofonico por
parte de Nieves Concostrina en su programa “Polvo eres” de Radio Nacional de
Espafa, Radio 5 todo noticias.

Alumnos en el Cementerio Matematico Vista del Cementerio Matematico
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También fue una alegria y una responsabilidad el que las VI Jornadas
Regionales de Educacion Matematica de Murcia se inauguraran en el Mercado
Pablico con motivo de visitar nuestra Semana. Después de la inauguracion el
profesor Luis Balbuena realiz6 una conferencia y seguidamente se realizé una visita
a la Semana por parte de los asistentes. Estos, como si fueran alumnos, en grupos y
con su tarjeta correspondiente iban pasando por todas las aulas y los monitores les
explicaban las actividades de igual forma que lo hacian con los alumnos de otros
centros. Para todos nosotros, y especialmente para los monitores, fue una
experiencia muy gratificante el ser por un dia ellos los profesores de matematicas y
los profesores los alumnos.

Inauguracién de las VI Jornadas Regionales Profesor siguiendo las explicaciones de los
de Educacion Matematica de Murcia monitores

A continuacion describimos brevemente en que consistia cada aula de esta
edicion:

Estratecno

En esta aula los visitantes tenian que buscar estrategias en varios juegos
relacionados con las matematicas, todos ellos realizados en el centro. Cabe
destacar la realizacion a tres escalas (normal, miniatura y gigante) de un juego de
estrategia denominado “Atascos” y de las Torres de Hanoi. También se manejaron
Maquinas de Galton para experimentar con combinatoria y el azar, y por ultimo se
podia ver el proceso de disefio y realizacion de unas gigantescas Cometas
tetraédricas.
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Aula Estratecno: Torres de Hanoi Aula Estratecno: Atascos

Sociomatica

Se presentaron actividades en el que se relacionaban las Mateméticas con el
Arte, la Filosofia, las Religiones y la Numerologia. Se realizaba un recorrido por el
aula observando los diferentes paneles y contestando unos cuestionarios. Por otra
parte se realizaba un trabajo Demografico de campo, pues los alumnos debian
rellenar una ficha sobre datos familiares para que los monitores los introdujeran en el
ordenador con el objeto de ir confeccionando una piramide de poblacién. Ademas
cada alumno indicaba al monitor encargado de los mapas “Nuestros Origenes” con
el fin de sefnalar en ellos la procedencia familiar.

Aula Sociomatica: Alumnos realizando actividades

La Torre de Babel

En esta aula nos encontrdbamos con actividades en espafol, inglés y frances.
Se debian responder preguntas con la informacién de los paneles en los que se
relacionaban las Mateméticas con sellos, curiosidades, poesia, humor matematico y
realizaban sopas de letras. Posteriormente jugaban al Matebingo en el que los
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monitores “cantaban” elementos matematicos en inglés y francés. Otra parte del aula
era la del Cementerio Matemético; consistia en averiguar el nombre de los
matematicos de las lapidas que se habian realizado en la fiesta de Halloween. Habia
una hoja donde ponia pistas en espafiol y en las lapidas lo ponia en inglés. Para
finalizar, cada visitante dejaba su opinion por escrito en un libro de firmas, con su
testimonio e impresiones acerca de la Semana.

Aula La torre de Babel: Bingo Aula La torre de Babel: Exposicion de
Matemético Sellos Matematicos

El Canto de un duro

Esta aula constaba de dos partes diferenciadas que relacionaban las
Matematicas con la musica por un lado y con la bolsa por otro. En la actividad sobre
musica los monitores ensefiaban a los alumnos a manejar las principales funciones
del programa para la composicion de musica fractal mediante el programa de
ordenador Gingerbread, concluyendo la actividad con el almacenamiento, en el disco
duro de los ordenadores, de las obras compuestas por los alumnos participantes.
También se podia ver un Monocordio Tonométrico realizado en el centro y el panel
informativo sobre el mismo.

En la siguiente actividad se pretendia introducir a los alumnos en el mundo de
las divisas, los tipos de cambio y los paises a los que pertenecen. Los alumnos de
los Ciclos de Administrativo de nuestro centro disefiaron un juego en el que los
alumnos invertian en divisas 4.000 euros. Podian elegir liboremente la cantidad a
invertir sin que se superase el anterior limite, escogiendo para ello cuatro monedas
diferentes que podian ser reales brasilefios, dirham marroquies, dolares USA, libras
egipcias, libras esterlinas o rublos rusos. Finalizada la Semana Tematica se
cotejaron "las inversiones realizadas" con los nuevos tipos de cambio a fecha de 25
de abril y el alumno que obtuvo mayor plusvalia con la compra de sus divisas recibio
un premio.
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Aula El canto de un duro: Alumnos realizando actividades

El Laberinto

En esta aula se trataba de participar en una carrera de orientacién por equipos
con seis estaciones por todo el Mercado Publico. Cada equipo tenia un mapa del
Mercado para buscar las estaciones, y una planilla de respuestas donde se iba
apuntando las soluciones de cada una de las pruebas planteadas en dichas
estaciones. Se debia completar la planilla de respuestas correctamente en el menor
tiempo posible. Al equipo ganador se le premiaba con un “gorro matematico” hecho
con globos (con forma de tetraedro o con forma de flor con una simetria de orden
cuatro).

Aula El laberinto: alumnas buscando pruebas Aula El laberinto: Gorro tetraédrico
hecho con globos

i
U N I%NREVISTA IBEROAMERICANA DE EDUCACION MATEMATICA - SEPTIEMBRE DE 2008 - NUMERO 15 - PAGINA 117



DinamiZacion mafemitica

IES Sierra Minera de La Unién. Murcia (Espafia)

Realizacion de una Semana Matematica
Plasmate

En esta aula la actividad estaba basada en la obra de M.C. Escher, artista
plastico que supo combinar la geometria y la plastica en su obra. Se intentaba
recrear una obra suya utilizando para ello el collage. Una gran parte de la obra de
Escher se basa en las redes modulares, es decir la repeticion de un elemento
geomeétrico en el plano o el espacio, por ello los alumnos trabajaron en el plano
utilizando para ello las figuras geométricas que se pueden repetir sobre este sin que
sobre ningun espacio, es decir, el triangulo y el cuadrado. Estas repeticiones no
tendrian ningun interés plastico fuera de lo comun si no es por la aportacion, que
utilizando la simetria, giros, areas, ...disefia unos modulos que al repetirse generan
imagenes. El proceso consistia en que partir de las fotocopias de los modulos
triangulares y cuadrados, se recortaban con cuidado de respetar la forma y el dibujo,
se ensamblaban los modulos sobre la cartulina negra para comprobar que
encajaban, se elegian los colores a utilizar, se aplicaba el color y se pegaba el
resultado. También se visitaba una exposiciéon de cuadros y figuras imposibles
realizados por los alumnos del centro inspirados en las obras de Escher.

Aula Plasmate: alumnos realizando Aula Plasmate: Exposicién sobre la
mosaicos particién periddica del plano

Eureka

El visitante se encontraba en esta Aula con una serie de experimentos
similares a los del programa televisivo “El Hormiguero”. En primer lugar los
monitores presentaban experimentos relacionados con Fisica y Quimica que luego
explicaban y debatian con los alumnos. Trataban entro otros los siguientes temas: el
Arco iris, Acidos y Bases, Vasos magicos, la Bolsa extrafuerte y Experimentos sobre
g. Otras actividades estaban relacionadas con las Ciencias Naturales; se trabajaba
con la presencia de las Matematicas en la Naturaleza, especialmente del NUmero
Aureo y de los Fractales. Cabe destacar la actividad en la que todos los visitantes
debian comprobar si su cuerpo “era Aureo”, dividiendo la altura total de la personay
la altura hasta el ombligo y se comprobaba que el resultado era aproximadamente el
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Numero Aureo. Todas las medidas se anotaron en una base de datos y la media de
las mediciones dio como resultado una aproximacién del NUumero Aureo con tres
decimales exactos.

Aula Eureka: experimento “La bolsa extrafuerte” Aula Eureka: fractales en la naturaleza

¢, Qué dices?

En esta aula se pretendia usar las matematicas para darnos cuenta de los
peligros que corremos todos con la multitud de ruidos presentes en nuestras vidas.
Para ello se hacia uso de unos paneles explicativos y de un sonémetro con distintas
mediciones para que nos diéramos cuenta ayudandonos de graficas que los
decibelios actian con una escala logaritmica. Otra actividad era descubrir la
Geometria presente en las sefializaciones de seguridad, como por ejemplo viendo
gue el Tridngulo es una advertencia o peligro y que el Circulo representa una
obligacion (azules) o prohibicion (rojas).

Después, por parejas se le daba a uno una tarjeta con alguna figura geométrica
0 una operacion de célculo y debia explicarlo por teléfono a su compafiero que
estaba en otro recinto. Posteriormente se presentaba la Espiral de Durero realizada
con bombillas por alumnos del Ciclo de Electricidad y se podian contemplar los
concursos realizados a lo largo del curso en el centro sobre Fotografia Matematica,
la Tarjeta Matematica de Afio Nuevo y la Pegatina “oficial” de la VIl Semana
Tematica.
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Aula ¢ Qué dices?: mediciones con el sonometro Aula ¢,Qué dices?: alumnos realizando actividades

Galimates

Al entrar en esta aula, el grupo se subdividia en dos diferentes. Un grupo
realizaba la actividad sobre una Casa Ecoldgica en colaboracién con Cruz Roja que
consistia en un juego de tablero gigante en el cual los alumnos eran las propias
fichas, los monitores encargados hacian preguntas sobre la aplicacion de las
Matematicas a la ecologia y segun fuera la respuesta se avanzaba o retrocedia.

El otro grupo al mismo tiempo realizaba una actividad que consistente en
resolver operaciones y acertijos matematicos con respuesta numeérica. La respuesta
debian darla en braille, polaco, arabe o lenguaje de signos. Por ultimo todos los
alumnos participaban en un concurso que consistia en un bote lleno de habichuelas
en el que los alumnos daban una estimacion del nimero aproximado de habichuelas
gue habia; se anotaba en una base de datos el numero junto con los datos del
alumno y al finalizar la Semana se entregd un premio al alumno que mas se
aproximé al nimero exacto de habichuelas.

Aula Galimates: la Casa Ecolégica Aula Galimates: respuesta de acertijos en braille
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Miscelanea

A lo largo de la visita los alumnos también podian visitar diversas exposiciones
realizadas en anteriores ediciones como las exposiciones sobre Figuras Imposibles,
Obas de Escher o sobre fotografia matematica presente en el propio Mercado
Publico. Al desplazarse por el Mercado Publico podian ver los Poliedros Gigantes de
un metro de arista, un Omnipoliedro (todos ellos realizados por alumnos del centro) y
comprobar el “Teorema de Euler”. Ya en el centro del Mercado Publico podian
observar el crecimiento armonico en la planta llamada vulgarmente “pita” o
“arcibaron” y contemplar el Teorema de Thales tumbandose en una camilla y
mirando el techo del Edificio.

Omnipoliedro Contemplacion del Teorema de Thales
en el techo del Mercado Publico

Conclusiones

La realizacion de las Semanas Matematicas han supuesto a nuestro entender
un importante acercamiento de los alumnos al mundo de las Matematicas y han sido
elementos motivadores de las asignaturas de Matematicas, sirviéndonos de
plataforma para tratar de redescubrir las Matematicas y siendo, en nuestra opinién,
un medio idéneo para que nuestros alumnos hablen de Matematicas mostrando las
investigaciones y curiosidades que se realizan en clase. Ha sido un elemento
dinamizador para realizar un verdadero trabajo a nivel de centro en el que todos nos
hemos sentido participes del trabajo comin y de las ganas de llevar a cabo
proyectos que mejoren el nivel académico y las relaciones entre todos los miembros
de la comunidad educativa
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Creemos que se han alcanzando de forma progresiva los objetivos que nos
habiamos propuesto y queremos destacar que posiblemente hemos conseguido
formar un grupo de trabajo de profesores que a través de un trabajo interdisciplinar
ha tenido como objetivo mejorar las actitudes y las capacidades de los alumnos en
Matematicas. Esperamos en afios sucesivos seguir con esta labor para continuar un
tratamiento interdisciplinario que favorezca el rendimiento académico de los alumnos
y Su vision hacia las Matematicas.

Si se quiere obtener mas informacion sobre las Semanas Matematicas y otras
actividades matematicas realizadas en el Instituto Sierra Minera de La Unidn
recordamos que se puede visitar la pagina realizada por nuestros alumnos “De
Mates...¢ Na?”: http://centros5.pntic.mec.es/ies.sierra.minera/dematesna, y en particular,
lo concerniente a las Semanas Matematicas:
http://centros5.pntic.mec.es/sierrami/dematesna/demates78/opciones/vii%20semana%?20te
matica/index%20vii%20st.htm
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Resumo

O artigo analisa a insercdo de novos conteudos, as alteragfes de tépicos e de propostas de
ensino dos mesmos, nos livros didaticos produzidos pelo professor Osvaldo Sangiorgi a
partir do Movimento da Matemética Moderna no Brasil. Esta colecdo que teve grande
penetracdo nas escolas brasileiras pode ser considerada uma referéncia importante para o
estudo histérico do ensino de Matematica no periodo da Matematica moderna, a partir da
década de 60. As analises revelam sobretudo a énfase nas estruturas algébricas e as
inovac6es metodologicas propostas na obra.

Abstract

The paper analise the introduction of new subjects, the changes of subjects and the proposal
of their teaching, in textbooks written by professor Osvaldo Sangiorgi during the modern
Mathematics movement in Brazil. This collection was well accepted in the Brazilian schools
and became an important reference in the historic studies of Mathematics’ teaching during
the modern Mathematics period, in the 60’s. The search shows above all the emphasis in the
algebraic structures and the methodological innovations presented by the work.

Introducéao

Este artigo tem como objetivo analisar a abordagem dada pelo professor
Osvaldo Sangiorgi ao estudo de conjuntos numéricos e suas operacdes, nas séries
iniciais do antigo ginasio brasileiro (alunos de 11 — 12 anos) em sua colecao didatica
Matematica curso moderno.

A partir do chamado Movimento da Matematica Moderna, que no Brasil teve
inicio na década de 60, as propostas para 0 ensino de Matematica, bem como o0s
diferentes contetdos que compdem essa disciplina escolar sofreram profundas
alteracoes.
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Esse periodo, marcado por fortes transformagdes nas propostas de ensino da
disciplina, determinou nas publicacdes — livros didaticos, revistas pedagogicas, etc e
nas praticas docentes mudancas que, em alguma medida, deixaram herancas ainda
presentes na cultura escolar de nossos dias.

Acreditamos que conhecer a histéria de como os conteudos de ensino séo
introduzidos na escola, se estabelecem, se transformam, deve possibilitar uma
compreensao mais abrangente e critica sobre o processo de ensino, a pratica
docente e a prépria cultura escolar.

Neste sentido, o presente texto fundamenta-se nos estudos historicos de
autores como Michel de Certeau 1984 e Roger Chartier 1991 que tomam a historia
como producédo do historiador e como objeto, as praticas culturais. Consideramos 0s
processos de ensino e de aprendizagem de Matematica como praticas culturais. A
utilizacao do livro didatico como fonte de pesquisa € uma das possibilidades para o
estudo das praticas escolares presentes durante o periodo do Movimento da
Matematica Moderna.

As idéias defendidas, pelo que estamos chamando de Movimento da
Matematica Moderna, foram apropriadas pelo professor Osvaldo Sangiorgi e em sua
colecdo didatica Matematica curso moderno, estao explicitas.

A nocédo de apropriacdo defendida por Chartier enfatiza a pluralidade de
interpretacdes, de usos e a liberdade criadora dos sujeitos em contato com textos,
leis e normas. Para Chartier o conceito de apropriagdo tem como objetivo a
producdo de uma historia social dos usos e das interpretacdes, referidas a suas
determinacdes fundamentais e inscritas nas praticas especificas que as produzem.

Nos baseamos em Choppin 2004 para defendermos a importancia do livro
didatico nas apropriacbes dos professores. Para esse autor, o livro didatico ndo é
simplesmente um espelho, ele modifica a realidade para educar as novas geragoes.
O livro didatico expressa as propostas de inovacdo, projetando-as para as
alteracdes das praticas.

O Movimento da Matematica Moderna no Brasil: o papel de Osvaldo
Sangiorgi

O chamado Movimento da Mateméatica Moderna, ao qual nos referimos,
corresponde a propostas de mudancas divulgadas, sobretudo na década de 1960, e
foi, de um modo geral, uma tentativa de modernizar 0 ensino de Matematica,
modificando e atualizando os conteudos e os métodos de ensino nos niveis
escolares: primario e secundario. Um dos objetivos principais era o de aproximar 0s
conteudos estudados no ensino secundario dos contetdos ensinados no ensino
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superior. Impulsionados pelos ventos dos avangcos da pesquisa em Matematica,
sobretudo no campo da Algebra, alguns matematicos renomados como Jean
Dieudonné e Andre Lichnerowicz participaram das discussfes e proposices acerca
da modernizacdo do ensino de Matemaética.

Esse movimento ocorreu em varios paises do ocidente (Estados Unidos,
paises da Europa e Ameérica latina, entre outros) e do oriente (alguns paises
arabes). No Brasil, o professor Osvaldo Sangiorgi foi um dos principais defensores e
divulgadores desse movimento, ele atuou como professor nos diferentes niveis de
ensino — secundario, superior e foi um dos principais autores de livros didaticos das
décadas 50 a 70 do século passado, no Brasil. Sangiorgi esteve na Universidade de
Kansas onde frequentou o curso de verdo de 1960. Teve aulas com o professor
George Springer, que posteriormente esteve no Brasil ministrando cursos no GEEM
(Grupo de Estudos do Ensino da Matemética), grupo fundado por Osvaldo Sangiorgi
em Sao Paulo, em 1961.

O GEEM teve como objetivos além de incentivar o estudo da Matematica
Moderna, promover cursos de aperfeicoamento para professores de Matematica das
escolas secundarias. Fizeram parte do GEEM autores de livros didaticos,
matematicos, professores secundarios, primarios e universitarios. Osvaldo Sangiorgi
era o presidente e porta-voz do grupo, manteve com a imprensa uma relacao
estreita, deu inUmeros depoimentos e escreveu diversos artigos nos principais
jornais de Sao Paulo. Nessas entrevistas e artigos, Osvaldo Sangiorgi divulgava a
Matematica Moderna e as iniciativas do GEEM.

A Matematica Moderna no Brasil e os livros didaticos de Osvaldo
Sangiorgi

Em 1963, Sangiorgi publica, no Brasil, o primeiro livro didatico de Matematica
Moderna intitulado Matematica curso moderno. Nesse ano foi publicado o primeiro
volume para a 12 série do ginasio (que corresponde na seriacdo atual ao 6° ano do
ensino fundamental) que comecou a circular a partir de 1964; no prefacio o autor
exalta as possibilidades criadas pelo estudo da Matematica moderna apresentada
em seu livro.

Os livros didaticos do professor Sangiorgi, em especial a colecao Matematica
curso moderno, espalharam-se por todo o pais levando a diferentes localidades a
proposta de ensino de Matematica moderna defendida por Sangiorgi. O
levantamento quantitativo do numero de exemplares vendidos dessa colecéo,
realizado por Villela 2008, aponta Matematica curso moderno como o livro de maior
vendagem no periodo de 1964 a 1973 pela Companhia Editora Nacional, uma das
principais editoras de livros didaticos do pais nesse periodo.
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Vérios trabalhos sobre o Movimento da Matematica Moderna no Brasil como os
de D’Ambrosio (1987) e Burigo (1989) destacam a importancia do livro didatico como
instrumento de divulgacdo das propostas de ensino de Matemética. Para além dos
cinco Congressos Nacionais do Ensino de Matematica, realizados no Brasil entre
1955 e 1966, e dos cursos de formacao continuada para professores oferecidos,
sobretudo pelo GEEM, os livros didaticos estiveram presentes no dia-a-dia de
professores e alunos dando suporte para a implementacao da nova proposta para o
ensino de Matematca.

Vérios fatores contribuiram para que o livro do professor Osvaldo Sangiorgi se
tornasse um best-seller, como o classifica Valente (in press), entre eles destacamos
o0 bom relacionamento de Sangiorgi com entidades e 6rgaos oficiais da Educacéo, a
visibilidade que tinha na midia, noticias constantes nos principais jornais de S&o
Paulo, o fato do professor ja ser um autor de livros didaticos bem sucedido.

As relagcOes de Sangiorgi com as propostas modernizadoras para o
ensino de Matemaética

O objeto de estudo desse artigo é a analise das apropriaces feitas pelo
professor Sangiorgi das propostas modernizadoras para o ensino de Matematica
que foram veiculadas em seus livros didaticos Matematica curso moderno.
Restringiremos as analises ao estudo dos conjuntos numéricos e das operacfes nas
séries iniciais do ginasio. Focalizaremos, além dos contetudos, as propostas
metodolbgicas apresentadas nesses manuais didaticos.

Para discutirmos as apropriacbes de Sangiorgi sobre as propostas
modernizadoras vamos estabelecer um conjunto de referéncias defendidas em
alguns documentos ou livros que caracterizaram o ideario desse Movimento e com
as quais o professor teve contato.

O primeiro deles € o livro “L"enseignement des mathématiques”, que reune
textos do epistemélogo Jean Piaget, dos mateméaticos Jean Dieudonné, Andre
Lichnerowicz, Gustave Choquet entre outros professores e pesquisadores de
projecéo internacional, publicado em 1955.

O professor Osvaldo Sangiorgi conhecia esse livro como podemos constatar
pelo seu texto publicado nos Anais do II Congresso Nacional de Ensino da
Matematica, realizado em Porto Alegre, em 1957. Neste texto o professor faz
referéncia ao livro L enseignement des mathématiques quando argumenta que
Matematica (classica ou moderna) deve integrar 0s programas do ensino
secundario.
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O seminario de Royaumont que se realizou no final de 1959, na Franca, e
reuniu em torno de 50 representantes de 18 paises e € considerado um marco para
0 Movimento da Mateméatica Moderna. Deste seminario e do encontro de Dubrovnik,
realizado em 1960, emergem orientacbes sobre o ensino de Matematica no
secundério tanto com relacdo a conteldos matematicos como aos métodos de
ensino de tais contetdos. (Guimaraes 2007)

Tais orientacbes foram sistematizadas no livro Un programme moderne de
mathématiques por I'enseignement sécondaires, publicado pela OECE em 1961,
traduzido para o portugués pelo professo Jacy Monteiro (diretor de publicacbes do
GEEM) e editado pelo GEEM, em 1965.

As novas propostas para o ensino de Matematica apresentam um programa
influenciado por idéias estruturalistas dominantes na época, que com relacdo aos
contetidos Matematicos revelam a influéncia da concepcdo bourbakista® e quanto
aos métodos, os estudos de Jean Piaget.

De forma bastante sintética, podemos dizer que quanto aos conteudos
curriculares destacam-se duas orientacdes: dar énfase a unidade da Matematica,
introduzir novos topicos considerados modernos.

Quanto aos métodos as orientacdes se aproximam do processo de ensino e de
aprendizagem, do papel do professor e do aluno. Entre as recomendacdes estao as
valorizacfes: da compreensdo em detrimento a mecanizacdo, da aprendizagem por
descoberta, da intuicdo como algo que deve preceder ao ensino dedutivo. Também
se destaca a importancia dada ao trabalho experimental como uma etapa anterior a
abstracéao.

A colegcdo Matematica curso moderno contém além dos livros para os
estudantes, guias para os professores que trazem recomendacdes sobre como
ensinar os diferentes assuntos. H4 recomendac¢des para cada um dos capitulos e ao
final, Sangiorgi apresenta as referéncias bibliograficas utilizadas. Analisando tais
guias observamos que as referéncias bibliograficas sdo praticamente francesas e
americanas, sobretudo com obras do SMSG (School Mathematics Study Group).

As apropriacdbes de Sangiorgi sobre as propostas do MMM:
Matemética curso moderno

O livro Matematica curso moderno 1 esta organizado em 4 capitulos sendo os
3 primeiros sobre nimeros e operagfes e o ultimo sobre geometria. Nos capitulos

2 Grupo de matematicos criado em 1934, na franga, que sob o pseuddnimo de Nicolas Bourbaki publicou
inUmeros livros de Matematica. Entre os integrantes desse grupo estiveram matematicos tais como Jean
Dieudonné, André Weil, Henri Cartan, entre outros.
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iniciais sdo abordados os conjuntos numéricos dos naturais e dos racionais
positivos. Pode-se dizer que o estudo desses conjuntos numeéricos consiste na
esséncia dos conteudos a serem trabalhados nessa série.

O primeiro capitulo do livro, que se divide em 3 partes, dedica a primeira delas
a Nocéo de conjunto. Na colecao anterior de autoria do professor Sangiorgi, editada
na década de 50, este tépico ndo era tratado. E pela comparacdo entre conjuntos
que o autor introduz a primeira idéia de numero e exemplifica uma correspondéncia
biunivoca.

?.. FIVTINe T NIVl dE uTNeT pHLT

O que ocorre de importante entre conjuntos eqiitpotentes ?

A mente humana, pondo de lado a qualidade (carteiras. alunos,
nomes, . . .) dos elementos que figuram nos conjuntos equipotentes ¢
apoiando-se tdo-sdomente na correspondéncia biunivoca existente entre os
seus elementos, destaca a permanéncia de uma propriedade comum: a
guantidade ou o ntimero de elementos, também chamado n@mero na-
tural (*).

Assim, por exemplo, o8 conjuntos egtiipotenies (fig. 18):

- e e - e wr e e o - S A - - -

Propricdade comum:  mimere wm
Fic. 18
tém a seguinte propriedade comum: o mesmo nimero de elementos ou o

mesmo ntimero natural, denominado um (em portugués) e representado
pelo simbolo (indo-ardbico): 1.

Imagem da pagina 35 do livro Matematica curso moderno, volume 1, de Osvaldo Sangiorgi.
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Na colecdo anterior ao MMM a idéia de numero é introduzida associando-o0 ao
processo de contagem, a operacao de contar objetos de uma colecdo ou individuos
de um grupo, d4 origem aos numeros. O autor ja mostra a preocupagdo em
distinguir os simbolos das idéias, quando indica e representa de formas distintas os
numeros (escritos por extenso) e os simbolos (os algarismos).

Um dos itens da primeira parte da colecdo moderna traz a distincdo entre
namero e numeral. Para marcar a diferenca entre esses conceitos, o autor apresenta
com exemplos, que a mesma operacdo (transformacdo) aplicada a niumeros ou a
numerais produz resultados absolutamente distintos.

CURIOSIDADES ACERCA DE NUMERAIS

Vamos agora, para melhor destacar o conceito de numeral, traba-
lhar sdmente com simbolos que nio envolvam, de nenhuma manelra, as
idéias (nGmero) que ésses simbolos, possam representar:

1. Mostre que a “metade” de 8 é 3

E muito facil: basta “d1v1d1r ao meio (por uma vertical) o pnmen‘o
simbolo . ..

~ Assim, de 8 resulta 3

E,sea “d1v1sao ao meio fasse por uma horizontal, qual seria a “me-

tade” de 8 ? Resolva VOcé éste caso.

2. Mostre que a metade” de X I I é V I I

Basta trag,ar a honzontal pelo meioce.......

3. 'Molstre que, “tirando” 3 de 32, resulta 2.

Imagem da péagina 44 do livro Matematica curso moderno, volume 1, de Osvaldo Sangiorgi.

.
U N I‘E;P NREVISTA IBEROAMERICANA DE EDUCACION MATEMATICA - SEPTIEMBRE DE 2008 - NUMERO 15 - PAGINA 131



ai*m\z}\l ‘

O ensino de Matematica veiculado em livros didaticos publicados no Brasil:

HlStOl"m conjuntos numéricos e operacdes na colecdo moderna de Osvaldo Sangiorgi
nivoteil Maria Cristina Aradjo de Oliveira
Historia

Embora tais exemplos sejam bastante ilustrativos da distincdo apresentada
sobre niameros e numerais, deixam a impressao de dar destaque a fatos menos
importantes para alunos iniciantes no ginasio.

O tema da distin¢do entre numeros e numerais foi tratado também em cursos
de formacao para professores de Matematica ministrados pelo GEEM, como aponta
documento pertencente ao arquivo pessoal Osvaldo Sangiorgi® (APOS), que indica o
proprio professor Sangiorgi como responsavel pelo médulo denominado nimero e
numeral.

Sao apresentadas aos alunos as propriedades reflexiva, simétrica e transitiva e
seu dominio de validade nas relagdes de igualdade e desigualdade. Enfatizando a
diferenca entre os simbolos (0os numerais) e as idéias (0s numeros), as propriedades
séo informadas. Ndo ha exemplos de aplicacdo ou de possibilidades de uso de tais
propriedades. Nos exercicios as propriedades sdo exploradas especialmente na
verificacdo se uma relagdo é de equivaléncia. As relagBes exploradas tratam de
situacOes do dia-a-dia, por exemplo, a relacdo ter a mesma mée é de equivaléncia
para o caso de 3 alunos que sao irméaos.

A estrutura de ordem do conjunto dos naturais é abordada pelo trabalho com a
reta numerada que é explorada com o objetivo de possibilitar ver intuitivamente tal
estrutura.

Na colecao anterior ao MMM somente algumas propriedades sdo apresentadas
aos alunos como, por exemplo, para o conjunto dos naturais, em relacdo a adi¢céo, a
comutatividade e a associatividade; para a multiplicacdo, a comutatividade e a
distributividade em relacdo a soma e a diferenca.

Sao apresentados aos alunos alguns sistemas de numeracdo egipcio,
babilénio, romano, comparando-os com o0 sistema de numeracdo decimal e
discutindo algumas limitagbes dos sistemas antigos. Sangiorgi incentiva os alunos a
iniciarem um laboratério de Matematica a partir da experiéncia com a contagem em
bases diferentes da decimal. Descreve como proceder para realizar essa
experiéncia, dando sugestdbes de como montar uma caixa para representar as
diferentes classes do sistema de numeragao.

% 0 APOS foi organizado pelo GHEMAT (Grupo de Pesquisa de Histéria da Educagdo Matematica no Brasil),
coordenado pelo Professor Wagner Rodrigues Valente, ja encontra-se aberto para a consulta.
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Com relacdo a Sistemas de Numeragdo € (til mostrar »os jovens aluno.
da 1.» Série Ginasial a possibilidade de ““‘construir’ sistemas diferentes
do Decimal. A finalidade é propiciar um contacto “concreto’” com as
idéias de conjunto e de relagdes, que constituem matéria importante para
o desenvolvimento da Matematica Moderna.

A iniciagdo de um Laboratdrio de Matemdtica, que seria o local onde
se concentrariam as atividades préticas, traria — sem d{ivida — um névo
interésse pelo conhecimento “‘de perto™ de certas partes da Matemitica,
a comegar pela contagem dos elementos de um conjunto. ;

Essa contagem, em gqualquer base, ja foi feita através de ““desenhos™,
reunindo-se em grupos os pontos de um conjunto. Agora, nossa “expe-
riéncia’’ pode ser concretizada com uma caixinha (de papeldo, de madeira,
ou mesmo uma série de caixas de fésforos ligadas entre si) que tenha
repartigies igua.s {conforme fig. 35) e que chamaremos de “casas’”, na

seguinte ordem, da direita para a esquerda: 1.* casa, 2.* casa, 3.2 casa, ...

s Gaid FR

Fic. 35

Vamos supor que vocé tenha um conjunto de feijdes e que gqueira
conté-los usando o Sistema de Numeragdo de base guatro. Que & neces-
sirio vocé lembrar, antes de comegar a contagem? O seguinte:

1

1.°) usar sbmente os quatro algarismos: 0, 1, 2 e 3, para escrever qual-
quer nimero na base quatro;

2.2) usar o Prmctpm da Posigdo para a bcse guatro: todo algarismo
escrito 4 esquerda de outro representa unidades quatro vé‘zes
maiores que as désse outro.

Agora, podemos comecar a contagem:

Coloquemos os feijdes, um a um, na 1.* casa da caixinha até o méaxi-
mo de quatro; ao colocarmos o quarto feijdo na 1.* casa, retiramos todos
de uma vez e colocamos apenas um feijdo na “casa’ imediatamente a
tsquerda (2.* casa). Para ndo fazer confusio, & preferivel colocar um gréo
maior na 2.* casa (um griao de millo, por exemplo) a fim de caracterizar
melhor que agora sio unidades de segunda m-dem.

Imagem da péagina 75 do livro Matematica curso moderno, volume 1, de Osvaldo Sangiorgi.

O livro inclui também fotografias de alunos fazendo a experiéncia da mudanca
de base em duas escolas de Sédo Paulo. Essa abordagem de sistemas de
numeracdo ndo decimais € uma novidade em relagdo a cole¢cdo anterior.
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Os numeros fracionarios sao apresentados numa perspectiva de ampliacdo dos
naturais com a existéncia do elemento inverso para a multiplicacdo para os niumeros
diferentes de zero.

A apresentacdo dos conjuntos numéricos enfatiza o estudo das propriedades
estruturais validas para as operacfes: adicao - subtracdo, multiplicacdo - divisdo,
potenciacdo - radiciacdo. Essas operacfes sdo tratadas como inversas e se discute
a validade das propriedades de fechamento, comutatividade, associatividade,
existéncia de elemento neutro ou inverso para cada uma delas.

A abordagem estrutural estende-se ao estudo de conteddos como maximo
divisor comum e minimo mdultiplo comum. Para cada uma dessas opera¢des sao
discutidas as propriedades estruturais pertinentes.

Os problemas de aplicacdo constituem itens isolados dentro dos capitulos que
apresentam os dois conjuntos numéricos estudados nesse primeiro volume.

O livro da 62 série (alunos de 12 anos), 22 série ginasial, Matematica curso
moderno, retoma o0 estudo dos racionais positivos, chamados simplesmente de
racionais, as operacdes com 0s conjuntos e a reta numerada é explorada para a
localizag&o dos racionais. Sao apresentadas novamente as propriedades estruturais
dos racionais com as operag¢des de adicdo e multiplicagéo.

No estudo das razbes explora-se situacfes geomeétricas: unidades de um
segmento, razées entre areas, volumes e angulos. Nesse item sao tratadas algumas
razdes especiais como velocidade, densidade demografica.

NUumeros e grandezas proporcionais sdo estudados simultaneamente com a
introducdo de problemas relacionados. Também sdo estudados nesse volume juros
simples, regra de 3, desconto e cambio.

Ainda em relacdo aos numeros sdo estudados separadamente os inteiros
relativos e os racionais relativos com as respectivas propriedades estruturais.

Percebe-se nesse volume uma tentativa de estabelecer mais relacdes entre a
Matematica e outras ciéncias, bem como apresentar aplicacdes dos contetdos
estudados.

No livro do mesmo autor, destinado a mesma série, porém anterior a
Matematica moderna, a énfase estd nas operacdes como a potenciacdo e a
radiciacdo, que sdo apresentadas para os conjuntos numéricos ja estudados na
série anterior. O célculo das raizes quadrada e cubica é apresentado incluindo
técnicas para o célculo aproximado. Os numeros irracionais séo introduzidos nessa
série, relacionando-os com grandezas incomensuraveis.

.
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Ainda nessa mesma obra, o calculo literal, o estudo dos polinbmios e as
fracOes algébricas também sdo abordados. O ultimo capitulo contém equacdes e
inequacdes do primeiro grau e sistemas lineares com duas incoégnitas. No apéndice
consta o método dos determinantes para a resolucéo de sistemas lineares com até
trés equacdes e trés incognitas. Os problemas ficam praticamente restritos ao
capitulo de equacdes.

Pudemos verificar que na colecdo moderna ha uma significativa alteracdo da
distribuicdo dos conteddos ao longo das séries, por exemplo, o estudo dos
polinbmios e das fracBes algébricas vai para a 72 série (3% série ginasial), os
nameros irracionais passam para a 82 série (42 série ginasial). Estas sdo mudancas
que permanecem até os dias de hoje. Cabe ressaltar que os problemas também
passam a integrar os exercicios de diferentes conteldos anteriormente nao
explorados.

Algumas Consideracoes

Em 1962, o GEEM em cooperagdo com o IBECC (Instituto Brasileiro de
Educacéo, Ciéncia e Cultura — UNESCO), produziu um livro intitulado — Matemética
Moderna para o ensino secundario. Esse livro relne varios artigos de professores
brasileiros e estrangeiros que discutem o ensino de Matematica Moderna no
secundario.

O primeiro artigo do livro é de autoria de Osvaldo Sangiorgi — Introducdo da
Matematica Moderna no ensino secundario. Nesse artigo podemos identificar alguns
aspectos sobre a reforma do ensino de Matematica que sdo importantes para o
professor Sangiorgi. Nos chama a atencdo a importancia dada por ele a questao da
linguagem. Em varios trechos do artigo ele anuncia e reitera que ha uma
necessidade urgente de se introduzir uma moderniza¢do da linguagem nos assuntos
fundamentais da Matematica. Essa modernizacdo da linguagem diz respeito a
introducdo do conceito de conjunto e a utilizacdo dos simbolos da légica que
respondem pela precisao indispensavel a Matematica.

Identificamos na énfase dada por Sangiorgi a importancia da linguagem e ao
estudo das propriedades estruturais dos conjuntos numéricos uma forma sua de
apropriacdo das propostas de reforma para o ensino de Matematica discutidas na
época.

Sangiorgi construiu suas representacdes das propostas veiculadas sobre o
ensino de Matematica, que juntamente com sua experiéncia como professor e autor
de livros didaticos de Matemética se constituem em elementos para sua apropriagao
sobre tais propostas que € explicitada nos textos que escreve, nas entrevistas que

.
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da aos jornais, nos livros didaticos que publica, na maneira como conduz a
divulgacdo do Movimento no Brasil.

Em termos da teoria que sustenta as propostas apresentadas por Sangiorgi ha
referéncias explicitas a Piaget e Boole no artigo sobre a introducdo da Matematica
moderna no secundario. A teoria de Piaget que mostra a correspondéncia existente
entre as estruturas algébricas e os sistemas operatorios de inteligéncia das criancas.
E a existéncia de uma algebra do pensamento que, sob a forma de estruturas, se
exprime pela lingua e se revela pela gramatica descrita pelo matematico Boole.

Destacam-se como apropriagcdes do MMM pelo professor Osvaldo Sangiorgi a
preocupacdo em apresentar para cada conjunto numeérico estudado as respectivas
propriedades estruturais validas, os problemas de aplicacdo, embora situados em
alguns capitulos especificos, pretendem relacionar a Matematica com outras
ciéncias como é o caso, por exemplo, dos problemas envolvendo velocidade ou
densidade demografica.

A apresentacao do texto também merece destaque. Diferentemente da colecéo
anterior os livros da colecdo Matematica curso moderno procuram estabelecer um
didlogo com estudante. Ao longo dos capitulos existem varias figuras, diagramas,
fotos, lembretes para os alunos sinalizando os principais pontos.

Esta coleg&o inovadora para o contexto escolar brasileiro certamente marcou
uma época, sobretudo pelo alcance que teve em todo o pais.
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El asombroso mundo de las falacias matematicas

Entre las personas que no tienen una estrecha relacion con las matematicas se
suele tener la idea de que esta materia es la representacion mas clara de la
exactitud. Incluso muchos matematicos obtuvimos, al acabar la carrera, nuestro
titulo de Licenciado en Ciencias Exactas. Hay personas que para indicar que algo es
preciso dicen que es matematico o para aseverar que algo esta correcto dicen que
es como “dos y dos, cuatro”, aunque los que tenemos mas relacion con esta
disciplina sabemos que lo anterior depende de lo que se esté hablando y que,
ademas, es cierto segun sea la base con la que estemos operando. En muchos
medios de comunicacién o incluso cuando se presentan informaciones en empresas
0 en otras situaciones de la vida, siempre se acompanan con formulas o graficas si
queremos dar sensaciéon de ser rigurosos, como queriendo reforzar lo que se
pretende presentar. Esto es algo llamativo en la publicidad, donde se utilizan las
matematicas sin sentido, o que puede apreciarse en la siguiente imagen.
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Por todo lo anterior, las matematicas estan consideradas como algo sin
posibilidad de manipulacion, aunque todos sabemos las variadas interpretaciones
que pueden tener los datos segun quien haga el estudio (no hay mas que pensar en
que después de cada eleccion democratica, siempre resultan ganadores todos los
partidos). Por ello, resulta muy chocante para el publico en general, que se realicen
demostraciones matematicas donde al final se contradicen los resultados exactos
que se han aprendido en la escuela. A estas demostraciones falsas, que llamaremos
falacias matematicas, son a las que vamos a dedicar esta seccion hoy.

En general, en este tipo de falacias lo que se hace es demostrar una igualdad
imposible utilizando, bien definiciones o partes de la teoria que se aplican mal,
teoremas en contextos donde no se cumplen las condiciones basicas para poder
aplicarlos, algoritmos y procedimientos de calculo usados errébneamente o incluso
interpretaciones equivocadas, o con un doble sentido de algunas definiciones que no
es el adecuado.

La creaciéon de muchas de estas demostraciones se pierde en la noche de los
tiempos. Seguro que muchos recordamos algun profesor que, cuando éramos
estudiantes, ya nos hizo alguna de estas falsas demostraciones con intenciéon de
asombrarnos. Por eso, muchas de las que vamos a recoger aqui seran muy
conocidas y ademas se pueden encontrar en multitud de lugares en Internet. Incluso
la wikipedia posee una entrada con el titulo demostraciones invalidas donde estan
algunas de las que vamos a recoger en estas paginas. Lo que hemos hecho es
hacer un vaciado de todo lo que hemos podido encontrar en Internet y agruparlas un
poco segun el tipo de elementos que se utilizan en su desarrollo.

El primer bloque seran aquellas en las que se aplican, errbneamente en algun

momento, las reglas basicas del algebra y las operaciones con expresiones
algebraicas.

Demostraciéon de que 2=1

Vamos a comenzar por la que quizas sea la demostracién mas conocida de las
que se incluyen dentro de las falacias matematicas.

Partimos de una igualdad a=b
Multiplicamos por a a’=ab
Restamos b? az-b?=ab-Db?
Descomponemos en producto de factores los dos miembros (a+b)-(a-b) = (a-b)-b
Dividimos por el factor comin a — b atb=>b

Pero al ser a = b de partida 2b=Db

Y tras dividir por b llegamos a la igualdad 2=1
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Una variacion de esta demostracion la he encontrado en la siguiente direccion
de Internet. Es una pagina en inglés en la que aparecen varias falacias y paradojas
con variaciones interesantes a otras ya encontradas, o algunas que no he localizado
en ningun otro sitio. No todas las que aparecen en la pagina las vamos a recoger
aqui por lo que si alguien esta interesado en estos temas les aconsejo visitar la
pagina.

http://www.math.toronto.edu/mathnet/falseProofs/fallacies.html

Partimos de una igualdad a=b
Multiplicamos por a a’=ab

Sumamos a2 a’+a*=a*+ab
Reducimos términos semejantes 2-:a2=a*+ab
Restamos el producto 2-a-b 2:a2—-2-ab=a2+ab-2ab
Reducimos términos 2-a?2-2-ab=a*-ab
Extraemos factor comun el 2 en el primer término 2-(a%-a'b) = 1-(a%>-a-b)
Dividimos ahora por el factor comun a?-a-b y llegamos a 2=1

la igualdad buscada.

Demostraciéon de que a=b siendo a#b

Partimos del supuesto de que a#b y por tanto podemos definir un numero,
distinto de cero, que es su diferencia.

Sea la igualdad a-b=c

Elevamos al cuadrado ambos miembros y desarrollamos
el cuadrado de la diferencia

a’-2-ab+b*=c? (A)
Dado que ¢ = a-b tendremos que c?=(a-b)c=ac-bc
Sustituimos el resultado anterior en la igualdad (A) az-2ab+b?2=ac-bc

Reordenamos convenientemente los términos
a2—-ab-ac=ab-b?>-b-c

Extraemos factor comun a-(a-b—c) = b-(a-b—c)

Y simplificando por el factor comun a=b
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He encontrado en inglés otra demostracion cuyo resultado es el mismo que en
este caso, pero con la aplicacion de otro paso erroneo, comun a otras
demostraciones.

Queremos demostrar que todos los numeros son el mismo. Para ello tomamos
dos numeros cualquiera a y b y realizamos los siguientes pasos:

Construimos un nuevo valor. atb=t
Multiplicamos ambos miembros por a — b (a+b)-(a—b) = t-(a—b)
Desarrollamos a’-b*=ta-tb
Trasponemos términos a?-ta=b%>-tb
t2 t2 t2
Afadimos 7 a ambos miembros az—ta+z =b2-tb +Z
t)° t)°
Ambos miembros son cuadrados de un binomio (a—Ej = (b—zj
Extraemos la raiz cuadrada a —% =b —%
Y por ultimo eliminamos términos comunes a=b
Demostracién de que 10 =5
Supongamos inicialmente que x=5
Multiplicamos ambos miembros por x x2=5x
Restamos 25 x2—-25=5x-25
Descomponemos ambos miembros en producto de factores (x+5):(x-5) = 5:(x-5)
Dividimos ambos miembros por el factor comin x — 5 x+5=5
Y dado que partimos del supuesto de que x era igual a 5 10=5
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Demostraciéon de que 3 =2

Consideremos la igualdad siguiente

Sumamos 2-x en ambos miembros y reducimos términos

Restamos 3-y a ambos miembros y reducimos términos

quedandonos

Sacamos factor comunel2yel 3

Y por ultimo simplificamos el factor comun

Demostracion de que 1 =0

Partimos de una igualdad
notable

Pasamos parte del 2°
miembro al primero

Restamos el producto
n-(2n+1)

Extraemos factor comun en el
primer miembro

2
Sumamos (2n+1)

Ambos miembros son
desarrollos del cuadrado de
una diferencia

Extraemos la raiz cuadrada

Simplificamos la fraccion

Con lo que queda

El asombroso mundo de las falacias matematicas

(n+1)2— (n+1)(2n +1)+ 2N+ _

José Mufioz Santonja

X=Yy

2X+X=2X+y
3X=2:x+y

3x-3y=2x+y-3y
IX-3y=2x-2y

3:(x=y) = 2:(x-y)

3=2

(n+1)>=n?+2n + 1

(n+1)> - (2n+1) = n?

(n+1)? = (2n+1) — n«(2n+1) = n> - n+(2n+1)

(n+1)2 = (n+1)(2n+1) = n2 — n-(2n+1)

n2—n(2n+1)+

b2

(2n+1)2
4

2n+1_n_2n+1

2

Veamos ahora un par de falacias en las que no se utiliza algebra pero en

donde se aplican propiedades numéricas erroneas.
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Demostraciéon de que 4 = 2

Partimos de una identidad
Restamos 4 a ambos miembros

Expresamos los dos miembros como producto pero con
distinta propiedad

Si ahora dividimos por el factor comun

Y llegamos a la igualdad

Demostracién de que 2 =6

José Mufioz Santonja

4=4
4-4=4-4

(2-2)(2+2)=2(2-2)

2+2=2
4=2

Este proceso es parecido al anterior e incluso partimos de la misma igualdad.

Partimos de la identidad

Escribimos ambos miembros como restas

4=4

20-16=52-48

Aun podemos descomponer mas 4+16-16=36+16—-48

Ambos son el desarrollo del cuadrado de un binomio
Extrayendo la raiz cuadrada

Y eliminando el valor comun

Demostracién de que 4 =5

Partimos de una identidad

Expresamos como restas los valores

- , 81
Anadimos a ambos miembros 7
Ambos miembros son el desarrollo de cuadrados de un binomio

Extrayendo ahora la raiz cuadrada

Y sumando % a ambos miembros

(2-4y=(6-4y

2-4=6-4
2=6
~20=-20
16 — 36 = 25 — 45
81 81

1636 +— = 25— 45+ —
4 4
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Quienes sean aficionados a leer esta seccion, sabemos que alguno hay,
sabran que aunque los contenidos se nutren de los que hay e Internet o en
bibliografia adecuada, siempre me gusta meter algun elemento personal que no
haya aparecido hasta entonces en ningun otro lugar. Hoy voy a terminar las
demostraciones con una con la que me encontré el primer afo que di clase. Recién
acabada la carrera me quedé como profesor ayudante en la Universidad y, vigilando
con otro companero un examen, de pronto un alumno nos ensefié una resolucién de
un problema en donde obtenia algo sin sentido. Debo reconocer que en ese
momento me quedé en blanco puesto que nunca habia visto ese desarrollo y
tardamos unos minutos en reaccionar. Desde entonces, cada vez que explico las
integrales en segundo de bachillerato suelo ver este caso como ejemplo de que no
siempre se pueden utilizar varios métodos para resolver el mismo problema.

En este cado no estamos ante una falacia, ya que la demostracion es correcta
en todos sus pasos, lo unico llamativo es el resultado final.

Demostracién de que 0=1

1 , ,
Intentamos calcular la —de (L representa el logaritmo neperiano).
X-Lx

Vamos a hacerla utilizando el método de integracion por partes.

Tomamos u:i y dv:ldx.
Lx X

P cx y ademés v = [dv=[dx=Lx.

Por tanto du=—=-dx=- 5
(Lx) X-(Lx)

Aplicando la formula de integracion por partes, J'u-dv = u-v—J'v-du nos queda

o=t Lx-_—lzdx:1+ 1
X-Lx Lx X-(LX) X:Lx

de donde, si eliminamos la integral, quedaria 0 = 1.

Bueno y hasta aqui hemos llegado en este numero. Hay muchas mas
demostraciones erréneas, pero las vamos a dejar para una nueva entrega. En
particular hemos dejado para la segunda parte aquellas en que se utilizan elementos
no tan corrientes como el algebra y asi nos vamos a encontrar con la unidad
imaginaria, sucesiones, logaritmos, desigualdades, etc...

Como habran apreciado, en ninguin momento hemos comentado en qué paso
se cometia el fallo matematico. La razén es porque suponemos que en todos los
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casos es evidente, pero si algun lector quiere alguna aclaracion mas precisa, no
dude en escribir y resolveremos cualquier duda.

Como guinda para cerrar estas paginas me gustaria anadir una paradoja que
se atribuye al filosofo y matematico Bertrand Russell. No era mi intencion incorporar
a este bloque paradojas légicas, aunque no lo descarto para otra ocasion; sin
embargo, este caso se asemeja a alguno de los razonamientos que hemos visto y
por eso creo que viene a cuento.

Russell defendia que una proposicion falsa puede implicar cualquier cosa y
entonces otro filésofo le preguntd que si significaba que si 2+2=5 entonces él seria el
Papa. A lo que Russell contesto:

“Si suponemos que 2 + 2 = 5, entonces seguramente estara usted de acuerdo
en que si restamos 2 de cada lado de la ecuacion, nos da 2 = 3. Invirtiendo los
términos, tenemos que 3 = 2 y restando 1 de cada lado, nos da 2 = 1. De modo, que
como el Papa y yo somos dos personas, y 2 = 1, entonces el Papa y yo somos uno.
Luego, yo soy el Papa”.
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Problema
Dado un tetraedro regular cuyas aristas miden k cm, hallar la longitud del

camino mas corto sobre su superficie, que une los centros de dos caras del
tetraedro.

B

Este problema ha sido propuesto a estudiantes de secundaria, a universitarios
de primer afio de estudios de ingenieria, y a profesores de matematicas de
secundaria. Las dos formas de enfocar el problema, que aca comentamos, muestran
aspectos interesantes de la geometria plana y del espacio, y de aproximaciones
intuitivas a la determinacién del camino mas corto sobre una superficie no plana,
cuyos extremos son dos puntos de ella.

Una manera de presentarlo, graduando dificultades para resolverlas
individualmente y en grupo, es la siguiente:

Situacion:

Una hormiga se encuentra en el centro de una de las caras de un tetraedro
regular, cuyas aristas miden 12 cm, y avanza sobre la superficie del tetraedro hasta
alcanzar una gota de miel que se encuentra en el centro de otra de las caras del
tetraedro
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Actividad individual

a.
b.

Describe el camino de longitud mas corta que podria seguir la hormiga.
Halla la longitud del camino descrito en la actividad anterior.

Actividades grupales

a.

Comentarios

Decir cuéles fueron las longitudes de los caminos obtenidos por los
integrantes del grupo. Escribir s6lo los numeros obtenidos en la parte
de actividades individuales.
¢,Cudl es la respuesta del grupo sobre el camino mas corto que puede
seguir la hormiga?

e Describirlo.

e Decir cual es su longitud.

e Justificar e ilustrar por qué es el camino mas corto.
¢,Cudl seria la longitud del camino méas corto que puede seguir la
hormiga si las aristas del tetraedro miden k cm?
Proponer y resolver (o exponer como se resolveria) un problema
similar al resuelto, considerando otro par de puntos del tetraedro.
Proponer y resolver (o exponer como se resolveria) un problema
similar al resuelto, considerando otro cuerpo geométrico

1. En las experiencias tenidas, basicamente hemos encontrado dos enfoques
para resolver el problema (sin considerar las actividades grupales d y e):

I) Imaginando la interseccién de un plano paralelo a la base, que
pase por los dos puntos.

B

.
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Il) Examinando la situacién en un desarrollo plano del tetraedro.

El desarrollo plano mas *“natural” del tetraedro es el que tiene forma de
triangulo equilatero.

4 /N

Otro desarrollo plano del tetraedro es el que tiene forma de paralelogramo.

B

2. Comentemos el primer enfoque:
Supone cierta experiencia en la visién espacial, para ubicar bien la interseccién

del plano con las caras del tetraedro. En particular, la ubicacion del punto de
interseccion con la arista BD, que lo estamos llamando Q.

.
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ALS->E--Sc

Aplicando teoremas basicos de la geometria del triangulo, se obtiene que la
longitud del segmento HQ es 4 cm y por este resultado algunos participantes
afirmaron que el camino mas corto buscado tiene 8 cm de longitud, pues se obtiene
recorriendo los segmentos HQ y QM, ambos de 4 cm de longitud.

3. Comentemos el segundo enfoque:

Consideremos el desarrollo plano que es un triangulo equilatero cuyos lados
miden 24 cm.

Una primera dificultad es la ubicacién adecuada de los puntos del tetraedro en
el desarrollo plano. Al obtener el triangulo equilatero “cortando” las aristas BA, BD y
BC del tetraedro, obtenemos:

.
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Es interesante notar las dudas que despierta el poner nombre a los vértices del
triangulo mayor, al haber ocurrido que en el tetraedro eran el mismo vértice. Una
decision destacable es la que adoptd un grupo: llamarlos B’ , B” y B , aludiendo a
su origen comun en el tetraedro y a su distincion en la figura plana.

Se ve facilmente en la configuracién presentada que el segmento HM tiene
longitud 12 cm, al observar que el cuadrilatero HACM es un rectangulo. Siendo 12
cm la longitud de cada arista del tetraedro, surgio la duda de que el segmento HM
sea el camino de longitud minima. Hubo propuestas de descartar el camino y el
método cuando uno de los integrantes del grupo explico, con el enfoque antes visto,
que para é€l, el camino mas corto seria de longitud 8cm. También se observo, que tal
segmento HM atraviesa el triangulo ACD que es el de la base del tetraedro y asi
corresponderia a un camino en el tetraedro que se evidencia como uno que no es el
de longitud minima.

La pregunta del facilitador del taller sobre la posibilidad de encontrar soluciones
coherentes razonando tanto en la figura tridimensional como en la correspondiente
figura plana, llevé a concluir que para encontrar el camino mas corto “abriendo” el
tetraedro, no deberia “cortarse” la arista comun a las caras en las que se encuentran
los puntos H y M, lo cual condujo al siguiente triangulo equilatero, con otra ubicacion
de los puntos correspondientes al tetraedro. (El tetraedro se “abre” “cortando” las
aristas CA, CBy CD.)

Con esta configuracion, suele obtenerse con relativa facilidad que la longitud

del segmento de recta que une Hy M es 4.3 cm. Se tiene una situacion para
recordar axiomas de la geometria plana y aplicar los teoremas relacionados con las
alturas de un tridngulo y el punto de interseccién de éstas. Es facil obtener que la
altura de cada triangulo equilatero que es cara del tetraedro, tiene una longitud de

6/3 cm,

.
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Es importante observar que como 4.3 es menor que 8, queda claro que 8 no
es la longitud del camino de longitud minima, pero no se ha hecho una demostracion

formal que el camino mas corto que une H y M es de longitud 4ﬁcm. Ante esta
observacion hay quienes tienen tal convencimiento de haber hallado ya el camino
mas corto, que no se animan a hacer una demostracion (intuicion optimizadora), y
hay quienes se proponen hacerlo usando mas refinadamente los teoremas sobre
alturas de triangulos y perpendicularidad de segmentos.

Como se ve en la siguiente figura, el camino en el tetraedro, correspondiente al
segmento HM, estd conformado por los segmentos HP y PM, ambos de longitud

23 cm, donde P es el punto de la arista BD en el cual los segmentos HP y PM son
perpendiculares a BD. Notar que esto significa que la hormiga debe iniciar su camino
optimo hacia la gota de miel “subiendo” hacia el punto P (y no avanzando
paralelamente al plano de la base)

B

Considerando el desarrollo plano que es un paralelogramo, también se obtiene
un segmento de recta de longitud 4.3 cm.
4. Luego de las discusiones en grupo con el caso concreto del tetraedro

regular cuyas aristas miden 12 cm, resulta sencillo, pero ilustrativo, trabajar
el caso general del tetraedro regular cuyas aristas tienen longitud k cm.

.
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5. La actividad (d) permite evaluar lo aprendido en las actividades anteriores,
con situaciones similares, pero que plantean dificultades especificas a partir
de las propias ideas propuestas por los integrantes del grupo para ubicar
los puntos H y M en el tetraedro. Resulta muy interesante llegar a
expresiones adecuadas para precisar otras ubicaciones de los puntos H y
M.

6. Vinculacion con una geometria no euclidea

Para la actividad grupal (e) lo més frecuente es que se escoja un cubo; sin
embargo, se dio una situacion sumamente interesante cuando se le estimulé a
buscar otros cuerpos geométricos y un grupo propuso ubicar los puntos Hy M en
una esfera. La gran novedad esta en que no se puede “abrir’ la esfera y tener un
desarrollo plano de ella para encontrar la solucion apoyandose en que la distancia
mas corta entre dos puntos del plano es la longitud del segmento de recta que los
une. Resulta natural pensar en un arco de circunferencia que una los puntos Hy M
¢cual? La solucion formal de este problema lleva a considerar la analogia entre las
rectas en el plano y las circunferencias maximas en una esfera y asi tomar contacto
con la geometria de la esfera.

Cabe destacar una vez mas la importancia de dar oportunidades de crear
problemas a los alumnos y de que los profesores tengan una buena formacion
matematica para orientar adecuadamente las ideas que surjan entre los estudiantes,
hacer sugerencias atinadas para los trabajos individuales y en grupo y ampliar la
cultura matematica de los participantes.

.
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La Real Academia de la Lengua Espafiola define un comic como una “serie o
secuencia de vifietas con desarrollo narrativo” o como un “libro o revista que
contiene estas vifietas”. A su vez, presenta las siguientes definiciones para la
palabra “vifieta”:

= Cada uno de los recuadros de una serie en la que con dibujos y texto se
compone una historieta.

» Dibujo o escena impresa en un libro, periddico, etc., que suele tener
caracter humoristico, y que a veces va acompafado de un texto o
comentario.

= Dibujo o estampa que se pone para adorno en el principio o el fin de los
libros y capitulos, y algunas veces en los contornos de las planas.
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El autor de este libro trata de conjugar estas dos definiciones con conceptos
matematicos propios del curriculo de 2° de Bachillerato de la modalidad cientifico-
tecnoldgica, presentando los mismos con un caracter algoritmico y directo. Como el
propio autor reconoce, no es tarea facil presentar las matematicas en tono
humoristico y, en cualquier caso, el resultado depende fuertemente del sentido del
humor que presente el lector en cada momento.

El libro se divide en once “temas” en cada uno de los cuales se presenta una
serie de conceptos y de formulas, acompafadas cada una por un ejemplo de como
utilizarla. El autor prescinde de demostraciones, haciendo de este material un
“formulario” para el trabajo con las matematicas expuestas. El punto de humor se
presenta, en la mayoria de los casos, como juegos de palabras en los que los
términos matematicos hacen también alusibn a conceptos empleados en otros
contextos (parabola, limite, fila, columna,...) o en los que el cambio de unas pocas
letras juega ese papel (excentricidad - electricidad,...)

Los contenidos de la materia de Mateméticas de 2° de Bachillerato se dividen
en tres grandes bloques denominados “Algebra lineal”, “Geometria” y “Analisis”. En
este libro se dedica una serie de capitulos al tratamiento de conceptos relacionados
con cada uno de esos bloques, intercalando algunas pequeias pinceladas historicas
a través de la presentacion de Mateméticos ilustres relacionados con los conceptos
tratados.

Los tres primeros capitulos estan dedicados al bloque de “Algebra lineal”,
presentandose los conceptos de matrices, operaciones, determinantes, rango de
una matriz y resolucién de sistemas de ecuaciones lineales a través del estudio de
matrices.

Los siguientes cuatro capitulos presentan conceptos propios del bloque de
“Geometria” como las coénicas, su expresion analitica y sus elementos, los vectores
en el espacio tridimensional y el espacio vectorial, los productos escalar, vectorial y
mixto, asi como la interpretacion geométrica de estas operaciones. También se
expone como obtener diferentes ecuaciones de rectas y planos y como obtener
informacion relevante a partir de dichas ecuaciones. Se finaliza este bloque con la
exposicion de propiedades métricas como el angulo entre dos rectas, dos planos o
entre una recta y un plano, distancia entre puntos, rectas y planos, areas y
volimenes.

Los ultimos cuatro capitulos estan dedicados a conceptos de Andalisis. Este
bloque tiene una naturaleza mas extensa que los otros dos, en lo que al curriculo de
secundaria se refiere. En este libro se intenta abordar la mayoria de los contenidos
propios de 2° de Bachiller, obviando los que se suponen adquiridos en cursos
anteriores, si bien da la sensacién de inconcluso. Hay un tema dedicado a las
funciones, los limites y la continuidad, en el que se presentan los métodos
empleados para la resolucién de limites cuyo resultado son indeterminaciones y los
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tipos de discontinuidad que puede presentar una funcién, entre otras cosas. En el
tema dedicado a las derivadas se expone, ademas de la definicion de este concepto,
su uso para el calculo de la recta tangente a una curva en un punto y diversos
teoremas como el de Rolle y el de Lagrange, asi como la Regla de L'H6pital para la
resolucion de limites y la relacién del concepto de derivada con la monotonia de una
funcién. En el tema 10 se especifican los puntos claves para la representacion
gréfica de una funcion. Se finaliza el libro con un tema dedicado a la integracion en
el que se muestran algunos métodos béasicos para el calculo de integrales
indefinidas y la relacion entre éstas y el calculo de areas.

Este libro ofrece diversas posibilidades para su uso en el aula como puede ser
la animacion a la lectura, a través de la presentacion de una materia, que a los
alumnos les suele resultar “aspera”, por medio de un instrumento que para ellos es
sinbnimo de entretenimiento, la lectura de un comic.

Por otra parte, se puede emplear como herramienta para fomentar el espiritu
critico del alumnado, asi como su creatividad, a través de la comparacion de cada
capitulo del coémic con los temas presentados en el libro de texto empleado en el
aula. El estudiante analizara de forma critica la seleccion de contenidos hecha por el
autor del comic, proponiendo la inclusion o exclusion de determinados conceptos y
creando su propio comic con aquellos contenidos que considere necesarios.

Un uso mas directo de este material seria la consideracion del mismo como un
formulario que debe estar al alcance del estudiante en cada momento para que éste
pueda acceder de forma rapida a un determinado concepto.

Es una manera poco usual de presentar los conceptos matematicos, lo que
puede atraer al alumnado e incluso animarlo a crear su propio comic con un
concepto matematico elegido.

Resena: Josefa Perdomo Diaz

IES Adeje 2
Tenerife, Espafia
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Bloggematica. Competencia Matematica

Autor de la P4gina: Jacinto Quevedo
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Un blog es un sitio Web periédicamente actualizado que recopila
cronolégicamente textos o articulos de uno o varios autores, parrafos de opinion,
informacion, diario personal, fotografias, videos, etc. Fundamentalmente, sirve para
exponer e intercambiar ideas.

Un aspecto importante de los blogs es su interactividad, especialmente en
comparacion a paginas Web tradicionales. Dado que se actualizan frecuentemente y
permiten a los visitantes responder a las entradas, los blogs funcionan a menudo
como herramientas sociales, para conocer a personas que se dedican a temas
similares; con lo cual en muchas ocasiones llegan a ser considerados como una
comunidad.

Tanto la educacion como los blogs son, por su propia naturaleza, procesos de
comunicacién, de socializacion y de construccibn de conocimiento. Las
caracteristicas propias de los blogs hacen de esta herramienta un instrumento de
gran valor para su uso educativo dentro de un modelo constructivista. Actualmente,
son muchos los profesores que estan utilizando los blogs como un espacio donde
enlazar recursos y referencias, para conducir las discusiones de clase a través de
los comentarios y para asignar tareas a los estudiantes. Es decir, que los blogs se
han unido a la lista de servicios de Internet disponibles para apoyar la ensefianza
(en este caso se les denomina Edublog y su principal objetivo es apoyar un proceso
de ensefanza-aprendizaje en un contexto educativo).
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Los blogs son utilizados en las aulas desde diferentes situaciones de
ensefianza-aprendizaje, como:

Blog de aula, materia o asignatura (complemento a las clases presenciales,
con informacion adicional y propuestas de actividades complementarias)

- Blog personal del alumnado (a modo de diario individual, sobre sus intereses
e inquietudes, aficiones, actividades..., y como medio de participacion en las
bithicoras de compaferos, comentando sus articulos y haciendo
aportaciones, propuestas, etc.)

- Taller creativo multimedia (individual o colectivo, sobre argumentos
sugeridos o libres)

- Gestibn de proyectos de grupo (como bithcora colectiva, ya sea para
profesorado, alumnado, o trabajos de colaboracién entre ambos, donde el
profesor o profesores de distintas materias o centros asesoran al grupo en la
realizacion de trabajos de investigacion)

- Publicacién electronica multimedia (periddico escolar, revista digital,
monografias sobre diversos temas... Al potencial multimedia se le unen las
posibilidades de participacion, que enriquecen el contenido con aportaciones
y comentarios de otros usuarios).

- Guia de navegacion (donde se comentan sitios de interés, noticias y
aportaciones en forma de critica o comentario de los mismos).

Sin embargo, los Blogs, como cualquier herramienta tecnolégica, no garantizan
una mayor eficacia educativa por su mera utilizacion. El resultado dependera del
enfoque, de los objetivos y de la metodologia con que sean integrados en cada
programa educativo.

En este documento, nos centramos en comentar Bloggematica, que
fundamentalmente es una monografia sobre el enfoque de la educacién matemética
por competencias, ligado a su concepcion y su evaluacion.

Descripcion del blog

El tema central de BLOGGEMATICA es la competencia matematica, mostrando
enlaces a numerosos recursos didacticos en formato Word, PowerPoint, PDF y
HTML, ademas de enlaces a recursos matematicos interactivos y temas de
divulgacion sobre matematicas.

El disefio es una portada a dos columnas, a lo largo de las cuales encontramos
los diferentes enlaces. Se observan tres grandes “secciones”. la competencia
mateméatica en la LOE; la competencia matematica en PISA y la competencia
mateméatica en el AULA, ademas de otros enlaces destinados a Comentarios
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(apartado en el que los usuarios pueden expresar sus opiniones), Recursos (applets,
resefias de paginas interactivas de matematicas, proyectos de matematicas...) y
Divulgacion (sociedades, congresos, revistas, libros, problemas propuestos, historia,

humor...).

A continuacion se comentan los diferentes contenidos del blog, diferenciando
las tres secciones ya mencionadas.

Comentarios

En este apartado los usuarios pueden publicar sus comentarios. Para ello, al
pinchar con el ratdn en competencia matematica en el aula, encontramos un enlace
Publicar un comentario en la entrada que abre la ventana que lo permite.

La competencia matematica en la LOE

Dentro de esta gran seccion encontramos diferentes apartados:

e Elementos de normativa basica

En este apartado encontramos enlaces a documentos en PDF y a
peliculas flash:

Competencias clave para un aprendizaje a lo largo de la vida
(marco de referencia europeo).

LOE (ley orgénica 2/2006, de 3 de mayo, de educacion.).
Decreto 126/2007, de 24 de mayo, por el que se establece la
ordenacion y el curriculo de la educacion primaria en la
comunidad autbnoma de canarias.

Decreto 127/2007, de 24 de mayo, por el que se establece la
ordenacion y el curriculo de la educacién secundaria obligatoria
en la comunidad auténoma de canarias.

Pelicula Flash con informacién esquematizada sobre las
competencias basicas.

e Curriculo de matematicas de Primariay ESO
Enlaces a documentos en PDF sobre:

-
U N I'E‘.r NREVISTA IBEROAMERICANA DE EDUCACION MATEMATICA - SEPTIEMBRE DE 2008 - NUMERO 15 - PAGINA 161



Malemalicas =n la roil

Bloggematica. Competencia Matematica
Jacinto Quevedo

Difusion de los curriculos de la materia de Matematicas.
Relacion entre todos los elementos del curriculo.

Vinculacion de las competencias béasicas con los criterios de
evaluacion y los contenidos

Contribucion del area de matematicas a la adquisicién de las
competencias basicas.

Metodologia, recursos y tareas para el desarrollo de
competencias basicas y matematicas.

Detalles de los nuevos curriculos con informacion sobre el
concepto de competencia, los aspectos de qué es lo que cambia
de la Logse a la Loe; otros conceptos relacionados con
competencia, ejemplos de objetivos redactados como
competencia...

e EDUCASTUR

Extenso documento en PDF editado por la Consejeria de Educacion y
Ciencia del Principado de Asturias, que es una guia de referencia sobre lo
que representa el enfoque de la educacion por competencias, ligado a su
concepcion y su evaluacion. Esta estructurado en cinco capitulos en los
que se explica:

el porqué de la incorporacion del enfoque de competencias
basicas en nuestros curriculos y en nuestro sistema escolar,

el modo en que se incorporan las competencias béasicas en el
curriculo,

la integracion en el conjunto del centro de la perspectiva
derivada de las competencias basicas, particularizando las
necesarias repercusiones de las competencias en el Proyecto
educativo,

la relacion entre competencias basicas y su evaluacion, con
especial atencion en la evaluacion de diagnaostico.

e Articulos sobre enseflanza de las matematicas y competencia
matemaética

La competencia matematica en PISA

Dentro de esta seccidon encontramos diferentes documentos sobre la
competencia matematica e instrumentos de evaluacién en el estudio PISA 2003:

e PISA para docentes. Documento del Instituto Nacional para la Evaluacion
de la Educacién (INEE).

e Preguntas planteadas en PISA 2000 Lectura, Matematicas y Ciencias
e PISA 2003: Preguntas liberadas Matematicas y Solucion de problemas

e PISA 2003 y la educacion Tecnoldgica. Documento elaborado por La
Plataforma Estatal de Asociaciones del Profesorado de Tecnologia en el
gue se analizan los aspectos que se han valorado en estas pruebas, y la
aportacion del area de Tecnologia a estas competencias, con el fin de

-
U N I'E‘.r NREVISTA IBEROAMERICANA DE EDUCACION MATEMATICA - SEPTIEMBRE DE 2008 - NUMERO 15 - PAGINA 162



Bloggematica. Competencia Matematica

Matemalicas on la rei Jacinto Quevedo

resaltar la necesidad de la mejora de todas las materias en el Sistema
Educativo.

e Prueba interactiva PISA que permite comprender como son las pruebas
tipo PISA y como se relacionan con la evaluacion por Competencias.

e La Competencia Matematica en PISA. Documento de Luis Rico Romero,
en el que describe las principales componentes del marco tedrico del
proyecto PISA/OCDE analizando la nocion de alfabetizacibn matematica,
las diferentes variables que componen el dominio, las variables que
organizan los instrumentos de evaluacion, y los diferentes significados del
término competencia.

e PISA y la evaluacién de las mateméaticas. Documento de Tomas Recio
Mufiz de la Universidad de Cantabria, en el que hace un analisis del papel
del «realismo» en el contexto de las pruebas PISA.

e Evaluacion de las Matematicas en el Informe PISA. PROFES.NET.
Monogréfico en el que se pueden consultar ejemplos de ejercicios de las
cuatro subareas matematicas en las que la evaluacion PISA midié el
rendimiento de los alumnos: espacio y forma, cambio y relaciones, cantidad
e incertidumbre.

e Competencias basicas en educacién matematica. Documento de
Gonzélez Mari de la Universidad de Malaga.

e Diferentes enlaces a pruebas de evaluacion por competencias tipo
PISA.

e Proyecto ASIPISA: Junta de Andalucia. Averroes. El objetivo basico
inicial del desarrollo de este proyecto se describe como la elaboracion de
una herramienta o coleccion teméatica, centrada en el area de conocimiento
de Matematicas del Proyecto PISA, que proporciona una ayuda sistematica
interactiva para ese proyecto internacional, permitiendo el aprendizaje
significativo de las competencias contempladas en él mediante el
entrenamiento y adaptacion a los contenidos, procedimientos y situaciones
gue alli se contemplan.

¢ Resultados espafioles de Matematicas en el TIMSS
e Preguntas: TIMSS-matematicas

La competencia matematica en el AULA

Dentro de esta seccion hay enlaces que proporcionan materiales para el aula
sobre competencia matematica.

RECURSOS PARA EL AULA
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Recursos

A lo largo de Bloggematica, encontramos imagenes con enlaces a
documentos y Webs con diferentes contenidos:

- Comentarios, desarrollos y reflexiones sobre obras de la literatura, pintura y
masica, relacionadas con mateméaticas como: Alicia en el pais de las
maravillas; el hombre que calculaba; los embajadores; retrato de Luca
Pacioli, obra del pintor Jacopo de'Barbari expuesta en el Museo di
Capodimonte (Napoles); el Quijote y las mateméticas; palindromos de
Godel, Escher, Bach y... Mozart; llusiones Opticas y figuras imposibles...

- Mateméticas interactivas como Sudokus, Torres de Hanoi, La ruleta (juego
del Instituto Canario de Estadistica)...

- Listados de recursos con descripciones y descargas de software educativos
como Geometria con Cabri-Geometri I, GeoGebra, Geometria dinamica,
funciones y graficas...

-
U N I'E‘.r NREVISTA IBEROAMERICANA DE EDUCACION MATEMATICA - SEPTIEMBRE DE 2008 - NUMERO 15 - PAGINA 164



s
U N Im N Septiembre de 2008, Nimero 15, paginas 165-170

ISSN: 1815-0640

REVISTA IBERDAMERICARA DE EDUCACICM MATEMATICA

Matematicas en lae red

i ol o

i)

Con=tru'r
Geometr

e =
T et

Construir la Geometria

Autor de la P4gina: Consejeria de Educacion y Ciencia de la Junta de Andalucia

Direccidn: http://www.juntadeandalucia.es/averroes/concurso2004/ver/02/indexflash.htm

En este documento se comenta una coleccion de recursos educativos
desarrollados por la Consejeria de Educacion y Ciencia de la Junta de Andalucia,
eminentemente interactivos, integrados en forma de pagina Web, con propuestas
que posibilitan e ilustran como llevar a cabo procesos constructivistas en la
ensefianza y aprendizaje de la Geometria en la Etapa Primaria.

La pagina Web pone a disposicion de los maestros de Primaria, un material
donde, explicita o implicitamente, quedan plasmadas ilustraciones de la Didactica de
la Geometria concretadas en propuestas didacticas que aprovechan el atractivo de
la simulacién de situaciones reales permitido por las animaciones e interactividad
logrado con Flash y la programacion con ActionScript.

En la propuesta predomina la simulacion virtual de materiales didacticos con
los que se pueden realizar actividades con diferentes niveles de dificultad (geoplano,
policubos, plantillas de angulos fijos, compas, semicirculo, escuadra y cartabon
virtual, poligono dinamico, etc.) sobre el desarrollo mas o menos lineal de contenidos
en forma de unidad didactica para un nivel concreto de la Etapa Primaria.

Sin embargo, no hay que perder de vista que no se trata del desarrollo de
unidades didacticas para un nivel o etapa determinados. Es, sobre todo, una
coleccion de materiales didacticos virtuales para trabajar la Geometria, que en
ocasiones sugieren la realizaciéon, por parte de los/as alumnos/as o de los propios
profesores/as, de otros materiales manipulativos en soporte fisico. Por lo tanto, han
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de ser los propios profesores los que determinen y escojan lo mas apropiado para el
nivel de sus alumnos/as de entre lo que se brinda aqui, teniendo siempre muy
presente que los materiales didacticos no tienen Vvirtualidad propia
independientemente de su uso (dependera mucho del correcto enfoque del mismo) y
gue un buen material didactico debe ser un soporte adecuado que permita y facilite
la intervencibn mas o menos sistematica en el incremento de las habilidades
tipicamente constitutivas de la inteligencia, entendiendo como tales, en un sentido
amplio, aquellas que son basicas para la adquisicion de otras habilidades
intelectuales mas complejas y que pueden ser ensefables, susceptibles de
desarrollo / mejora a través de la instruccion, aplicables en contextos diferentes.

Un aspecto interesante de estos materiales, es la disponibilidad de descargar
cada una de las aplicaciones, ya que de esta manera, el profesorado podria hacer
un sencillo menld con acceso a aquellos que seleccione, segun su criterio,
atendiendo a diversas variables. Para ello es necesario tener instalado en el
ordenador el programa Save Flash version 4.1 o superior.

Descripciéon general

El mena principal de la Web (mend-temas), dispone de un total de 46
aplicaciones, agrupadas en 7 bloques tematicos muy generales.

Cada opcién del menu principal se despliega en un submenu informativo que
permite tener una idea previa de la aplicacion antes de descargarla (para lo que es
necesario tener instalado el programa Save Flash) y facilitar la valoracion y analisis
de las mismas, asi como el nivel educativo para el que ha sido creada.

¢ Bloque: Elementos geométricos, poligonos y trazados...

Coleccion de 8 aplicaciones con ejercicios diversos para: profundizar en
conceptos de paralelismo y perpendicularidad de rectas y segmentos;
descubrir estrategias personales para la medida y estimacion de amplitudes
de angulos; trazar figuras geométricas con utilizacion de escuadras,
cartabones, etc. en una simulacién de pizarra geométrica virtual, generar
formas simétricas mediante lineas poligonales con niumero de segmentos
variables; trabajar con geoplanos ortométricos e isométricos virtuales; etc.

Estudio-segmentos
Circulo graduado
Poligonal-dinamica
Pizarra trazados
Geoplano-doble
Mitades rectangulo
Simetria |

Simetria Il

© NOoO s~ WNPRE
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e Bloque: Localizaciéon y orientacion en el plano

Coleccion de 6 aplicaciones con ejercicios diversos que simulan naves
espaciales, arafias, monigotes, etc., situados en diferentes laberintos, que
permiten el trabajo con coordenadas numéricas y alfanuméricas; reforzar la
idea de los multiples caminos posibles que pueden ser trazados entre dos
puntos; calcular mentalmente el niumero de tramos recorridos; trabajar el
significado numérico ligado a nociones de arriba, abajo derecha e izquierda;
trazar lineas poligonales que pueden ser descritas (codificadas) atendiendo
a la direccionalidad y sentido de los tramos que las componen...

9. Nave espacial
10. Generador de laberintos
11. Atrapar la arafia
12. Caminos-cuadricula
13. En el laberinto
14. Puntos cardinales

e Bloque: Poligonos: angulos interiores, perimetro y area

Coleccion de 8 aplicaciones con elementos virtuales y dindmicos como
escuadras, semicirculos graduados, reglas graduadas, etc., asi como
plantillas de cuadrilateros, triangulos equilateros, que permiten realizar
actividades para determinar el valor de cualquier angulo interior de
poligonos; comprobar la regularidad que presenta el valor de la suma de los
angulos interiores de los cuadrilateros haciendo uso de estrategias
personales de medida de angulos; realizar célculos estratégicos de areas y
medidas de perimetros, etc.

15. Plantillas-angulos-fijos

16. Suma-angulos-interiores

17. Areas-figuras-estaticas

18. Areas-poligonos-Dinamicos(l)

19. Areas-poligonos-Dinamicos(Il)
20. Areas-poligonos-Dinamicos(lIl)
21. Perimetros de poligonos

22. Longitud-circunferencia

e Bloque: Polipoligonos
Coleccion de 6 aplicaciones en las que se manipulan virtualmente

Tangrams, generadores de formas, poliminés, polideltas o polidiamantes,
etc.
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23. Tangram Chino

24. Poligonos cuadroescuadrotriangulos
25. Poliominds (Poliminds)

26. Generador de formas

27. Polideltas (Poliamantes)

28. Pizarras de disefio

e Bloque: Embaldosados, teselaciones y mosaicos

Coleccion de 6 aplicaciones en las que se realizan embaldosados con
diferentes tipos poligonos regulares, teselas isoperimétricas y figurativas.

29. Embaldosados

30. Familia-teselas-curvilineas

31. Mosaicos—Poligonos-regulares
32. Mosaico con pajaros

33. Mosaicos-coloreando

34. Mosaicos de la Alhambra

e Bloque: Percepcion del espacio 3D. Iniciacion al volumen

Coleccion de 4 aplicaciones que simulan cubos apilables que permiten la
formacion de construcciones policubicas, disefios artisticos, exploracion
libre, convertir a 3d disefios planos... asi como ortoedros dinamicos para la
cuantificacion y comprobacion del volumen del ortoedro, descubrimiento de
los nimeros “cubos perfectos”...

35. Policubos (1)
36. Policubos (II)
37. Cadificar policubos
38. Ortoedro dinamico

e Bloque: Cuerpos geomeétricos. Poliedros, desarrollos y sesiones

Coleccion de 8 aplicaciones con ejercicios diversos que permiten reconocer
poligonos regulares, independientemente de la perspectiva o punto de vista
del observador, asi como visualizar las diagonales y su numero; descubrir
poliedros y cuerpos redondos “por dentro”; visualizar de manera dinamica e
interactiva diferentes desarrollos planos validos de un mismo poliedro, sus
desarrollos y sus movimientos en el espacio tridimensional; obtener y
visualizar cuerpos redondos como cilindros, esfera y conos.

39. Poligonos regulares en 3D
40. Poliedros regulares
41. Tipos de poliedros basicos

-
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42. Visualizacion-poliedros-3D.

43. Desarrollos planos

44. Solidos de revolucion

45. Poliedros-Poligonos-regulares

46. Secciones de cuerpos geomeétricos

Las diferentes propuestas contienen pantallas de informacion contextualizadas
tanto para el profesorado como para el alumnado. A continuacién, se describen
algunas de ellas, tomando como ejemplo la aplicacion Policubos (I) del bloque:
Percepcion del espacio 3D. Iniciacion al volumen.

nuNTA BE el : 3
| /_I—',Q, L'-.':l*_“;"::_”:_: PERCEPCION DEL ESPACIO 3D. INICIACION AL VOLUMEN
¥ Chancia
ST | > POLICUBOS (1) < | ‘ CODFICAR POLICUBOS \
g ,..;:L:::;‘:ms [ POLICUBOS (1) | [ ORTOEDRO DINAMICO |
POLICUBOS.

Juego de cubos idénticos apilables.

Permite obtener en pantalla tantos cubos unitarios como se desee. Se facilita 1a
formacidn de construcciones polictbicas al poder colocar, con sdlo pulsar un botdn,
barras de cubos (2y 3) y placas de cubos (2x2 y 3x3). Se ha incorporado a esta
aplicacidn la posibilidad de colocar semicubos en cuatro orientaciones diferentes, con
el fin de poder convertir a 3D disefios planos (20) formados con cuadrados y

escuadras. (Se puede considerar un cubo unitario como un “cuadrado sélido™y un
semicubo como una “escuadra sélida”).

Se propone la formacidn de poliedros policibicos vy de disefios artisticos (esculturas)
asi coma |a exploracion libre

Todos los niveles de la Etapa Primaria .

Pantalla informativa que permite tener una idea previa de la aplicacion,
ademas de sugerir el nivel educativo al que esta dirigido.

il e ek

Boton-icono "profes", para ayudar a T

contextualizar la aplicacion en relacion con el
interés didactico de las mismas, los objetivos (en
términos de habilidades y capacidades de
naturaleza cognitiva y metacognitiva) concretos que
se pretenden conseguir 0 consideraciones
particulares de otra indole.

o] R s
- \ Tipos y numero de actividades. En este
- i caso concreto hay dos tipos: 1) Convertir
en tridimensional los disefios planos de
las figuras que se muestran (10 figuras

diferentes); 2) Forma cada uno de los
policubos que se muestran (10 policubos).

-
U N I'E:E'NREWSTA IBEROAMERICANA DE EDUCACION MATEMATICA - SEPTIEMBRE DE 2008 - NUMERO 15 - PAGINA 169



Construir la Geometria

Watematicas on la red Consejeria de Educacion y Ciencia de la Junta de Andalucia

Explicaciones de las actividades e instrucciones de uso de los diferentes
elementos de la pantalla como colocacién, borrado...

Q) woum Tk
AN
— 00

7 0\ | s

Boton-icono descarga. Si se tiene instalado el programa Save Flash, al pasar
el cursor por la parte superior izquierda de cualquier aplicacion se activa
el botdn-icono que permite descargar y guardar la aplicacion para su uso H
sin conexion a Internet.

-
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Resumen

En el presente trabajo presentamos una propuesta de contenidos y actividades para una
Unidad Didéactica sobre las operaciones con matrices, que estan incluidas en el bloque de
Algebra Lineal dentro de las asignaturas de Matemaéticas tanto del Bachillerato como del
primer curso de cualquier carrera cientifica o técnica. Debe tenerse en cuenta que las
actividades propuestas en el presente documento estan pensadas para ser trabajadas con
calculadora gréfica por parte de nuestros alumnos y nuestras alumnas.

Abstract

This paper shows a proposal of contents and activities for a Teaching Unit about basic matrix
operations. This unit would be included in the Linear Algebra curriculum in both High School
and the first year in University (especially in any scientific or technical Bachelor’'s degree). We
must take into consideration that these activities are planned to be worked with a graphic
calculator by our students.

Introduccidn

Con la aprobacion del Decreto 1125/2003, el computo de los créditos ECTS
comienza a realizarse teniendo en cuenta el trabajo de nuestros alumnos y alumnas
tanto de forma presencial en clase como de forma autbnoma en su casa o en la sala
de estudio. Esto conlleva un cambio en la practica docente universitaria en Espafa,
de tal modo que tenemos que hacer a nuestros alumnos y alumnas los protagonistas
activos de su propio aprendizaje. En consecuencia, el profesorado ha de
replantearse contenidos, metodologia y sistemas de evaluacién para que cada
actividad realizada por nuestros alumnos y alumnas quede reflejada en su
calificacion final (Ministerio de Educacion, Cultura y Deporte, 2003).

Ante esta nueva situacion, el profesorado debe reflexionar detenidamente
sobre: cuales seran las competencias a fomentar en los alumnos, qué contenidos se
consideran basicos, como se estructuraran a lo largo del curso en sesiones teoricas
y practicas y, por ultimo, cuales seran los criterios de evaluacion que se aplicaran.
Para recoger toda esta informacion organizativa y ponerla a disposicion del alumno,
se realiza una detallada guia docente de cada asignatura. Debe tenerse en cuenta
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que para el aflo 2010 deben estar puestos en marcha los nuevos grados
universitarios en el marco del Espacio Europeo de Educacion Superior (Ministerio de
Educacién, Cultura y Deporte, 2003). En estos nuevos grados, debe plantearse el
trabajar por competencias a nuestros alumnos y alumnas, priorizando estos en
ocasiones sobre los propios contenidos. A este respecto, como profesor en las
asignaturas de Matematicas (llamadas “Fundamentos Mateméaticos de la
Informatica” |1 y II) en la Ingenieria Técnica en Informética de Gestion de la
Universidad Pablo de Olavide, se nos plante6 a todo el equipo docente de las
asignaturas la posibilidad de planificar los contenidos de dichas asignaturas desde
un punto de vista practico, restandole importancia a la parte tedrica de la materia. De
este modo, tomamos la decision en ambas asignaturas de priorizar la evaluacion de
la parte practica y permitir el uso del software informatico en la Universidad para que
el alumnado tratase los problemas planteados por el profesorado y de este modo ver
las competencias de nuestros alumnos y alumnas sin tener en cuenta posibles
errores de calculo que pudieran acontecer (Bermudo y Tenorio, 2007a y 2007b).

De este modo, las asignaturas estan estructuradas para que alumnos y
alumnas aprendan tanto un tratamiento clasico de los problemas como uno
computacional. De hecho, algunos contenidos se tratan principalmente de manera
computacional debido a la dificultad o complejidad de los célculos que conllevan y
gue no son necesarios para la adquisicion correcta de los contenidos ni para el
desarrollo cognitivo y de abstraccion que se persiguen con tales ejercicios.

En este sentido, para examinar a nuestros y nuestras estudiantes, preparamos
un examen practico en el que mas de la mitad de la puntuacion corresponde a la
resolucion de problemas realizados con software informatico (mas concretamente,
con el paquete Mathematica). El preparar tal examen ha conllevado un cambio en la
concepcion de las preguntas para el examen, ya que deben ser preguntas cuya
complejidad o dificultad no radique en los calculos sino en la aplicacion de los
diversos razonamientos y procedimientos explicados en la asignatura.

Esta filosofia es trasladable a cualquier nivel educativo y no solo aplicable a la
Universidad. Una clara exposicion de este enfoque metodologico puede encontrarse
en el articulo de Montero (2006). Pero el uso de esta filosofia no debe conllevar el
realizar el estudio Unica y exclusivamente desde el punto de vista computacional,
sino que debe seguirse con el tratamiento tradicional de los problemas. Las
herramientas computacionales deben ser consideradas como un apoyo a las
técnicas tradicionales que nos permiten realizar todas las operaciones con mayor
facilidad y velocidad. Este pensamiento es el que se recoge en Cedillo (1998) y en
del Puerto y Minnaud (2002) en los que se enfatiza el uso de la calculadora como
recurso didactico.

Siguiendo esta maxima, presentamos una propuesta de actividades basadas
en el uso de la calculadora grafica para el tratamiento por parte de nuestros alumnos
y nuestras alumnas de las operaciones elementales con matrices, para lo que
seguiremos a Fedriani et al. (2007). Tales actividades buscan, por un lado, mostrar
estos conceptos al alumnado y, por otro, permitirle su asimilacion y aprendizaje
autonomo. Es decir, hacerles competentes en el uso y manejo de tales operaciones.

.
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1. Ubicacién académica de las actividades

La propuesta de actividades que aqui presentamos corresponde al bloque de
Algebra Lineal y, mas concretamente, se centra en las operaciones elementales con
matrices. Dichas actividades pueden trabajarse tanto en el nivel de 2° de
Bachillerato' como en las asignaturas de Matematicas de primer curso de las
distintas titulaciones universitarias de corte técnico o cientifico que contienen el
bloque de Teoria de Matrices.

Debe tenerse en cuenta que el uso de software informatico o de calculadoras
graficas es un importante apoyo para la docencia de las Matematicas (Bracho,
2007), ya que permiten a nuestro alumnado comprobar si lo que estan haciendo es
correcto y centrarse mas en los procedimientos y razonamientos formales que en los
calculos propiamente dichos.

2. Objetivos de las actividades

Nuestra propuesta de actividades tiene como objetivo principal el adquirir las
competencias relativas a las operaciones elementales con matrices. Siendo mas
concretos, pasamos a detallar las que creemos primordiales:

e Saber sumar y restar matrices, siendo consciente de cuando pueden
realizarse ambas operaciones.

e Saber multiplicar un niamero real por una matriz.

e Saber multiplicar dos matrices, siendo consciente de cuando puede
realizarse esta operacion.

e Conocer las principales propiedades de las operaciones anteriormente
indicadas.

e Aprender a calcular el determinante de una matriz cuadrada dada.

e Ser capaz de calcular la matriz inversa de una matriz cuadrada,
pudiendo determinar previamente si dicha matriz tiene inversa o no.

3. Contenidos trabajados en las actividades. Propuesta de
presentacion y exposicidén de los contenidos al alumnado

Seguidamente, presentamos los contenidos tedricos que nuestros alumnos y
nuestras alumnas deben conocer previamente para trabajar las actividades que
posteriormente seran indicadas. En la presente secciébn no solo exponemos los
contenidos tratados, sino que damos una propuesta metodolégica de como ir
introduciendo y trabajando dichos conceptos de manera practica y basandonos

L En el sistema educativo espafiol, el curso 2° de Bachillerato (correspondiente a alumnos y alumnas de entre 17
y 18 afios) es el previo a la entrada a la Universidad, que requiere una prueba de acceso a nivel de
Comunidades Autondmicas tras la finalizacion del citado curso.

.
U N I'E? NREVISTA IBEROAMERICANA DE EDUCACION MATEMATICA - SEPTIEMBRE DE 2008 - NUMERO 15 - PAGINA 173



Propuesta de actividades con calculadora gréafica para el tratamiento

de operaciones matriciales en el aula
Angel F. Tenorio Villalon

siempre en la realizacion de ejemplos en clase tanto, en primera instancia, por parte
del docente como, posteriormente, por los propios alumnos y alumnas.

Debe tenerse en cuenta que para la realizacion de todo este material hemos
hecho uso de la ClassPAD 300, pudiendo verse varias aplicaciones mas en otros
bloques de contenidos en Carrillo (2007).

3.1. Suma de matrices

Definicion: La matriz suma de dos matrices Ay Be M, (%) es:
A+B=(a;+b;)e men(m)’

Obsérvese que, para calcular la suma de dos matrices del mismo orden, lo que
hacemos es sumarlas término a término. Veamoslo con un ejemplo, comprobando
posteriormente el resultado con la calculadora:

1 -2 o+ 2 -4 4) (142 -2-4 0+4) ( 3 -6 4
5 1 -4) (=7 1 1) {5-7 1+1 —4+1) (=2 2 -3

Ahora mandamos a realizar a nuestros alumnos y alumnas los siguientes
ejemplos, pidiendo que vayan comprobando sus resultados con los devueltos por
sus calculadoras. De este modo, pueden ir viendo si han realizado correctamente los
calculos o si, por el contrario, no los han llevado a cabo de manera adecuada.
Previamente a la realizacion de los calculos, deberiamos de indicarles que deben
avisarnos si ocurre algo “raro” cuando intenten hacer las sumas:

5 4
4 -3 1) (-7 2 - -3 1 1
(@) + (b) +|2 -6
0 21 52 6 7 -4 -
7 1
-3 15 4 -5 1 £ 4 2 -1
c|-5 -2 7|+|-9 1 O (d)[ . }L -5 3
2 6 6 1 0 -5 1 8

Con esta actividad, ademas de reforzar en nuestros alumnos y alumnas el
algoritmo de la operacion suma de matrices, les hacemos descubrir por si mismos
gue dos matrices solo pueden sumarse si ambas tienen el mismo orden. En caso de
gue las matrices que quieran sumar sean de érdenes distintos, la suma no estara
definida y la calculadora les dara un error. Esto ocurre con las sumas (b) y (d).

En caso de ser necesario, podriamos considerar algunas sumas de matrices
adicionales a realizar en el aula para asimilar completamente esta operacion.

.
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3.2. Resta de matrices

Definicion: La matriz resta de dos matrices Ay BeM, . (R) es:
A-B=(g; —by)e men(iR)

Al igual que ocurria con la suma de matrices, la operacién resta entre dos
matrices del mismo orden consiste en restarlas término a término. Consideramos el
siguiente ejemplo, que comprobamos después con la calculadora:

1 -2 0) (2 -4 4)( 1-2 -2-(-4) 0-4) (-1 2 -4
[5 1 —4]_(—7 1 1}(5—(—7) 1-1 —4—1j_(12 0 —5J

Para esta operacion, también debemos darles a nuestros alumnos y alumnas
una serie de ejemplos para que practiquen esta operacién (en nuestro caso, los
ejemplos estan basados en los usados para la suma de matrices). Es conveniente
recordarles que deben usar la calculadora para comprobar los resultados que
obtienen. A continuacién, deberiamos preguntarles si, con la resta de dos matrices
de orden distinto, se les ha presentado el mismo problema que aparecia al sumar
matrices de distinto orden:

5 4
4 -3 1 (-7 2 -1 -3 1 1
1S A N (S L
0 21 52 6 7 -4 -
7 1
-3 15 (4 -5 1 e oo [ 21
©|-5 -2 7[-]-9 1 0 (d)[7 j——s 3
2 6 6 1 0 -5 1 8

Hemos de hacerles ver que, de manera anéloga a lo que ocurre con la suma 'y
la resta de numeros reales, restarle la matriz B a la matriz A consiste en sumarle la
matriz B, con todos sus términos cambiados de signo, a la matriz A. Tras ese
comentario, debemos pedirles a nuestros alumnos y alumnas que comprueben este
hecho usando los ejemplos anteriores y con la ayuda de la calculadora.

Al igual que hicimos con la suma, podriamos considerar restas adicionales de

matrices a realizar en el aula por nuestros alumnos y alumnas, si fuese necesario.
Con ello se buscaria completar la asimilacion del concepto por su parte.

3.3. Propiedades de la suma de matrices
A continuacion, pasariamos a tratar con nuestro alumnado las principales

propiedades de la suma de matrices. Para ello, consideraremos cada propiedad
acompanada de varios ejemplos que, con la ayuda de la calculadora, nuestros

.
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alumnos y alumnas iran realizando para detectar tales propiedades. De este modo,
buscamos la asimilacion de dichas propiedades, no mediante un procedimiento
tedrico, sino mediante un procedimiento practico con el que podran ver en varios
ejemplos que se cumplen tales propiedades:

1. Propiedad conmutativa: A+B=B+A vABeM__ (R).

Consideramos pares de matrices y pedimos a nuestros alumnos y alumnas
que realicen la suma en los dos sentidos posibles. Por ejemplo, podemos
darles las matrices:

3 -1 7 1
A=|-4 2 y B=|0 -3
1 -6 2 9

y pedirles que calculen A+B y B+A. Una vez hecho esto, deberan
comprobar que el resultado obtenido es el mismo. Para terminar de trabajar
con esta propiedad, les pediriamos a nuestros alumnos y alumnas que
escriban dos matrices del mismo orden y las sumen de las dos formas,
comprobando que ambas operaciones dan el mismo resultado.
Posteriormente, se les pediria a algunos de los alumnos y alumnas que
expusiesen sus ejemplos delante de sus compafieros.

2. Propiedad asociativa: A+(B+C)=(A+B)+C, VA,B,C e M . (R).

Podemos proceder con una metodologia analoga a la empleada para la
propiedad conmutativa.

3. Elemento neutro para la suma de matrices de orden mxn: la matriz nula
®,.,, con todos sus términos iguales a 0.

Una primera aproximacion a esta propiedad podemos llevarla a cabo viendo
que la matriz ®,,, no modifica a una matriz dada cuando se le suma a
derecha y/o a izquierda. De hecho, podemos fomentar la participacion de
nuestros alumnos y alumnas pidiéndoles ejemplos de matrices y viendo que
la propiedad siempre se cumple. Una vez hecho esto, podriamos probar la
propiedad considerando una matriz de orden mxn arbitraria y la matriz
0,.,de ese orden (esto seria sumamente conveniente hacerlo en la docencia
universitaria). De este modo, trabajaremos la capacidad abstraccion vy
formalizacién de nuestros alumnos y alumnas.

También podiamos razonar de manera general la propiedad que nos permite
afirmar que la matriz ®_ . es la Unica matriz de orden mxn verificando:

mxn

.
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0,.,+A=A+0O_ =A, VAcM,_ (R).

En esta ocasion, podriamos usar la calculadora para que los alumnos y
alumnas intentasen hallar otra matriz, distinta a la nula, que verificase dicha
propiedad y llegasen a la conclusion de que ello no es posible. Una vez hecho
esto, podriamos proceder realizando un razonamiento general que justifique
la unicidad de la matriz nula. Nuevamente estariamos trabajando la
abstraccion y formalizacion con nuestros alumnos y alumnas.

4. Elemento opuesto para la suma de matrices de orden mxn: esta propiedad
ya ha sido trabajada por los alumnos y las alumnas implicitamente al
considerar la operacion resta de matrices.

En cualquier caso, debiéramos insistir en esta propiedad, aunque sea solo
para dar nombre a la misma y enfatizar el hecho de que restar una matriz
equivale a sumarle su opuesto. Podria hacerse algin ejemplo mas con la
calculadora, buscando que sean los propios alumnos y alumnas quienes
determinen que el resultado es el mismo. No obstante, no debemos
detenernos en exceso en este concepto, ya trabajado previamente.

3.4. Producto de una matriz por un escalar

Definicion: El producto por el escalar ke® de la matriz AeM__ (R) es la
siguiente matriz:

k-A=(k-a,)eM,,(R).

Con lo que nos deberiamos centrar en que nuestros alumnos y alumnas tomen
conciencia de que esta operacién consiste en multiplicar todos los términos de la
matriz A por el nimero real (escalar) k que se les indique.

Para que ellos y ellas vean como funciona esta operacion, podriamos trabajar
con algunos ejemplos concretos, como el que indicamos a continuacion:

o(-2 6 1)_(3(-2 36 31) (-6 18 3
( 4 -1 5}‘[ 34 3(-) 3-5}‘[12 -3 15}'

Tras dicho ejemplo, les podriamos pedir que multiplicasen la matriz de nuestro
ejemplo por otros numeros reales. Seria conveniente que ellos propusiesen nimeros
por los que multiplicar, pero teniendo en cuenta que en esa coleccién de niameros
tuviésemos numeros positivos, negativos, racionales e irracionales. De este modo,
podran ver el comportamiento con cada uno de ellos. Una posible serie de nimeros

reales podria ser la siguiente: -2, 5, -7, 1, g —g, V2 ... Notese gue es de sumo

.
U N I'@ NREVISTA IBEROAMERICANA DE EDUCACION MATEMATICA - SEPTIEMBRE DE 2008 - NUMERO 15 - PAGINA 177



Propuesta de actividades con calculadora gréafica para el tratamiento
de operaciones matriciales en el aula
Angel F. Tenorio Villalon

interés que el 1 esté en la lista dada, ya que nos permitir4 preparar el camino a la
cuarta propiedad que se vera para esta operacion en la siguiente seccion.

Obviamente, todos estos célculos pueden y deberian hacerse asistidos por la
calculadora para comprobar y corregir los errores que se comentan al operar con
nameros reales.

Pese a que el producto no es una operacion dificil de entender y aplicar por
parte de nuestros alumnos y alumnas, pudiera darse el caso en que fuese necesaria
alguna tarea adicional. Bastaria considerar otra matriz distinta a la dada en nuestro
ejemplo y realizar las multiplicaciones por los nimeros reales que se indicaron y
otros para que al alumno o alumna termine de asimilar el procedimiento.

3.5. Propiedades del producto por un escalar

Al igual que se hizo con la operacién suma, se explicaran las principales
propiedades de la operacion producto por un escalar. Algunas de estas propiedades
relacionardn esta operacion con la operacion suma de matrices.

1. Propiedad distributiva (respecto suma de escalares):

(r+s)A=r-A+sA, VAeM__ (R), VrseR.

Para explicar esta propiedad, podemos utilizar un ejemplo dado por nosotros
mismos o por alguno de nuestros alumnos y alumnas (bastaria con pedir dos
ndameros y una matriz):

-3 1 3 -3 1 3 (-21 7 21

B+4){ 1 -2 -5|=7/ 1 -2 -5|=| 7 -14 -35

1 1 0 1 1 0 7 7 0
-3 1 3y (-3 1 3 (-9 3 9\ (-12 4 12\ (-21 7 21
3] 1 -2 -5[+4| 1 -2 -5|=| 3 -6 -15|+| 4 -8 -20|=| 7 -14 -35
1 1 0 1 1 0 3 3 0 4 4 0 7 7 0

Tras hacer este ejemplo (los célculos podrian hacerse con la calculadora), les
pediriamos a los alumnos y alumnas que comprueben esta propiedad para los
pares de numeros y matrices que se le indiquen. Para no ralentizar el ritmo de
trabajo, seria conveniente no mandar mas de 3 ejemplos adicionales.
2. Propiedad distributiva (respecto suma de matrices):
r-(A+B)=r-A+rB, VABeM__(R), vreR

Procederiamos de manera anéloga a lo hecho con la propiedad anterior, ya
que dicha metodologia es muy Uutil para esta propiedad por su completa

.
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analogia. Los alumnos y alumnas podran ver como funciona esta propiedad
con ejemplos que ellos y ellas realicen autbnomamente con ayuda de sus
calculadoras.

Propiedad pseudoasociativa:
(rs)A=r(s-A), VAeM_ (R), Vr,seR.

Nuevamente daremos una explicacion basada en el uso de ejemplos
numericos concretos, cuyos calculos realizaremos con la ayuda de la
calculadora. Asi podran comprobar que el resultado obtenido de ambas
formas es realmente el mismo. En esta ocasion, no procede poner ejemplos
previos por nuestra parte, sino que seran nuestros alumnos y alumnas
quienes pensaran dos ejemplos y realizaran los calculos. El profesorado ira
por las bancas viendo el desarrollo de ellos y ellas, comprobando si los
ejemplos que consideran se adecuan a la propiedad y si realizan
correctamente la actividad.

LA=A, VAeM . (R).

Esta propiedad es de gran simplicidad y no suele causar problemas. Ademas,
ya habremos trabajado implicitamente esta propiedad en la seccion anterior,
por lo que solo estariamos terminando de asentar este contenido y dandole
un cierta relevancia.

3.6. Producto de dos matrices

Definicion: Dadas dos matrices Ae M, (R) y Be M, (R), la matriz producto
AB eslamatriz CeM, (R) definida como:

i =2 anby, Vi=Ll..m, Vj=1.,r.
h=1

Por tanto, tendriamos que indicar a nuestros alumnos y alumnas que la forma
de proceder seria la siguiente: el término c,, de la matriz resultante C se obtendra
multiplicando la fila 1 de la matriz A por la columna 1 de la matriz B ; el término c,,,

multiplicando la fila 1 de A por la columna 2 de B y asi sucesivamente. Tras esta
explicacion pasariamos a indicarles un ejemplo como el que sigue:

1
3
1

“2) g gy (VEDF(DO 13+(2)*2 10+(21) (-1 -1 -2
1-[ 0 > J: 3(-1)+1:0  33+12 30+11 [=[-3 11 1|.
0 1(-1)+00  13+02  1.0+01) (-1 3 0

.
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El resultado del ejemplo debe comprobarse también con la calculadora, tras lo
gue pasariamos a una actividad en clase: calcular algunos productos de matrices.
Para esta actividad seria conveniente que los productos correspondiesen a matrices
de orden bajo (2x2,2x3 6 3x2), con el fin de que alumnos y alumnas practiquen el
calculo directo, pero sin tener que ser una cantidad excesiva y puedan ver diversas
situaciones y no solo un unico producto de matrices. Ademas, podemos permitirles
(y recomendarles) que hagan los productos con la calculadora para ver si se han
equivocado y dénde ha ocurrido.

Seria interesante mandar posteriormente algunos productos con matrices de
orden mas elevado (3x3, 4x4, 4x3 6 3x4), para los que directamente haran uso
de la calculadora, obviando el calculo manual.

Tras esta actividad para asentar el manejo de la operacidn, pasariamos a
trabajar la no conmutatividad del producto; propiedad que suele resultarles bastante
extrafia, ya que es la primera vez que se enfrentan a una operacion no conmutativa.

La mejor manera de hacerles llegar por ellos y ellas mismas a la conclusiéon de
que el producto no es conmutativo es trabajar los ejemplos realizados en la
actividad anterior y realizar el producto en el sentido contrario para cada ejemplo. En
unos casos, el producto no podran realizarlo mientras que en otros lo podran realizar
pero dandoles un resultado distinto.

Es de suma importancia asentar en el pensamiento de nuestros alumnos y
alumnas la posibilidad de que exista el producto A-B pero no el producto B-A; es
mas, que, incluso existiendo ambos productos, estos podrian ser distintos. Debemos
enfatizar ese hecho y erradicar cualquier concepcion posible a que el producto de
dos matrices no depende del orden en que se multipliquen.

Como es natural al tener en cuenta la filosofia del presente articulo, todos los
calculos realizados en la actividad sobre la no conmutatividad del producto de
matrices se harian con la ayuda de una calculadora grafica. En esta actividad,
nuestro interés no esta en la algoritmica del producto, sino en comparar los
resultados de los productos AB y B-A.

Una vez que los alumnos y alumnas hayan reflexionado sobre lo que pasa con
esas matrices, realizariamos una puesta en comun con toda la clase. De este modo,
se abrira el debate y seran ellos y ellas mismas quienes lleguen a la conclusion de
que el orden de los factores si altera el producto de dos matrices.

4. Actividades a realizar con el alumnado haciendo uso de
calculadoras graficas

A la hora de poner actividades para los conceptos anteriormente expuestos,

hemos de hacer énfasis en el uso que alumnos y alumnas hacen de la calculadora
grafica para el tratamiento de los mismos.

.
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De este modo, no podemos reducirnos al mero célculo de operaciones (que las
calculadoras gréaficas hacen automaticamente), sino que hemos de preguntar de
modo que podamos saber como alumnos y alumnas obtienen dichos resultados.

4.1. Ejemplo de e-activity

En este sentido, nos puede ser de utilidad el emplear e-activities realizadas con
calculadoras graficas con las que alumnos y alumnas puedan trabajar los conceptos
indicados en este trabajo, tomando como punto de partida la filosofia de centrarnos
en las competencias de nuestro alumnado en vez de en el calculo algoritmico (véase
Fukaya y Whitfield, 2007).

A continuacién, expondremos un ejemplo de e-activity que trabaja las
operaciones matriciales anteriormente indicadas, amén de afadir las operaciones
determinante e inversa de una matriz. Aunque estas dos operaciones no han sido
tratadas de manera tedrica en los contenidos desarrollados, creemos que es
interesante que alumnos y alumnas puedan profundizar en otros conceptos de
manera autbnoma, incluso aunque el profesorado vaya a trabajarlas personalmente
mas tarde. De este modo, podemos introducir ambas operaciones previamente para
gque vayan conociéndolas. En consecuencia, la e-activity no se limitaria
exclusivamente a asentar lo ya visto, sino que los alumnos y alumnas podrian
profundizar en los contenidos mediante estas dos operaciones nuevas.

En la e-activity mostrada en la presente seccion, enfocamos nuestro interés no
en la algoritmica del célculo para las operaciones determinante e inversa de una
matriz, sino como calcularlo con la calculadora y cdmo pueden aplicarlo.

En primer lugar, procedemos a recordarles como se realizaban las operaciones
elementales que seran motivo de la e-activity (suma de matrices, producto por un
escalar y producto de matrices) y que previamente se han explicado en clase.
Ademéas, hemos optado por recordar la definicion mediante un ejemplo de célculo.

7 _Arch Edit Ins Accisn i

B [zifte] & (AT :

Operaciones con matrices et
|Hutor |

Suma de matrices:

Para caleular la suma de dos matrices del mismo ordens se suma término a término:

1 -28 2 -4 4

+ =

|5 1 ikl Banda de
1+2 —2-4 B+d | 7

|5-7 1+1 —4+1 calculos.
z -6 4

-2 2 -3

|Suma de matrices

Producto de una matriz por un namero:
Fara multiplicar un ndmero real por una matrizs multiplicamos dicho ndmero por cada
término de la matriz:

-5 13
?X[—1 4 —2]_
[—35 7ozt }
-7 28 -14
|E——, L

Alge Estandar Real Rad

.
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Ademas de recordar como hacer cada operacion, introducimos una banda de
calculo para que nuestros alumnos y alumnas recuerden como se realizaba como se
realizaria la correspondiente operacion con la calculadora.

L\V Edit Accidén Interactivo Eﬂ
] O ] P |
T

Suma de matrices:
Pars calcular la suma de dos matrices del mismo ordens =& suma término a término:

1-z8 72 -+ 4]
51 -4]|-71 1

[1+2 -2-4 B+4 ]= .

57 141  —4+1

[3 o } EJempIo de
22 -3 calculo con
|Suma de matrices Ca|CU|adOI’a
1-z@ | [z -44

[5 1 —4:|+[—7 1 1:|

N

Flgeb Estandar Resl Rad an |

Pero no solo podemos incluir ejemplos de calculos con calculadora, sino
también comentarios para llamar la atencién de nuestros alumnos y alumnas y dar
mayor intensidad a una idea. Por ejemplo, a la hora de recordarles el producto de
matrices, podemos incluir una banda de comentario con una nota llamativa y curiosa
que les haga prestar especial atencion:

¢ Arch Edit In=s Accisn #]
B e[ & [A]rAv]

Producto de

dos matrices:

Consideremos una matriz A de orden mxXn por otra B de orden nXr. FPara nultiplicar AXB,
g2 procede como sigue: el término (1,12 =2 abtiene multiplicando la fila 1 de A por la
columna 1 de B; el término (1,2} se obtiene multiplicando la fila 1 por la columna 2w
asi sucesivamente:

1 -2

a1 (o' 30k
18

e

(—134(=20e@ 1+340-20+2 1.@+E-20-1
Tei-13+1.8 33412 3@+l S
1e(=1)+@:8 1-3+0.2 1e@+E1 Banda de
-1 -1 -2
[—3 11 1 ] comentario
-13 8

|Pr0duc.to de 2 matrices | /
[icJot ?4'

Determinante de

una matriz

Fara calcular el determinante de una matriz, dicha matriz ha de ser cuadrada <es decir,
= III' =3 i) =3 faus = [u [ o mnog = | i w [ dete IIl-l o Jo N3 Mg i

Alge Estandar Real Rad ]

En nuestro caso, el comentario hace referencia a la no conmutatividad del
producto de matrices. Como ya dijimos antes, este es un hecho que suele
olvidarseles a nuestros alumnos y alumnas. Por tanto, hemos creido conveniente
incluir la siguiente nota recordatoria:

.
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N Edit

B =8

[t 7 =

[1e¢-1340=208 1.3+4C-23-2 1.B+(-23.1
3e(-13+1.8 3:3+1-2 3@+l 1 ]:
L1-¢-1r+8-8 1eGHE-2 1e @+ 1

-1 -1 -2

-3 11 1 }

-1 2 8

|Producto de 2 matrices

I
[icrtent

[5i A == de orden 2%2 v B de orden 24, ruedes realizar =] producto AWE y obterer Una Recordatorlo,
matriz de orden 2#4; pero no puedes calcular B¥A wa que el ndmero de columnas de B no
es igual que el ndmero de filas de A.

Como esta e-activity esta planteada para ser también una ampliacion y
profundizacién de los contenidos trabajados en clase, se introducen las operaciones
determinante e inversa de una matriz. Sin embargo, no hemos definido los
correspondientes algoritmos de calculo, sino que solo mostramos como calcularlas
con la ayuda de su calculadora y como aplicarlas correctamente.

¥ _Arch Edit Ins Accisn 3

B [zd[e] B [A]AA

Determinante de
una matriz

Fara calcular el determinante de una matrizs dicha matriz ha de ser cuadrada (es decits
el namero de filas es igual al de columnas). El célculo del determinants de una matriz
A (gue =e denota por |A]} nos reduciremos a hacerlo con la calculadora:

|Fllgunos determinantes ‘

Caclulo de la inversa de una matriz regular!
Hermos visto en el apartado anterior que existen matri
distinto de @ v otras con determinante igual a 8. Las pri
regulares, mientras que a las segundas se las denomina sin

cuadradas con determinante
&= =e denominan matrices

Se denomina matriz inver=a de una matriz cuadrada A de orden n a a matriz cuadrada
E del mismo orden tal que:
RAxE=B=A=Id,

siendo Id la matriz cuadrada de orden n tal que todos los términos son nulosy
Ciyi» que walen 1.

bare 1o matris [;1 2 ;3} Banda de calculos en la que se
bodemos considerar s siguents. matriz: calculan un determinante positivo,
A uno nulo y otro negativo.

¥ Arch Edit Ins Accisn =]

B [Fali] B [AZ[re] Bl

poercs wlnsiaﬁir LT —— Banda de célculos en la que se
3 e realizan los dos productos que
3088 permiten afirmar que una matriz
Ests:a nsﬂatrizses inversa de la primera. Comprobémoslo: eS Inversa de Ia Otra

|ComProbaci6n de inversa /

Coro ambos productos dan como resultado a la matriz

180
818
B ai

las dos matrices son inversas una de la otra.

Una matriz cuadrada tiene inversa =i v solo =i su determinante es no nulo. Ademas,
cando la inwersa existe, esta es dnica. Por tanto, podemos escribir este hecho para
nuestro ejemplo como:

Eﬁ_l—‘
1|3 E® e
-1 2 -g

it I PO

Alge Estandar Real Rad

.
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N Arch Edit Ins Accisn
B [F:he] B [A2]H]

Commo ambos productos dan como resultado a la matriz
188
518
Ba 1

las dos matrices son inversas una de la otra.

Urma matriz cuadrada tiens inversa =i W solo =i su determinante 2= no nulo. Ademas,
cando la inversa existe, esta es dnica. Por tanto, podemos escribir este hgsk
nuestro ejemplo como:

-1z -3]!

111 | =

3 -5 1 N
3

Aunque hay fermulas para calcular manualments la inversa de una matriz,
usaremos ¥ nos limitaremos 2 realizar los caloules mediante la calculadora:

[

Banda de calculo en la que se
explica como calcular la inversa
de una matriz con la calculadora.

= Wk
T 03] =

AER AR U\l

Célculo de inversa

Alge Estandar Real Rad

W Edit Accién Interactivo
S O ] P |

nuestro ejermplo como:

2 13 1
- i) & &
[I‘ 2, 13] Uit :
s s1] 1% 7] Ventana correspondiente a la banda
3 & &

de célculos anterior: explicacion de
Aungue haw férmulas para calcular manualmente la inversa de una matriz, , -
usaremos ¥ nos limitaremos a realizar los calculos mediante la calculadora: Como Calcular Ia |nversa de una
[Catculo de nverss matriz con la calculadora.

-1z -3t
1 o-11
lz -5 1
[2 12 _1
T & &
14 1
T 3T O ®
11 1
EEC
0
~
Flgeb Estandar Real Rad am

En cuanto a los ejercicios propuestos en la e-activity para que sean resueltos
por nuestros alumnos y alumnas, en primer lugar se les pide calcular manualmente
una serie de sumas y productos, cuyo resultado tendrdn que comprobar con la
calculadora (para lo que se les habilita una banda de célculos).

|V Arch Edit Ins Accidn i

B [z&:kw[ B [A2TA]

Eiercicio 1:

Calcula las siguientes operaciones de matrices v comprueba su resultado con la
calculadoras

1 -2 2[,[75 -1
+
2 |:5 -5 1][4—53}
|Comprobac,i6n
T8z - 1 3
£ [4 2 —1j| [1 -5 2j|
|Comprobac,i6n
3 -5
e TH -4 1
B =z

|Comprobac,i6n

201 -3 2
d)3><|:5 - 1]

Alge Estandar Real Rad

.
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El siguiente ejercicio sirve para determinar si ellos y ellas realmente saben
cuando pueden realizar dichas operaciones. Por tanto, se les indica una serie de
operaciones, no todas ellas posibles, para determinen razonadamente cuales
pueden realizarse y cudles no.

¥ Arch Edit Ins Accian
H [F&[e [ & [Af]=H ]

Eiercicio 2:
Indica cusles de las siguientes operaciones pueder realizarse » cuiles no. dando una
razdn en cada caso:

z oz 2|t
ar |-z 4 1
4 185
3 1 4
28 1
5 -3 1
-1z 7
crlz -5 1
48 -3
301 48
2@ 11
5 -2 11

-5 5
1—2@]{ —‘
e>L1 alte 1

Alge Estandar Real Rad qu|

b2

d?

Finalmente, el tercer y Ultimo ejercicio de la e-activity busca ver si nuestros
alumnos y alumnas son capaces de generalizar el procedimiento de resolucion de
las ecuaciones lineales con una incégnita numérica a las ecuaciones matriciales; es
decir, considerando que tanto la incognita como los coeficientes de la ecuacién no
son numeros sino matrices.

Ejercicio 3

Utilizando las operaciones
de matrices anteriormente
indicadass calcula el
walor de la matriz &
desconocida:

1 -3 4 4 -1
25 -1fw=[s5 7
11 1 11

Alge Estandar Real Rad dm]
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4.2. Ejemplos de otras actividades

Obviamente también podemos plantearles a nuestros alumnos y alumnas
actividades que no requieran de una e-activity. Todo ello sin tener que abandonar
nuestra filosofia del uso de la calculadora para realizar los calculos, trabajar las
operaciones y alcanzar cierta destreza en su céalculo. Seguidamente mostramos
algunos ejemplos de tales actividades, siendo resueltas dos de ellas:

Actividad 1: Determina cuales de las operaciones siguientes pueden
realizarse. En caso de ser posible, realiza el célculo y comprueba el resultado
obtenido con la calculadora:

1 -4 1) (-4 2 -1 -43 -5 o,
-5 7 -8 |-3 1 -1 10 -4
() + (b) +/4 -3
2 -4 9 5 -2 -5 3 2
1 1 -9
-1 5 -1 4 -5 2 2 -1
-4 3 -5 1 -4 1)(-4 2 -1
3 -2 7
(c)10—4432 dy|-5 7 -8||-3 1 1
-5 3 6 2 -4/ 9 5 -2
1 1 -9
2 2 -1 -1 5J){-1 4 -5
1 -4 1(-3 1 1
© |5 7 _gll 95 -2
1 -1 5J){-14 5

Actividad 2: Haciendo uso de la calculadora para realizar las operaciones que
sean necesarias, resuelve las siguientes ecuaciones con matrices. Debes indicar
como has despejado la matriz incégnita X y cual ha sido la operacion que realizaste
en cada paso.

1 -4 1 -4 2 -1
(@) -5 7 -8 -3 1 1.
X+ =—
6 2 -4 9 5 -2
1 -1 5 -1 4 -5
2 1 -4 -1 0 1
(b) 3 -2 1 2 -2 2
2.X — =3
5 -5 5 -1 2 1
0 -1 1 0 2 -1

1 21 (1 -1 0
©sx_| 2 11|32 5 -4|-7x"
0 -11 (1 0o -1

.
U N I'E? NREVISTA IBEROAMERICANA DE EDUCACION MATEMATICA - SEPTIEMBRE DE 2008 - NUMERO 15 - PAGINA 186



Propuesta de actividades con calculadora gréafica para el tratamiento
de operaciones matriciales en el aula
Angel F. Tenorio Villalon

Actividad 3: Obtén un sistema de ecuaciones que corresponda a todas las

matrices A de orden 2 que conmutan con la matriz [2 3}. Una vez obtenido el
11

sistema, resuélvelo. Tanto para la obtencién de las ecuaciones del sistema como
para su resolucion, puedes hacer uso de la calculadora.

Actividad 4: Escribe la expresion de la propiedad distributiva del producto por
un escalar respecto de la suma de matrices para los datos dados a continuacion:

13 -1 ~1
k=2, A=|2 1 -1/ B=|-3
01 -1 5 -5 5

Realiza, con la ayuda de la calculadora, los calculos necesarios para
comprobar que se verifica la propiedad antes mencionada para estos datos.

A continuacion, pasamos a dar una resolucion con el uso de calculadora gréafica
de las Actividades 3 y 4 planteadas anteriormente.

Resolucion de la Actividad 3: Para obtener el sistema de ecuaciones, solo
hemos de imponer la condicion de conmutatividad al producto de una matriz
genérica por la dada en el enunciado:

X y\(2 3) (2 3)(x 'y
z t)l1 1) 1 1lz t)
Esto podemos hacerlo con la calculadora tal y como se observa en la Figura 1,
obteniendo la siguiente igualdad de matrices:

2x+y 3x+y)| (2x+3z 2y+3t
22+t 3z+t) | x+z  y+t |

‘ W Edit Accidn Interactivo

f e[ ] A

[z 2131

| |

Zexy Dexy
Zez+t ezt

Zrox+Eez Zewdlet
x+z WL

Algeb Estandar Real Rad -]

Figura 1: Célculo de los dos términos de la ecuacion matricial.

.
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Por tanto, el sistema que obtenemos es:

2X+y=2x+3z

X+y=2y+3t
27+t=x+2
3z+t=y+t

Para resolver el sistema, nuevamente podemos hacer uso de la calculadora
como puede verse en la Figura 2. La solucién que obtenemos para el sistema es:

X=z+t
y=3z
N} Edit Accién Interactivo

S T ] e R P

Eﬂﬁﬂ

vl =]

|:2-x+y 3-x+yi|
2-z4t F-ztt
I
2 ®H+3-z 2-5-'+3-tj|
x+z W+t
2exty=2en+3-z
Sexdy=Ren+Iet
Zrztt=x+z
(]

CHESE TR Ayt
{x=z+tyw=3-zyz=z  t=t ]

|

Algeb Estandar Real Rad -]

Figura 2: Resolucion del sistema obtenido al igualar las matrices de la Figura 1:

Por tanto, las matrices que pedimos en nuestra actividad son las de la forma:

z+t 3z
z t)
Resolucion de la Actividad 4: Lo primero que pide el ejercicio es la expresion

de la propiedad distributiva del producto por escalar respecto de la suma de
matrices. Esta cuestion quedaria resulta escribiendo:

13 -1 -1 1 4 13 -1 -1
2{l2 1 -1{+|-3 0 1||=2{2 1 -1{+2{-3 0 1}
01 -1 5 -5 5 01 -1 5 -5 5

La conmutatividad de la suma permite la siguiente respuesta valida:

13 -1 -1 1 4 -1 1 4 13 -1
2|2 1 -1|+|-3 0 1|{|=2{-3 0 1{+2{2 1 -1}
01 -1 5 -5 5 5 -5 5 01 -1

.
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En la Figura 3 pueden observarse los célculos que tendrian que realizar

nuestros alumnos y alumnas para comprobar que esta igualdad se cumple.

[[(% Edit Accién Interactivo X

[ i e IO L5
R O ] e L X [ei [P [ aftadvAA] l

132 -1 -1 1 4 = 13 -1 -11 4] &
2*(|:2 1 —1i|+|:—3 5] 1i|) 2*|:2 1 —1:|+2*|:—3 a 1i|
B1-1]]5 -55 81 -1 5 -5 5
&
a
g

=]
B 2 & 8 =
|:—22 Eli| |:—22 i|
18 -8 3 1 -
- o

0

1I

|
mth [abc [cat | 20 |EIEIE] =0 | EEE]
HEBRAEAR |$—|z|y|z|t|4-| n8i]w] o], |2 ]a]a|z]|2] 4]
moi| [B] [[=5 ]|I? =E two| [H] [ ]||? g : =E
I 4156 X n X
| Eo E: == [+ ol | £ |1 ARG
|- Zno ID-”B .| e][ans w0 Sa0 L'HB Eljans
= | Aov | wAR |Ejec] = | Ay | vAR EE3|
Aloeb Estandar Real Rad an] Aloeb Estandar Real Rad g

Figura 3: Célculos para la resolucion de la Actividad 4:

5. Criterios de evaluacion

Concluimos el presente trabajo indicando como distribuiriamos la calificacion

para evaluar actividades como las indicadas en la seccién anterior:

1.

Uso correcto y apropiado de los contenidos computacionales para la
resolucion de la actividad (uso de la calculadora): 35%.

Expresion matematica apropiada, formal y rigurosa: 15%.
Interpretacion del enunciado y adecuacion de la respuesta al mismo: 20%.

Desarrollo correcto y justificado de los pasos empleados en la resolucién del
problema (razonamientos): 25%.

Buena presentacion, estilo apropiado y uso correcto del lenguaje: 5%.
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Por Santiago Lopez Arca

BOECIO

Las disciplinas del
_quadrivium

Anicio Manlio Torcuato Severino Boecio (Roma, 480 —
Pavia, 524) filosofo, tedlogo y escritor. Fue cénsul del rey
Teodorico alrededor del afio 510 y destacé por su
sinceridad y honradez hasta el punto de ser acusado de un
delito imaginario que lo llevé a sufrir una muerte cruel y ser
venerado como martir desde el siglo VIII.

Debido a su exquisita educacion, tradujo y comento escritos
I6gicos de Aristoteles, la “Isogoge” de Porfidio y los
“Tépicos” de Ciceron. Escribiéo tratados de Aritmética,
Geometria, Astronomia y Mdusica (las disciplinas del
guadrivium, la parte cientifica de los estudios de la Edad
Media) que fueron usados a modo de libros de texto y se
utilizaron durante la Alta Edad Media como fuente casi Unica
para conocer la ciencia griega. Su obra maestra, escrita en
la carcel y que inmortaliz6 su nombre, fue “De consolatione
philosophiae”. Otras obras suyas son: “De institutione
arithméticae”, escrita en el afio 520, “De institutione
musicae”, una Geometria y una Astronomia...

Fue uno de los primeros propagadores de los “apices”,
caracteres ideados por los pitagoéricos para representar los
nameros.

Boecio distribuye los numeros en dos familias: los pares y
los impares, siendo los primeros aquellos que se pueden
repartir en dos partes iguales. A continuacion considera
Unicamente los numeros pares y hace dos clasificaciones
dentro de esta familia:

Clasificaciones de los wimenss ganes aegin Boecis
j o II |

Pares paritariamente Abundantes
Impares paritariamente Deficientes
P'arm mpantanamem:e Perfectos :

Se dice ~que un namero es par paritariamente cuando

a su vez, se puede dividir también en dos partes |guales
hasta llegar a la unidad. Cumplen esta definicion, los
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ndmeros que son potencia de 2, es decir, los de la forma 2" para n>1, como: 4, 8,
16, 32...

Un numero par es impar paritariamente cuando al 5‘*“**%-‘{"
dividirlo en dos partes iguales, el resultado es un nimero B
impar, es decir, aguel que cumple que n/2=impar. Por
ejemplo: 2, 6, 10, 14, 18, 22, 26, 30...

Un par imparitariamente es aquel que puede dividirse
en dos partes iguales, y cada una de ellas se puede
seguir dividiendo en otras dos partes iguales hasta un |
cierto punto, pero sin llegar a la unidad. Por ejemplo: 12, |
20, 24, 28, 36... ‘

Aclaremos los conceptos que intervienen en la segunda
clasificacion: un nimero es abundante si la suma de sus
divisores es mayor que dicho nimero. A esta subfamilia
pertenecen 12, 18, 20, 24, 30... Por ejemplo, los divisores de 18 (excluyendo el
propio niumero) son 1, 2, 3, 6 y 9, cumpliéndose que 1+2+3+6+9 = 21>18.

P bl Foucuson gherlatsphons Vot v
e P ki ane) S AW

Cuando la suma de los divisores del nimero, sin contar el propio numero, es menor
que dicho numero, estamos ante un numero deficiente. Ejemplos: 2, 4, 8, 10, 14...

Cuando un namero es perfecto, la suma de sus divisores propios coincide con su
valor. Ejemplo: 6, 28...

Pueden establecerse relaciones entre ambas clasificaciones:
Los numeros pares paritariamente, son todos deficientes.

Entre los nimeros pares que son impares paritariamente hay un nimero perfecto, el
6, los hay deficientes (2, 10, 14...) y abundantes: 18, 30...

Entre los numeros pares imparitariamente, hay ndameros perfectos: 28... y
abundantes: 12, 20, 24...

Paula S. P.

Fuentes:
Fibonacci (El primer matematico medieval). Ricardo Moreno. Ed. Nivola
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/~history/Bioglndex.html

EreisEIEEL I SR e SEIEEG I RS SR e

47 T ¢Queda alguien que nunca se haya visto
xr \L sorprendido por la belleza y la cantidad de
i( == geometria que desprende un rosetén?

'/ Un rosetdn es un adorno circular, frecuentemente

~_ < observable en un gran nimero de templos,
Rasetdn digdrico Rosetdn cllico con_struido a _partir de un mo_tivo decorativo que se
de orden 3, D deorden 9, C replte por aphcamén de un giro.

El adorno béasico central que se utiliza para la creacion del rosetén se denomina,
habitualmente, pétalo. Los pétalos pueden ser o no simétricos. Decimos que un

.
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roseton es diédrico cuando sus pétalos son simétricos. Un roseton es ciclico si sus
pétalos no son simétricos.

El nUmero de pétalos de un rosetdn determina su orden: si un roseton tiene tres
pétalos sera de orden tres; si tiene cuatro pétalos, de orden cuatro... etc. Por lo
tanto, un roseton con n pétalos sera de orden n.

En un rosetdn de orden n puede apreciarse la siguiente propiedad matemética:
coincide consigo mismo cuando le aplicamos un giro de amplitud 360°n que tenga
centro de giro en el centro del rosetdn. Otro giro que tenga por amplitud la medida
de un angulo que sea multiplo del anteriormente citado dejard, asi mismo, al roseton
bajo el mismo punto de vista.

A continuacion muestro algunas fotos de rosetones que puedo admirar cuando doy
un paseo por el lugar en el que vivo. Busca los que se encuentren cerca de tu casa.
¢,De qué tipo y de qué orden son los rosetones que mostramos?

Iria M. P.

LAS MATEMATICAS DE UN PARRAFO LITERARIO

LA BALLENA BLANLA
- LAY -

[...] Puesto que la estatura normal de los nativos es algo inferior
a los quince centimetros, existe una proporcién exacta con los
demas animales, asi como con las plantas y los arboles. Por
ejemplo, los caballos y los bueyes de mas alzada tienen una
altura de diez o doce centimetros; las ovejas, cuatro, mas o
menos; los gansos abultan lo que un gorrién, y asi las distintas
especies, hasta llegar a las mas pequefias, que a mis o0jos eran
casi invisibles. [...]

Los Viajes de Gulliver.
Jonathan Swift.

Propuesta para investigar: ¢Como podremos calcular razonadamente la constante
de proporcionalidad que utiliza el autor? A partir de ese resultado, determina las
medidas que tendrian en Liliput otros animales y objetos de la vida cotidiana.

.
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[...] Mi tio me dirigié una mirada de triunfo.
-iAl crater! -dijo.

El crater del Sneffels representaba un cono tumbado. Su
abertura tenia media legua de diametro, aproximadamente, y
su profundidad seria de unos 2.000 pies. Si estaria
imponente un recipiente semejante cuando se llenase de
truenos y llamas! El fondo del embudo no mediria méas alla
de 500 pies de circunferencia, de suerte que sus pendientes,
bastante suaves, permitian llegar facilmente a su parte
inferior. Involuntariamente comparaba este crater a un
trabuco de ancha boca, y la comparacion me espantaba. [...]

Viaje al centro de la Tierra.
Julio Verne.

Propuesta para investigar: Expresa en metros las medidas que se dan en el texto
anterior. Calcula la superficie de la abertura, el radio de la circunferencia del fondo
del embudo y el volumen del tronco de cono.

<5 -

PENSAR ES DIVERTIDO

CURIOSIDADES DE TRION

En una remota galaxia existe un singular planeta al que llaman Tridn. Sus extrafios
moradores tienen, sorprendentemente, tres brazos que acaban en tres manos de
tres dedos cada una. La unidad del sistema monetario de este inaudito lugar se
denomina, evidentemente, Three-Money, TM, y algunas de sus monedas son las

00®@.

Para efectuar los pagos, rige una curiosa norma que todos los habitantes estan
obligados a cumplir: no se permite abonar ninguna cuenta utilizando tres o mas
monedas o billetes de igual valor. jEllos afirman que son capaces de pagar cualquier
cantidad sin romper este precepto!

¢, De qué valor crees que son las siguientes tres monedas o billetes que contindan la
serie que mostramos en la figura? Da una justificacion de tu respuesta.

¢, Como efectuarias tu los pagos de las siguientes cantidades? 50 TM, 100 TM, 200
TM, 1000 TM y 5000 TM.

Al llegar a su mayoria de edad, cada habitante de Trion coloca tres anillos en cada
uno de sus dedos, ¢, Cuantos anillos necesita?

.
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Convocatorias y eventos

ANO 2008

IV Congreso Iberoamericano de Cabri
IBEROCABRI - 2008

IV Congreso Iberoamericano de Cabri (IBEROCABRI-2008)
Ciudad de Cérdoba, Argentina

Universidad Nacional de Cordoba y Cabrilog

Fecha: 23 al 26 de Septiembre de 2008
http://www.iberocabri.org/

O Encyeniro
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matEmatlca
ducativ

9° Encuentro Colombiano de Matematica Educativa
Universidad Popular del Cesar

Ciudad de Valledupar

Fecha: 16 al 18 de Octubre de 2008
www.asocolme.com

3% Elementary Mathematics Education meeting (EME 08)
Colegio de Diogo de Sousa

Braga (Portugal)

Fecha: 29 de Noviembre al 1 de Diciembre de 2008.
http://www.eme08.com/
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VI Congreso Iberoamericano de Educacion Matematica
Puerto Montt Universidad de Los Lagos de Chile

Fecha: 4 al 9 de Enero de 2009.

http://cibem6.ulagos.cl/

62 Conference of European Research in
e E[:UW?EEEW for Mathematical Education (CERME 6)
resaarch in Lyon. Francia
- matharmatics Fecha: 28 de Enero al 1 de Febrero de 2009.
BTN http://cerme6.univ-lyon1.fr/

%‘W’ 10° Simposio de Educacidn Matemalica

paninn

10° Simposio de Educacién Matemética
Chivilcoy, Argentina

Universidad Nacional de Lujan

Fecha: 4 al 7 de Mayo de 2009
www.edumat.org.ar

102 International Conference Models in Developing Mathematics
Education

Dresden, Alemania

“The Mathematics Education into the 21st Century Project” y University of
Applied Sciences, Dresden

Fecha: 11 al 17 de Septiembre de 2009

ANO 2010

8° International Conference on Teaching Statistics (ICOTS 8)
Ljubljan, Eslovenia. Universidad Nacional de Lujan

Fecha: 11 al 16 de Julio, 2010

http://icots8.org/
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REVISTA IBERCAMERICANA DE EDUCACION MATEMATICA

Normas para publicacién en Unién

1. Los trabajos para publicar se deben enviar a union.fisem@sinewton.org. Deben ser originales y no
estar en proceso de publicacion en ninguna otra revista. Seran remitidos a varios evaluadores y el
Comité editorial de la Revista decidira finalmente sobre su publicacion.

2. Los articulos remitidos para publicaciéon deben ser escritos en Word, preferentemente usando la
plantilla establecida al efecto (descargar plantilla) y, en todo caso, cumpliendo las siguientes
normas: letra tipo arial, tamafio 12 puntos, interlineado simple, margenes de 2,5 cm. como
minimo en los 4 bordes del papel, tamafio DIN A-4. La extensién no debe ser superior a las 15
paginas, incluyendo figuras, que deben estar situadas en el lugar del texto donde deben ser
publicadas. La simbologia matematica necesaria se escribird con el editor de ecuaciones de Word,
se insertara como una imagen o se realizaran utilizando los simbolos disponibles en el juego de
caracteres “Arial”. Es importante no cambiar el juego de caracteres, especialmente evitar el uso
del tipo “Symbol” u otros similares.

3. Las ilustraciones y fotografias deben estar situadas en el lugar del texto donde deben ser
publicadas. Si es posible, los “pie de foto” se escribiran dentro de un “cuadro de texto” de Word
(con o sin bordes) que estara “agrupado” con la imagen de referencia. Se deben numerar usando:
Fig. 1, Fig. 2,... Tabla 1, Tabla 2,...

4. El articulo debera comenzar con un resumen o abstract, que tendra una longitud maxima de 6
lineas. Preferiblemente se redactara también en inglés, ademas de la lengua original utilizada
(espafiol o portugués).

5. Teniendo en cuenta el caracter internacional de la revista, se hace indispensable que cuando los
autores se refieran a un determinado sistema educativo nacional lo hagan constar expresamente y
que siempre que se trate de un nivel educativo se indique la edad normal de los alumnos, lo que
permitira la comparacion con el sistema educativo nacional del lector.

6. Los datos de identificacion de los autores deben figurar en la Gltima pagina del mismo documento
word que contiene el articulo. Con el fin de garantizar el anonimato en el proceso de evaluacion,
solamente estaran los datos identificativos en esta Ultima pagina. En ella se hara constar los
siguientes datos:

e De contacto: nombre, direccion electronica, direccion postal, teléfono.

e Para la publicacion: centro de trabajo, lugar de residencia y/o del centro de trabajo, asi
como una breve resefia biogréafica de unas cinco lineas (lugar y fecha de nacimiento, titulos,
centro de trabajo, publicaciones...).

7. Las referencias bibliograficas se incluiran al final del trabajo (y antes de la hoja de datos
identificativos) y deben seguir los formatos que se indican a continuacion.

Para un libro:
Bourbaki, N. (1972). Elementos de historia de las matematicas. Alianza, Madrid.
Bermejo, A. (1998). La ensefianza de la geometria en la educacion primaria. Editorial Pico Alto,
Buenos Aires.

Para un articulo:
Ibafiez, M. y Ortega, T. (1997). “La demostracion en matematicas. Clasificacion y ejemplos en
el marco de la educacién secundaria”. Educacion Matematica 9, 65-104.
Diaz, C. y Fernandez, E. (2002). “Actividades con ordenador para la ensefianza de la suma”.
Revista de didactica de las matematicas 19, 77-87.

Para un capitulo de libro:
Albert, D. y Thomas, M. (1991). “Research on mathematical proof”. En: Tall, D. (ed.), Advanced
Mathematical Thinking, 215-230. Kluwer, Dordrecht.
Hernandez, G., Juarez, |. y Lorenzo, K. (1998). “Recopilacion de datos estadisticos y su
tratamiento en la ensefianza secundaria”. En: Nuez, M. y Pérez, O. (eds.), Segundo
Congreso Americano de Educacién Matemética, 223-234. Editorial JJ, Caracas.

NOTA: Las normas que se indican en los puntos 2, 3 y 7 pretenden dar uniformidad a los trabajos que se reciban
en la redaccién y simplificar asi el trabajo de composicion y maquetacion de la revista. Si alguien tiene dudas
sobre su aplicacion, puede dirigir sus preguntas (lo mas concretas posible) a union.fisem@sinewton.org



http://www.fisem.org/paginas/descargas/plantilla.dot
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