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Resumo

Este artigo apresenta uma forma de construir o conceito da fungéo logaritmica a partir
da modelagem de um problema que conduza a funcéo exponencial. Distingue e utiliza
representacéo de graficos de funcdes definidas em conjuntos discretos e continuos
para, a partir de simetrias de funcdes inversas e respectivas representacoes, obter a
representacao da funcéo inversa da exponencial, chamada logaritmica.

Abstract

This article presents a way to build the concept of the logarithmic function from the
modeling of a problem that leads to the exponential function. Distinguishes and uses
graphical representation of functions defined on sets discrete and continuos, obtaining
the representation of the inverse function of the exponential, that is logarithmic
function, from the symmetries of inverse functions and their representations.

Resumen

Este articulo presenta una forma de construir el concepto de la funcién logaritmica a
partir de la modelizacion de un problema que conduzca a la funcion exponencial.
Distingue y utiliza representacion de graficos de funciones definidas en conjuntos
discretos y continuos para, a partir de simetrias de funciones inversas y respectivas
representaciones, obtener la representacion de la funcion inversa de la exponencial,
llamada logaritmica.

1. Introduccion
Consideracoes iniciais

A partir da elaboracédo dos Parametros Curriculares Nacionais — PCN (BRASIL,
1998), os quais constituem um referencial que favorece e orienta construcbes de
praticas que promovam a constru¢cao de conhecimentos, ndo somente matematicos,
mas que insiram os estudantes no meio social e do trabalho, algumas inovagdes na
apresentacao de conteudos matematicos tradicionais urgem por serem implantadas
a fim de “superar a aprendizagem centrada em procedimentos mecéanicos, indicando
a resolucdo de problemas como ponto de partida da atividade matematica a ser
desenvolvida em sala de aula.” (ibid, p. 59).

Os PCN apontam, ainda, que a organizacdo dos conteudos, muitas e na
maioria das vezes, sao apresentados no ambiente escolar de forma
demasiadamente hierarquizada, bem como séo tratados isoladamente. Entende-se
gue a conexdo entre conteudos, tradicionalmente abordados em momentos distintos
na escola, pode vir a ser um elemento motivador tanto para o professor ao
desenvolvé-lo, quanto ao aluno ao construir seu conhecimento. Dessa forma,
entende-se que 0 conhecimento matematico deva ser desenvolvido a partir da
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escola basica por meio de metodologias que enfatizem novas estratégias, como a
qgue se sugere neste trabalho, rompendo um ciclo tradicional, em que primeiro se faz
0 estudo e, posteriormente, abordam-se as diversas funcdes, dentre as quais, a
exponencial e a logaritmica, nessa sequéncia.

No que diz respeito aos Parametros Curriculares Nacionais — Ensino Médio —
PCNEM (BRASIL, 1998b, p. 9) “A Matematica ciéncia, com seus processos de
construcdo e validacdo de conceitos e argumentacdes e 0s procedimentos de
generalizar, relacionar e concluir que Ihe sdo caracteristicos, permite estabelecer
relacbes e interpretar fendmenos e informacdes”, sendo esse 0 caso da fungao
logaritmica que permite compreender problemas relacionados a crescimento
populacional, aplicacdes financeiras e movimentacdo de placas tectonicas, por
exemplo.

O National Council of Teachers of Mathematics — NCTM (2008) ao elaborar e
divulgar Principios e Normas para a Matematica escolar indica que “0s processos de
raciocinio, demonstragdo, resolucdo de problemas e representacdo sao utilizados
em todas as areas do conteudo.” (p. 33). Nesse mesmo documento, a Matematica
Discreta esta incluida, ndo como uma norma especifica a exemplo do que foi
introduzido pelo Curriculum and Evaluation Standards for School Matehematics de
1989, sendo tratada em todos os anos desde o pré-escolar. Cita, por exemplo, o
caso da algebra na compreensdo de padrdes, relacdes e funcdes, 0s quais se
revelam naturais e interessantes para as criangcas em experiéncias bem precoces.
“Do 3° ao 5° ano, poderdo comecar a usar variaveis e expressoes algébricas para
descrever e ampliar padrdes. No final do secundario, deverdo ja possuir um a-
vontade na utilizacdo da notacao das funcdes para descrever relacdes.” (ibid, p. 40)

Para Vinner e Dreyfus (1989, apud NCTM, 2008) muitos alunos universitarios
entendem o conceito de funcdo apenas como uma regra ou férmula, tal como “dado
n, determine 2" paran=0, 1,2 e 3"

Assim, na Licenciatura em Matematica, € importante que sejam trabalhados os
nameros e suas dependéncias, como no caso de fungbes, em diversas formas de
representacdo, uma vez que “uma das mais poderosas utilizacbes da matematica &
a modelacdo matematica de fendmenos” (NCTM, 2008, p. 42), e a compreensdo de
variacdo € essencial a fim de que possa ser compreendido o conceito de funcéo,
uma vez que a variavel pode estar num conjunto continuo ou num conjunto discreto,
0 que, para muitos, néo fica explicito, considerando-se apenas a lei que caracteriza
a funcdo, o que leva a representacdes errbneas do fenbmeno, como é o0 caso
apresentado neste artigo.

Frota (2009) afirma que um dos temas importantes da pesquisa em Educacédo
Matematica consiste em investigacdes sobre estratégias que sejam eficazes para o
ensino e para a aprendizagem de fungdes. A autora investiga e apresenta resultados
de pesquisa que buscam verificar as potencialidades da utilizacdo de processos
visuais por meio de pensamento visual. Assim, visualizagdo é um processo que,
além de interpretacéo, também envolve representacao.

Para Presmeg (1986), existem alunos visualizadores, aqueles que resolvem
problemas utilizando métodos visuais e alunos néo visualizadores, agueles que nao
utilizam tais métodos. A autora afirma que, embora mais dificeis, os métodos visuais
apresentam melhores resultados na formacdo de conceitos e, provavelmente, pela
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maior dificuldade de utilizacdo desses métodos, estudantes o abandonam e partem
para resolucédo de problema por métodos analiticos.

Existe uma intima relacdo entre imaginacdo, habilidade espacial, diagramas e
representacdo para o desenvolvimento espacial, o que é tratado por diversos
autores, tais como Gutierrez e Boero (1993, 2006), Bishop (1989), Dieudonné
(1986), Presmeg (1986, 2006), Duval (1998), Hilbert (1932, 2003), Leivas (2009),
sendo necessario compreender e investigar tdo complexo tema, bem como seus
efeitos no curriculo, tanto na escola basica quanto no ensino superior.

Segundo Oliveira, Fernandes e Fermé (2007), o conceito de funcdo evoluiu,
estando diretamente relacionado aos modos de representacdo, 0s quais podem ser
numéricos, graficos ou algébricos, sendo fundamental que se inicie tal estudo
utilizando-se das trés formas de representacédo o que, de acordo com a experiéncia,
nao é feito, tendo a forma algébrica uma prioridade, especialmente na escola basica.
Isso é corroborado por Ponte (1992, apud OLIVEIRA, FERNANDES E FERME,
2007, p. 87) da seguinte forma:

Seria ma interpretacdo da importancia histérica das representacdes
analiticas e geométricas de funcéao permitir subestimar o papel dos aspectos
numéricos na sua aprendizagem, pois nas situa¢cdes do mundo real, valores
numericos concretos estdo subjacentes as expressdes analiticas e as
curvas geométricas. A este facto acresce as dificuldades que os alunos
demonstram em trabalhar com graficos cartesianos e expressdes
algébricas, corroboradas por estudos que confirmam que os alunos, perante
a necessidade de interpretar relacbes funcionais representadas
graficamente, habitualmente recorrem a estratégias e processos de
raciocinio numéericos.

Dessa forma € que este artigo apresenta diversas maneiras de representacao
de uma mesma expressdo analitica, definida em diversos campos numéricos, para
representar fungcées com graficos cartesianos.

Algumas pesquisas tém mostrado que o estudo de Geometria na escola basica
ainda é centrado em utilizacdo de formulas, ndo dando prioridade a outras
dimensdes para o0 seu ensino. Assim, uma das indicagbes que se faz, para o
desenvolvimento de um pensamento geométrico, € apoiar o ensino de Geometria,
dentre outros processos, na imaginacdo. A esse respeito, Hilbert (1932, p. iii), no
prefacio de seu livro Geometry and the Imagination, indica:

Neste livro, € nosso objetivo dar uma apresentacdo da Geometria, tal como
esta hoje, em seus aspectos visual e intuitivo. Com a ajuda da imaginacao
visual, podemos iluminar a variedade de fatos e de problemas de Geometria
e, além disso, é possivel, em muitos casos, retratar 0 esbo¢o geométrico
dos métodos de investigacdo e demonstracao, sem necessariamente entrar
em pormenores relacionados com a estrita definicho de conceitos e com
calculos reais.

Ja Skemp (1993, p. 100), se reporta a essas caracteristicas fazendo a seguinte
consideracgao:

Nos anos 1880, Galton afirmou que as pessoas se diferenciavam por sua
imaginacdo mental. Algumas, como ele mesmo, possuiam uma forte
imaginacgéao visual; outras, nada em absoluto, pensavam principalmente com
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palavras. Isto hoje € tdo certo como fora entdo. H4 também pessoas que
dispbem das duas modalidades, porquanto, talvez, com uma preferéncia
mais para uma do que para outra.

Para o autor, os simbolos desempenham um papel fundamental na formacéao
de esquemas como estruturas conceituais e um conceito de alguma coisa €
puramente mental, e ndo pode ser audivel ou visivel.

Além disso, para Skemp (1993), é interessante observar as diferencas
individuais de imaginac&o apontadas por Galton.

Se é correto que pensemos que imaginacao visual € a mais favoravel a
integracdo de ideias; e se ndo € acidental que quando nos tornamos
conscientes de como as ideias se relacionam umas a outras, nos referimos
a experiéncia como insight, ndo como um ouvir interior; entdo podemos
racionalmente estabelecer a hipotese de que as pessoas que tém
sobressaido por sua contribuicAo matematica e cientifica usaram mais da
imaginacédo visual do que a auditiva. (SKEMP, 1993, p. 118)

Para Leivas (2009, p. 20):

Imaginacado é uma forma de concepcdo mental de um conceito matematico,
o qual pode vir a ser representado por um simbolo ou esquema visual,
algébrico, verbal ou uma combinacdo dos mesmos, com a finalidade de
comunicar para o proprio individuo ou para outros tal conceito.

A partir da imaginagdo pode-se verificar como um conceito podera ser
comunicado, particularmente, o conceito de funcdo logaritmica e para tal, Leivas
(2009, p. 22) define “visualizacdo como sendo um processo de formar imagens
mentais, com a finalidade de construir e comunicar determinado conceito
matematico, com vistas a auxiliar na resolucdo de problemas analiticos ou
geometricos”.

7

O objetivo deste trabalho é apresentar uma sugestdo para o0 ensino e
construcdo do conceito de funcdo logaritmica a partir da intima relacdo entre
imaginacdo, habilidade espacial, diagramas e representacdo grafica da funcéo
exponencial.

A seguir, retoma-se o conceito de funcdo, especialmente ao considera-lo como
uma triade e ndo apenas a partir da lei que a caracteriza, bem como o conceito de
grafico de funcédo, o que ndo é muito explorado na literatura, especialmente nos
manuais didaticos existentes.

Funcdes e graficos de funcdes
Chama-se funcao ou aplicacéo a terna constituida de:

- um conjunto A denominado de conjunto de partida ou dominio;

- um conjunto B denominado de conjunto de chegada ou contradominio;

- uma lei f que associa a cada elemento x J A um unico elemento y [J B.

Usa-se a simbologia y = f(x) para a funcéo ou aplicacdo e f(A)= {y 0 Bly = f(x)

com x O A} para o conjunto imagem dela. Quando o conjunto A € o conjunto dos
nameros reais ou um subconjunto dele, deixa-se a denominacédo de aplicacdo e usa-

se o termo funcéo f, a qual € dita de variavel real e, quando o conjunto B é o
conjunto dos ndameros reais ou um subconjunto dele, a funcdo é dita funcéo real.
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Dessa forma, quando A e B forem o conjunto dos reais ou subconjunto dele, tem-se
funcdo real de variavel real e, nesse caso, faz sentido falar em valores da funcéo
para os respectivos f(x).

O gréfico cartesiano de uma funcdo é um conjunto de pontos (X, f(x)) do plano
cartesiano, correspondentes aos pares ordenados em que a primeira componente,
corresponde os valores que x assume no campo de definicdo da funcdo, ou seja,
seu dominio, e as segundas componentes sdo 0s respectivos valores das imagens
desses. As figuras abaixo mostram graficos de trés funcdes diferentes, expressas
pela mesma lei f, porém com conjuntos dominios diferentes. Esse tipo de
consideracdo, muitas vezes, nao é feito, nem na escola basica e nem no ensino
superior, em disciplinas ditas de fundamentos matematicos.

3 L]
? xf0a) 00

|
I
1 ° |
I
|

x

Figura 1. Graficos de fungdes expressas por uma mes  ma lei em dominios distintos.

O primeiro dos graficos corresponde a uma funcdo cujo dominio € o conjunto
discreto {2,3,4,5,6}. No segundo, o dominio é dado pelo intervalo de numeros reais
[2,6], enquanto que no terceiro, 0 dominio € o conjunto dos nimeros reais. Assim,
para a mesma lei y = f(x) = x - 1, ha trés representacdes graficas distintas. Ndo é
raro, ao perguntar a professores e estudantes de graduacéo, “qual € o grafico de
uma funcdo do primeiro grau, tal como y = x — 1?”, e se obter a resposta — € uma
linha reta, o que ndo é uma verdade, como pode ser percebido por meio da figura 1,
podendo ser: pontos isolados, segmentos de retas ou retas, além de outros. Esses
exemplos parecem esclarecer indicacdes feitas no NCTM (2008), corroborando os
indicativos ali apontados por Viner e Dreyfus (1989), Oliveira, Fernandes e Fermé
(2007) e Ponte (1992) bem como por Frota (2009), além de outros.

Considera-se ser relevante para a aprendizagem matematica que 0s aspectos
visuais sejam levados em consideracdo no estudo e andlise de fungées como, por
exemplo, no estudo da funcdo quadratica f: R— R dada por f(x) = ax® + bx + c,
com a # 0 e b, ¢ reais quaisquer, cujo grafico € denominado parabola. Algumas
propriedades geomeétricas sdo importantes de serem destacadas, como € o caso de
verificar que a parabola separa o plano em duas regides, sendo uma convexa e
outra ndo convexa (concava). Uma regidao do plano € dita convexa se, unindo dois
quaisquer de seus pontos, o segmento de reta os unindo esta totalmente contido
nessa regiao. Dessa forma, a primeira das figuras abaixo (Figura 2) apresenta uma
regido com a concavidade voltada para baixo, enquanto que a segunda apresenta
uma regido com a concavidade voltada para cima.

Outra caracteristica que ¢é fundamental de ser analisada nos gréaficos de
funcdes € a existéncia de simetrias, ou seja, diz-se que o grafico de uma fungcéo y =
f(x), no sistema cartesiano plano, apresenta uma simetria em relacdo a um eixo
paralelo ao eixo vertical, por exemplo, como nas figuras abaixo (Figura 2), se 0s
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valores da funcdo sdo iguais, em pontos simétricos, a um dado ponto do dominio
dessa funcéo.

No caso da funcdo quadratica, estudar as simetrias do gréfico da funcdo pode
levar a uma compreensdo do que seja um ponto de maximo ou de minimo da
funcdo, ou um vértice da parabola e, isso permite que as coordenadas do vértice
possam ser determinadas de forma elementar, sem recursos das ferramentas do
Célculo Diferencial e Integral tais como o operador derivacdo, explorando os
aspectos visuais. Entretanto, uma conexdo dessa forma, feita nos cursos de
formacgéo de professores, pode ser um dos indicativos de melhoria do ensino basico.
Atrelando-se um comparativo com o0s coeficientes da lei que define a funcéo
quadratica, o auxilio visual pode permitir uma conceituacdo adequada pelos
estudantes, de vértice e obtencéo de suas coordenadas.

1
leixo de simetria
I

Iy=(dv. )

'
[ . .
1eixo de simgtria

1
A
'

/

Figura 2. Graficos de fun¢Bes quadraticas e relagdo com um eixo de simetria.
a < 0 (concavidade para baixo — vértice € ponto de maximo) Figura 2 — esquerda.
a > 0 (concavidade para cima — vértice é ponto de minimo) Figura 2 — direita.

Em geral, ndo é analisado no estudo da funcdo quadratica o significado
geométrico que possui a constante real c, na lei que define a fung&o quadratica, pelo
fato de que esse estudo, usualmente, se limita a processo algoritmico e ndo ao que
se denomina uma geometrizacdo do curriculo matematico. Assim, ¢ denota a
ordenada do ponto em que o grafico da funcdo corta o eixo vertical (variavel
dependente), e corresponde no grafico da funcdo a um ponto P = (x,, c), 0 que
facilita a visualizacdo e consequente representacédo grafica. Calculando-se abscissa
do ponto que corresponde a ordenada c, isto é:

fx) —ax’ +bx+c=c e ax®*+bx=0 < x@x+hb)=0< x=0o0u <« ax+b=0e
b , e ~ .
como a # 0 vem que X, = _E' Mas a pardbola é simétrica em relacdo a um eixo que
passa pelo vértice. Assim, a abscissa do veértice corresponde ao ponto médio entre
(0,c)e P =(xp, c), ouseja:
_-b
2a
Busca-se, a partir disso, a ordenada desse vértice, isto €, o valor da funcao f
correspondente ao valor x,. Calculando-se:

-b -b -b b> b’ -b*+4ac _ —(b* -4ac)
f =f(—)=a(—)*+b(—)+c=—+—+cC= = =
(%) ( 2a) ( 2a) ( 2a) 4da 2a 4a 4a

\
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- (b* - 4ac) )
4a

Uma conexao entre aspectos algébricos e geométricos pode ser feita por meio
dos zeros da funcdo quadrética, os quais sdo, exatamente, os valores das abscissas
dos pontos em que o grafico da funcdo corta o eixo horizontal (variavel
independente), ou seja, sdo os pontos (x, 0). Logo, para obté-los, basta igualar f(x) =
0 e resolver a equacéo.

As coordenadas do vértice sédo dadas por: V = (;—: ,

A funcédo exponencial a partir de uma modelagem

Supondo que o crescimento de um cachorro esteja sendo analisado por um
pesquisador. No inicio da pesquisa, 0 cao pesa 30 kg. No més seguinte 0 peso
aumentou em 10%. Na terceira medicdo aumentou novamente 10% e assim
sucessivamente por um periodo de um ano de observacgao.

Figura 3. Crescimento de um céo.

Na resolucéo de tal situac&o-problema, uma tabela pode ser montada, em que
a cada més o acréscimo de peso, considerado em 10% ao més, é acrescido ao peso
do més anterior. Os dados podem ser escritos em uma forma de produto. Assim, o
terceiro termo pode ser escrito a partir do segundo e consequientemente a partir do
termo inicial, gerando o que se denomina uma sequéncia. Assim, se pode escrever a
sequéncia (a°,2°,3°, ..., 10°, ..., x-ésimo termo):

Quadro 1 — Dados do crescimento mensal de um céo.

Periodo (meses) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 | 12

Peso (kg) 30 | 33

Pode-se pensar, assim, que existe uma funcao f. {0,1,2,3,....} - R que é
denominada sequéncia de niumeros reais.

Portanto, f(0)=30

£ (1) =30 + 01x30 = 30(L+ -2
100

10 10 10 10 10
f(2) =30(1+—)+0130(1+—)] =30(1+—)(1+—) =30(1+-—)?,
(2) ( 100) 130( 100):I ( 100)( 100) ( 100)

e, assim sucessivamente.

Generalizando tem-se a seguinte lei: f(x) = x0(1+%)x, em que x denota a variacao

em meses, Xo denota o0 peso inicial e p a taxa de crescimento. A partir disso, €
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possivel esbocar o grafico dessa funcdo, isto €, representar os pontos (x, f(x)) do
grafico dessa funcéo da seguinte forma:

39,93f----------o 2

36,34 -

33 -
30 ¢

P

Figura 4. Grafico do crescimento exponencial

Como o animal n&o cresce por etapas em tempos isolados depois de cada
meés, € preciso generalizar o que foi feito anteriormente, com sequéncias, para a
funcdo obtida. Assim, o dominio de tal funcdo pode ser modificado, reduzido ou
ampliado. Observando que néo faria sentido um problema de crescimento a uma
taxa nula, a fungéo f dada acima pode ser definida por:

f:R- R por f(x)=ma”,

em que m e a sao numeros reais fixos e a > 0. Note que se fosse a=0oua =-1
teriamos

L1 - . .
0 —Bquenaoe uma operacaodefinida nos reais

1
(-2 =+/-1 quetambémnéo é operacaodefinida nos reais

A funcdo, assim definida, € denominada funcdo exponencial.

grafico da fungéo exponencial

(x,f)

X

X — — — — — —
/

Figura 5 — Grafico da funcao exponencial definidae mR.

O gréfico acima representa a funcado exponencial no seu dominio R, podendo-
se observar sua aproximacao, assintoticamente, ao eixo horizontal, quando x é

infinitamente pequeno e crescendo também ao infinito, quando x € infinitamente
grande.

Uma funcgéo f: A » B dada por y = f(x) € dita bijetora quando:

(i) a todo elemento x O A corresponde um e somente um elemento y 1 B tal
que f(x) =y;
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(i) de modo reciproco, todo elemento y [0 B é imagem de pelo menos um x [
A pela lei f.

A parte (i) diz que a funcao é injetora e a (ii), que € sobrejetora. Assim, a cada
elemento de A corresponde um unico elemento de B (definicdo de funcéo de A em
B) e vice-versa, isto €, a cada elemento de B corresponde um Unico elemento de A
(definicdo de funcdo de B em A). A funcdo f': B — A, dada por f(y) = x tal que f(x)
=y, & denominada funcéo inversa de f.

Exemplificando:

f: R -~ R dada por f(x) = 2x tem por inversa f (X :g.

g: R - R dada por g(x) = x* tem por inversa g(x) =3/x.

Para obter a lei que define a fungéo inversa de uma determinada funcdo, em
geral, o livro didatico do Ensino Médio segue a seguinte sequéncia de raciocinio:

- troque x (variavel independente do dominio) por y (variavel dependente do
contradominio), pois a nova funcdo tem por dominio o conjunto imagem da
primeira e por conjunto imagem o dominio da primeira;

- Isole a nova variavel dependente (novo y) para poder expressar uma lei y = g(x).
Com isto vocé estarda mostrando que a funcao inicial € injetiva e que esta bem
definida.

Um detalhe importante de salientar € que se a funcgéo inicial ndo for sobrejetiva,
basta redefini-la, colocando no lugar do contradominio de f o conjunto imagem f(A),
que passara a ser o dominio da nova funcdo. Portanto, o essencial para uma funcao
admitir uma funcdo inversa € que ela seja injetiva. Muitas vezes, o0 significado
geométrico nessa situagdo nao é levado em consideracéo, ficando, como em tantas
outras situacdes, unicamente, a exploracéo algoritmica.

Considerando-se os dois exemplos acima, temos:

- £ R -~ R dada por f(x) = 2x. Nota-se que f(R) = R e, portanto, a funcdo é
sobrejetora, seu contradominio coincide com seu conjunto imagem.

f(x1) =f(X2) = 2 X1 = 2 X2 = X1 = X2 < f é injetiva.

Para a verificacdo de que a funcédo é sobrejetora, € necessario considerar um valor
gualquer y OO R, do conjunto de chegada e determinar se existe um valor x [0 R, do
dominio, que tenha y por imagem. Entdo, toma-se y = f(x) = 2x e determina-se

Y=x. Na determinacdo da inversa, o x da primeira funcdo corresponde ao y da

segunda funcéo e vice versa. Assim, g(Xx) =§ é a funcéo inversa de f(x) = 2x.

Em geral, nos livros didaticos, isso aparece da seguinte forma: dada uma
funcao y = f(x), para determinar sua inversa se substitui y por x e vice versa. Isola-se
a nova variavel y, obtendo-se a lei da inversa, ndo sendo atribuido significado ao
algoritmo.

- g: R -~ R dada por g(x) = x>. Nota-se novamente que g(R) = R e, portanto, a
funcéo é sobrejetora, seu contradominio coincide com seu conjunto imagem.
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g(x1) = g(x2) = (x2)° = (x2)° = X1 = X2 = f é injetiva.

Novamente, nesse segundo exemplo, 0 que se procura é a verificacdo de que
a funcdo g é sobrejetora. Para tal, dado um y qualquer do conjunto de chegada,
busca-se a existéncia de algum x do conjunto de partida que tenha por imagem esse
y considerado. Assim, na lei y = g(x) = x°, tem-se y dado e deve-se encontrar o x

correspondente. Entéo, isola-se x, e segue que W =X. Entdo, para qualquer y [ R,

a operacao esta bem definida, isto é, existe um x O R, tal que f(x) = y. Portanto,
tendo em vista que a variavel independente é denotada, usualmente por x e a

dependente pory, vem que y = 3/x é aleida funcao inversa de g(x) = x°.

Um exemplo em que a funcdo h: R - R ndo €& sobrejetora e,
consequentemente, ndo admite inversa é y = x?, definida para todo x O R. Para
verificar isso, considere qualquer y pertencente o conjunto de chegada da funcéo, R.
Entdo, deve-se procurar um x de modo que sua imagem pela lei h corresponda a
esse y considerado, suponhamos um nimero real negativo. Assim, de y = x* vem

que x=,/yndo esta definido em R. Estes aspectos podem ser facilmente

visualizados nas representacgoes feitas nas figuras 2, anteriormente citadas, sendo
qgue na primeira delas, basta tomar um y>y, e, na segunda, um y<y,. Portanto, h ndo
€ sobrejetora e ndo existe a lei que define sua inversa. Veja que, sem uma analise
como a que esta sendo proposta, a lei seria determinada, embora a funcédo inversa
ndo exista nesse dominio.

Observando-se a representacdo dos graficos de duas funcbes inversas,
percebe-se, intuitivamente, a existéncia de um eixo de simetria, uma vez que o par
(x, y) estando no grafico de uma funcéo f, o par (y, x) estara no grafico de sua
inversa e esses pares sao simétricos em relagdo a um eixo que corresponde a
bissetriz do primeiro quadrante.

Exemplo, para as fungbes f: R — R dada por f(x) = 2x e sua inversa g: R - R dada

por g(x):g, tem-se os pares A = (1, f(1) = 2) e A" = (2, g(2) = 1) ou ainda

B=(%, f(%) -1 eB = (1 g(1) =, %) C=(-1,f(-1) = -2) e C'= (-2, g(-2) = -1) como se

pode ver pelas suas representacbfes a seguir, em que 0s pontos em azul
correspondem ao gréafico da funcéo f e os em vermelho ao grafico de sua inversa.

5 '
4 7

3

/
. '€ixo simetria
A=(1,2) 2
° 7
s
B=(112,1), "
=200,
LT Rk o A=(21)

= .
.7 eB=(1,1/2)
0 /7
-3 -2 -1 7 0 1 2 3 4 5

e 2]
7
_/ C=(-1,-2)

s

Figura 6. Pontos simétricos de duas fungfes inversa  s.
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Desejando-se o esboc¢o do grafico das duas funcdes, obtém-se o grafico da f
em azul e o de sua inversa, a g, em vermelho, como na figura 7:

s
 ‘eixo simetria

2 A=(1.2),7
7
7
BA1/2,9)
- -
5 A=(2,1)
£ ATB=(1,12)
0 /.
-2 -1 7 0 1 2 3 4 5 6
c=(2-" /s
4 1
F ol
g 7
7
s 2
cA-12)

Figura 7. Simetria dos gréaficos das duas fungdes in  versas.

No que diz respeito ao segundo exemplo dado acima, ou seja, sendo
f(x)=\/§ a lei da funcdo inversa de g(x) = x3, temos os seguintes pontos e 0s
respectivos simeétricos:

A=(-1,9(-1) =-1) e A’ = (-1, f(-1) = -1); B=(1,g(1)=1)eB =(1,f1)=1);
C=(2,9(2)=8)e C =8, f(8) = 2), D = (1/8, ¥%) e D'= (%, 1/8)

e, (por exemplo, os quais podem ser representados na Figura 8, a seguir, em que 0s
pontos assinalados em azul no formato em x pertencem ao grafico da funcéo g ,
enquanto os assinalados em vermelho no formato ¢ pertencem ao grafico da funcao
f e, por fim, os representados no ultimo formato, porém em preto, sdo comuns.

8] x V3
c=(2,8) 4

/ C'=(8.2)

1] o A=(1,1)=A=(1,1)
D' (0

°
F=(05-0.13) o |1° = (0.5, 0.13)
T T T T T T T T T
-2 -1 ></. 0 1 2 3 4 5 6 7 €
7/ ®|F' =(-0.13,-0.5)
L7

-1
,-' B=(-1,-1] = B'=(-1,-1)

s

Figura 8. Pontos simétricos de duas fungbes inversa  s.
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As duas funcdes definidas em seus dominios reais, tém por gréfico as
seguintes representacdes cartesianas.

funcéo f, inversa de g

Figura 9. Representacdo de g(x)=x ° e de sua inversa f(x)= i/;

A existéncia da inversa da funcéo exponencial

A analise do grafico da funcéo exponencial (Figura 5) permite concluir que ela
€ estritamente crescente, tem dominio R e contra-dominio R, no qual ndo é
sobrejetora — ndo ha pontos no gréafico abaixo do eixo horizontal. Pode-se redefinir a
funcdo no seu conjunto imagem, f(R) = R*-{0}, no qual passa a ser tanto sobrejetora
quanto injetora, logo admitindo inversa. A partir da representacéo (Figura 5) do
grafico da funcdo exponencial, f:R ~ R*-{0}, dada por f(x) = a* (a > 0 e a# 1), pode-
se considerar, pela bijecdo e a consequente existéncia de uma inversa, um grafico
que represente essa inversa. Pela plotagem de pontos simétricos da primeira
funcdo, obtém-se a sequéncia dos pontos que constituem o grafico da segunda
funcdo, como pode ser observado na construcado dada pela figura 9, a seguir. Note
que na medida em que os pontos do grafico da primeira fungdo se aproximam
assintoticamente do eixo horizontal, os seus simétricos vdo se aproximando
assintoticamente do eixo vertical. De forma similar, quando os pontos do grafico da
primeira vao se afastando ao infinito, no sentido positivo, 0s seus simétricos vao se
afastando também no sentido positivo.

A

gréfico da fungap exponencial

o,
® \
>
\\[./\\ \.O’ pontos do grafico da funcéo inversa da funcéo exponencial
LR N
A0, N [B
ra M ~
a S S oP'
A Mos
4 NleQ
7 PR
s \
b
Figura 10 — Pontos do gréfico da funcdo exponencial e de sua inversa
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A unido desses pontos obtidos permite a constru¢cdo do grafico da funcao
f1: R*-{0} - R, inversa da funcéo exponencial, sendo dada por f*(y) = x de tal forma
que y = f(x) = a*, cuja notacéo é: y=loga (X) = a’ =x.

Essa funcdo se chama funcéo logaritmica e seu grafico esté representado na
figura 11, a seguir.

A

gréafico da fungap exponencial

Figura 11 — Grafico das fungBes exponencial e logar  itmica.

Dessa forma, procurei exemplificar como é possivel obter a funcdo logaritmica
a partir da funcdo exponencial, utilizando a imaginacao, a visualizacdo e a simetria
de pontos no sistema cartesiano, como uma forma de produzir conhecimento
matematico, corroborando o apontado por Skemp (1993) ao afirmar de que
imaginacdo visual é mais favoravel a integracdo de ideias. Entendo assim que uma
forma de inovar em Educacdo Matematica, em diversos niveis de escolaridade, é
utilizar abordagens geométricas como método para compreender e representar
visualmente conceitos de diversas areas do conhecimento matematico e de outras
ciéncias, como uma forma de atender ao preconizado nos PCN, de modo a que tais
abordagens favorecam e orientem a construcdo de conhecimentos. Portanto,
Geometria pode ser vista como um método para representacdo visual de conceitos e
processos de outras areas da Matematica e de outras ciéncias, bem como uma
forma de pensar e compreender o mundo matematico formal, ndo necessitando ser
desenvolvida unicamente em disciplinas especificas dessa area do conhecimento
matematico, de forma estritamente hierarquizada, como é usualmente apresentada,
tratando os conteudos isoladamente.
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