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Resumen

En este trabajo, presentamos el andlisis de los errores cometidos por estudiantes de
cursos de Licenciatura en Matematicas en la solucion de una cuestion acerca de
ecuaciones. Los datos son analizados utilizando como marco teérico algunas
investigaciones sobre la ensefianza y el aprendizaje del &lgebra y el concepto de
conocimiento pedagdgico del contenido. El pequefio numero de respuestas
correctas proporcionadas por participantes de la encuesta, ademas de mostrar una
falta de conocimiento acerca de las ecuaciones y sus procesos de resolucion, alerta
sobre la importancia de que los formadores de profesores de mateméticas también
tienen en cuenta el conocimiento pedagoégico del contenido. Es necesario dar a los
futuros profesores la oportunidad de discutir las causas de los errores, para que
puedan anticiparse a las dificultades de sus alumnos y como superarlas

Abstract

In this paper, we present the analysis of errors made by students of mathematics
teaching courses when they are solving a question about equations. Data were
discussed using as framework some researches on algebra teaching and learning,
as well as the concept of pedagogical content knowledge. The small number of
correct answers provided by survey participants, as well as the lack of knowledge
about equations and their resolution processes, point out to the importance of also
take into account the pedagogical content knowledge, by the mathematics teaching
courses professors. It is necessary to provide to the future teachers opportunities to
discuss the causes of errors, to enable them to anticipate students’ difficulties and
how to overcome them..

Resumo

Neste artigo, é apresentada a analise de erros cometidos por alunos de cursos de
Licenciatura em Mateméatica na resolucdo de uma questdo sobre equacdes. Os
dados sao discutidos utilizando-se como referencial teérico algumas pesquisas
sobre ensino e aprendizagem de Algebra, bem como o conceito de conhecimento
pedagdgico do conteudo. O pequeno numero de respostas corretas, apresentadas
pelos participantes da pesquisa, além de mostrar a falta de conhecimento sobre
equacdes e seus processos de resolucdo, alerta para a importancia de que os
formadores de professores de Matematica também levem em conta o conhecimento
pedagogico do conteldo. E necesséario proporcionar aos futuros mestres
oportunidades para discutir as causas dos erros, para habilita-los a antecipar as
dificuldades dos seus alunos e saber como supera-las.
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Introducao

Entre os conhecimentos sobre os quais os professores devem ter dominio,
merecem destaque os que formam o nucleo principal da formacdo matemética -
Algebra, Anélise e Geometria. Dificuldades apresentadas pelos docentes, em
especial em conceitos como o de equacédo, que sdo ensinados na Educacao Basica,
constituem-se em entraves para o0s cursos de Licenciatura em Matemaética, pois tais
dificuldades podem acarretar consequentes problemas na compreensao de
Matematica por parte de seus alunos.

Desde 2010, esta sendo desenvolvido um projeto de pesquisa® que tem como
objetivo geral aprofundar os estudos sobre as possibilidades do uso da anélise de
erros como abordagem de pesquisa e de ensino em Educagdo Matematica, em
cursos de formacdo inicial e continuada de professores. Um dos objetivos
especificos do projeto consiste em investigar erros cometidos por alunos ou por
professores de Matematica e, para atendé-lo, foi planejado e aplicado um teste a
alunos de cursos de Licenciatura em Matematica de dez Instituicbes de Ensino
Superior (IES) do Brasil, escolhidas de forma intencional. O teste € composto por
cinco questdes de Matemética, sendo uma delas referente a resolucéo de equacdes
algébricas.

Neste artigo, trazemos a andlise das respostas dos licenciandos a essa
guestdo e as discutimos a luz de pesquisas sobre ensino e aprendizagem de
Algebra e das ideias de Shulman (1986) sobre conhecimento pedagégico do
conteudo, aprofundadas por Ball, Thames e Phelps (2008).

Revisao de Literatura

Ao analisar e refletir sobre resultados de diferentes pesquisas em Educacao
Matematica, em particular aquelas que discutem o0 ensino e a aprendizagem de
Algebra, observa-se que o debate contempla diversos enfoques e pontos de vista.
No presente artigo, interessa-nos discutir aquelas que investigam o conhecimento
dos professores sobre Algebra e sobre equacbes (Dreyfus e Hoch, 2004; Attorps,
2003; Ribeiro, 2008; Barbosa, 2009).

Attorps (2003) desenvolveu uma pesquisa com 10 professores secundarios na
Suécia, sendo cinco deles recém graduados e cinco, experientes, por meio de
entrevistas e questionarios. Na analise das respostas dos professores, a autora
observou que muitos deles partem do pressuposto de que seus alunos ja conhecem
0 conceito de equacao e preocupam-se em ensinar procedimentos mecanicos de
resolucao.

Attorps (2003) observou que grande parte dos professores tém uma
concepcao de equacdo muito ligada a questdo procedimental — as técnicas e
procedimentos para sua resolugdo. Outra questdo relevante a tematica aqui
apresentada estd no fato de essa pesquisadora ter observado, durante as
entrevistas, que muito do que havia sido apresentado nos questionarios e nos
discursos de seus professores, em relacdo as suas concepcdes de equacao, tinha
como origem a forma como eles aprenderam — suas experiéncias enquanto alunos —
a trabalhar com o processo de resolucédo de equacdes.

! Processo CNPQ 310947/2009-0
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Ribeiro (2008) identificou diferentes formas de compreender e de utilizar o
conceito de equacédo. Para ele, os “multisignificados de equacédo” sao diferentes
formas de ver, de interpretar e de tratar o conceito de equacao, identificadas e
categorizadas conforme o quadro 1, a seguir:

Quadro 1 — Multisignificados de equacéo
Fonte: Adaptado de Ribeiro, 2008, p. 112

Significado Caracteristicas
Intuitivo- Equacéo concebida como nocéo intuitiva, ligada a ideia de
Pragmatico igualdade entre duas quantidades. Utilizacdo relacionada a

resolucéo de problemas de ordem pratica originarios de
situagdes do

dia-a-dia.
Dedutivo- Equacéo concebida como nogéo ligada as figuras
Geomeétrico geomeétricas, segmentos e curvas. Utilizac&o relacionada a

situacBes envolvendo calculos e operacdes com segmentos,
com medida de lados de figuras geométricas e intersec¢ao de

curvas.
Estrutural- Equacédo concebida como nocéao estrutural definida e com
Generalista propriedades e caracteristicas proprias, considerada por si

prépria e operando-se sobre ela. Utilizagdo relacionada com a
busca de solucdes gerais para uma classe de equacbes de
mesma natureza.

Estrutural- Equacéo concebida dentro de uma viséo estrutural, porém

Conjuntista diretamente ligada & nog&o de conjunto. E vista como uma

ferramenta para resolver problemas que envolvam relacfes
entre conjuntos.

Processual- Equacéo concebida como a sua prépria resolugcao — 0s

Tecnicista métodos e técnicas que sdo utilizadas para resolvé-la.

Diferentemente dos estruturalistas, ndo enxergam a equacao
como um ente matematico.

Axiomatico- Equacdo como nogdo da Matematica que ndo precisa ser
Postulacional definida, uma ideia a partir da qual outras ideias, matematicas
e ndo matematicas, sdo construidas. Utilizada no sentido de

Nocéo Primitiva, como ponto, reta e plano na Geometria
Euclidiana.

Dando continuidade aos estudos desenvolvidos por Ribeiro (2008), a pesquisa
de Barbosa (2009) teve por objetivo identificar se e como os diferentes significados
de equacdo, categorizados por Ribeiro, se manifestavam nas concepc¢bes de
professores de Matematica. Foram elaboradas situacfes matematicas especificas
para a coleta de dados e os professores foram entrevistados por Barbosa (2009),
seguindo um roteiro fundamentado em tais situagcdes matematicas. Dentre os
principais resultados foi identificada incidéncia dos significados Intuitivo-Pragmatico
e Processual-Tecnicista nas concepcbes dos professores entrevistados. Esses
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docentes encontraram dificuldades para tratar as situa¢cdes matematicas propostas,
guando nao se recordavam de uma férmula ou de um algoritmo de resolucéo.

Embora tais professores também utilizassem o significado Intuitivo-Pragmatico,
pareciam ndo se sentir tdo a vontade como o0s alunos para usar “estratégias
aritméticas” (Dorigo, 2010). Vale ressaltar, dentre os resultados apontados por
Barbosa (2009), no que se refere a imagem de conceito (Tall; Vinner, 1981) dos
professores por ele investigados:

Percebemos em nossa pesquisa que a presenca de diferentes
significados de equacdo na imagem de conceito dos professores ainda
€ bastante limitada, estando muito vinculada a ideia do principio de
equivaléncia e principalmente a técnicas de resolucdo e a existéncia de
incognita. (Barbosa, 2009, p. 177)

A parte das pesquisas acima discutidas — que contemplam os conhecimentos
dos professores que ensinam Algebra — Doerr (2004) destaca a importancia de se
planejar e desenvolver (novas) pesquisas que tenham a preocupacgéo de investigar
os conhecimentos do professor de Matematica que ensina Algebra. Ela aponta a
“caréncia de um corpo substancial de pesquisas sobre o conhecimento e a pratica
do professor no ensino de Algebra”. (Doerr, 2004, p. 268)

Exemplos de investigacdes sobre conhecimentos de Algebra, desenvolvidas
por pesquisadores de diferentes nacionalidades, sob diferentes referenciais teoricos,
sdo as andlises de dificuldades apresentadas por estudantes de qualquer nivel de
ensino. (Booth, 1984, 1995; Tirosh; Even; Robinson, 1998; Ribeiro, 2001; Ben
Nejma, 2010; Ferreyra et al., 2010). Conforme a expressao usada por Borasi (1996),
0s erros, analisados pelos professores, podem ser usados como “trampolins para a
pesquisa e para o0 ensino”, pois fornecem informacdes sobre dificuldades dos
estudantes e permitem que novas estratégias de ensino sejam planejadas, para
auxiliar os alunos na superagéao de tais dificuldades.

Se nao houver discussdes sobre erros cometidos por estudantes da Educacéao
Basica, em alguma disciplina ou alguma pratica dos cursos de Licenciatura em
Matematica, os futuros professores perderédo a oportunidade de aprender como lidar
com esses erros ou como ensinar o conteudo correspondente, de forma a superar
as dificuldades. Além disso, também ha preocupacédo com os erros cometidos pelos
professores em formacéo, pois, se ndo forem detectados e discutidos, podem
influenciar a compreensdo de seus futuros alunos sobre determinado conceito.
(Cury; Bisognin; Bisognin, 2011).

Shulman (1986), ao comparar critérios para avaliacdo de professores em
varios estados norte-americanos, no final do século XIX e na década de 80 do
século XX, espanta-se com a falta de indicacdo de categorias relativas a disciplinas
e conteudos. Nas pesquisas desenvolvidas por ele e seus colegas, essa auséncia
de foco no conteudo de ensino foi chamado de “problema do paradigma perdido”.
Nos testes de avaliagdo de professores, ha muitas perguntas sobre o
comportamento dos docentes em sala de aula, mas muito poucas sobre o contetudo
das aulas, as questdes apresentadas, as explicacdes fornecidas.

Burrill (1997), ao assistir a uma apresentacdo de projetos desenvolvidos por
professores de Mateméatica em escolas norte-americanas, também questionou a
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falta de informacdes sobre o que os alunos estavam estudando e o que estavam
aprendendo de Matematica, pois s6 lhe eram mostrados os recursos usados em
sala de aula.

Ao discutir o conhecimento do professor, Shulman (1986) propde a distincao
entre trés categorias de conhecimento do contetdo: conhecimento do contetudo da
disciplina, conhecimento pedagdgico do conteudo e conhecimento curricular. Das
trés categorias, a que despertou maior interesse por parte de pesquisadores é a
nocdo de conhecimento pedagdgico do conteudo (Ball; Thames; Phelps, 2008).
Para Shulman (1986), este constructo inclui, entre outras ideias, a compreensao do
gue faz o ensino de um determinado toépico ser facil ou dificil e das concepcdes e
ideias preconcebidas que os estudantes trazem para a sala de aula antes do ensino
de um determinado conteudo. Conforme Shulman (1986, p. 10), ha um numero
crescente de investigacdes sobre “concepcdes errbneas dos estudantes e sobre as
condicbes de ensino necessarias para superar e transformar essas concepcgoes
iniciais™.

Ball, Thames e Phelps (2008) revisaram estudos que tém discutido as
propostas de Shulman e consideram que houve pouco progresso no tocante a
desenvolver uma fundamentacdo tedrica coerente sobre o0 conhecimento do
contetdo para ensinar. Dessa forma, propuseram uma nova abordagem, enfocando
0 conhecimento matematico para o ensino, e explicam que resolveram avaliar a
forma como os professores precisam saber o conteddo que ensinam, visto ser
consensual a ideia de que eles necessitam conhecer o0s topicos e procedimentos
ensinados.

Para exemplificar suas ideias, 0os autores apresentam um exemplo de erro
cometido por estudantes de séries iniciais no algoritmo da subtracdo, em que o
aluno diminui sempre o algarismo menor do maior, independente de estar no
minuendo ou no subtraendo. Segundo eles, os professores sabem resolver o
exercicio e sabem que tal resposta é incorreta, mas ensinar envolve mais do que
identificar respostas incorretas. O professor deve ser capaz de procurar as fontes do
erro. Efetivamente, “a andlise de erros é uma pratica comum entre 0s matematicos
no decorrer de seu proprio trabalho; essa tarefa, no ensino, difere somente pelo fato
de que enfoca os erros produzidos pelos alunos.” (Ball; Thames; Phelps, 2008, p.
397).

A partir de suas investigacfes, Ball, Thames e Pheps (2008) propdem que o
conhecimento do contetudo, apresentado for Shulman, seja subdividido em
conhecimento comum do conteido (CCK)® e conhecimento especializado do
contetido (SCK)* por sua vez, o conhecimento pedagdgico do conteido pode ser
dividido em conhecimento do contetido e dos estudantes (KCS)® e conhecimento do
contetido e do ensino (KCT)®.

2 A tradugéo dos trechos em lingua inglesa foi realizada pelos autores.

 Common content knowledge.

* Specialized content knowledge.

® Knowledge of content and students.
® Knowledge of content and teaching.
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Para cada categoria criada, os autores apresentam exemplos. Assim,
reconhecer uma resposta errada € um conhecimento comum do contetdo (CCK);
buscar padrbes nos erros dos estudantes € um conhecimento especializado do
conteudo (SCK); ter familiaridade com erros comuns, cometidos pelos alunos, e
saber quais desses erros sdo mais frequentes € um conhecimento do conteudo e
dos estudantes (KCS); e selecionar uma abordagem de ensino que seja capaz de
auxiliar os alunos a superarem suas dificuldades € um conhecimento do conteudo e
do ensino (KCT).

Peng e Luo (2009) consideram que ja ha muitos estudos sobre conhecimento
do professor, em especial aqueles que enfocam o conhecimento pedagogico do
contetdo, mas que ainda ha falta de discussdes sobre a forma como os professores
lidam com os erros de seus alunos. Mas para aprender a lidar com os erros, €
necessario que esse conhecimento seja discutido em cursos de formacdo do
professor.

Borasi (1996) apresenta uma experiéncia de uso de erros em um curso para
professores de Matematica em servico. A investigadora coletou definicbes de
circunferéncia dadas por alunos de Matematica e apresentou-as aos professores,
para que eles as classificassem. Primeiramente os participantes foram separados
em trés grupos, que enfocaram as definicdes sob perspectivas distintas.

O primeiro grupo separou as definicbes de circunferéncia em “aceitaveis” e
“ndo-aceitaveis”; o segundo grupo evitou avaliar acertos e erros, porque considerou
gue nao havia informacOes sobre o contexto, e preferiu classificar as definicoes
segundo palavras-chave. O terceiro grupo ndo chegou a um acordo sobre a
classificacdo possivel. Essa primeira atividade ja mostrou que ndo havia consenso
sobre a corregéo das definigdes.

Em seguida, Borasi propés aos professores que, a partir da classificacdo do
segundo grupo, aprofundassem o estudo sobre os tipos de definicdo: baseadas na
Topologia, na Geometria Projetiva, na Geometria Analitica, na Geometria Diferencial
ou em descricbes puramente visuais. Esse trabalho, além de mostrar aos
professores os tipos de erros, também Ihes permitiu verificar as origens das
definicdes e debater a propria nocao de defini¢éo.

Essa experiéncia relatada por Borasi (1996) € um exemplo de como auxiliar os
professores a ter familiaridade com os erros dos alunos e a planejar estratégias para
discuti-los.

Portanto, nossa opg¢ao pela analise dos erros cometidos por alunos de cursos
de Licenciatura em Matematica, relatada neste artigo, vem ao encontro das ideias
de Borasi (1996) e de Ball, Thames e Phelps (2008): procuramos estabelecer os
erros cometidos por esses alunos, buscar os padroes desses erros e a frequéncia
com que sdo cometidos. Trazendo esses resultados para os docentes desses
cursos de formacao de professores, por meio da divulgacdo de nossas pesquisas,
estamos mostrando que ha problemas relacionados com o conhecimento do
contetdo e dos estudantes (KCS) e com o conhecimento do contetido e do ensino
(KCT). Assim, parece-nos necessario aprofundar as pesquisas, para buscar
maneiras de auxiliar os futuros professores a superarem suas dificuldades.
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Procedimentos Metodolégicos

Das dez IES escolhidas para coleta dos da dos, uma localiza-se na regiao

Norte, duas na regiao Nordeste do Brasil, trés na regido Sudeste e quatro na regiao
Sul. Em cada IES, entramos em contato com um professor do curso de Licenciatura
em Matematica, solicitando que aplicasse o teste em uma de suas turmas, do
segundo ano de curso em diante. Os dez docentes que aceitaram nosso convite
ocuparam um ou dois periodos de aula (entre 50 e 90 minutos) para a aplicacdo. A
amostra intencional foi composta de 141 estudantes, aos quais solicitamos
autorizacdo para a utilizacdo das respostas na investigacdo. N&ao houve
identificacdo dos estudantes nem das IES envolvidas.

A questado referente a resolucdo de equacédo, objeto desta analise quanti-
gualitativa, tem o seguinte enunciado:

, . . . X
¢Quantos pares (x,y) de nimeros reais existem, tais que X+ y= Xxy= —?

y

Esperavamos que o0s participantes, alunos de cursos de Licenciatura em
Matematica, cursando pelo menos o terceiro semestre, ja tivessem desenvolvido
habilidades de resolugdo de equacdes que lhes permitissem solucionar a questao.
Assim, supunhamos que suas respostas apresentassem um padrdo semelhante ao
gue descrevemos a seguir, COm mais ou menos passos.

Em primeiro lugar, observemos que ndo podemos ter x=0, pois nesse caso
seguiria que x.y =0, para qualquer y real. Além disso, teriamos x+y=0+y=0 e,

portanto, y =0. Mas y ndo pode ser zero, pois a expressao X hao estaria definida.
y
Ent&o, tomando a segunda igualdade, temos:
_X 2 _ 2 _ _ _
Xy=—= Xy =x=>y =1l=>y=1 ou y=-1

Notemos que a simplificacdo x.y*> =x= y>=1 ¢é possivel porque ja& sabemos que
x# 0. Substituindo y=1 ou y=-1 nas outras duas equacdes, temos:

1) x+y=5:>(x+ y).y=x.Se y=1, temos: (x+1).1=x= x+1=x=1=0 (absurdo)
y

Por outro lado, se y=-1, entdo: (x+1.(-)=x=> —X+1=Xx=2x=1= X :%

2) x+1=xy.Se y=1
Se y=1, entdo: x+1=Xx ou seja 1= 0 (absurdo)

Por outro lado, se y=-1, temos: x-1=-x=2x=1= X :%
Logo, o unico par (x,Yy) que satisfaz a condi¢do dada é (%;—1} :
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Para a analise dos dados obtidos a partir das respostas dos alunos,
empregamos a técnica de analise de conteudo dos erros, baseada em Bardin (1979)
e realizada em trés fases: pré-andlise, exploragdo do material e tratamento dos
resultados.

Na primeira fase, os testes respondidos foram identificados e fotocopiados,
para, em seguida, serem recortadas as solu¢cbes para cada questdo. As respostas
validas (que ndo estdo em branco) de cada questdo foram coladas em folhas em
branco, permitindo a leitura conjunta de todas as respostas. Esse conjunto de
guestdes organizadas forma o corpus, sobre o qual é realizada a analise das
respostas.

Na correcdo das solucdes de cada questdo, seguimos os procedimentos
adotados na correcdo de questdes de avaliacbes como o PISA (Programa
Internacional de Avaliacdo de Estudantes) e consideramos quatro categorias:
resposta correta (codigo “2”), resposta parcialmente correta (codigo “1”), resposta
incorreta (cédigo “0”) e auséncia de resposta (codigo “9”).

Foi considerada correta a resposta em que o aluno obteve o par (¥2,-1), a partir
do desenvolvimento das duas igualdades e sem erros no decorrer do processo.
Como respostas parcialmente corretas, foram consideradas aquelas em que o aluno
resolveu corretamente as equacgdes, obteve o par (%2,-1), mas concluiu a solugao
com alguma observacao equivocada.

Como respostas erradas, foram consideradas aquelas em que o aluno néao
conseguiu encontrar um par que satisfizesse a dupla igualdade ou resolveu
incorretamente as equacoes, tendo ou n&o obtido solugdo. Finalmente, por
auséncia de resposta entendemos aquelas em que o aluno deixou em branco o
espaco destinado a solucao.

Para ilustrar cada classe de resposta, reproduzimos a resolucéo e referimo-nos
ao autor usando uma letra e um numero, para evitar identificacdo, optando, ainda,
por indicar cada um pela forma masculina, “o aluno”.

A segunda fase da andlise, de exploracdo do material, envolveu o processo de
unitarizacdo e classificacdo das 89 respostas parcialmente corretas ou incorretas,
lidas novamente para definir as categorias de erro. Os critérios de classificacdo
foram determinados a posteriori, a partir do préprio material, com o agrupamento
das respostas semelhantes. Esse agrupamento foi feito duas vezes: na primeira
vez, foi elaborada uma listagem de todos os tipos semelhantes de erro e na
segunda, foi feito 0 agrupamento propriamente dito, com o refinamento das classes
de erros.

J& na fase de tratamento dos resultados, foi elaborado um texto-sintese para
cada classe, com apoio de exemplos retirados do préprio corpus.

Apresentacdo e Andlise dos Dados

As respostas dos alunos dos cursos de Licenciatura em Matematica foram
classificadas segundo os critérios acima indicados e o niumero de respondentes de
cada classe é apresentado no Quadro 2, a seguir:
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Quadro 2 — Distribuicdo das respostas por classe

Classe N. %
2 18 13
1 3 2
0 86 61
9 34 24
Total 141 100

Na Figura a seguir, apresentamos um exemplo de resposta considerada

correta:
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'-l'-i\l-m +.J1.:. P
temg U0 = x40 my=0y=0 3 =0 J

& \ L G.C é G % & v
£y
T o WO = Yy=J41 Cidnt 7o .
X 1{'} x e A & ({‘ oy Qf:\:} i}’h X ':-. =3 l
Y & :
léjé‘l" x+l=- X ;‘
M E=) ¥=~l= = = dx=1 x=4

o ) # \I
: @ L-" Pﬂ_‘(_, q’b"g .F)'Lt_lﬁ{_(‘__ru}rmb 2, (J—?f ) '-_!l/l
Figura 1. Resposta correta, do aluno A5
Também foram consideradas corretas as respostas em que o participante
nao fez qualquer suposicado sobre os valores de x e y, ou seja, ndo observou que,
para existir solucdo, deve-se ter y#0 e, dessa forma, x#0. E o caso, por exemplo, da

resposta do aluno A100, indicada na Figura 2:
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Figura 2. Resposta do aluno A100
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As trés respostas parcialmente corretas — apresentadas a seguir — tém erros
distintos, por isso ndo foram categorizadas. Nos trés casos, 0s alunos
desenvolveram corretamente a questdo, trabalhando separadamente sobre cada
igualdade, obtiveram o par (*2,-1) como resposta, mas acrescentaram alguma
observacgéo equivocada.

O Aluno Al4 respondeu que a dupla igualdade vale para os pontos (Y2,-1) e (-
1,%). J& o aluno A123 concluiu : “Mas, também k(¥2,-1), com k € N, sera solucao.
Logo existem infinitos pares ordenados”. O aluno A131 escreveu ao final: “Concluo
gue todas as fracdes equivalentes a %2 sao solucdes, logo a quantidade de pares
serdo compostos com x tal que x>0 e de fragbes equivalentes a % e y=-1".

As 86 respostas incorretas foram classificadas em cinco categorias:

A) Compreende as respostas em que o aluno informa que ndo existem
nameros reais que satisfacam as equacgfes, sem mostrar calculos ou testes
para justificar essa resposta. Também sao incluidos nesta categoria aquelas
respostas em que o aluno apenas apresenta (incorretamente) um ou mais
pares de reais que seriam solucdo, mas nao os testa ou ndo desenvolve a
solucdo. E exemplo desta categoria a resposta do aluno A13": “N&o existem
nameros reais que satisfacam essa equacao. Portanto, 0 nimero de pares é
igual a zero”.

B) Compreende as respostas em que o aluno destaca uma, duas ou trés das
equacodes, tenta resolvé-las, mas ndo consegue porque faz algum erro em
uma das etapas da resolucdo ou porque ndo determina, a partir de uma das
equacles, valores de x ou y para testar em outra. Sdo exemplos as
seguintes respostas, dos alunos A88 e A116:

x-g—\}t:xk{ %-\{zz X%—“t:)ﬁ
2 = 7O . )

o y= X =Xy
X = X _’l_,_, ‘f
y:\( X

Y;.X—r

250 YeX
Y=0

Figura 3. Resposta do aluno A88

" Em alguns casos ndo foi possivel reproduzir a resposta, porque foi escrita a lapis e a imagem nao ficou nitida.
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Figura 4. Resposta do aluno A116

C) Compreende as respostas em que o aluno faz alguma suposi¢cdo sobre
valores de x ou y que satisfazem uma ou mais das equacdes, mas nao
desenvolve a solugcéo ou, em alguns casos, sequer testa os valores. E

. ~ X
exemplo desta categoria a resposta do aluno A8: “A expressao X.y =— sO
y

pode ser satisfeita se y=1 ou se x=0. Porém no caso x+y=xy, y=1

nao satisfaz a equacao logo x =0. Mesmo assim ndo ha nenhum real que
utilizado em y satisfaga a equagéo. Logo S={ }".

D) Compreende as respostas em que o aluno apenas copia as equagdes
dadas ou faz algum tracado, como € o caso do aluno que esbogcou um
sistema de coordenadas cartesianas ortogonais.

E) Compreende as respostas em que o aluno resolve por tentativa,
organizando um quadro com valores de x e y ou tomando pares de inteiros
e testando nas equagbes. Como exemplo, temos a resposta do aluno A38,
que escreveu:

(1,2)=1+2=1.2=1/2 (F)

(2,1)=2+1=2.1=2/1 (F)

(1,1)=1+1#1.1=1/1 (F)
(2,2)=2+2=2.2= 2/2

Outro exemplo de tentativa de substituicdo é a construcdo de um quadro,
para testar valores, como fez o aluno A6: y=1
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Quadro 3 — Resposta do aluno A6

X y Xty | Xy xly | Resultado
0 0 0 0 0 V
1 1 2 1 F
2 2 4 4 1 F
0 1 1 0 F
1 2 3 2 F

Além do quadro, o aluno escreveu: “Se usar nUmeros maiores que 1, a soma
resulta diferente da multiplicacdo (na casa do n° 2, a divisdo € diferente) e para n°
entre zero e um, a multiplicagdo tende a diminuir e a divisdo a aumentar.”

Esse tipo de justificativa mostra que o aluno ndo tem claros os conceitos que
menciona: em primeiro lugar, confunde a denominacdo do resultado de uma
operagcdo com o resultado (“soma” tinha que ser comparada com “produto”). Em
segundo lugar, como usa apenas valores inteiros, nao fica claro o que significa “n°
entre zero e um”. Também nédo se entende a razdo pela qual o aluno ndo completou
o resultado da divisdo nas linhasem quex=1e y=1,x=0e y=1o0u x=1e y=2.

Feita essa categorizacdo, ainda na fase de tratamento dos resultados,
determinamos o namero e porcentagem de erros de cada tipo. Das 86 respostas
erradas, 38 (44%) foram do tipo A, 33 (38%) foram do tipo B, 9 (10%), do tipo C, 4
(5%), do tipo D e 2 (2%), do tipo E.

Consideracdes Finais

Notamos, ao concluir a andlise dos dados, as grandes dificuldades
apresentadas por esses alunos, futuros professores de Matematica, para resolver a
questdo que envolvia trés equacdes algébricas. Apenas 13% deles conseguiu
encontrar o par (¥2,-1) como solucéo. Vinte e quatro por cento desses participantes
sequer tentaram resolver a questdo e 61% erraram. Entre as categorias de erros,
apresentadas acima, vemos que os tipos A e B constituem 82% das respostas
erradas.

As solucbes dadas parecem indicar que os alunos nao visualizaram, nas
duas igualdades apresentadas, a possibilidade de separar em trés equacdes e
resolver cada uma delas, para utilizar os dados em outra. Nao estando a equacao
apresentada na forma mais usual (dois membros separados por um sinal de
igualdade), os alunos tentaram apenas indicar um par ordenado de reais que, em
sua opinido, satisfazia a alguma das equacdes ou entdo concluiram que ndo existia
resposta.

Nos casos em que tentaram desenvolver a solugao, os alunos fizeram erros
relacionados as propriedades das operagcbes com numeros reais, como, por
exemplo, a distributiva da multiplicacdo em relacdo a adicdo. Também notamos que
alguns alunos parecem ter introjetado a ideia de que, ao “passar para 0 outro
membro deve-se trocar o sinal”, sem entender se essa “propriedade” vale quando se
estd somando ou subtraindo a mesma quantidade dos dois lados da equacao, mas

=
U N I@NREVISTA IBEROAMERICANA DE EDUCACION MATEMATICA-DICIEMBRE DE 2011- NUMERO 28 - PAGINA 154



Explorando erros na resolugdo de equagées: um caminho
para a formagao do professor de Matematica
Helena Noronha Cury, Alessandro Jacques Ribeiro, Thaisa Jacintho Miiller

nao quando se estd multiplicando ou dividindo ambos os membros por um mesmo
valor.

Observamos, nos alunos por nés pesquisados, dificuldades semelhantes as
encontradas por Barbosa (2009). Em nossa pesquisa, ao se depararem com uma
situacdo matematica que remete ao significado processual-tecnicista (Ribeiro, 2008)
— uma equacdao escrita na forma algébrica simbdlica — os alunos néo se utilizaram
de alguma técnica ou processo que conheciam para buscar a solugdo para a
guestdo. Pelo contrario, varios alunos — como A6 e A38 — utilizaram tentativas de
substituicdo de valores para buscar a resposta ao problema.

Pode-se supor entdo que, se esses problemas nao forem discutidos no curso
de Licenciatura, serdo levados adiante, para a propria sala de aula do futuro
professor, trazendo como consequéncia um ensino fragil, que pode levar seus
alunos a erros do mesmo tipo.

Assim, observamos em nossa pesquisa situacdes semelhantes aquelas
encontradas por Barbosa (2009) e por Dorigo (2010), nas quais, embora a situacéo
matematica remetesse a um determinado significado, professores e alunos
utilizavam-se de outros significados para buscar solucdo aos problemas
apresentados, obtendo ou ndo uma resposta correta.

Baseado nessas evidéncias compartilhamos as reflexdes apontadas em Ball,
Thames e Phelps (2008) sobre a importancia de que os futuros professores
dominem - além do conhecimento especifico do conteldo — conhecimentos
relacionados ao conteldo e aos estudantes, e ao conteludo e ao ensino. Nesse
sentido, os futuros professores poderdo ser capazes de compreender as diferentes
formas de resolucéo e diferentes erros cometidos pelos alunos, bem como buscar
estratégias de ensino que sejam adequadas para a superacao de tais dificuldades e
para a ampliacdo/aprofundamento dos conhecimentos que os alunos tém de
determinados conceitos matematicos, como € o caso do conceito de equagao.

Nossas analises e reflexdes acima discutidas nos parecem adequadas no
sentido de romper com um paradigma que observamos em muitas salas de aula da
Educacdo Basica, paradigma este que é ratificado pelos resultados de Attorps
(2003), qual seja, futuros professores reproduzem a forma como eles aprenderam
guando estdo ensinando Matematica.

Outro ponto que nos parece relevante de ser destacado aqui, em nossas
discussbes, vem ao encontro das consideracfes apresentadas anteriormente no
gue se refere a uma lacuna nas pesquisas sobre os conhecimentos do professor
que ensina Algebra (Doerr, 2004). Nesse sentido, o presente artigo tem o propdsito
de trazer, para a formacgédo do professor de Matemética, resultados de pesquisas
gue envolvem erros e dificuldades que licenciandos apresentam quando estédo
resolvendo equagdes como a apresentada em nossa pesquisa. A andlise dos erros
e a compreensao das dificuldades desses estudantes deve servir como alerta para
gue todos nés — formadores de professores — tomemos consciéncia da importancia
de se discutir, nos cursos de licenciatura, conceitos matematicos elementares, de
um ponto de vista avancado.
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