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Resumen

Este articulo tiene como finalidad principal describir y comprender las estrategias de
generalizacion utilizadas por estudiantes del 7° afio (en promedio, con 12 afios de
edad) en la exploracion de problemas de patron. El estudio, de caracter cualitativo, se
centré en una intervencion de ensefianza en una clase y los datos fueron obtenidos
mediante la observacion del trabajo de los estudiantes y sus producciones escritas.
En términos de resultados, entre las diferentes estrategias adoptadas por los
estudiantes, se sefald la prevalencia de la estrategia Explicita, seguido de las
estrategias Diferencia y Contaje, respectivamente.

Abstract

This paper has as main proposal to describe and to understand the generalization
strategies of 7" grade pupils (on average, 12 years old) in the exploration of pattern
problems. The study, qualitative in nature, was focused on a teaching intervention in a
class and the data were gathered trough observation of the pupils’ work and their
written productions. In relation to results, among the many strategies adopted by
pupils, it was emphasized the predominance of the Explicit strategy, followed by
Difference and Counting strategies, respectively.

Resumo

Neste artigo tem-se por principal proposito descrever e compreender as estratégias
de generalizacdo usadas por alunos do 7° ano (em média, com 12 anos de idade) na
exploracdo de problemas de padréo. O estudo, de natureza qualitativa, centrou-se
numa intervencdo de ensino numa turma e os dados foram obtidos através da
observacdo do trabalho dos alunos e das suas producdes escritas. Em termos de
resultados obtidos, de entre as varias estratégias adotadas pelos alunos, salientou-se
a prevaléncia da estratégia Explicita, seguida das estratégias Diferenca e Contagem,
respetivamente

1. Introducéo

Frequentemente, a abordagem da Algebra na sala de aula ndo tem ido além da
manipulacdo simbdlica, da aplicacdo de propriedades no calculo algébrico e,
sobretudo, da memorizagdo de regras e procedimentos, insuficiente para o
desenvolvimento da compreensdo da matematica e do pensamento algébrico
(Kaput, 1999; Ponte, Branco & Matos, 2009a).

A aprendizagem da Algebra envolve saber trabalhar com simbolos de forma
significativa, o que ndo € um processo facil nem linear. Muitos alunos sentem
dificuldades quando tentam dar sentido a uma expressao algébrica ou a uma letra
nessa expressao, quando atribuem significados concretos as letras na transicdo da
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linguagem natural para a linguagem algébrica e quando tentam escrever
simbolicamente uma generalizacdo. Por outro lado, parece tornar-se cada vez mais
evidente a importancia do contributo dos padrbes para a promocado da
compreensdo. Segundo Ponte et al. (2009a), “a aprendizagem do trabalho com
expressdes algébricas faz-se em simultdneo com a aprendizagem das sequéncias,
das fungdes e das equacgles, procurando-se assim que estas facam sentido para os
alunos” (p. 77).

Também nos Principios e Normas para a Matematica Escolar (National Council
of Teachers of Mathematics [NCTM], 2007) se defende a mesma perspetiva,
afirmando-se que os “alunos deverdo comecar a compreender os diferentes
significados e utilizagBes das variaveis, por meio da representacdo de quantidades
numa diversidade de problemas e contextos” (p. 263).

O programa de Mateméatica do Ensino Basico (Ministério da Educacao [ME],
2007) prevé o tratamento da tematica dos padrées de forma explicita ao longo de
todo o ciclo de estudos. Dando suporte a esta presenca constante dos padrfes, ha
autores (e.g., Vale & Pimentel, 2005) que defendem a ideia de que o trabalho com
padrbes contribui para melhorar significativamente a compreensido da Algebra por
permitir desenvolver diversas capacidades, como o pensamento algébrico e o
raciocinio matematico.

Face a este panorama, a “investigacdo futura tem de continuar a dar um lugar
central ao estudo dos fenébmenos da aprendizagem dos alunos quando trabalham
com padrdes e regularidades” (Ponte, 2009, p. 173). Mais concretamente, no estudo
realizado descrevem-se e explicam-se as estratégias de generalizagdo usadas por
alunos do 7° ano de escolaridade na exploracdo de tarefas de padrdes.

2. Enquadramento teérico

Na resolucdo de problemas, a Algebra deve surgir como uma necessidade
resultante da insuficiéncia dos recursos aritméticos. Deste modo, a producdo do
conhecimento algébrico surge como uma ferramenta para organizar uma situacao e
nao como objeto primario de estudo (Abrantes, Serrazina & Oliveira, 1999). No
mesmo sentido, segundo a Associacao de Professores de Mateméatica [APM] (1988),
“0 que se pratica € uma tentativa absurda de impor a partida uma terminologia e
uma linguagem que nao resultam de qualquer necessidade real nascida da atividade
dos alunos” (p. 38).

O trabalho com sequéncias — de figuras, nimeros ou outro tipo de objetos —
conduz naturalmente ao estudo de regularidades. Este trabalho € um excelente
veiculo para promover o pensamento sobre variaveis e func¢des. Em particular,
permite aos alunos desenvolver a capacidade de estabelecer generalizagbes, um
aspeto fundamental do raciocinio matematico, e favorece o desenvolvimento da
capacidade de fazer representacfes, quer através de diagramas e esquemas, quer
usando a linguagem algébrica (Ponte, Matos & Branco, 2009b).

No caso das tarefas propostas aos alunos, elas podem envolver sequéncias de
diversos tipos: algumas podem ter uma lei de formacdo explicita no enunciado;
noutras a lei de formacao esté implicita, sendo inequivoca pelas condi¢des dadas; e
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ha aquelas em que sdo dados alguns termos, podendo existir varias leis de
formacdo a descobrir. Descobrir e descrever generalizacbes esta no cerne da
atividade matematica. Um dos aspetos da generalizacdo envolve o exame de
diferentes quantidades e a descricdo das relacbes entre elas numa situacdo
particular. Desenvolver a compreensao das condi¢gBes variantes (termos, variavel
dependente) e invariantes (ordem do termo, variavel independente) pode
proporcionar significado aos simbolos algébricos (Kaput, 1999).

As generalizacOes algébricas de padrdes ndo sédo caraterizadas pelo uso de
notacdes simbdlicas, mas sim pela maneira geral como € tratada a generalizagéo.
As generalizacbes algébricas de padrdes implicam: (1) a apreensdo de uma
regularidade; (2) a generalizacdo dessa regularidade a todos os termos da
sequéncia em questao; e (3) a formacdo de uma regra direta ou um esquema direto
gue permita determinar qualquer termo da sequéncia. No entanto, existe alguma
dificuldade na ligacdo destes trés aspetos centrais (Radford, 2008).

Por outro lado, também segundo Radford (2010), o processo de generalizacdo
desenvolve-se em trés niveis: (i) factual, onde o foco continua a ser a generalizacao
a nivel do material, no plano concreto, e € 0 gesto e o ritmo que é usado para
mostrar a generalizacao; (ii) contextual, onde o foco da generalizacdo é descritivo e
mais abstrato (em relacdo ao anterior), sendo utilizada uma linguagem orientada
para explicar a generalizagdo com referéncias ao contexto; e (iii) simbdlica, onde a
notacao algébrica é usada para descrever a generalizagao.

Os alunos, normalmente, usam uma variedade de estratégias para a
construcdo da relacdo funcional em que assenta o padréo. As estratégias usadas na
resolucdo de questdes envolvendo sequéncias podem ser locais, indicando como
passar de um termo para o termo seguinte com base num processo recursivo, ou
globais, estabelecendo uma relagcdo de natureza geral que descreve toda a
regularidade, a qual pode ser representada por palavras ou por uma expressao
algébrica, designada por termo geral (Ponte et al., 2009b).

Stacey (1989) usa os termos generalizacdo proxima e generalizacdo distante,
referindo-se ao tipo de abordagem adotado na resolugéo: “a generalizacado proxima
€ utilizada para designar uma questdo que pode ser resolvida passo-a-passo com
um desenho ou através de contagem e a generalizacdo distante designa uma
guestao que vai além de limites razoaveis da pratica de abordagem passo-a-passo”
(p. 150).

Rivera e Becker (2008) estabeleceram trés tipos de estratégias empregues
pelos alunos: (1) numérica, que utiliza apenas estimulos estabelecidos a partir do
padrao listando uma sequéncia de nimeros ou usando uma tabela para derivar a
regra a partir dai, procurando relagdes aritméticas entre os valores das variaveis; (2)
figurativa, que se aplica apenas quando se descreve a generalizacdo do padréo
utilizando diagramas, sendo a regra totalmente obtida a partir de indicios visuais
estabelecidos diretamente a partir da estrutura dos dados, podendo-se recorrer a
decomposicéo das figuras (termos); e (3) uma combinacdo de ambas as abordagens
anteriores (numérica e figurativa).
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De entre as estratégias numéricas, Bezuszka e Kenney (2008) identificaram
trés estratégias, que envolvem a recursdo: (1) Comparacdo, quando os termos de
uma sequéncia de numeros dados sdo comparados com 0s termos correspondentes
de uma outra sequéncia cujo regra ja é conhecida; (2) Substituicdo Repetida, onde
cada um dos termos subsequentes de uma sequéncia numérica se exprime por
indicacdo do termo imediato ao precedente (substituido por este); e (3) método das
Diferencas, também conhecido das diferencas finitas em matematica (diferenca
entre termos), que é um algoritmo para encontrar formulas explicitas (que sao
expressodes polinomiais).

De entre as estratégias figurativas, distinguem-se as generalizacbes
construtiva e desconstrutiva. A generalizagdo construtiva implica ver os termos de
uma expressao algébrica como representando as partes da figura que néo se
sobrepdem num padréo figurativo (neste caso as formulas surgem com “adi¢bes”). A
generalizacdo desconstrutiva consiste em ver 0s termos de uma expressao
algébrica que se referem as partes sobrepostas da figura num padrédo figurativo
(neste caso as formulas surgem com “subtracdes” para excluir os objetos
sobrepostos) (Rivera & Becker, 2008; Rivera, 2010). A generalizagdo desconstrutiva
€ a mais dificil de alcancar e, por isso, a construtiva € a mais utilizada pelos alunos
(Rivera & Becker, 2008).

Por outro lado, Chua e Hoyles (2011), além destes dois tipos de estratégia
figurativa, apresentam duas outras estratégias. Uma delas ocorre quando um ou
mais componentes do diagrama original sdo reorganizados em algo mais familiar.
Esta figura recém-reconfigurada, em seguida, apresenta uma estrutura do padrao
gue facilita a construcdo da regra funcional. A outra acontece quando o diagrama
original é visto como parte de uma grande figura composta, a partir da qual a regra
funcional é gerada subtraindo subcomponentes dessa figura composta.

Stacey (1989), num estudo sobre generalizagdo utilizando padrdes lineares da
forma f p)=a +b, com b#0, em contexto figurativo (pictérico) e em contexto
estritamente numérico, analisa e relata as respostas de alunos, com idades entre os
9 e os 13 anos, a questdes de generalizagcdo, documentando os modelos
matematicos que escolheram, as estratégias utilizadas na sua execucdo e as
explicacbes que deram. Por exemplo, um dos problemas do estudo era a sequéncia
numerica: 4, 10, 16, 22, , : , sendo pedido aos alunos para
completarem os trés espacos em branco; depois o centésimo termo e, finalmente, o
enésimo termo, S ¢ . Neste estudo, observou-se uma substancial inconsisténcia na
escolha do modelo adequado e os alunos que tentaram responder adotaram
frequentemente um modelo simples, mas incorreto, sobretudo nas questdes
envolvendo a generalizacdo distante. Ja os alunos que tinham realizado um curso
de resolucdo de problemas, usando implicitamente um modelo linear, deram
respostas consistentes com mais frequéncia e explicagbes mais frequentemente
relacionadas com os padrdes. Estes alunos pareciam entender de forma mais
completa a relacdo entre os dados e a regra resultante da generalizacao.

Ao analisar as estratégias usadas pelos alunos, Stacey (1989) organizou-as
em quatro categorias: Contagem — contagem a partir de um desenho para
descobrirem o termo da sequéncia; Diferenca — utilizagdo de multiplos da diferenca
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entre termos consecutivos, multiplicando a diferenca comum a entre os termos e
assumindo que a adicao repetida desse numero a conduz a expresséao algébrica da
generalizagdo a x n;objeto Inteiro (Whole-Object no original em inglés) — tomar um
termo ou um multiplo de um termo para unidade e usar multiplos dessa unidade, ou
seja, S mxn = mxS |, assumindo implicitamente a existéncia de uma relacao de
proporcionalidade direta; Linear — usando um padrdao em que estdo envolvidas
tanto a multiplicacdo como a adicdo e em que os alunos reconhecem a ordem
dessas operagbes, ou seja, usando implicitamente o modelo linear S(n)=a +b

para o termo de ordem n.

No estudo de Rivera (2010) verificou-se que, em relacdo a atividade com
padrdes lineares figurativos, os alunos do 9° ano, com idade média de 14 anos,
revelaram uma disposicdo para a utilizacdo de uma combinacdo de estratégias
figurativas (visuais) e numéricas. Neste estudo, o autor usa os termos: aditiva
construtiva standard para o tipo de generalizacéo algébrica que se aplica ao caso de
todos os padroes lineares do tipo y = x + b, em que o termo de ordem x é y e se

adiciona a constante b de figura para figura; aditiva construtiva ndo-standard, que &
a versao expandida da expresséo da generalizacdo na sua forma nao simplificada,
incluindo apenas adi¢cdes de componentes das figuras; multiplicativa construtiva
standard, em que a expressdo da generalizacdo estda na sua forma irredutivel,
y=a +b, para um termo yde ordem x: multiplicativa construtiva ndo-standard,

gue é a versao expandida da expressdo da generalizagdo na sua forma nao
simplificada, incluindo multiplicacbes e adicdes de componentes das figuras; e
desconstrutiva, em que a expressao da generalizacdo pode estar na sua forma
irredutivel ou ndo e inclui subtracdes para excluir os objectos sobrepostos.

O estudo de Lannin (2005) consistiu numa experiéncia de ensino com 25
alunos do 6° ano (alunos de 11-12 anos) ao longo de 10 dias. Dos resultados do
estudo salienta-se que, nas discussfes com toda a turma, os alunos foram, em
geral, capazes de apresentar generalizacdes adequadas e justificar o uso de
exemplos genéricos. Os alunos que usaram esquemas geomeétricos (figurativos)
foram mais sucedidos em fornecer argumentos gerais e justificacdes validas; no
entanto, durante as discussdes em pequenos grupos, os alunos raramente
justificaram as suas generalizacfes, recorrendo alguns deles a valores particulares
com maior incidéncia do que a relacbes gerais. Os alunos tenderam a usar dois
tipos de justificacdo: a justificagdo empirica e exemplos genéricos. Os 4 alunos-alvo
do estudo geralmente utilizaram a justificacdo empirica para testar as suas regras, e
continuaram a fazé-lo, apesar deste tipo de justificacao ter ser sido considerada
insuficiente durante a discussdo com toda a turma. Nestes casos, a justificacado
empirica era geralmente devida a uma falta de conexdo a um esquema geométrico
(figurativo) que estabelecesse uma relagdo com o contexto.

Neste estudo, Lannin ao analisar as estratégias de generalizacdo usadas pelos
alunos organizou-as em duas categorias principais: explicitas e ndo-explicitas. As
estratégias explicitas sdo as que permitem o calculo direto de um determinado valor
da variavel dependente conhecido o valor da variavel independente, enquanto as
estratégias ndo-explicitas ndo permitem esse calculo. Na categoria das estratégias
explicitas, o autor incluiu ainda as trés subcategorias de estratégias: Objeto Inteiro,
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Tentativa-e-Erro e Contextual; e na categoria das estratégias ndo-explicitas o autor
inclui duas subcategorias de estratégias: Contagem e Recursiva. A estratégia do
Objeto Inteiro, ja referida por Stacey (1989), consiste em usar uma unidade como
parte, para construir uma unidade maior, utilizando a multiplicagdo num raciocinio de
proporcionalidade direta (por exemplo: 3 macéds custam 8 ddlares, 9 macads custam
24 dolares). Neste caso, posteriormente a multiplicacdo, pode ou n&do haver
necessidade de um ajustamento do resultado, para mais ou para menos (para
a *c, caso ndo se trate de uma situagdo de proporcionalidade direta), tendo em
vista adequa-lo a situacdo. A estratégia Tentativa-e-Erro consiste em adivinhar uma
regra, sem ter em conta por que essa regra pode funcionar. Normalmente, isso
envolve experiéncias com varias operacdes e numeros fornecidos na sequéncia. A
estratégia Contextual consiste na constru¢cdo de uma regra relativa a técnicas de
contagem baseada em informacdes figurativas ou numéricas fornecidas na
sequéncia. A estratégia Contagem, também j& referida por Stacey (1989), consiste
em desenhar uma imagem ou construir um modelo para representar a situagéo e
contar o atributo desejado. A estratégia Recursiva acontece quando o aluno
descreve uma relagéo entre termos consecutivos da sequéncia para determinar 0os
termos subsequentes.

Num estudo posterior, Lannin, Barker e Townsend (2006) relatam as
estratégias de generalizacdo algébrica utilizadas por oito alunos do 5° ano (10-11
anos de idade) e os fatores que parecem influenciar essas estratégias. Neste
estudo, com base nas respostas dos alunos, foram identificadas quatro categorias
de estratégias: Explicita, Objeto Inteiro, Particdo (Chunking) e Recursiva. A
estratégia Explicita consiste na descoberta de uma regra que permita efetuar o
célculo imediato de qualquer valor da variavel dependente (termo), dado o valor da
varidvel independente (ordem). A estratégia Particdo consiste num raciocinio
recursivo com “saltos” (por segmentos), ou seja, em vez de usar um raciocinio termo
a termo, o aluno desenvolve um padréo recursivo através da construcdo de uma
unidade para os valores conhecidos do atributo desejado, sendo o0 recurso a um
raciocinio recursivo a forma mais expedita de encontrar o termo pretendido. A
estratégia Recursiva ocorre quando o aluno descreve uma relacdo entre valores
consecutivos da variavel dependente (termos).

Na estratégia do Objeto Inteiro os alunos devem aprofundar a compreensao do
raciocinio proporcional e reconhecer que este método, muitas vezes, ndo conduz ao
resultado desejado (devendo ser efetuado o devido acerto do resultado para nao
levar a conclusbes erradas). Além disso, as estratégias usadas anteriormente
noutros problemas e/ou limitacdes na percecado da situacao-problema podem levar
os alunos a continuar a usar estratégias ineficientes ou erradas (Lannin et al., 2006).

No estudo de Barbosa (2009), com base nas respostas de alunos do 6° ano
(11-12 anos), a autora identificou cinco categorias de estratégias: Contagem, Termo
Unidade (designada Objeto Inteiro por outros autores), Diferenca, Explicita e
Tentativa-e-Erro. Estas categorias de estratégias ja foram referidas em diversos
estudos anteriores (e.g., Stacey, 1989; Lannin, 2005; Lannin et al., 2006). A
estratégia Termo Unidade (Objeto Inteiro) foi subcategorizada em sem ajuste e com
ajuste numerico ou contextual. A estratégia Termo Unidade sem ajuste consiste em
considerar um termo da sequéncia como unidade e usar multiplos dessa unidade e a
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estratégia Termo Unidade com ajuste numeérico consiste em considerar um termo da
sequéncia como unidade e usar multiplos dessa unidade, fazendo-se seguidamente
um ajuste do resultado com base em propriedades numéricas. Na estratégia Termo
Unidade com ajuste contextual o ajustamento do resultado efetua-se com base no
contexto do problema. A estratégia Diferenca foi subcategorizada em recursiva e
multiplo da diferenca sem ajuste ou com ajuste. A estratégia multiplo da Diferenca
sem ajuste consiste em usar a diferenca entre termos consecutivos como fator
multiplicativo, sem ser ajustado o resultado a sequéncia; enquanto na estratégia
multiplo da Diferenca com ajuste se efetua o ajustamento do resultado a sequéncia.

Dos resultados obtidos, Barbosa (2009) concluiu que as estratégias mais
aplicadas pelos alunos foram a Contagem e a Explicita, sobretudo nas questdes de
generalizacdo distante. Nao se verificou a predominancia da estratégia Diferenca, de
forma pouco frequente foi usada a estratégia Tentativa-e-Erro e raramente foi
utilizada a estratégia Objeto Inteiro.

Também no estudo realizado por Branco (2008), com alunos do 7° ano (12-13
anos), os resultados obtidos indicam que nos padrdes repetitivos os alunos
utilizaram a estratégia Contagem e também a estratégia Explicita. Nas exploracdes
iniciais verificou-se que a estratégia seguida pela maioria dos alunos foi a Contagem
e poucos alunos revelaram a capacidade de expressar as regularidades que
encontraram utilizando a estratégia Explicita.

Nos padrdes lineares (em que o termo de ordem 7 pode ser expresso na
forma a +b, com a#0) os alunos utilizaram a estratégia Aditiva, processo
recursivo pouco pratico na descoberta de termos de ordem elevada quando apenas
se conhecem o0s primeiros termos da sequéncia. ApOs as experiéncias iniciais,
apesar das dificuldades, os alunos usaram a estratégia Explicita com base na
analise das propriedades das figuras (termos), indicando a relacéo entre a ordem da
figura e o seu numero de elementos em linguagem natural e alguns comecam a
utilizar a linguagem algébrica para traduzir a generalizacdo expressa em linguagem
natural. Porém, outros utilizaram a estratégia Objeto Inteiro, que ndao conduziu a
uma generalizacdo correta. De entre as varias estratégias usadas pelos alunos, a
Aditiva e a Explicita foram as que mais se verificaram neste tipo de padréo.

No estudo de Matos (2007), agora com alunos do 8° ano de escolaridade (13-
14 anos), verificou-se que a exploracédo de padrdes constituiu uma tarefa nova para
os alunos e, talvez por isso, as estratégias utilizadas inicialmente foram a Contagem
e a Covariagdo (analise do modo como a variagdo dos valores de uma variavel
produz a variacdo nos valores da outra). Apés algumas experiéncias, os alunos
alargaram o0 leque das suas estratégias, adotando estratégias aritméticas
(designadas por Rivera e Becker (2008) por estratégias numéricas) e também
estratégias figurativas, baseando-se numa relacdo de correspondéncia entre as
variaveis (termos e ordens), o que |lhes permitiu generalizar o padrao (estratégia
Explicita). Inicialmente exprimiam-se em linguagem natural, mas depois do contacto
com a Algebra formal revelaram a-vontade no uso da simbologia.

Finalmente, no estudo de Alvarenga (2006), com alunos do 5° ano (10-11
anos), nas estratégias de generalizacdo, os alunos trabalharam em conjunto
informacdes geométricas (figurativas) e numéricas. Nas diferentes resolucdes, os
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alunos nunca recorreram a abordagens exclusivamente numéricas, separando-se
das caracteristicas especificas das tarefas (as propriedades figurativas) e evitando
transformar os problemas em meras sequéncias numéricas, tendo sido mais
utilizado o método das diferencas finitas (designado Diferenca por outros autores)
para descrever o padrdo. Esta estratégia revelou-se eficaz na maioria das respostas
por ndo exigirem o calculo de termos muito distantes. Os alunos também usaram 0s
métodos de contagem, de proporcionalidade direta e linear, e utilizaram
essencialmente o método de contagem no calculo dos termos mais préximos porque
a maioria dos padrdes das tarefas eram figurativos.

3. Metodologia

No estudo foi usada uma metodologia de investigacdo qualitativa, seguindo-se
o paradigma descritivo e interpretativo de um estudo de caso (Yin, 2009),
especificamente uma turma do 7° ano de escolaridade (12-13 anos de idade), para
estudar um fendmeno em toda a sua complexidade, no seu contexto natural e com a
intencdo de analisar e descrever particularidades, como € o caso das estratégias de
generalizacdo de padrbes usadas pelos alunos. Estas estratégias de generalizacao
foram estudadas numa intervencdo de ensino, que teve por principal objetivo
proporcionar aos alunos experiéncias de aprendizagem significativa sobre diferentes
aspetos da Algebra, designadamente: desenvolver nos alunos a capacidade de
analisar padrbes e regularidades; descrever relacbes e representa-las
simbolicamente e promover a compreensédo do significado dos simbolos através do
estudo de padrdes.

Na intervencao de ensino, que se prolongou por 11 aulas do ano de 2010, de
90 minutos cada uma, em que foram exploradas um total de 11 tarefas de padrdes,
os alunos trabalharam em sete grupos de trés elementos e foram acompanhados
mais de perto dois desses grupos, designados por grupos-alvo, com o proposito de
aprofundar o estudo. As aulas compreenderam dois momentos distintos: (i) num
primeiro momento, o trabalho autdbnomo dos grupos na resolucéo das tarefas; e (ii)
num segundo momento, a apresentacdo e discussdo na turma dos resultados
obtidos nos grupos.

Nas aulas intervieram os 21 alunos da turma, designados por Ai, com 1<i<21, e
a sua professora de Matematica. Além destes, o investigador desempenhou o papel
de observador patrticipante, dialogando ocasionalmente com os alunos, pedindo-lhes
alguns esclarecimentos acerca do que faziam, interagindo no sentido de aprofundar
0 seu conhecimento através de questdes e incentivando-os no desenvolvimento do
seu trabalho, o que possibilitou o aprofundamento das perspetivas dos participantes.

Os dados recolhidos resultaram da observagao realizada na sala de aula e das
resolucdes e relatérios escritos produzidos pelos alunos na realizacdo das tarefas.
Nos relatorios, os alunos descreveram a atividade desenvolvida na realizacdo das
tarefas, descrevendo as dificuldades sentidas e a forma como as superaram, as
ideias e os processos de raciocinio que conduziram a generalizacdo, as formas de
representacéo e a validade do modelo encontrado.

No estudo efetuaram-se gravacdes de todas as aulas em que decorreu a
intervencdo de ensino, audiogravando o trabalho dos dois grupos-alvo durante o
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trabalho autbnomo e o videogravando o grupo-turma quando toda a turma se
envolvia na apresentacdo, discussao e sintese da exploracao realizada nos grupos.
Os dados relativos as estratégias usadas pelos alunos na resolucdo de problemas
de padrdo foram organizados por tarefa, conjugando a informacao das resolucdes
escritas, o relatério e as notas do investigador. Essa conjugacdo, em algumas
ocasifes, revelou-se fundamental para o esclarecimento do pensamento e da
estratégia envolvida na resolugdo do grupo. Seguidamente, na classificagdo das
estratégias de generalizacdo recorreu-se as categorias usadas no estudo de
Barbosa (2009): Contagem, Diferenca, Objeto Inteiro, Tentativa-e-Erro e Explicita.
Por sua vez, a estratégia Diferenca foi dividida em trés subcategorias: recursiva,
multiplo da Diferenca sem ajuste e multiplo da Diferenca com ajuste; e a estratégia
Objeto Inteiro foi dividida em trés subcategorias: sem ajuste, com ajuste numérico e
com ajuste contextual.

Além da classificacdo das estratégias de generalizacéo utilizadas pelos grupos
na obtencdo das suas respostas, foi verificada a natureza da generalizacdo
algébrica — categorizando-a em construtiva ou desconstrutiva (Rivera & Becker,
2008; Rivera, 2010), apurou-se o0 nivel da generalizacdo — situando-a na
instanciacéo aritmética ou algébrica, e esta ultima subdividida em trés subcategorias
— factual, contextual e simbdlica (Radford, 2010).

Finalmente, em termos da apresentacdo dos resultados, recorreu-se a
estatistica descritiva, nomeadamente a tabelas de frequéncias, e também se
apresentam, a titulo de exemplificacdo, pequenos excertos das palavras, simbolos
ou figuras usadas pelos alunos, de modo a tornar a descricdo mais viva e permitir ao
leitor julgar a adequacao das inferéncias efetuadas.

4. Estratégias de generalizacéo usadas pelos alunos

Em termos de resultados obtidos no estudo, apresenta-se o trabalho dos
alunos em trés tarefas de padrdes (tarefas 4, 9 e 11), que foram realizadas em
diferentes momentos da intervencdo de ensino, e a sintese das estratégias de
generalizacdo usadas pelos alunos em todas as 11 tarefas exploradas.

4.1. Tarefa 4 — Palitos

A Joana utilizou palitos para construir uma sequéncia de figuras, apresentando as
guatro primeiras figuras.

Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4
a) A tabela seguinte relaciona o numero da figura com o seu numero de palitos.
Completa-a.
Numero da figura 1 2 3 4 5 6 50
Numero de palitos 4

b) Quantos palitos sdo necessarios para construir a centésima figura? Explica como
chegaste a essa concluséo.

c) Existe, nesta sequéncia, alguma figura com 601 palitos? Se existir, determina a
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ordem que |he corresponde.

d) Escreve uma regra que permita determinar o numero de palitos de qualquer figura
desta sequéncia. Explica o teu raciocinio.

e) Escreve uma expressdo algébrica que traduza a regra descrita na pergunta
anterior.
f) A tabela seguinte relaciona o nimero da figura com o seu perimetro. Completa-a.

Numero da figura 1 2 3 4 5 6 40
Perimetro 4

g) Qual é o perimetro da figura 80? Explica como pensaste.

h) Escreve uma regra que permita determinar o perimetro de qualquer figura desta
sequéncia. Explica o teu raciocinio.

i) Escreve uma expressdao algébrica que traduza a regra descrita na pergunta anterior.
Tarefa adaptada de Vale e Pimentel (2009).

Na tarefa 4, realizada na aula 4 da intervencdo de ensino, apresenta-se um
padréo figurativo de crescimento, com questdes de generalizagcdo proxima e
distante. Pretendia-se que o0s grupos identificassem regularidades e as
generalizassem, culminando na descri¢cdo da regra ou lei de formagéo da sequéncia
em linguagem natural e algébrica.

Na Tabela 1 apresentam-se as frequéncias absolutas das estratégias de
generalizacdo usadas pelos grupos e referem-se os tipos de generalizacao
envolvidos nas diferentes questdes.

Tabela 1: Estratégias usadas pelos grupos na resolu  ¢éo da tarefa 4
Estratégias

Tipo de -
Questdes  Generalizacd0  Contagem Diferenca Teerj'ltgt:\c/)a— Explicita  Outra

Préxima 3 4 — — —
a) :

Distante 1 6 — — —
b) 1 6 — — —
c) _ — — 6 — 1

Distante
d) — — — 4 3
e) — — — 6 1
f Préxima 1 5 — — 1

Distante 1 6 — — —
s)] 1 5 — — 1
h) Distante — 2 — 3 2
i) — — — 1
Total 8 34 6 19 10

Pela Tabela 1 verifica-se que nesta tarefa houve uma preferéncia pela estratégia
Diferenca, seguida da estratégia Explicita. Nas generalizagBes proximas e distantes
das questdes a) e f) e nas generalizagbes distantes das questdes b), g) e h), em
todas as respostas obtidas pela estratégia Diferenca, foi seguida a estratégia
multiplo da Diferenca com ajuste.
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Na questdo a) pedem-se varios valores, referindo-se uns a generalizagdes proximas
e outros a generalizacdes distantes. Ambos o0s grupos-alvo nas generalizacbes
préximas utilizaram a estratégia multiplo da Diferengca com ajuste ao verificarem a
diferenca entre termos consecutivos como fator multiplicativo e adicionando uma
unidade para ajuste do resultado, como se lustra no didlogo seguinte do grupo-alvo
G5.

Al2: NaFig.2é 7;naFig. 3 € 10; naFig. 4 é 13; na Fig. 5 € 16; na Fig. 6 é 19.
A15: E atabuada do 3.

Al2: Mas isto ndo é os multiplos de 3 (...)

A19: Tem de se somar mais um.

Al12: Nos multiplos de 3 juntamos mais um. (Aula 4, 10/11/2010)

Ainda nesta questdo, na generalizacdo distante, ambos o0s grupos-alvo utilizaram a
estratégia multiplo da Diferenca com ajuste.

Abreec Qs R itpps & D0 &
JordOumis omala A AsouL Al 9 M3
Figura 1. Resposta do grupo-alvo G5 a questéo a).

Na questdo b), envolvendo uma generalizacdo distante, ambos os grupos-alvo
utilizaram a estratégia multiplo da Diferenca com ajuste.

400 +100 +A04= 30

Figura 2. Resposta do grupo-alvo G2 a questéo b).

Na generalizacdo distante da questdo c) ambos os grupos-alvo utilizaram a
estratégia Tentativa-e-Erro, experimentando sucessivos valores até que fossem
verificadas as condi¢cdes pretendidas. Neste caso, pretendia-se encontrar o valor de
n tal que 3xn+1=6 , como se exemplifica no dialogo seguinte do grupo-alvo
Gb.

A15: Uma figura com 601 palitos.

Al2: 2 +2 +2 ¢é600; maisum é 601.

A19: E afigura 200. (Aula 4, 10/11/2010)

J& na questdo d), envolvendo uma generalizacdo distante, ambos os grupos-alvo
utilizaram a estratégia Explicita, baseando-se numa regra descoberta a partir do
contexto do problema, a qual permitiu o célculo imediato do valor de um termo
sendo conhecida a ordem correspondente e vice-versa.
X - Ag & ' crari

da. jpoudo. 4 nos D d\ﬁm?mm gf .p;&tm
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Figura 3. Resposta do grupo-alvo G2 a questéo d).
Na generalizacdo distante da questdo e) ambos o0s grupos-alvo utilizaram a
estratégia Explicita. A resposta do grupo-alvo G5 apresenta uma generalizacao

algébrica de nivel simbdlico (usa linguagem algébrica) e de natureza construtiva (a
expressao algébrica representa as partes da figura que nao se sobrepdem).
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Brmad
Figura 4. Resposta do grupo-alvo G5 a questéo e).

Na questdo f), tal como na a), pediam-se varios valores, referindo-se uns a
generalizagdes proximas e outros a generalizacdes distantes. Na determinacédo de
todos eles ambos o0s grupos-alvo utilizaram a estratégia multiplo da Diferenca com
ajuste, adicionando duas unidades como ajuste do resultado.
Y QuaeBptornts & BU0 & 03U DL HOAUO= §o anz By
i

- ) ?" M%T'}):G *’3‘.3
CROITENG

r}.&%m@ua
58 % odlls A D oA AR WWICO gl

Figura 5. Resposta do grupo-alvo G5 a questéo f).

Na questdo g), de generalizacdo distante, ambos o0s grupos-alvo utilizaram a
estratégia multiplo da Diferenca com ajuste.

TOY20 + =163

Figura 6. Resposta do grupo-alvo G2 a questéo g).

Também na generalizacao distante da questdo h) ambos os grupos-alvo utilizaram a
estratégia multiplo da Diferenca com ajuste.
W46, % 10,13, A4 4G, 4%, Do -+ - malkoles d A Geeaec e
i.""laﬂ, %J AD 42, 44 4o A%, TE - - WW da A, Dok 0. i A

Figura 7. Resposta do grupo-alvo G5 a questéo h).

Finalmente, na questdo i), envolvendo uma generalizacdo distante, ambos os
grupos-alvo utilizaram a estratégia Explicita. A resposta do grupo-alvo G2 apresenta
uma generalizacdo algébrica de nivel simbdlico (usa linguagem algébrica) e de
natureza construtiva (a expressao algébrica representa as partes da figura que ndo

se sobrepdem). 9
a/)([-f\./ +

Figura 8. Resposta do grupo-alvo G2 a questéao i).

Durante a fase de trabalho autbnomo, que se prolongou por cerca de 45 minutos,
nao surgiram ddvidas nem perguntas e nao foi necesséario dar explicacbes
adicionais.

No periodo de discussao no grupo-turma, que durou cerca de 40 minutos, 0S grupos
apresentaram as respostas dadas as questdes, permitindo conhecer os resultados a
gue chegaram e as justificacfes que deram nas suas resolucoes.

Verificou-se que na questdo b), no trabalho autbnomo, os grupos nao utilizaram a
estratégia Objeto Inteiro com ajuste contextual, que consiste em considerar um
termo da sequéncia como unidade, usar multiplos dessa unidade e ajustar o
resultado com base no contexto do problema. Contudo, nesta fase da aula, houve
um aluno que apresentou esta ideia e com o0 questionamento da professora um
outro completou o seu raciocinio, como se ilustra no seguinte dialogo.
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Prof: Serad que nédo daria ainda de outra forma, usando o resultado obtido na
questao anterior?

Al16: 151 na figura 50; na figura 100 deve ser 2x1 , que da 302; ndo da?

Prof: Serd que nao? Por que é que chegam a 302 e ndo 301, que seria a
resposta correta?

Al: Porque ha um palito que é contado duas vezes ao juntar-se os dois
conjuntos de 151 palitos para formar a figura 100. (Aula 4, 10/11/2010)

Na questdo c) verificou-se que o grupo G3 tinha utilizado na sua resolugéo a
estratégia Tentativa-e-Erro e na discussao evoluiu para uma estratégia Explicita com
base na reversibilidade do seu pensamento para descobrir o valor de 7 que satisfaz
a equacdo numérica 3xn+1=6 , como se mostra no didlogo seguinte.

Prof: Alguém fez de outra forma?
A5:  Sim. 601 menos um € 600; 600 a dividir por 3 da 200; é a figura nimero 200.
(Aula 4, 10/11/2010)

Na questdo e), recorrendo a estratégia Explicita, surgiram diferentes expressdes
algébricas equivalentes, como n+n+n+1 do grupo G6, 2xn +n+1 do grupo-alvo
G2 e nx3+1 do grupo G3. Analogamente, na questdo i) foram apresentadas
expressodes diferentes e equivalentes, como nx2+2 do grupo Gl e n+n+2 dos
grupos G3, G4 e G6.

Também na questdo g) se verificou que 0s grupos ndo recorreram a estratégia
Objeto Inteiro com ajuste contextual no trabalho autbnomo, mas na discussao 0s
alunos foram questionados e um deles chegou ao resultado dessa forma.

Prof: E nesta questéo, o resultado da anterior ndo seria Gtil?

Al: Como fizemos para a figura 100.

Prof: Sim, mas agora € o perimetro.

Al: Na figura 80 se juntarmos duas vezes o numero de palitos da figura 40,
ficamos com 2 palitos a mais, que nao fazem parte do perimetro da
figura 80.

Prof: Ent&o como se faz?

Al6: Na figura 40 sé@o 82; na figura 80 séo 2x8 -2 que da 162. (Aula 4,

10/11/2010)

Em sintese, nesta tarefa, surge com maior numero de ocorréncias a estratégia
Diferenca, seguida da estratégia Explicita.

Ja depois de terminada a aula, a professora proferiu o seguinte comentario: “E uma
tarefa interessante e abrangente que envolve alguns contelddos anteriores, mas
achei-a um pouco extensa para ser resolvida e discutida em 90 minutos; os alunos
tiveram que se despachar” (Prof, conversa pés-aula, 10/11/2010).
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4.2. Tarefa 9 — Molduras

A Joana resolveu construir molduras, tal como as que observou numa exposicéo de
artesanato, cujo contorno € constituido por pe¢as quadradas geometricamente iguais,

de um centimetro ¢

Fig 1 Fig 2 Fig3

a) Completa a tabela seguinte:

Numero da figura 1 2 3 4 5 n
Numero de pecas quadradas 8
Perimetro (cm) 12
b) Existe alguma figura da sequéncia com 800 pecas quadradas? Explica a tua
resposta.

c) O Jorge sugeriu a Joana que a expressdo algébrica 4x(n+2)-4representa o
numero de pegas quadradas em qualquer figura da sequéncia. Concordas com ele?
Explica a tua resposta.

d) A Catarina, por sua vez, indicou a expressdo algébrica 2x(n+2)+2xn para
representar o niumero de pecas quadradas de qualquer figura da sequéncia. Esta
expressao é equivalente & do Jorge? Explica a tua resposta.

e) Existe alguma figura da sequéncia com 208 centimetros de perimetro? Explica a tua

resposta.
Tarefa adaptada de Alonso, Barbero, Fuentes, Azcara te, Dozagarat, Gutiérrez et al. (1993).

Na tarefa 9 apresenta-se um padrao figurativo de crescimento, com questdes de
generalizacdo proxima e distante e questdes de manipulacdo algébrica. A
expectativa com as questbes de generalizacdo era que 0s grupos descobrissem
regularidades e as generalizassem, culminando na descricdo da regra ou lei de
formacao da sequéncia em linguagem algébrica.

Na Tabela 2 apresentam-se as frequéncias absolutas das estratégias de
generalizagcdo usadas pelos grupos e referem-se os tipos de generalizacdo
envolvidos nas diferentes questdes.
Tabela 2: Estratégias usadas pelos grupos naresolu  ¢éo da tarefa 9
Estratégias

Questdes Dpode , Tentativa- .
Generalizagao Contagem Diferenca e-ErTo Explicita Outra
NUmero de  prsxima 1 4 — 2 —
pecas
a) guadradas Distante — — — 7 _
. Proxima 1 5 — 1 —
Perimetro .
Distante — — — 6 1
b) . — — 3 3 1
Distante
e) — — 3 3 1
Total 2 9 6 22 3
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Pelo numero de ocorréncias da estratégia Explicita, conclui-se que 0s grupos
recorreram, maioritariamente, a estratégias gerais.

Na questdo a), nas perguntas de generalizagdo proxima, quer na sequéncia do
nimero de pecas quadradas quer na sequéncia dos perimetros, em todas as
respostas dadas através da estratégia Diferenca foi seguida a subcategoria multiplo
da Diferenga com ajuste. Neste caso, os dois grupos-alvo usaram a diferenga entre
termos consecutivos como fator multiplicativo e adicionaram 4 e 8, respetivamente,
ao resultado em cada uma das sequéncias como ajuste do resultado.

Gah+l=B W dek =4

NT AR = A } .
Refas u“glu‘:\h T umde L”J&ﬂ‘l%

adaodal :huﬁ Yz 20 Ehé*g'“iu
% 14 = 9k b k3 =5

e WaAS 4 i u:ﬁl?:ii

Figura 9. Resposta do grupo-alvo G2 a questdo a) na s perguntas de
generalizagcdo proxima.
Nas perguntas de generalizacdo distante, ambos os grupos-alvo utilizaram a
estratégia Explicita ao descobrirem uma regra com base no contexto de problema,
gue lhes permitiu calcular de imediato o valor de um termo conhecida a ordem
correspondente e vice-versa. Hyd Y ~
YA =
Yy x4 =
':;,(mt‘-( z

Figura 10. Resposta do grupo-alvo G5 a questdo a) n  a pergunta de generalizagao
distante da sequéncia do numero de pecas quadradas.

No caso da sequéncia dos perimetros, tal como no caso anterior, a resposta do
grupo-alvo G5, obtida por um raciocinio indutivo, constitui uma generalizacao
algébrica de nivel simbdlico e de natureza construtiva.

Y4x148 =
4t~
YD1 =

L{ ¥ on 3:% ~
Figura 11. Resposta do grupo-alvo G5 a questdo a) n  a pergunta de generalizacao
distante da sequéncia dos perimetros.

Na questdo b), envolvendo uma generalizacéo distante, o grupo-alvo G2 recorreu a
estratégia Tentativa-e-Erro, experimentando sucessivos valores até verificar a
condicao pretendida, enquanto o grupo-alvo G5 recorreu a estratégia Explicita.
=40 i
I oOtAziR] Witk S fopam
Y xAQ3 +A=T36
4 xAQ9 4= 300

Figura 12. Resposta do grupo-alvo G2 a questao b).

Também na questdo e), de generalizacdo distante, o grupo-alvo G2 recorreu a
estratégia Tentativa-e-Erro e o grupo-alvo G5 optou pela estratégia Explicita.
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Figura 13. Resposta do grupo-alvo G5 a questéo e).

Na questéo c), o grupo-alvo G2 optou por substituir valores na variavel em ambas as
expressdes algébricas, a do enunciado e a que descobriu em a), para verificar se
encontrava 0s mesmos resultados.

fgm , eifde 2o o el Pl
Gxioo+y = 4o &
Ux (400 +2)- 4= 4o
Bx0. Ux Loora =304
H“{L'ﬂ,mi-i-\'l-'q: 3ol
Figura 14. Resposta do grupo-alvo G2 a questao c).

Ja o grupo-alvo G5 optou por transformar algebricamente a expressao dada no
enunciado e verificar se encontrava a que tinha descoberto em a).

Hklm4g) -9 = MAA4m+aam 4 +my A=

=Yxym Y4 =
L eamlRdy W B PR .
Figura 15. Resposta do grupo-alvo G5 a questao c)
Na questdo d), tanto o grupo-alvo G2 como o grupo-alvo G5 retomaram as

estratégias adotadas na questéo c), tendo G2 recorrido a expressao do Jorge, obtida
na questao anterior, comparando-a com a do enunciado.

: o wapoanian da
botooumerx (AT ¥ L)+ Lx408= 396 Rdosuma & sopuee
Ao 4a (193 42) -4 = 196 e o ds weng
: - PAQus b duny
fokarnmea — 2al B¢ Q) + Qe AD= 64 i
B9 rax(i649)-4: 68 O % Gl
= Mesdtods -

Figura 16. Resposta do grupo-alvo G2 a questéo d).

Também nesta tarefa, durante a fase de trabalho autbnomo, que se prolongou por
cerca de 45 minutos, ndo surgiram pedidos de esclarecimento dos alunos sobre a
tarefa e a sua resolucéo.

No periodo de discussao no grupo-turma, que durou cerca de 40 minutos, 0S grupos
apresentaram e discutiram as respostas dadas e as justificagbes apresentadas.

No trabalho autonomo verificou-se, na questdo c), que nenhum grupo tomou a
iniciativa de “desmontar” a generalizagdo de natureza desconstrutiva dada,
4x(n+2)-4, a fim de obter uma expressdo equivalente. Contudo, com o

guestionamento da professora, alguns alunos revelaram conclusfes pertinentes.

Prof: De outra forma, se analisarmos a expressdo 4x(n+2)-4 néo
conseguiriamos concluir que também representa o0 numero de pecas
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quadradas de qualquer figura? A figura 2, por exemplo, quantas pecas
quadradas tem de lado?

Al: 4,

Prof: E afigura 3?

Al: 5; é sempre mais duas (...)

Prof: E se pensarmos na figura n, o que representa n +2?
Al: E o nimero de pecas quadradas de um lado.

Prof:  E porque se multiplica por 4?

A9: Sao 4 lados.

Prof: E porque se subtrai 4 no fim?

A20: Porque as 4 pecas dos 4 cantos foram contadas duas vezes. (Aula 9,
03/12/2010)

Também na questdo d) se verificou que nenhum grupo, durante o trabalho
autbnomo, tomou a iniciativa de “desmontar” a generalizacdo de natureza
construtiva dada, 2x(n+2)+2xn, chegando de outra forma a resposta. No
entanto, o questionamento da professora permitiu aos alunos progredirem nesse
sentido.

Prof: E de outra maneira, como fizemos na questdo anterior, analisando a
expressdo 2x(n+2)+2xn? Ja vimos 0 que representa n+2, o que
representa?

A9: Sao as pecas quadradas que a figura n tem de lado; vezes dois dao o
numero de pecas de dois lados.

Prof: E o resto da expressao, 2% n, da-nos o qué?

Al: As pecas que faltam dos outros dois lados. (Aula 9, 03/12/2010)

Em sintese, nesta tarefa verificou-se um elevado numero de ocorréncias da
estratégia Explicita nas questbes de generalizacdo, podendo significar que a
resolucdo de problemas de padrdo melhora a capacidade de generalizagcdo dos
alunos.

4.3. Tarefa 11 — As mensagens

O Jodo resolveu iniciar um envio de mensagens (SMS) em cadeia e enviou uma
mensagem ao seu amigo Pedro (primeira etapa). Entretanto, o Pedro tem de enviar a
mensagem a duas pessoas (segunda etapa). Cada uma das pessoas que recebeu a
mensagem do Pedro tera de a enviar a outras duas pessoas (terceira etapa), 0 que
significa que ao fim da terceira etapa a mensagem foi enviada 7 vezes. Repete-se 0
processo de envio da mensagem nas etapas seguintes.

a) Completa a tabela seguinte:

N° de vezes que a

Numero da etapa : ,
mensagem foi enviada

1
2
3
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b) Existe alguma etapa em que a mensagem tenha sido enviada 512 vezes? Se existir,
indica o nUmero da etapa que |he corresponde.

c) Ao fim de quatro etapas, quantas vezes foi enviada a mensagem? E ao fim de cinco
etapas? Explica como pensaste.

d) Ao fim das n primeiras etapas, quantas vezes foi enviada a mensagem? Explica o teu

raciocinio.
Adaptado de Canguru Matematico sem Fronteiras 2010 , Categoria Escolar, Organizagao
do Departamento de Matematica da Faculdade de Ciénc ias e Tecnologia da Universidade

de Coimbra com o apoio da Sociedade Portuguesa de M atematica .
Na tarefa 11 apresenta-se outro tipo de padrdo de crescimento, uma sequéncia nao
linear, cuja expresséo algébrica é do tipo a"*°, com questdes de generalizagdo
préxima e distante.
Na Tabela 3 podem observar-se as frequéncias absolutas das estratégias usadas
pelos grupos e indicam-se os tipos de generalizagdo envolvidos nas diferentes
guestoes.

Tabela 3: Estratégias usadas pelos grupos naresolu  ¢do da tarefa 11
Estratégias

Questdes Tipo de. x . Tentativa- : Nao

Generalizacdo  Diferenca Explicita Outra
e-Erro Resposa

a) Proxima 4 — 2 1 —
Distante — — 7 — —

b) Distante — 1 4 2 —

c) Proxima 4 — 2 1 —

d) Distante — — 6 — 1

Total 8 1 21 4 1

Nesta tarefa, a maioria dos grupos continuou a recorrer a estratégias gerais, como
se constata pelo maior nimero de ocorréncias que se verificou na estratégia
Explicita.

Nas questdes a), nas perguntas de generalizacdo proxima, em todas as respostas
dadas a partir da estratégia Diferenca, foi seguida a subcategoria recursiva. Na
questdo de generalizacdo proxima c), uma vez que todas as respostas foram dadas
com base nas respostas dadas a questao a), elas também foram classificadas na
subcategoria recursiva. Na questdo a), ambos 0s grupos-alvo recorreram a
estratégia Diferenca recursiva, continuando a sequéncia com base na diferenca
entre termos consecutivos, conforme se verifica no didlogo do grupo-alvo G5.

Al15: Na 12 etapa é 1; na etapa 2 a mensagem foi enviada duas vezes.
Al2: Poisé;na3®etapaé 4=2x2.

Al19: Na42etapa é 4x2.

Al12: E 2x2x2,igual a 8; é sempre vezes dois (...)

Al19: Naetapa5é 8x2,igual a 16. (Aula 11, 15/12/2010)

Ainda nesta questdo, na generalizacado distante ambos os grupos-alvo usaram a
estratégia Explicita e chegaram a uma generalizacdo algébrica, de nivel simbdlico,
através de um raciocinio indutivo.
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Figura 17. Resposta do grupo-alvo G5 a questéo a) n

a pergunta
de generalizacdo distante.

Na generalizacéo distante da questdo b), o grupo-alvo G2 recorreu a estratégia
Explicita.

%13 = 3 £l o dioha oo

Figura 18. Resposta do grupo-alvo G2 a questao b).

Ja o grupo-alvo G5 utilizou a estratégia Tentativa-e-Erro.

pa e R
a.q: 3‘68
a":-_ “AQ

L ol)e, & & O daka. 40

Figura 19. Resposta do grupo-alvo G5 a questéo b).

Na questdo c) ambos os grupos-alvo, recorrendo a tabela completada em a) pela

estratégia Diferenca recursiva, efetuaram as adicdes necessarias com os valores
dessa tabela.

AygyUss= 19 —G\g%c&%“\mﬁm
Qe AD .

3446 = D1 _
R S e e doa % Rusmasos

Figura 20. Resposta do grupo-alvo G5 a questéo c).

Na generalizacdo distante da questdo d) ambos os grupos-alvo recorreram a
estratégia Explicita e estabeleceram uma generalizacdo algébrica de nivel simbdlico.

-4
A4244 433464 + 2T =
Figura 21. Resposta do grupo-alvo G5 a questédo 11d)
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Também nesta tarefa ndo surgiram perguntas dos alunos e a sua resolucdo
estendeu-se por cerca de 40 minutos.

A discussdo no grupo-turma, que durou cerca de 40 minutos, permitiu conhecer os
resultados a que chegaram e justificacdes que deram nas suas resolucdes. Nesta
discusséo, para além do que foi dito atras, ndo se verificaram novos contributos.

Em sintese, verificou-se que 0s grupos recorreram mais frequentemente a
estratégias de caracter geral. Por outro lado, no relatério, quatro grupos referiram
gue ndo sentiram qualquer dificuldade na resolucdo da tarefa e o0s restantes
indicaram apenas dificuldades pontuais, algumas das quais ultrapassadas com o
apoio da professora.

Acerca da tarefa, ja depois de concluida, a professora referiu: “E interessante e
acessivel, atendendo aos conhecimentos que o0s alunos ja possuem e as
experiéncias realizadas nas tarefas anteriores” (Prof, conversa péds-aula,
15/12/2010).

4.4. Estratégias de generalizagdo no conjunto de to  das as tarefas

Resumem-se na Tabela 4 as frequéncias, em percentagem, de ocorréncia das
diferentes estratégias de generalizacdo usadas pelos grupos em cada uma das
tarefas e na totalidade das 11 tarefas exploradas pelos alunos nas aulas.

Tabela 4: Frequéncia, em %, de utilizagdo das estra tégias pelos grupos, por tarefa e na
totalidade das tarefas

Estratégias

Tarefas ' 3
Contagem Diferenca Tentativa Explicita Outra Néo

-e-Erro Resposta

1 — Ndmeros 71 — — 11 18 —
2 — Poligonos 39 — — 53 8 —
3 — Quadrados 5 12 12 64 7 —
4 — Palitos 10 44 8 25 13 —
5 — Ainda mais numeros — 63 2 10 15 10
6 — O Pomar — 18 41 39 2 —
7 — Tijoleiras 16 16 8 57 3 —
ina_ As sequéncias da L 18 75 7 .
9 — Molduras 5 22 14 52 7 —
10 — Pontos 12 31 8 35 10 4

11 — As mensagens — 23 3 60 11 3

Total 14 21 10 44 9 2

Por observacdo da Tabela 4 conclui-se que na globalidade das tarefas cerca de um
em cada dois grupos recorreram a estratégias gerais, nomeadamente a estratégia
Explicita. Para além da pequena percentagem de grupos que nao responderam, no
caso das restantes estratégias de generalizacdo salienta-se a Diferenca e, em
menor percentagem, a Contagem e a Tentativa-e-Erro.
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Por outro lado, a medida que se progrediu na intervencao de ensino, verifica-se uma
maior frequéncia na adesdo a estratégia de generalizacdo Explicita, o que é
particularmente notério a partir sétima tarefa, inclusive.

5. Conclusoes

As interacOes verbais da professora e do investigador, este ultimo no papel de
observador participante, revelaram-se importantes no desenvolvimento do trabalho
auténomo dos alunos na medida em que ajudou a reflexdo e a (re)organizacao das
conclusdes dos alunos, minimizando as suas dificuldades e confusdes, tal como
aconteceu no estudo de Alvarenga (2006).

Geralmente, os alunos conseguiram encontrar a regra ou lei de formacao das
sequéncias em linguagem natural, apesar de experimentarem algumas dificuldades
nas tarefas iniciais, ocorridas também no estudo de Matos (2007). Contudo, quando
foi solicitada uma expresséao algébrica que traduzisse essa generalizacdo, os alunos
manifestaram dificuldades relacionadas com a interpretacdo da letra utilizada na
expressdo. Em consequéncia, nas primeiras tarefas foi necessario o apoio da
professora e do investigador para que eles refletissem nas suas estratégias e
traduzissem as generalizacdes encontradas em linguagem algébrica. O mesmo se
verificou nos estudos de Pereira e Saraiva (2010), Branco (2008) e Barbosa (2007).

Relacionar diferentes representacdes e converter a linguagem natural em
linguagem simbdlica revelaram-se tarefas dificeis pois os alunos encontravam-se na
fase de transicdo da Aritmética para a Algebra, iniciando a aprendizagem de
diversos conceitos em simultdneo, nomeadamente o de variavel e o de relacdo
funcional (relacéo implicita entre o termo e a respetiva ordem).

Assim, nas situagbes onde era necessario construir uma relagdo funcional,
relacionando a ordem do termo (variavel independente) com o termo (variavel
dependente), em algumas tarefas, os alunos revelaram dificuldades em construir
simbolicamente essa relacdo de generalizacéo, talvez por serem confrontados com
dois valores desconhecidos (o0 termo e a respetiva ordem) a variar em simultaneo
(Alonso et al., 1993). Estas dificuldades na escrita da expressao algébrica da
generalizacdo de uma sequéncia e das discussbes que tiveram lugar nas aulas
indiciam que grande parte dos alunos sentiu muita dificuldade na transicdo do
concreto para o abstrato, como também aconteceu nos estudos de Pereira e Saraiva
(2010), Branco (2008) e Barbosa (2007).

Nas ultimas tarefas, os alunos ja evidenciavam mais confianca e a-vontade em
generalizar em linguagem natural, mas a maioria dos grupos continuou a evidenciar
dificuldades em escrever uma expressao algébrica correspondente. Porém, alguns
grupos conseguiram escrever uma expressdo algébrica da regra em algumas
sequéncias sem ajuda, como se verificou com alguns alunos no estudo de Branco
(2008), mas ao contrario do que sucedeu no estudo de Pereira e Saraiva (2010).

Nas tarefas de padrdes figurativos de crescimento verificou-se que 0S grupos
geralmente completavam as tabelas com base na analise das figuras apresentadas
— primeiros termos das sequéncias, nas perguntas de generalizacdo proxima, e
uma vez organizados os dados nas tabelas, para descobrirem a regra ou lei de
formacdo das sequéncias, geralmente, abandonavam as figuras e ficavam-se por
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abordagens numéricas. O facto de nao seguirem geralmente uma abordagem
figurativa podera dever-se a falta de habito e a eventual dificuldade no raciocinio
visual. Embora existam autores (e.g., Alonso et al., 1993; Socas et al., 1996) a referir
gue no caso das propriedades numeéricas ndao estarem bem aprendidas, surgem
dificuldades com as abordagens numéricas, no presente estudo os alunos optaram
geralmente por ela, chegando a maioria dos grupos a regra ou lei de formacao das
sequéncias em linguagem algébrica, embora com alguma dificuldade e
frequentemente usando um raciocinio indutivo.

Nos padrdes figurativos, em termos gerais, nas questbes de generalizacao
proxima os grupos utilizaram as estratégias Contagem e Diferenca, enquanto nas
guestdes de generalizacdo distante optaram, geralmente, pela estratégia Explicita,
verificando-se nas Ultimas tarefas algumas ocorréncias da estratégia Tentativa-e-
Erro. Uma concluséo evidente destes resultados € o facto de os alunos mudarem
geralmente de estratégia consoante se tratava de uma questdo de generalizacao
proxima ou distante e que a estratégia Explicita ocorreu, sobretudo, nas
generalizacdes distantes. Além disso, nestas questfes, 0 raciocinio dos alunos
evoluiu geralmente para uma regra de caracter geral, permitindo indicar de imediato
um termo dada a respetiva ordem e vice-versa.

Nas questdes de generalizacdo proxima, relativas aos padrdes figurativos, em
termos gerais, 0s alunos recorreram algumas vezes a estratégia Contagem,
contrariamente ao que ocorreu no estudo de Alvarenga (2006), em que esta
estratégia foi utilizada muitas vezes, o que podera dever-se ao facto de os alunos
gue participaram neste ultimo estudo serem do 5° ano, portanto num nivel de

escolaridade anterior.

Nos padrbes lineares, os alunos utilizaram essencialmente generalizagOes
algébricas construtivas, considerando os termos da expressao algébrica como
representando as partes da figura que ndo se sobrepdem (as expressdes surgem
com “adi¢cdes”). Também se verificou que os alunos ndo optaram geralmente pela
estratégia Objeto Inteiro, tendo esta sido identificada em momentos de discussao,
ainda que raramente. Além disso, houve alguns casos em que o foco da
generalizagcdo se manteve no plano concreto (ndo geral), ndo se revelando o uso de
materiais uma necessidade para se mostrar a generalizacdo e, deste modo, o0s
alunos ndo passaram pelo nivel de generalizacao algébrica factual, talvez influéncia
da sua faixa etaria. Outros grupos, em certas situacdes, ficaram-se pelo nivel de
generalizacdo algébrica contextual descritivo e utilizaram uma linguagem orientada
para explicar a generalizacdo com referéncias ao contexto. Em geral, apesar das
dificuldades, os alunos, utilizando a linguagem algébrica para descrever a
generalizacao, progrediram para o nivel de generalizacao algébrica simbdlica.

No padrdo nao linear (tarefa 11) verificou-se que 0s grupos utilizaram, em
geral, nas questdes de generalizacdo proxima as estratégias Explicita e Diferenca e
nas questdes de generalizacao distante as estratégias Explicita e Tentativa-e-Erro.

Em termos gerais, verificou-se, no conjunto de todas as onze tarefas, uma
maior prevaléncia da estratégia Explicita, seguida das estratégias Diferenca e
Contagem, respetivamente. A estratégia Explicita é a que mais se adequa a faixa
etaria dos alunos, constituindo uma estratégia de generalizacdo que lhes permite
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determinar de imediato qualquer termo da sequéncia Por outro lado, constatou-se
ainda que os alunos mudaram geralmente de estratégia consoante se tratava de
generalizagdes proximas ou distantes, estas ultimas a desencadearem a formulacao
mais frequente de estratégias de generalizacdo mais abstratas e eficientes.
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