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REVISTA IBEROAMERICANA DE EDUCACION MATEMATICA

Construyendo funciones derivadas

José Carlos Cortés Zavala

Resumen

En el siguiente articulo se propone un acercamiento grafico-numérico para realizar
graficas de las funciones derivadas. Para ello se introducen las ideas de pendientes
de lineas secantes y pendientes de lineas tangentes tanto en forma numérica como
grafica, y a partir de estas ideas iniciar la construccion de la gréafica de la funcion
derivada. El que esto escribe disefio y desarrollo un software de apoyo a la
introduccion de estas ideas. Para abordar la temética se exponen ideas tedricas y una
exposicion de lo propuesto en el software.

Abstract

The following article presents a graphical-numerical approach for graphics functions
under.This will introduce the ideas of outstanding drying lines and slopes of tangent
lines both numerically and graphically, and from these ideas begin construction of
graph of the derivative function. The writer designed and developed software to
support the introduction of these ideas. To address the issue presents theoretical
ideas and a statement of what is proposed in the software.

Resumo

O seguinte artigo apresenta uma abordagem gréfica numérica para fungbes de
graficos abaixo. Isto ir4 introducir as ideias do saldo de secagem linahas e pistas de
retas tangentes de forma numérica e gréfica, ea partir dessas idéias comecar a
construcdo do grafico da funcdo derivada. O escritor projetou e desenvolveu um
software para apoiar e introducao dessas idéias. Para resolver o problema apresenta
idéias tedricas e uma declaracdo de que é proposto no software

1. Introduccion

Es comun la confusion didactica que se genera en los estudiantes de calculo
diferencial entre el concepto de derivada y el de funcion derivada. Ello se debe a que
por un lado se realiza una explicacion geométrica sobre el concepto de derivada y
se extrapola esta informacion, sin mediar una explicacion, para el célculo de
funciones derivadas, lo cual por lo general es a través de aplicacion de algoritmos
(férmulas de derivacién), En Font (2000) se pone de manifiesto la gran complejidad
semidtica que conlleva el paso de la derivada en un punto a la funcion derivada. De
acuerdo con Neus y Font (2003) el analisis de los textos que realizé le permitid
afirmar que, en general, sus autores no son conscientes de la dificultad de este paso
o bien no le prestan la atencién que se merece. Diverso investigadores han sefala
esta problematica de abordar la ensefianza de la derivada y de la funcion derivada a
través de un proceso puramente algebraico Font (2008) menciona “Las nociones de
derivada en un punto y de funcion derivada son tradicionalmente dificiles de
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comprender para muchos de los alumnos de bachillerato. Las dificultades se
encuentran precisamente en las definiciones de estas nociones usando limites, y no
tanto en la aplicaciéon de las reglas formales o en el uso de las férmulas”. Dentro de
los actividades desarrolladas en esta investigacion se realizd una entrevista a
profesores que imparten el curso de céalculo diferencial en bachillerato en relacion a
determinar que conocimientos previos son necesarios en los estudiantes de
bachillerato para que entiendan el concepto de derivada; Todos los profesores
respondieron que es necesario que los estudiantes tengan un muy buen dominio del
algebra, ya que sin ello no entenderan el concepto de derivada.

Esta respuesta generalizada deja en evidencia que el proceso algebraico es el
mas importante en su forma de ensefanza.

Por otro lado, varios investigadores sefialan la importancia de introducir el
concepto de derivada a través del uso de razones de cambio y a partir de esto
podemos introducir el concepto de funcion derivada.

En este articulo expondremos un acercamiento numerico y grafico que permite
visualizar la derivada de un punto y que permitira construir la funcion derivada. Para
ello iniciamos relatando la importancia de graficar funciones utilizando la graficacion
de incremento de variables y la graficacién de razén de cambio; de esta manera se
introduce de forma intuitiva, el concepto de derivada y de funcion derivada.

Basado en esta idea se diseid y desarroll6 un software, denominado
“Funciones y Derivadas™ Cortés (2002). En él se incorporaron actividades que
resaltan aspectos relacionados con diferencias, incrementos y razon de incrementos
desde un punto de vista grafico y numérico, tomando como base ideas visuales y
gue sirven de apoyo para la construccién del concepto de derivada y funcién
derivada.

2. Marco Teobrico

Hughes (1990) observé que muchos estudiantes calculan algebraicamente las
derivadas de diversas funciones, pero no son capaces de determinar, en una
grafica, en qué lugares la funcién tiene derivada positiva y en cuales negativa.
Ademas, la autora nota que pocas veces se utiliza un acercamiento numeérico para
ensefar este concepto. Confrey (1993) indica que la presencia de tablas numéricas
puede (1) iluminar la conexion funcional de los valores contenidos en ellas y (2) la
presentacion algebraica. Scher (1993) realiz6 un estudio sobre la utilizacion de
mdultiples representaciones para conceptualizar la derivada. El concluye que existe la
necesidad de promover el uso de tales representaciones para que el estudiante
obtenga un entendimiento adecuado de los conceptos del calculo, menciona, por
ejemplo, que “la nociébn de razén de cambio debe ser accesible para todos los
estudiantes” (Scher, 1993, p. 16). Por su parte Cortés et al. (Cortés et al. 2005)
hacen una propuesta basada en un acercamiento numérico para introducir el
concepto de funcion derivada.

El tratamiento numérico y grafico es usado poco. Propuestas como la de Duval
(1988, 1993 y 1995), Confrey (1993), Scher (1993), Mejia (1997), Hitt (2002) y
Pluvinage (2005) mencionan la importancia, que tiene para el aprendiz, el manejo

! “Funciones y Derivadas” es un software libre que puede ser obtenido de la direccion http://fismat.umich.mx/~jcortes
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grafico y numérico. Los aspectos numeéricos, graficos y algebraicos son
representaciones de los objetos matematicos y cada uno de ellos presenta cierto
tipo de informacion del objeto, ademas permiten cierto tipo de actividades cognitivas
en el sujeto. Cuando solamente se usa un tipo de representacion se corre el riesgo,
como lo menciona Duval (1988), de confundir al objeto con la representacion, por lo
gue este investigador, propone el uso de multiples representaciones de un objeto.

3.  Exposicion de la Propuesta

El planteamiento se ubica dentro de la teoria de sistemas semioticos de
representacion (Duval 1988, 1993 y 1995), ya que el software permite la
manipulacion de diferentes representaciones relativas a diferentes registros de
representacion, ademas de motivar las tareas de conversion entre representaciones;
es decir, permite el tratamiento de representaciones en cada uno de los registros y
conversion entre representaciones.

Se introducen las ideas de incrementos de variables tanto en forma numérica
como grafica. En la siguiente seccion vamos a mostrar la forma en que se presenta
la informacién para resaltar las ideas de incrementos de variables y la de razon de
cambio.

3.1 Incrementos de Variables

En el tema de Incrementos de variables de forma numérica, estos se hacen
explicitos a partir de una tabla que contiene 4 filas tal y como se muestra en la figura
1. El objetivo es introducir numéricamente esta nocion ya que de acuerdo a los datos
encontrados en una experimentacion realizada no es facil que los estudiantes
comprendan la nocion de incremento de variables. También se realiza la graficacion
de x y y como un punto, el incremento de x en forma horizontal (en el software se
asigna el color amarillo) y el incremento de y de forma vertical (en el software se
asigna el color verde) (ver figura 2).

! K 1 ! K 1

1 2 3 4 3 6
b. 36. 118. 276. 534. 916.
2] sl | 82 | 158 | 250 | 32 |
Figura 1
Punto (x, y) Grafica T Razn da Cambio X Ayuda Inc.y
Inc. x
Escala del eje ™ Escala del eje =
2 E
Al e 17
Figura 2
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3.2. Razones de cambio

El acercamiento numérico y grafico al concepto de Razén de Cambio se
realiza a través del llenado de tablas de valores y de su reflejo en la construccion de
graficas (para una mayor profundidad ver Cortés 2010). A través de este
acercamiento se introduce la pendiente de una recta como la razén de incrementos,
es decir, se da significado a lo que representa una razén de cambio. La opcién
Razon de Cambio se aborda como el cociente de dos incrementos, con este
resultado se va llenando una tabla de valores la cual representard una nueva
funcién que hemos denominado “funcién razén de cambio”.

Por ejemplo, al seleccionar la funcion cubica f (x) = x* — 2x* —3x— 2 se generan
los siguientes datos (figuras 3 a 12).

Datos correspondientes a la tabla de valores cuando se tiene un incremento en X de

Inc. % [ [ 1 [ 1 [ 1 [ 1 [ 1 [ »
® 0 E! | | | |s |
¥ |-2 | -8 -2 (18 |58 [124 [zl ]
Inc.y | 4. | 2 | & | =20. | 40 | 66 |
Figura 3

Datos correspondientes a la grafica de los puntos generados en la tabla anterior:

Girdfica de la funcian [, v] Escalad
125 g [

~ Graficar:

& sdlolos puntos .

Incrementas y
puntos (]

Incrementas, Ty . ¥
 purtos y
uniones

Figura 4

Faral

Datos correspondientes a la grafica de los puntos y su union a través de los
incrementos

[1éfica dala funcién [ +.1] Escalad
E]

125

—Graficar:

" s6lo las puntos %

o Inciementos yi
Runtos.. t

Incrementos, T
" puntos y
unignes

...H..‘..H..‘ Esca
Figura 5
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Datos correspondientes a la grafica de los puntos generados, su union a traves de
los incrementos y su union a través de una linea recta

[Girdfica de | funcidn [ », 4] Escala d

I

Figura 6
Datos correspondientes a la tabla en la que llenan los datos de la razon de cambio.
= ] |1 | 2 | 3 | 2 | 5 | &
-4 -2 6| 20| 40| 66|
Figura 7

Datos correspondientes a la graficacion de los puntos generados en la tabla de la
razon de cambio y unidos por rectas.

del eje v |

i~ Graficar:

€ sflo los puntos

e Incrementos y
puntos

cremenios,
& ipuntos y
{CES )

| T —— U P

=]
s
=
aladeleisx oot ]
Figura 8
Datos correspondientes a la tabla de valores cuando se tiene un incremento en X de
0.7
Inc.x | 7 7 7 7| 7 7 | 3
H -.3 4 1.1 1.8 2.5 3.2 3.9 1
v I—l.an? |—3.455 }—5.339 I—a.n4a |—5.375 }D.EHB |15.199 |EL[_|:_’|
inc.y | -z.149 | -2.033 | -1.659 | 1673 | 7.063 | 14.511 | 2
Figura 9

Datos correspondientes a la grafica de los puntos generados al tener un incremento
de X de 0.7, su unidén a través de los incrementos y su union a través de una linea
recta.

51 &fica de la funcidn [ x, v Escalad
&
- Graficar: :
€ sdlo los puntos
r Incrementos
puntas
Incrementos,
& puntas p
uniones /
5|
r
Figura 10
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Datos correspondientes a la tabla de valores cuando se tiene un incremento de X de
0.7

Inc. x [ 4 4 .4 4| 4 ] »
x |- |--2 |2 |8 [1.4 |18 ]
v |-1.136  [-1.488  [-2.672 |-4.304  |-6. [-7.376  [-8.048 |- SN Y
dnery | -0.352 | -1.184 | -1.632 | -1.696 | -1.376 | -0.672 | (

Figura 11

a4 |
|1

Datos correspondientes a la graficacion de los puntos generados al tener incremento
de X de 0.4, su union a través de los incrementos y su union a través de una linea
recta.

Girdfica de |a funcidn [, ] Esealar
[ ]

e

araficar:
“ sdlo ls puntos

= Incrementos p
puntos

Incrementas,
+ purtos y

uniones \

Figura 12

Se puede observar en las figuras 6, 10 y 12 que la unién de dos puntos se realiza a
través de: incremento de X (linea horizontal), incremento de Y (linea vertical) y la
unién directa (linea entre los dos puntos, ver Figura 13), esto forma un triangulo en
cada unién y podemos observar que, en este caso particular hay una variacion de la
pendiente en cada triangulo.

Unién directa
\ Incremento de y

Incremento de x

Figura 13
La Figura 7 representa una tabla de valores que es construida a través de
obtener la pendiente de cada uno de los triangulos formados. Esta tabla de valores
representa una nueva funcion que denominamos “Funcién Razéon de cambio” y

viene dada por la relacion Funcian_razan_cambia:%, cada punto de esta nueva

funcidn representa la razén de cambio (o pendiente) entre dos puntos de la funcién
original; son representados graficamente en la figura 8. En la Figura 9 y 11 se
representa la tabla de valores de la funcién original cuando se tiene un incremento

de X diferente de 1.
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3.3. Graficacion de la pendiente de la secante y de  la pendiente de la tangente

A través de un ejemplo se explica la graficacion de la funcién razén de cambio y de

la funcion derivada.
Grafica de la funcion original fi{x) = x? —2x? —3x - 2

Y

Figura 14
Linea secante, el valor Linea secante, el valor Linea secante, el valor
de su pendiente es de su pendiente es de su pendiente es -
3.4970 1.0878 2.5280
e T i /
{ /
/ \J/ f \J/ / \<
[ctm, e, oBEh o mal ) [nedme ofn. cEES cE el | [Dielm cim. cRER ol sl
Figura 15 Figura 16 Figura 17
Tabla de los diferentes valores de la Grafica a través de puntos de los
pendiente de la linea secante cuando  valores de la tabla de la pendiente de
variamos la X y mantenemos fijo el la linea secante, cada punto de la
incremento de la X gréafica representa (X, pendiente de
la linea secante)
e If i : |
I N
/ - '
| itk e
/\ / j 14 07
/ 10 B9
| =l
! !
: . - e B I gpdfica |z Funcin Deivad
s, el i ol i, e " s CGTL
Figura 18 Figura 19
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Linea tangente, el valor Linea tangente, el valor Linea tangente, el valor
de su pendiente es de su pendiente es - de su pendiente es -
4.6802 0.6970 1.8224

pendiente= pendiente=
4.680280843 - E37065256

|
e |
I A |

pendiente=
-1.82242135

Chmy e, i O e N v R A e Cps i
Figura 20 Figura 21 Figura 22
Tabla de los diferentes valores de la Grafica a través de puntos de los
pendiente de la linea tangente cuando = valores de la tabla de la pendiente de
variamos la X la linea tangente, cada punto de la
gréfica representa (X, pendiente de la
' linea tangente)

Denivada = :‘ :' ‘

| 18072%28 :«

'; WP:E: .:: \[

— = o il

I o || I
/‘\ 25

1462 243 o
1502 2%
152 28
1% 62

v i J/

/ )‘/ [TERT] J { \//
Funcdn [ & cer fa Funcién Dervads

O 6, O O |

Figura 23 ot e ml T
Figura 24

Grafica de la funcion razon de cambio que esta representada por (X, pendiente
de la linea secante) cuando el incremento de la X es 1 vy grafica de la funcidn
derivada que es (X, pendiente de la linea tangente)

ni

Derivada =
11.51266851

-
N GE T

ase

e,

opaedee

ek,

Figura 25

4. Experimentacion

4.1. Escenario de la experimentacion

La experimentacion se practicd con cinco estudiantes de bachillerato durante
doce horas, repartidas en cuatro sesiones como parte de una
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experimentacién piloto Nuafiez (2006). Se trabajé en una sala equipada con
tres computadoras, un pizarron y dos camaras de video. Se formaron tres
equipos de trabajo (dos con dos estudiantes y uno de uno) y cada uno de
ellos trabajé en una computadora con el software desarrollado. En la primera
sesion se dio una instruccién sobre la navegacion en el paquete, para que en
las sesiones siguientes el estudiante navegara libremente los contenidos
permitidos en el software. El instructor se desempefié basicamente como un
observador pero podia intervenir para contestar algunas preguntas cuando le
eran requeridas o para hacer preguntas que propiciaran que los estudiantes
encontraran por si mismos la estrategia correcta.

4.2 La seleccion de los alumnos

Los estudiantes que participaron en estd experimentacion piloto, cursaban el 4
semestre de bachillerato en el “Colegio Novel”, la seleccidon de estudiantes se hizo
de la siguiente manera: tres estudiantes que cursan el bachillerato en el area de
Fisico-matematico y dos del area de Econdmico-Administrativo. Un estudiante con
buen desempefio escolar, dos que tienen regular desempeiio escolar y dos alumnos
con bajo desempefio académico, de acuerdo con las calificaciones reportadas a lo
largo de sus estudios.

5. Analisis de la experimentacion en relacion con |  os contenidos
presentados

El analisis de esta experimentacion se centrard en explicar con base en las
videograbaciones y evidencia escrita, si las ideas de: Incremento de una variable,
razén de cambio, linea secante, linea tangente, funcién razén de cambio y funcion
derivada fueron entendidas por los estudiantes.

5.1. En Incrementos
e Las diferencias con las que ellos venian trabajando, aqui se denotaron como
“incrementos”.

» Observaron que en la grafica se formaban “escaleras” con los incrementos (lado
horizontal incremento de posicion y lado vertical incremento de valor).

» Redefinieron lo que ellos llamaban “la constante”, que en realidad es la razén de

. . IncValor . IncY
cambio dos veces, en el nivellcomo ———— ,yenelnivellllcomo —— .

IncPos IncX
5.2. En razon de cambio
* Ahora redefinen “su constante” como Razon de Cambio y se define como
RC. = IncY _ y,—-y
IncX X —-X%

» Con la anterior formulacion descubren que la Razén de cambio es lo mismo que
la pendiente en una linea recta.

 Las “escaleras” que observaron en incrementos ahora ven que se forman
“triangulos”.
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 Descubren que los “triangulos” estan formados por dos lados (que no
pertenecen a la funcion) que son: los incrementos X (lado horizontal) e
incremento Y (lado vertical).

» Se les pide que observen con cuidado las gréaficas de la funcién y de la razon de
cambio (para las opciones funcion lineal, funcién cuadrética y funcion cubica),
gue las analicen y comenten que es lo que ven y Vanesa responde:

 Entre una y otra tiene un grado menos, es decir si yo saco la derivada, por
ejemplo de X% es 3.x?, de Xx%?es 2 X, y de 4.X es 4.

 Descubren entonces por qué la razén de cambio en una funcion lineal es
constante y en una funcién cuadréatica o cubica no lo es constante.

» Observando las graficas basan esta diferencia en el “recorrido de y” (incremento
de Y), ya que no es igual en todos los “triangulos” que tiene la grafica de la
funcion.

5.3 En tratamiento grafico

* Se les pide que observen la diferencia que hay entre una linea secante y una
linea tangente.

» Karla observa que la linea secante toca dos puntos de la grafica de la funcion
y la linea tangente toca un solo punto de la grafica de la funcion.

» Cindy observa que en una linea secante se forman “triangulos” y en la linea
tangente se forman “cuadrados” (lineas que van a los ejes coordenados y dan
las coordenadas del punto).

e Se pide observar la funcién razén de cambio y la funcién derivada de una
funcidn cubica y que me digan qué diferencia tienen.

* Vanesa responde que las dos son parabolas.

» Cindy complementa, que ademas, una esta recorrida respecto a la otra. Que
una cruza el “origen” (vértice) de la otra.

* Por dltimo todos juntos hacen una conclusion:

» El deslizamiento de una grafica con respecto de la otra se debe al incremento

de X, ya que en la razén de cambio ese incremento es igual a uno (para el
ejercicio que tenemos).

 Ademas, en la funcién derivada este incremento tiende a cero (se les habia
pedido una sesidn anterior que investigaran cual era la definicion de la
derivada de una funcion).

6. Resultados y Conclusién

Dentro del desarrollo de la presente experimentacion se detecté que la idea de
incremento de una variable no es entendida facilmente por los estudiantes, lo cual
dificulta entender la razon de cambio y por supuesto el concepto de derivada. A
través del uso del software y de la intervencion del profesor, la idea de incrementos
de variables fue entendida por los estudiante, asi como lo que es una razon de
cambio y como se va construyendo una funcién derivada.

Se comprob6 que por medio del uso de tablas de valores de funciones es
posible que los estudiantes entiendan el concepto de diferencias e incrementos de
variables, asi mismo el uso de la graficacion de incrementos para delinear la grafica
de la funcién permitira que el estudiante entienda lo que es una razén de cambio.
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Utilizando a su vez la razén de cambio podran construir una nueva funcién y a partir
de ella, los educadores pueden introducir la funcién derivada.
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