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Método alterno para la grafica de funciones polinbm icas
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Resumen

En este articulo proponemos un método para encontrar los extremos y puntos de
inflexién (si existen) de la grafica de una funcién polinémica sin hacer uso de la
derivada, aplicando solamente conceptos de algebra elemental. En el Apéndice se
demuestra un teorema que da soporte al método expuesto.

Abstract

In this paper we propose a method to find the extremes and inflection points (if any)
of the graph of a polynomial function without the use of the derivative of a function,
using only elementary algebra concepts. We prove a theorem in the appendix that
supports the method described

Resumo

Neste trabalho, propomos um método para encontrar os extremos e 0s pontos de
inflexdo (se houver) do grafico de uma funcdo polinomial, sem a utilizacdo do
derivado de uma func¢do, usando apenas os conceitos de &lgebra elementar.
Provamos um teorema no apéndice que suporta o método descrito.

1. Introduccidén

Es conocido por todo estudiante el método elemental de construir la grafica de
una funcion polinomica dada su ecuacion en coordenadas cartesianas, el cual se
realiza dando valores a la variable independiente y obtener el correspondiente valor
de la variable dependiente y luego ubicarlos en el plano cartesiano. Dicho
procedimiento resulta ser muy laborioso. Ahora bien, como lo que se desea es tener
una idea de la forma general de una curva, el célculo diferencial nos suministra
métodos para poder determinar la forma de una curva con muy poco célculo
numerico.

La primera derivada nos da la pendiente de la curva en cualquier punto; la
segunda derivada determina los intervalos dentro los cuales la curva es cOncava
hacia abajo o hacia arriba, y los puntos de inflexidbn que separan estos intervalos; los
puntos donde hay maximo son los puntos altos de la curva, y los puntos donde hay
un minimo son los puntos bajos.

El método que se propone es puramente algebraico, el cual se basa en el
hecho que para que una funcion polinémica, tenga un extremo relativo, esto es, un
maximo o0 un minimo, se debera cumplir que el polinomio tenga dos raices reales e
iguales.

s
U N I@N REVISTA IBEROAMERICANA DE EDUCACION MATEMATICA - JUNIO DE 2012 - NUMERO 30- PAGINA 41



Método alterno para la grafica de funciones polinémicas
José Albeiro Sanchez Cano

2. Método

El teorema siguiente sera crucial para el desarrollo del articulo. Dicho teorema
fue construido precisamente para dar soporte al método expuesto (Método
Algebraico Elemental (MAE)), y sera probado en el apéndice.

Teorema. La gréfica de la funcién polindbmica de grado n,
10 =x"+ax "+ +a, x+a, @

tiene una recta tangente horizontal en el punto (a,k), si y solo si la ecuacion
polindbmica f (x) —k =0 tiene una raiz real de multiplicidad algebraica dos, X=a. En
otras palabras, f(x) -k =0 puede escribirse como

f(x)-k= (x - a)2 P (x) P (a) Z0 (2)
donde P,_,(x) es un polinomio de grado n—2.

Nota 1: Cuando se ha encontrado el valor de x=a (raiz de multiplicidad algebraica
dos) y para tal a se tiene que k=0, esto es, el punto donde esta la recta tangente

horizontal a la gréfica de la funcién polinomio (1) es (a,O), luego lo que se ha

encontrado en este caso es una raiz (doble) del polinomio (1), es decir, se ha
factorizado el polinomio (2) , o sea que para factorizar el polinomio (1) , lo que se

haria seria factorizar el polinomio P,_,(X) que es un polinomio de grado n-2.

Nota 2: Si P,_,(a) =0 entonces el punto (a, f(a)) es un punto de inflexion.

Nota 3: El método MAE, consiste entonces en igualar la funcion f a un parametro
k, k a encontrar, el cual resultara ser el valor extremo (si existe). No tiene nada que

ver con obtener la funcion constante f(x) =k.

Los ejemplos siguientes seran adecuadamente fabricados de forma tal que los
sistemas de ecuaciones para la obtencion de los extremos resultaran relativamente
faciles de resolver, esto es para los polinomios de grado mayor que tres. En general,
tales sistemas de ecuaciones resultan imposibles de resolver en forma exacta. Y en
tales casos se utiliza un método numérico. Debe de quedar claro asi como los
ejercicios o ejemplos de los textos de Calculo Diferencial han sido escogidos para
obtener ecuaciones donde pueda ser factorizado, esos mismos ejemplos y/o
ejercicios funcionan sin problema con este método.

2.1. Método Alternativo para la grafica de funcione s polindbmicas
2.1.1. Método alternativo para la grafica de una fu  ncion cuadratica .
Sea la funcién cuadratica: f(x) = ax® +bx+c

Para la grafica de una ecuacion cuadratica, nos basaremos en el hecho de que
la grafica es concava hacia arriba o hacia abajo (segun el signo de a), luego debera
existir una recta tangente horizontal, sea ésta y = k.

Luego el método funciona como sigue:

Suponer que f(x)-k tiene en x=a una raiz de multiplicidad algebraica dos, esto
es:

=
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c—-k

NI = (x-a)* = x* - 2ax + a? (3)

a a

Igualando coeficientes, se tiene el sistema:

at =% (@
-2a = Z (5)

b
De (5) se tiene: a = Toa Reemplazando en (4), encontramos que el valor de k es

b? - , b b’
k=c-— Luego el vértice de la parabola es (a,k)=| -—,c-— |
4a 2a 4a

2.1.2. Una segunda forma :

Hacemos f(x)=k, esto es, ax’+bx+c=k o0 Dbien, ax2+bx+(c—k)=0 cuyas

~b++/b? -4a(c-k)

. . . b .
soluciones son: x= con raices reales e iguales: x=-—, si

2a 2a
: : b? ; o
b? —4a(c—k) =0, o mejor, despejando k: k = 0—4—. (Obsérvese que el discriminante
a
b2
debera ser mayor o igual a cero, luego el valor de k debera ser k=c-— ).

4a
2

- . b b . .
Luego el vértice de la parabola es (—2—,0—4—) Dependiendo del signo de a, se
a a

sabe hacia donde se abre la parabola.
Ejemplo 1. Realizar la grafica de f(x) = x> =3x+2

Solucion: Se haré este ejemplo de dos formas:
Forma 1. (usando la extension)

Hacemos f(x)=k, esto es, x?-3x+2=k, o bien, x*-3x+(2-k)=0 cuyas

_3+.,/9-42-k)

soluciones son : x= 5
1

9—4(2—k) =0 o bien, despejando k: k =

. . 3 .
con raices reales e iguales: XzE’ Si

Observacion: El discriminante debera ser mayor o igual a cero, luego el valor de k

. 1 - . 31 .
debera ser kzz ). Luego el vértice de la parabola es (E’Zj* y se abre hacia

. 1 .
arriba, pues k > 2 (tener presente que el valor de k, es precisamente el valor de la

variable y, esto es, la extension de la grafica.) En resumen, se tiene una recta
tangente horizontal en el punto 3,%) (ver Figura 1)
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ymx"2-3x+2

f‘\ktvy),//ﬁ 3
7372, -1/4)

Figura 1

Forma 2.

Como lo que se quiere es obtener, en la cuadréatica, raices reales e iguales,
suponemos entonces que la raiz es X=a entonces lo que se hace es igualar lo
siguiente:

x? =3x+2-k=(x-a) =x*-2xa +a?
Igualando los coeficientes se obtiene:
20 =3 (6)
a®=2-k, k<2 (7)
De (6) encontramos que el valor de la abscisa es x = % , que al reemplazar en la
(7) se tiene el valor de la ordenada, esto es,

Luego el vértice es: (y—%)

Cuando se usa esta segunda forma, en general se encuentra el valor extremo,
pero no es concluyente con el tipo de extremo, como en este ejemplo, sabiamos que

la parabola se abria hacia arriba pues el signo del coeficiente de X’ es positivo.

Nota: La segunda forma resulta ser mas efectiva para las funciones cuadraticas,
pues de entrada da las coordenadas del vértice.

Ejemplo 2: Dibujar la gréfica con ecuacién 4y® +8x -6y +25=0

Solucién: Hacemos X = f(y) =k para obtener 4y” -6y + (8k + 25) =0.

. ., . 6+.,36-168k +2
Resolviendo la ecuacion paray, se tiene: y= \/ 86( )

Por un lado se tiene que la ordenada del vértice es y = y , el cual se obtiene al

hacer el discriminante igual a cero: 36—16(8k+25) =0 o bien, k= —:—; y asi que el

- . 91 3 91 . .
vértice de la parabola es (—3—2,2) Puesto que k< TR la parabola se abre hacia
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la izquierda, no hay intercepto con el eje y, pues haciendo k =0, se llega que el
discriminante es —364, el cual es menor que cero (Fig.2).

Y

Figura 2

2.1.3. Método alternativo para la grafica de una fu  ncion cubica
Sea la funcién cubica f(x) = x® +ax® +bx+c

Segun el método, hacemos f(x)-k = (x-a)’P,(x) , con P(a) #0, donde k es el valor
extremo a encontrar (si existe) , para el cual k = f (a).

Para encontrar el punto de inflexion, usamos la ecuacion (4°) del Apéndice,

. a
encontrando que Pl(x):x+2a+a_ Haciendo Pl(a):O para obtener a = 3 con lo

cual el punto de inflexion ocurre en (—g, f[—%D.

Para encontrar el o los puntos criticos (si existe), hacemos f(x) -k = (x-a)*(x- B)

0 bien,
x* +ax? +bx+(c-k) = x* - (B +2a)x +(2a,8+a2)x—a2,8

Igualando coeficientes, se obtiene el sistema a resolver:

B+2a=-a
2a,8+02 =b
—azﬂzc—k

Aplicaremos el método en los siguientes ejemplos.
Ejemplo 3: Graficar las siguientes funciones cubicas

a. f(x)=x-x+1
b. f(x)=x®-4x°

Solucién. a) Sea f(x) = x> - x+1 dada.
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Encontremos el punto de inflexion. Para esto, hacemos P(x)=x+2a. Vemos

L . ., a
facilmente que el punto (O;L) es el punto de inflexion, pues en este caso a = —5 =0.
1., 1
Se puede notar que Py(a) = f (@) :E(Ga) =30 #£0=>a #0.

Ahora buscaremos el (los) punto(s) criticos (si existen). Para ello hacemos f(x) =k ,

esto es, x3—x+(1—k)=0. Como exigimos que las raices sean reales e iguales,
podemos escribir

x* = x+(1-k)=x* - (B+2a)x +(2a,8+a2)x—az,8

Igualando coeficientes, se obtiene el sistema:

B+2a=0 (8)
2af+a’ =-1 (9)
—a’B=1-k (10)

de (8) se tiene B =-2a que al reemplazar en (9) se obtiene «a = 31/1_2k , de aqui que
ﬁz—z{ %J . Ahora reemplazando los valores encontrados de @ y [ en la

., 2 2
ecuacion (10) se encuentra que k=1-—y k=1+—. Estos valores son las

V27 V27

ordenadas de los puntos donde la tangente es horizontal y ocurren precisamente

1 1 .
cuando x=ag =— y X=a=-— respectivamente.

V3 V3

1 1 1 1

Luego en los puntos (—— 1+—j y (—,l——j existen rectas tangentes
J3© 27 J3© 27

horizontales. Se presenta en la siguiente tabla un resumen:

Tabla 1
a k tipo

1 2 maximo
a=——— k=1+—
J3 J27

a=0 k=1 inflexion

1 2 minimo
a=—— k=1-—
J3 V27

Se presenta su grafica en la siguiente figura:
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1.5 /
{%2?)

[ B

A3, 1-1427)

/ -1 1

Figura 3

Solucion. b): Para obtener la grafica de la funcion, hacemos f(x) =k con lo cual:

x® - 4x* -k =0. Como exigimos que las raices sean reales e iguales, al menos dos de
ellas, podemos escribir

x* —ax? -k = x% - (B +20a)x? +(2a,8+a2)x—az,8

Igualando coeficientes, se obtiene el sistema.

B+2a =4 (12)
208 +a =0 (t2)
a’B =k (13)

de (11) se tiene B=4-2a. Reemplazando este valor de 8 en (12) se obtiene:
20(4-2a)+a* =0=a(8-3a)=0

de la Ultima ecuacion se tiene dos casos:

Caso 1 a=0: luego B =4 remplazando estos valores en (13) se tiene k =0. Luego

segln el teorema, f(x) puede ser factorizado como f(x) = x® -4x? = x*(x-4) esto
indica que la gréafica tiene una recta tangente en el punto (00).

Caso 2. a :g: luego B = —g y asi en (13) se tiene k = —%S.Luego en los puntos
(0,0) y (g,—%sj existen rectas tangentes horizontales.

Encontremos ahora el punto de inflexién, para esto usamos lo siguiente:

f(x)-k= (x—a)zPl(x):(x—a)z(x+ 2a+a)
En nuestro caso: x° -4x® —k = (x-a)?P,(x) = (x- @)’ (x + 2a - 4)

Aqui Pl(x) =X+ 2a -4 de donde se tiene:

. L 4
Punto de inflexion: Pl(a)=a+2a—4=3a—4=03a=§

=
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4 64 . . L .
Luego en el punto (5_2_7j esta el punto de inflexion.(ver Figura 4)

Se resume en la siguiente tabla:

Tabla 2
a Kk Tipo

a=0 k=0 maximo

4 64 inflexiéon
a = — = —_

3 27

8 256 minimo
a=— k=-——

3 27

y=8. R.T

—1.2% 1.25 2.5 3.7%

y=x"3-4x"2

/ -ie v=—a56,27 R.1~ (8/3-7256.27)
N
e

Figura 4

3 2

Ejemplo 4: Graficar f(x) =X~ +4x~ +x+1.

Solucion: Segun el método: f(x) -k =x° +4x* +x+1-k =(x-a)*R/(a). Rla)=0,
donde Pl(x) =X+2a +4.

Encontremos el punto de inflexion. Para ello, hacemos Pl(a) =0=a+2a+4=0, o

3 2
. 4 4 4 4 119
bien, a = —ﬂ. Luego f(——} :(——J +4(——J +(——J+1:— con lo que el punto de
3 3 3 3 3 27

. ., 4 119
inflexion es | ——,— |.
3 27

Busquemos ahora, si existen, los puntos criticos.

Para obtener la grafica de la funcion hacemos f(x) =k, con lo cual se obtiene

x3+4x2+x+(1—k)=0. Ahora bien, como exigimos que las raices sean reales e
iguales, podemos escribir

X* +4x2 + x+(1-k) = x* = (B +2a)x* +(2a,8+a2)x—a2,8
Igualando coeficientes, se obtiene el sistema:
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B+2a =4 (14)
2af+a® =1 (15)
a’f=k-1 (16)
de (14) se tiene f=-4-2a .Esto en (15) da una ecuacioén cuadratica en @, las
. ) -4+,13
cuales tiene como raices: a = —
Para a =_4+T\/E: se tiene que B = —%(2+J13) . Reemplazando estos valores en
. 119-26J13 . _4- _
(16) se tiene k :T&/» . Anadlogamente, para a = 47@ . se tiene que
. 119+26V13
B = —%(2 - \/f%) . Reemplazando estos valores en (16) se tiene k ZT&/» .
El resumen se presenta en la siguiente tabla
Tabla 3
a k Tipo
:_4+JE:_2532 k:119+26\/f’>:7’87942 maximo
27
a=-2=-133333 k=122 444074 inflexion
3 27
a=_4+m=—0,1311484 k::|_19—26\/:|__3:0'9354 minimo
3 27
Y su gréfica;

4471333, {119+26133,27) 8

£ (=34 2L

—4/3,119./27)

440133/27, (119-26313)/27)

Figura 5

2.1.4. Método alternativo para la grafica de una fu  ncion cuértica.
Sea la funcién de grado cuatro: f(x) = x* +ax® +bx* +cx+d

Para la grafica de una ecuacion de grado cuatro, utilizamos el mismo
procedimiento para la de grado tres, esto es, suponemos que la grafica de la
ecuacion tiene rectas tangentes horizontales y =k, k a encontrar, si existe.
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Segun el método, hacemos f(x) -k = (x-a)’P,(x) , con B(a) # 0, donde k es el valor
Optimo a encontrar, si existe, para el cual k = f(a).

Para esto hacemos f(x) =k, esto es, x* +ax® +bx* +cx+d =k
0 bien, x* +ax® +bx* +cx+(d —k) =0
exigimos que dos de las raices sean reales e iguales, esto es, podemos escribir:
x* +ax® +bx? +cx+ (d —k) = (x—a)sz(x) =(x-a)*(x- B)(x-y)
al simplificar y reunir términos semejantes, tenemos
x* +ax® +bx? +ox+(d k)
=x* -[(B+y)+2a]x + [a2 +2a(B+y)+ ,B’y]x2 - [0'2 (B+y)+ 2a,6’y]x +a?By
haciendo los siguientes cambios de variables: «=g8+y, n=p0y:
x* +ax® +bx? +cx+(d k)
= x* ~[w+2a]x* + [az + Zcm;+/7]x2 - [aza)+ 20'/7]X+ a’n
igualando coeficientes, se obtiene el sistema resolver:
—[w+ Za] =a
0'2 +2aw+n =b
- a2w+ 2a/7] =cC
02/7 =d-k

Para encontrar los puntos de inflexién de la curva, usamos nuevamente la ecuacion
(4") del Apéndice, esto es,

x* +ax® +bx? +ex+ (d - k) = (x—a)’*P,(x) = (x—a)z(x2 +(2a +a)x+ (30'2 +2aq +b))
de donde Ry(a)=a”+ (20 +a)a +(3a° + 2a0 +b)=3a% +3a0 +b=0
Resolviendo para «a, se obtienen las abscisas de los puntos de inflexién son:

-3a++v9% -1

6
Ejemplo 5: Graficar las siguientes funciones polinémicas de grado cuatro:

a. f(x)=x*-3x
b. f(x)=3x"-4x*> -12x* +5

Solucion. 5 a) Para obtener la gréfica de la funcibn hacemos f(x) =k, con lo cual
obtenemos: x*-3x-k=0
Como exigimos que dos de las raices sean reales e iguales, podemos escribir

x* =3x—k=x*-[(8+y)+2a]x° +la'2 + 25!(,8+y)+,6’ij2 —laz(,B+ y)+2a,6’ny+a'2,By
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Igualando coeficientes, se obtiene el sistema.

~[w+2a]=0 (17)
a’+2aw+n=0 (18)
- [aza)+ 20'/7] =-3 (19)
a’n=-k (20)

de (17) se tiene « =-20 Reemplazandoa =-2a en (18) se obtiene:
a’ +20w+n=0=a’-4a’*+n=0=n=3a"
Reemplazando « =-2a ,y 7=3a* en (19)

a’w+2an=3= az(—Za)+2a(3a2):33a :i/g

9 .
luego n7=3a% = s[i/gJ Reemplazando estos valores en (20) se obtiene el valor de k,

4
3
a saber: k:—az(saz):—sa“ :_{i/;J ~-2.0442606 Luego la recta tangente a la

4
3 3
grafica ocurre en el punto (a, k) = 3\/2 _{:@ L= (0.9085&2.044260)

Para encontrar los puntos de inflexion usamos f(x)-k =(x-a)*P,(x), donde Pz(x)
viene dada por: P(x)=x*+(2a0 +a )x+3a® + 280 +a,.

Con lo cual, se sigue que: P,(a)=0=P,(a)=a® +(2a)a+3a° =6a°0=a =0.
Luego el punto de inflexion es: (0,0).ver gréafica de figura 6:

2

»=x"4-3x

{B.98856, 2.8442602 )

Figura 6
Solucion. 5 b) Para obtener la grafica de la funciébn hacemos f(x) =k:

3x* —4x* -12x +(5-k) =0

=
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Lo primero que se hace es dividir todo por el coeficiente de x4. Como exigimos que
dos de las raices sean reales e iguales, podemos escribir

X =2 -4 +—(5_k) =
3
=x* -[w+2a]x® + [0'2 + 20'(4)+/7]x2 - [a2w+ 2m7]x+ a’n

Igualando coeficientes, se obtiene el sistema:

—[a)+ Za] = —g (21)
a’+2aw+n =-4 (22)
—[a2w+ 20'/7] =0 (23)
a’n = 5-k (24)

3

de (21) se tiene w=

wlhs

-2a . Reemplazandoa en (22) se obtiene:

a2+2aa)+/7=—4:az+2a(g—2aJ+/7=—4:>/7=3a2—20—4
4 , 8
Reemplazando w=§—20/ Yy n=3a —50/—4 en (23):

a’w+2an=0
=X az(ﬂ—2aj+2a(302 —§a—4j =0
3 3
:>12a(a2 —a—z):o
=>a=0 a=-1 a=2
Luego los puntos donde ocurren los extremos son:
» Para a=0: f(O) =5, asi (0,5) es punto critico.
 Para a=-1: f(—l):O , asi (— lO) es punto critico.
. Para a=2: f(2)=-27, asi (2-27) es punto critico.

Nota: observar que una vez que se encuentran los a’s, no habra necesidad de
devolverse para encontrar los k, como en este ejemplo. El valor mas grande de k
sera el valor maximo, y el valor mas pequefo seréa el valor minimo.

Notese ademas que segun el teorema, como k =0, entonces f factoriza como:
3x* - 4x® ~12x% +5= (x+1)(3x? ~10x +5)

Para encontrar los puntos de inflexibn usamos la ecuacion (2):

N _gx3 — 4x2 +@ = (x-a)ZPZ(x): (x—a')z(x2 + (20 +a)x + 302 +2aa+b)
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4
donde a=--, b=-4y Pz(x)=x2+(2a—gjx+3az—2a—4.

por lo tanto Pz(a):ojpz(a):w2_m_4:0:azli:;ﬁ

o 1-7 51) (1++7 80V7+149
Luego los puntos de inflexién son: (T\Fsﬁ—zJ ( f_ O‘/;7 ]

El resumen en la tabla 4 y su grafica en figura figura 7:

Tabla 4
a Kk tipo
a=-1 k=0: minimo
a= 1-47 k=57 —%2 0.478756 inflexién
3

a=0 a=1: maximo
= 1+ ﬁ k = _M =-1335778 inflexién

3 27
a=2 k=-27 Minimo
absoluto

Figura 7
2.1.5. Método alternativo para la grafica de una fu  ncion de grado cinco.

Sea la funcién de grado cinco: f(x) = x> +ax* +bx> +cx® +dx+e

Para encontrar los extremos y los puntos de inflexion de la gréafica, usamos el
mismo principio que en los casos anteriores, esto es, para encontrar los extremos,
suponemos que la grafica tiene rectas tangentes horizontales de la forma:y =k, k a

encontrar, si existe. Para esto hacemos f(x) =k, esto es,
f(x)—k=x+ax* +bx’ +ox® +dx+(e-k)=0

exigimos que dos de las raices sean reales e iguales, esto es, podemos escribir:

x® +ax? +bx® +ox® +dx + (e—k) = (x—a)’(x- B)(x- y)(x-1)
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O bien, al simplificar y reunir términos semejantes
x* +ax* +bx® +ox® +dx+(e-k) =
= =[2a+ (B +y+ 1)t +[a? + 2a(8+ y+ 1)+ (By+ (B + ) -
~lo?(B+y+ 1)+ 2alpy+2(B+ )|+ Byl +|a?[By+ (B + Y+ 20Byrlx - oy
Ya que, en principio, no nos importa encontrar los valores de B,y y r, podemos
hacer el siguiente cambio: w=g+y+r, n=py+ r(,6’+ y), o= pByr
Luego la igualdad anterior queda:
x° +ax* +bx® +ox? +dx+ (e-k) =
= x° - [20 + afx* + [az + Zaa)+/7]x3 - [aza)+ 2an + 5]x2 + [02/7 - 2a5]x -a%o
Luego tenemos que resolver el sistema:
20+a=-a
a®+2aw+n=b
a’w+2an+dJd=-c
a’n+2ad =d
a’s=—(e-k)

Para encontrar los puntos de inflexion de la curva utilizamos su polinomio
correspondiente P,(x) dado por (4°) del Apéndice:

P,(x) = x* + (20 + a)x? + (3a% + 2aa +b)x + (4a® + 3aa? + 20a + )
1 , . - .

ya que se cumple: P,(a)= > f"(a). Veamos como se aplica en los préximos ejemplos
Ejemplo 6: Graficar las siguientes funciones cubicas

a. f(x)=x>-5x>-20x-2

b. f(X)=x"+x+1
Solucion. 6(a) Para encontrar los puntos de inflexion usamos

P,(x) = x* + (20 + a)x? + (30 + 2aa + a)x + (4a° + 3aa® + 2a0 +¢)

donde a=0, b=-5y c=0, conlocual P,(x)=x® +2ax* + (302 ~5)x+ 4a° 10

por lo tanto P3(a) =0= P3(a):10a3 -1 =0=a0=00a-= —E, a:\g_

: . 3 106 -16 3 10W6+16
Luego los puntos de inflexién son: (0,—2), —\ﬁ]f— y \ﬁ—l/»— .
2 8 2 8
Para obtener los puntos criticos de f hacemos f(x) =k:

Como exigimos que dos de las raices sean reales e iguales, podemos escribir

=
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x® =5x* = 20x - (2+k) =

=x° —[20 + afx* + [az - Zaa)+/7]x3 - [aza)+ 2an + cF]x2 - [0'2/7 - Zaé']x -a®o

Donde los valores de «,7 y 6 son como antes. Igualando coeficientes, se obtiene

el sistema.
20+ w=0

a’®+2qw+n=-5
a’w+2an+J=0
a’n+2ad = -20
a’d=2+k

de (25) se tiene @ =-2a que al reemplazar en (26) se obtiene

)
NCLD

2

(
(
(27
(
(

\—/\@/

2
29

\—/\@/

a’+2aw+n=-5=a’-4a° +n=0=>n=3a°-5

Reemplazando a=-2a ,y /7:302 -5 en (27)
a’w+2an+5=0= a*(-2a) +2a(30° -5)+ 5= 0= 5 =100 - 4a°

Reemplazando los valores encontrados de «,/7 y 0, en (28) obtenemos:
a’n +2a6 = -20=> a*(3a® -5)+ 20100 - 40°) = 20

De la dltima ecuacion resulta: a* -3a% -4=0 = (% - 4)a® +1)=0

Por lo tanto se tienen dos puntos criticos, a saber: a=-2y a=2.

a=-2: en 6=10a-4a" produce: 5=10-2)-4(-2)’ =12, reemplazando a=-2y
d=12en (29), se tiene: a’°d=k+2 = k=46 Luego la recta tangente a la gréfica

ocurre en el punto (- 246).

Analogamente, a =2 en d=1Qr-4a’ produce: 6=1002)- 42)*

=-12, reemplazando

a=2y 0=-12 en (29), se tiene: a?5=k+2 = k=-50 Luego la recta tangente a
la gréfica ocurre en el punto (2,—50). En resumen, se presenta la siguiente tabla

Tabla 5
a k tipo
a=-2 k=46 maximo
_ inflexién
a= —\/§ =-1.224745 k = M = 28925
2 8
a=0 k=-2 inflexion
inflexién
a= \/§ =1.224745 k= —]'Ol\/_ﬂs = —-32925
2 8
a=2 k =-50 Minimo
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Como se muestra en la grafica de la figura siguiente.

48

K1BL46-16/8))

28

£ (x)=x"5-5x"3-20x-2

(3,23~ {10106 +16 )8

-—50)

Figura 8

Solucién 6 b) Sea f(x) -k =x®+x+(1-k)
Resolvemos el siguiente sistema donde los valores de «,7 y 0 son como antes.

20 +w=0 (30)
a®+2aw+n=0 (31)
a’w+2an+3=0 (32)
a’n+2a6=1 (33)
a’o=k-1 (34)

de (30) se tiene «=-2a que al reemplazar en (31) se obtiene
a’+20w+n=0=a®-4a°+n=0=n=3a°
Reemplazandoa=-2a ,y n=3a* en (32)
aza)+2m7+5=0:>az(—Za)+2a(3az)+5=O:> 0 =—-4a’
Los valores encontrados de «,77 Y O en la ecuacién (33) produce:
a’n+2a0=-1= a2(3a2)+ 20/(— 403) =1=a’ = —é

Concluimos de la ultima ecuacion, que no existe valor alguno para a. En conclusion
la gréfica de la funcién f(x) = x> +x+1 no tiene tangentes horizontales por lo tanto
no tiene extremos, ver figura 9.

Para encontrar los puntos de inflexion, resolvemos la ecuacion:

P,(x) = x° + (20 +a)x* + (30'2 +2aq + b)x + (40'3 +3aa’ +2ba + c)
Reemplazando a=0, b=0y c=0, se tiene entonces P,(x)=x* +2ax* +3ax + 4a°

Asi P(a)=0=P(a)=100°=0 = @ =0. Luego el tinico punto de inflexion es (03).
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-2 -1 1 2

-1

Figura 9
Conclusion

Hemos presentado un método algebraico muy elemental, el método MAE, el
cual permite facilmente encontrar los extremos de funciones polinébmicas, asi como
también los puntos de inflexién. Este método puede ser ensefiado a nivel de colegio
y universitario.

En los ejemplos donde aparecen funciones polinémicas de grado mayor que
tres, estos fueron adecuadamente fabricados de forma tal que los sistemas de
ecuaciones para la obtencion de los extremos resultaran relativamente faciles de
resolver. En general, tales sistemas de ecuaciones resultan imposibles de resolver
en forma exacta. Y en tales casos se utiliza un método numérico.

Se ha trabajado con polinomios hasta de grado cinco, pero este meétodo
funciona realmente para funciones polinémicas de cualquier grado.
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Apéndice

Demostracion teorema.

Supongamos inicialmente que f(x)-k, f dada por (1), tiene una raiz de
multiplicidad algebraica dos en x=a, esto es

f(x)-k= (x—a')2 Pn_z(x), pn_z(a);t 0, n>2,

Luego derivando a ambos lados de la igualdad, se tiene
(9 = 2(x-a)P,_, (x) + (x-a)°P,_, (%),
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que al evaluar en x=a, obtenemos f'(a):O. Veamos que efectivamente x=a es
un extremo.
En efecto, derivando nuevamente, obtenemos

£/ = 2P, (x)+ 2x - )R, (x)+ 2Ax - a)P, (x) + (x - a)
= (x-a)* P, () + 4(x- @)y, () + 2P, (x)

n

2

Pr,(x)

Al evaluar en x=a, se obtiene: f"(a)=2P,_,(a)# 0
La dltima condicion indica que f efectivamente tiene un extremoen x=a
Reciprocamente, veamos que f(x)-k tiene unaraiz doble en x=a, con f(a)=k.
En efecto,

f(x)—k= (x“ +ax" "+ +a, X" +a, X+ an)— (a“ +aa" +--+a _,a’+a _a+ an)
Reorganizando se tiene,

t)-k=(x"-a")+a(x" —a")++a,,(x* -a?)+a,,(x-a))

Realizando las factorizaciones y sacando factor comin x-a:

f(x) -k

_(Xn—l ™2 4 g2y +m+an—2x+an—1)+a1(xn—2 + a3 +"-+0’n_3x+a”'2)_

+a2(Xn_3 ™+ @S 4. +an—4x+an—3)

=(x-a)
+a2(xn—3 o™ + g 2x"S 4 +an—4x+an—3)

2 2
--+---an_3(x +ax+a )+an_2(x+c7/)+an_1 ]

Simplificando en términos de x, se tiene:
f(x) -k

X"+ (o +a, )x"? + (a2 +a,a+ az)x”"3 + (a3 +aa’ +a,a+ ag)x“'4 +ee

n—4

- (x-a) o vaa e o w)

n-3

+ (a,n_l + ala,n—Z taa et a‘n—zal) ta,

Ya que por hipotesis se tiene que f tiene un punto critico en x=a ,esto
es, f'(a)=0, o bien
f@)=0 = na"*+(n-1)ax"?+(n-2)a,a"*+.--+2a ,a+a,, =0
De la ultima expresion, despejamos a,_, para tener:
a1 =-na" - (n-1)ax"? -(n-2)a,a"® - -2a,_,a

Reemplazando a,_, en (1) y sumado con los términos independientes se obtiene

f(x)-k=

X"+ (o +a, )x"? + (0'2 +aa+a, )x”"3 + (a3 +aa’ +a,a+ a3)x”'4 +oe

3

(x-a) -+ (a'“‘2 +aa " +aa" ++ an_z)x+ (a“‘l +aa" +a,a" ++ an_za)

—na"* - (n-1)a,a"? - (n-2)a,a"* -~ 2a_,a
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Simplificando,

f(x) -k
X"+ (o +a )x"? + (a2 +aa+ az)x”_3 + (0'3 +a,a° +a,a+ ag)x“_4 +ee
- (x-a) RS U T @)
~(n-2)a"* -(h-2)a,a"? -(n-3)a,@"*-----2a_,a%* -a_,a

Debera observarse que en (2°) aparecen (n-1) términos de "™, el cual debera ser
repartido (n-1) veces, también aparecen (n-2) términos de a"?, el cual deberd ser
repartido (n-2) veces, y asi sucesivamente, hasta llegar a un solo término de a.Se
hace todo esto con el fin de que vayan apareciendo expresiones de la forma x* - a*.
Resumiendo lo anterior, la expresion (2°) toma la forma:
_(Xn—l _an—1)+ (Xn—2 _an—z)(a + a1)+ (Xn—3 _an—3)(a2 +a,a + 3.2)"'_
oY+ s s va)s
n-5 n-5 4 3 2

X -a a +a,a +ta,a ta,ata,|t---

f(x)-k=(x-a) ( , X ' 2 oa+a) (3)

n-5
teeet a,_,a + an—3)+

n-4

---+(X2 _az)(an-s +aian-4 ra,a

(X B a’)(a'n_2 + aian_3 ta,a teeta ot a-n—z)

Donde finalmente, se tiene que (3") se puede escribir en la forma:
f(x)-k=(x-a)P,_,(x)
donde
P, (x) = x"2 + (20 +a,)x"2 + (3% + 28,0 +a, )x"* + (4a° + 3a,a% + 23,0 +a, X"
+ (Sa4 +4a,0° +3a,a® +2a,0 + a4)x“'6 +oo
+(n-2)a™ +(n-3)aa™" +(n-4)a,a™ +-+3a, a7 +2a,_,a +a, ,)x
+(n-12)a"?+(n-2aa"?+(n-3)a,a"* +.--+3a _,a’+2a_.a+a_,.

Debera notarse que precisamente, P,_,(a) :% f"(a)# 0.
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