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Resumo

Nesse trabalho apresenta-se uma analise da evolu¢cdo do ensino da nocao de
sistemas de duas equacdes e duas incognitas para estudantes com idades entre 13 e
14 anos, da escola basica no Brasil, utilizando como referencial tedrico central a
abordagem de Bosch e Chevallard (1999) e como referencial teérico de apoio a nogéo
de “topos” de Chevallard e Grenier (1997). Finalmente, fazem-se algumas
consideracdes sobre os resultados encontrados, indicando transformagdes ocorridas
no periodo considerado..

Abstract

This work presents an analysis of developments in teaching the concept of systems of
two equations and two unknowns for students aged between 13 and 14 years, basic
education in Brazil, using as its main theoretical reference-point the approach adopted
by Bosch and Chevallard (1999) and as a supporting theoretical reference-point the
notion of "topos" of Chevallard and Grenier (1997). Finally, there are some
considerations about the results, indicating changes occurred over the period.

Resumen

Este articulo presenta un andlisis de la evolucién de la ensefianza del concepto de
sistemas de dos ecuaciones y dos incégnitas para estudiantes de edades
comprendidas entre los 13 y los 14 afos, de educaciéon primaria en Brasil, utilizando
como una aproximacion teorica central a Bosch y Chevallard (1999) y como soporte
tedrico a la nocién de "topos" de Chevallard y Grenier (1997). Por ultimo, hay algunas
consideraciones acerca de los resultados, lo que indica cambios ocurridos durantes el
periodo.

1. Introducéao

A nocdo de sistemas de equacdes lineares € uma ferramenta matematica
importante tanto para os estudantes do ensino fundamental e secundario como para
os do ensino superior, pois além de permitir a modelagem de diversas situacdes
matematicas das outras ciéncias e do cotidiano, ela também possibilita a articulacao
com outras nog¢des mateméaticas, em diferentes niveis de ensino. Pode-se citar
como exemplo, sua aplicacdo em questdes da engenharia, de algebra linear e de
equacdes diferenciais.

Certamente, as situacOes-problema que podem ser exploradas nesses
contextos ndo se reduzem a apenas sistemas lineares — outras no¢des matematicas
estdo em jogo em sua resolucdo — mas, a escolha desses contextos esta
relacionada ao fato de que eles permitem uma introdugédo da nocao de sistemas
lineares que propicia a discussdo das solucdes e favorece também a discussao de
outras aplicacOes dessa nogéo.
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Sendo assim, este artigo tem por objetivo melhor compreender as escolhas
institucionais nos ultimos 50 anos, para o tratamento dessa nocdo com estudantes
brasileiros entre 13 e 14 anos, a fim de verificar como suas diferentes possibilidades
sao exploradas nessa etapa da escolaridade.

Dessa forma, estuda-se neste trabalho, a relacdo institucional esperada,
levando-se em conta as orientagbes apresentadas nos documentos oficiais:
Parametros Curriculares Nacionais (1998), Proposta Curricular do Estado de Sao
Paulo (1991) e Nova Proposta Curricular do Estado de S&o Paulo (2008), a relacao
institucional existente em diferentes décadas, via livros didaticos referentes a essas
épocas. Ou seja, o estudo aqui proposto tenta compreender a ecologia das
diferentes tarefas e técnicas encontradas nas diferentes décadas. Inicia-se, assim,
este estudo, a partir do seguinte questionamento:

« Como se aborda a nocédo de sistema de duas equacdes lineares e duas
incégnitas nas diferentes décadas?

* Quais sdo o0s ostensivos e nao ostensivos em jogo nhas diferentes
abordagens, conforme definicdo de Bosch e Chevallard (1999)?

Na tentativa de responder as questdes acima, realizamos um estudo
bibliografico e localizamos algumas pesquisas sobre as nocbes de equacbes e
inequagdes, mas ndo encontramos trabalhos especificos sobre sistemas de
equacdes lineares, em particular, sobre os sistemas de duas equac¢cdes com duas
incognitas, o que aumentou 0 NnOSSO interesse por desenvolver uma pesquisa
especifica sobre essa nocdo matematica.

2. Referencial teorico da pesquisa

O estudo bibliografico conduziu-nos a abordagem antropoldgica de Bosch e
Chevallard (1999) como referencial tedrico central para a andlise das relacbes
institucionais esperadas e existentes no ensino da no¢ao de sistemas de duas
equacdes lineares e duas incognitas para estudantes brasileiros entre 13 e 14 anos.
Dedicamo-nos, em particular, ao exame dos ostensivos (qualquer objeto material,
principalmente os objetos materiais particulares como os sons, os grafismos e 0s
gestos) e ndo ostensivos (objetos que, como as idéias, as intuicdes ou 0s conceitos,
existem institucionalmente) privilegiados, nas diferentes décadas para o ensino
dessa nocao matemaética.

Assim, ao desenvolver este estudo, propusemo-nos a identificar os diferentes
tipos de tarefas propostas nas diferentes décadas, as técnicas privilegiadas,
destacando as que podem ser utilizadas para justificar o trabalho matematico, ou
seja, o discurso tecnoldgico empregado para auxiliar o estudante a desenvolver as
diferentes tarefas que lhe séo propostas.

Para compreender melhor que papéis o professor e o estudante devem
desempenhar no processo de ensino e aprendizagem, baseamos nosso estudo na
noc¢éao de “topos” introduzida por Chevallard e Grenier (1997), que permite analisar o
gue se espera do professor e do estudante, tanto em relacdo aos conhecimentos
prévios necessarios quando se introduz um novo conceito matematico, como em
relacdo as atividades e atitudes necessarias para que se desenvolva o trabalho
matematico em jogo nas tarefas que competem a cada um deles.
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3. Metodologia da pesquisa

A pesquisa foi iniciada com um estudo bibliografico das pesquisas existentes
sobre a nocdo de equacdes, inequacdes e sistemas de equacdes lineares para a
escola basica no Brasil e dos trabalhos relacionados ao referencial tedrico
escolhido. Na sequéncia foram levantadas as sugestbes dos documentos oficiais
para o tratamento da nocdo de sistemas de duas equacdes lineares e duas
incognitas ressaltando os papéis do professor e do estudante e um conjunto de
tarefas que possibilitam o tratamento proposto por esses documentos

Finalmente, construimos uma grade de analise para examinar as regularidades
e diferencas existentes nas abordagens da nocédo de sistemas de duas equacdes
lineares e duas incOgnitas apresentadas em oito livros didaticos, publicados e
adotados nas décadas escolhidas. Para os livros anteriores ao ano 2000 utilizamos
as obras fornecidas por colegas que as preservaram e tentamos verificar as
evolugcbes de um mesmo autor quando possivel. As trés obras mais recentes foram
escolhidas por terem sido avaliadas pelo Programa Nacional do Livro Didatico —
PNLD, conforme figura 1 abaixo.

Figura 1: Os livros analisados

Livro — Autores Ano Século PNLD
1° Matemética e Realidade. lezzi et al. 2005 XXI 2008
2° A conquista da Matemética. Castrucci et al. 2002 XXI 2005
3° Matematica e Realidade. lezzi et al. 2000 XXI 2006
4° Matemética Scipione. Di Pierro Netto 1999 XX
5° Matematica Conceitos Operacdes. Di Pierro Netto 1982 XX
6° Matematica na Escola Renovada. Di Pierro Netto 1971 XX
7° Matematica Curso Moderno. Sangiorgi 1966 XX
8° Curso de Algebra. De Farias 1959 XX

Apresentamos a grade de analise construida para identificar as tarefas e as
variaveis das tarefas privilegiadas nas diferentes épocas.

3.1. A grade de analise

A grade serve de instrumento para estudar 0os ostensivos e ndo ostensivos
possiveis na introducdo da nocdo de sistemas de duas equacdes lineares e duas
incognitas, destacando: As tarefas associadas a essa nocao, (em geral, utilizadas
no trabalho com alunos entre 13 e 14 anos) e as variaveis dessas tarefas, com
énfase para os ostensivos e ndo ostensivos possiveis para a sua solucao.

Distinguimos as seguintes tarefas em fungao da situagéo que elas privilegiam:

- situacdo matemaética algébrica transformada em um contexto cotidiano;

- sistemas de equacdes lineares algébricos explicitos, indicando, ou ndo, o método a
ser aplicado;

- articulagcdo entre a nocao de sistema de duas equacdes lineares e duas incognitas e
a nocéo de retas no plano IR?;

- situagcdo envolvendo a articulacdo de diferentes nocbes mateméaticas e que exige a
passagem de um ostensivo representado em lingua natural para os ostensivos
tabela e representacdo algébrica de equacdes lineares e sistemas de equacbes
lineares.
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Para as variaveis das tarefas, considerando a tarefa: “Estudo grafico das
possibilidades de solugdo de um sistema de duas equacdes e duas incognitas”,
distinguimos as seguintes variaveis:

- O'tipo de situacdo dada no enunciado da tarefa;

- Os néo ostensivos possiveis para o seu desenvolvimento, colocando em evidéncia
aqueles que devem fazer parte dos “topos” do aluno e/ou do professor;

- Os ostensivos possiveis para o desenvolvimento das tarefas.

Escolhemos apresentar nesse artigo os resultados da obra de Scipione Di
Pierro Neto, na sequéncia denominado apenas Scipione, pois se trata do Unico
autor que foi possivel analisar trés décadas seguidas.

4. A andlise dos livros didaticos

Para a andlise dos livros didaticos selecionados, levamos em conta a
relevancia atribuida, por cada um dos autores, a nocao de sistemas de equacgdes
lineares, em relacdo as outras noc¢des introduzidas na mesma seérie. Esse trabalho
foi apresentado por meio de um organograma segundo modelo proposto por
Tavignot (1991) seguido de comentarios, conforme o exemplo abaixo para o livro de
Scipione (1999).

-Nogdo de nimeros naturais

Conjuntos Numéricos Introduzir » -Nocdo de nimeros inteiros relativos

-Nogdo de numeros racionais (representagdo
fracionaria, decimal exata, dizima periddica)
-Nogdo de nimero real por meio de sua representagao
na reta numeérica pela seqiiéncia: nimeros inteiros,
numeros racionais ndo inteiros, nimeros irracionais.

Introduzir -Valor absoluto e relacio de ordem.

A 4

Ap

Expressdes Algébricas -Expressdes algébricas
e Polinémios -Valor numérico de uma expressao algébrica
- -Polindmios
icar o A
| -Operagdes com polindGmios.
Introduzir
. -Representacdo algébrica e geométrica (area)
Produtos Notdveis e ~ . s
- Definir -Representacdo algébrica e geometria (area)
Fatoracao
-Equagdo fracionaria.
defini »| -Equacdes literais
Equacdes e Inequacdes efinir -Inequagdes do 12 grau
Introduzir
-plano cartesiano IRXIR.
- Sistemas do 12 grau.
Sistemas de equagdes do Definir e > -Problemas do 12 grau.
12 grau > construir -Sistema equagdes fracionaria.

Figura 2: Organograma da obra de Scipione (1999)
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Em seguida, procuramos identificar o papel do professor e do estudante, com
base na nocéo de “topos”, introduzida por Chevallard e Grenier (1997), a saber:

Para a andlise da parte que corresponde ao trabalho do professor,
examinamos a introducgédo tedrica da nocdo de sistemas de equacgdes lineares e 0s
exercicios resolvidos (“topos” do professor).

Para a analise da parte que corresponde ao trabalho do estudante,
examinamos 0s exercicios propostos (“topos” do aluno).

4.1. Exemplo da andlise de um livro: Andlise do liv  ro didatico de Scipione
(1999)

Antes de introduzir a nogédo de sistemas de duas equacdes lineares e duas
incognitas, o autor retoma e/ou desenvolve nocgdes de conjuntos numericos,
expressOes algébricas e polinbmios, produtos notaveis e fatoracdo, equacdes e
inequagdes, articulando novos conhecimentos com aqueles construidos
anteriormente. Utilizando um discurso tecnolégico para justificar essa articulagcéo, o
autor propde exemplos de aplicagdo da Matematica em situagcdes contextualizadas
e, quando possivel, mostra como uma nocéo se desenvolveu historicamente. Dessa
forma, o autor segue as indicagbes da Proposta do Estado de Sao Paulo (1988) e
dos Parametros Curriculares Nacionais (1998).

Para o caso especifico da no¢do de sistemas de duas equacdes lineares e
duas incognitas o autor propde o estudo algébrico das possibilidades de solucao do
sistema, por meio da representacdo geométrica das retas que correspondem a cada
equacao no sistema cartesiano ortogonal. Com relacdo as tarefas propostas aos
estudantes, verificou-se que as quatro atividades que envolvem sistemas lineares
privilegiam a abordagem algébrica.

5. Resultados da anélise

Verifica-se que, em geral, as tarefas apresentadas nao exigem o calculo literal
(regras e leis que permitem a aplicagdo da técnica) podendo ser resolvidas apenas
por meio do calculo numérico, isto é, utilizando o célculo mental, o que
denominamos ponto de vista das tentativas, como mostra o seguinte exemplo.

Um menino quer cortar um pedaco de barbante com 30 cm de comprimento
em duas partes, de forma que uma dessas partes meca o dobro da outra. Quanto
devera medir cada parte? (S&o Paulo, p.130, 1991).

parte 1 parte 2 |soma |total de barbante

2 4 2+4 6cm
5 10 5+10 15cm
10 20 10+20 30cm

Figura 3: Ponto de vista das tentativas

As tarefas “situacdo matematica transformada em um contexto cotidiano”,
“sistemas de equacdes lineares algébricos explicitos pedindo ou ndo o método a ser
aplicado”, “estudo grafico das possibilidades de solucdo de um sistema de duas
equacOes e duas incognitas” correspondem a apenas 39% do total das tarefas
propostas aos estudantes. Dessas tarefas, 34% sao tarefas de aplicacdo de um
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método de solucdo de sistemas, ou seja, se destinam ao desenvolvimento de
técnicas de solugdo de sistemas.

A tarefa “situacdo matematica algébrica transformada em um contexto do
cotidiano” exige que os estudantes dominem nocdes de equacdes e sistemas de
duas equacdes lineares e duas incognitas. Em nossa analise, verificamos que esse
tipo de atividade corresponde a apenas 4% do trabalho proposto aos estudantes, o
gue pode dificultar a possibilidade de aplicacdo desse conhecimento em outros
contextos, no futuro.

A evolucéo do ensino da nocéo de sistemas de duas equacdes lineares e duas
incognitas esta associada as sugestdes de novas abordagens contidas na Proposta
Curricular do Estado de S&o Paulo (1991), nos Parametros Curriculares Nacionais
(1998) e na Nova Proposta Curricular do Estado de Sao Paulo (2008) em virtude do
grande numero de possibilidades de aplicagdo de nog¢des e procedimentos relativos
aos sistemas lineares. Embora ndo esteja explicito, esses documentos sugerem que
€ necessario um discurso tecnolégico para justificar as técnicas utilizadas, sem que,
para isso, recorra-se a teoria que justifica essas técnicas, ou seja, as estruturas
algébricas.

Em relacédo ao questionamento inicial, foi possivel observar que para o ensino
da nocéo de sistemas de equacdes lineares para estudantes com idades entre 13 e
14 anos, a abordagem proposta, tanto na Proposta Curricular do Estado de Sao
Paulo (1991) como nos Parametros Curriculares Nacionais (1998), esta associada a
solucéo de situacdes-problema do cotidiano e para um tipo de sistema mais restrito,
isto é, o sistema de duas equac¢des e duas incognitas.

Verificou-se que nos livros didaticos existe um numero reduzido de tarefas que
permitem a introducdo da nocdo de sistemas de duas equacgOes lineares e duas
incognitas e as escolhas variam em funcdo dos ostensivos e ndo ostensivos que
Ihes sdo associados.

Além disso, com o auxilio da grade de analise e pelo exame dos livros
didaticos escolhidos apresentados na figura 3 abaixo, foi possivel observar que nas
obras atuais considera-se a nocao de equacdo do 1° grau, como conhecimento ja
construido, quando se introduz a nogdo de sistemas de duas equacdes lineares e
duas incognitas. Essa escolha pode justificar o fato de ndo se utilizar no processo
de ensino e aprendizagem da nocdo de sistemas de duas equacOes e duas
incognitas o ponto de vista das tentativas ou o calculo mental mesmo quando esse €
possivel. Existe também a preocupacdo dos autores das trés obras recentes,
apresentados na figura 1 acima, em articular os quadros numeérico, geométrico e
algébrico, mesmo quando as noc¢des sao introduzidas por meio dos ostensivos que
as representam, o que exige a utilizacdo de um discurso tecnolégico para justificar
as passagens de uma representacdo a outra, ou a aplicagdo de conhecimentos
prévios, no desenvolvimento das tarefas propostas.

Consideramos que as escolhas estdo associadas aos “topos” do professor e
do estudante, uma vez que variam em funcéo do tipo e da quantidade de tarefas
que ficam a cargo de cada um deles. Dessa forma, parece que nas obras atuais
analisadas existe a preocupacao de se levar em conta os quatro tipos de tarefas
consideradas nesta pesquisa.
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6. Conclusao

E possivel observar que houve um avango na abordagem sugerida nos livros
didaticos, no que se refere a construcdo da nocdo de sistemas de equacodes
lineares, quando a énfase é dada aos sistemas de duas equacdes lineares e duas
incognitas, pois esse ensino ndo se limita apenas ao carater ferramenta para a
solucdo de tarefas da propria Matematica, de outras ciéncias ou do cotidiano. Ou
seja, seu carater objeto também € destacado pela exploracdo e discussdo das
possiveis solugbes dos sistemas, tanto algébrica quanto geometricamente.

Observa-se ainda que entre as décadas analisadas, houve um momento
(década de 50) em que se estudavam os sistemas de equacdes lineares de m
equacdes e n incognitas, mas o nivel privilegiado era apenas o nivel técnico. Essa
época é seguida por uma abordagem na qual se privilegia o objeto matematico e
ndo se consideram as situacbes de aplicagdo do conhecimento em jogo —
abordagem caracteristica da época da Matematica Moderna (década 60).

Pode-se dizer que a partir da década de 70, aqui analisada por meio do livro
didatico de Scipione (1971) inicia-se uma articulacao entre o carater ferramenta e o
carater objeto dos sistemas de duas equagfes e duas incégnitas, que vem sendo
empregada até o presente.

E importante observar que essa articulagéo é feita por meio de uma mudanca
entre os quadros algébrico e geométrico, ndo exigindo um trabalho fundamentado
nas estruturas de grupo aditivo, multiplicativo, abeliano, anel e corpo, como se
propunha na época da Matematica Moderna.
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