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Ideas para Ensefar

Estudio discreto del movimiento Browniano: Memorias de una
hormiga caminante

Gamaliel Salomén Cerda Morales

Resumen

Descubrir nuevas sucesiones matematicas no parece un trabajo sencillo, y menos
aun, orientar su ensefianza y aprendizaje en la educacion formal. Este documento
muestra como la técnica de ensayo y error, permite generar recurrencias lineales
novedosas, entre ellas, una nueva secuencia generalizada de Fibonacci, visualizada
a través de la resolucion de un problema clasico de paseos al azar.

Abstract

Discover new mathematical sequences seems not an easy job, let alone direct their
teaching and learning in formal education. This paper shows how the technique of
trial and error, permit generate novel linear recurrences, including a new generalized
Fibonacci sequence, viewed through solving a classic problem of random walks.

Resumo

Descobrir novo sequéncia matematica nhdo parece uma tarefa facil, muito menos seu
ensino e aprendizagem na educacéo formal. Este artigo mostra como a técnica de
tentativa e erro, gera novas recorréncias lineares, incluindo uma nova sequéncia de
Fibonacci generalizada, visto através da resolucdo de um problema classico de
passeios aleatorios.

1. Introduccioén

En 1827 el bidlogo inglés, Robert Brown, noté algo que lo dejé perplejo, los
granos de polen que estaban en una suspension acuosa bajo el lente de su
microscopio bailaban en todas direcciones, siguiendo caminos zigzagueantes.
Probd, para ver, con otros granos de polen, que habian estado almacenando
durante un siglo, y constaté que bailaban de la misma forma.

El primero que logré adelantar una buena explicacion del baile de los granos de
polen, que paso a llamarse desde entonces movimiento Browniano, fue Desaulx en
1877, quien dijo: "Este fendmeno es simplemente un resultado de la agitacion
térmica de las moléculas de agua". Efectivamente, cada particula en suspension en
una solucion acuosa, que no estd tan quieta como parece, es bombardeada
aleatoriamente, sin cesar, desde todos lados por las moléculas de agua. Si la
particula es suficientemente pequefia, estos impactos la propulsardn en una
direccién, y en seguida en otra, en forma erratica e imprevisible. Estos pequefios y
aleatorios saltos generan entonces el movimiento browniano.
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La primera teoria matematica del movimiento browniano fue propuesta por
Albert Einstein en 1905. Por este trabajo, recibio el premio Nobel de Fisica. Hoy en
dia, las aplicaciones de los modelos matematicos del movimiento browniano son
ubicuas, por ejemplo, en el tratamiento de imagenes meédicas, robdtica, economia,
construcciones fractales, simulaciones graficas, ecologia, propagacion de aerosoles,
etc. Matematicamente, podemos mirar el movimiento browniano como un paseo al
azar en que la particula paseante da en cualquier instante un salto de direccion y
magnitud arbitraria.

En este documento, estudiaremos por ensayo y error, un analogo discreto de
este tipo de movimientos, en que nuestra particula da saltos de la misma magnitud a
sitios prescritos de su espacio ambiente. En particular, consideraremos el caso de
un espacio con solo cuatro sitios, y veremos que incluso este fenbmeno matematico
permite modelar sistemas interesantes de la vida cotidiana.

2. Diferentes visiones de un problema probabilistic o

Es comudn en la ensefianza de las matematicas, introducir el analisis y célculo
de probabilidades con la consigna de paseos al azar, es decir, interesandose en el
devenir de un ser u objeto que se pasea al azar por algun espacio o estructura.

Un ejemplo imaginable de paseo al azar es el siguiente, que proponemos como
un médulo de trabajo dirigido al estudiante de ensefianza secundaria (15-16 afios):

Una hormiga se pasea alegremente por los vértices de un tetraedro
regular (ver figura 1), caminando cada vez desde un vértice a cualquiera
de los otros tres, con igual probabilidad.

D

B (e}
Figura 1. Grafo planar del tetraedro regular.

Interrogante:

Si la hormiga reside inicialmente en el vértice A del tetraedro, ¢Dénde
estara después de su primera caminata, segunda caminata, tercera
caminata,..., n-ésima caminata?

¢ A qué vértice(s) conviene apostar con el tiempo?

Podemos resolver la probleméatica desde un punto de vista determinista, imaginemos
gue en lugar de la hormiga caminante y aleatoria, nos encontramos con la siguiente
situacion, en la que no vemos azar, sino que un futuro totalmente determinado. Una
particula, de masa 1, se encuentra en el vértice A del tetraedro (figura 1), y de
pronto, se fisiona en tres partes iguales, que van a parar, cada una, a uno de los
otros tres vértices. En seguida, cada tercio de particula sufre el mismo destino,
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dividiéndose en tres partes, que van a aterrizar a los otros tres lugares, y asi
sucesivamente. Este proceso de fision continta indefinidamente. ¢Cual es la
reparticion de masa que se va produciendo en los vértices del tetraedro, instante tras
instante. ¢ Qué ocurre a la larga con la fision de masa?

¢ Ves alguna similitud entre los dos problemas? Podrias haber pensado que como la
hormiga no sabe a cual de los otros tres vértices caminar, se divide en tres, de modo
gue cada tercio de hormiga va a cada uno de los vértices restantes. Notar que las
fracciones de hormiga, o de particula, que van quedando en los distintos vértices te
dan exactamente las probabilidades de presencia de la hormiga en dichos vértices.
¢ Estaras de acuerdo entonces que el hecho de visualizar un tercio de hormiga en un
vértice equivale a observar muchas veces la pulga, después de una caminata,
aproximadamente un tercio de las veces en ese vértice?

3. Una solucién por ensayo y error
3.1. Conjeturas a priori en el camino de la hormiga

Si etiquetamos los vértices del tetraedro como indica la figura 1, y sabemos que
inicialmente la hormiga reside en el vértice A, podemos indicar a simple vista la
probabilidad de encontrarnos con la hormiga en los vértices del tetraedro, analizando
sus primeras caminatas. Notar que la probabilidad de encontrarnos con la hormiga
en los vértices B, C y D es la misma. Lo anterior, se describe en la tabla 1, donde
IP(X) denota la probabilidad de encontrar a la hormiga en el vértice X, y X recorre los
vértices A, B, C y D del tetraedro.

Tabla 1. Probabilidades en las primeras caminatas d e la hormiga
Caminata IP(A) IP(B) IP(C) IP(D)
0 1/1 0/1 0/1 0/1
1 0/3 1/3 1/3 1/3
2 3/9 2/9 2/9 2/9
3 6/27 7127 7127 7127
4 21/81 20/81 20/81 20/81
5 60/243 61/243 61/243 61/243

Numéricamente, la probabilidad de encontrar a la hormiga en los vértices del
tetraedro tienden a equipararse, acercandose cada vez mas al valor 0,25 ¢Cdmo
podemos comprobar matematicamente esta aseveracion?

Algo aqui podemos advertir, la suma total de las cuatro probabilidades es 1,
esto se podria llamar “ley de conservacion de la hormiga”. Un ejemplo concreto, la
probabilidad de estar en el vértice B:

Tabla 2. Probabilidades de estar en el vértice B.

Caminata 0 1 2 3 4 5
IP(B) 0 1/3 | 2/9 | 7/27 | 20/81 |61/243

Segun tabla 2, el denominador es una potencia n-ésima de 3, y el numerador,
un término de la secuencia (0, 1, 2, 7, 20, 61,...). Verifiguemos que los términos de
la secuencia anterior, forman exactamente una sucesion recursiva.

Si lo anterior es cierto, al cabo de su n-ésima caminata, podemos comprobar
con exactitud la probabilidad de encontrar a la hormiga en el vértice B, y los términos
de la secuencia en funcion del estado anterior. Entonces,
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1=30+1
2=31-1
7=3R2+1;=b, =3b _,+(-)"™,n=1 (1)
20=3[[T-1

donde b, denota el término n-ésimo. Miremos algebraicamente lo anterior:
b, =1=3"
b, =30, -1=3-1=3*1-[3%7]
b, =3(3b, —1) +1=3?b, -3+1= (3" +3*%) -[3*?]
b, =3(3°b, -3+1) -1=3%h, - 3% +3-1=(3** +3"%) -[3*2 +3"]
b, =3(3°b, -3 +3-1) +1=3"'b, -F +3F -3+1=(3F" +3° +3°) -[F* +3]

La secuencia b, depende de la paridad de n. Si n es par, el término n-ésimo es

descrito por:
b, :( an'kj{ 23“*}. (2)
k=1,3,...,n-1 k=2,4,...n

A partir de este resultado inicial, calcular la probabilidad de que la hormiga se ubique
en el vértice B, sigue siendo una formula matematicamente aceptable desde un

punto de vista exploratorio. Primero, dividamos el término n-ésimo de b, por 3":
-2 {20
3 =E\3 k=2am..n\ 3

Al primer sumando, restamos los numeros de exponente par agrupados dos veces.
Considerando en el segundo sumando, el cambio de variable k =2t. Por la simple
factorizacién del exponente, obtenemos:

n(1 k ni2/q t 1 1 n
PB)=>|Z| -2 | =] |=5|1-] 2] |- 3
@=3(3) 486 |- @
El caso impar es analogo, y se resuelve de la misma manera. En ambos, la

probabilidad de estar en los vértices B, C y D esta dada por 1[1_(;]n}
4

De esto, la probabilidad de encontrar a la hormiga en el vértice A, esta dado por:
3 10" _1 1\
IP(A) =1-3IP(B) =1->|1-| = | [==>|1+3 = | | 4
(A) (B) 4[ (3” 4[+3(3U (4)

Sobre la problematica del juicio final, existe una relacion poco estudiada en la
escolaridad, reflejo del concepto de limite sobre la sucesion obtenida, y cuyo valor
representa una respuesta consistente a la memoria de nuestra hormiga. Esto es,
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deducir que la probabilidad de estar en el vértice B, C o D, tiene valor 1/4, cuando n
tiende a infinito. Aparentemente, desde un punto de vista practico, la respuesta es
poco sugerente, sin embargo, en el ambito determinista, no tiene discusién, pues la
distribucion de una particula de masa 1, con el tiempo tiende a equiparse en los
vértices del grafo planar del tetraedro regular.

3.2. Una representacion algebraica

Es de comdn conocimiento en educacién, que el estudio de series de Taylor,
permite visualizar el comportamiento grafico de una funciéon determinada, dado su
tipo diferenciable en un punto del dominio. En nuestro caso, recurrir al estudio de
una serie o suma infinita, permite establecer una relacion entre el concepto recursivo
de una secuencia y su aproximaciéon funcional. Primero, descubramos un patrén en
la sucesion b, que aparece en la tabla 2, y es el denominador de IP(B).

Sea a, el numerador de IP(A) y dado que &, = 2b,,, paratodo n=1 (viendo
tabla 1). Podemos utilizar la relacion:
0} n=0
b = 1, n=1, (5)
2b,, +3b,,,n=2

para definir una funcién polinomial f(x) de grado infinito, que corresponde a la suma
de los términos b x", con n no negativo. Bajo esta condicion, y por simple desarrollo

algebraico, la funcion f es:

f(x) =) bx"=x+> b x" =x+{22bn_lx” +32bn_2x”] (6)

n=0 n=2 n=2 n=2
Despejando en funcion de x, obtenemos:

£(X) = X + 2xF (X) + 3 (X) = f(X) = —
() (x) )= () ="
Esta funcion tiene asintotas verticales x =-1y x =1/3. Una descomposicion parcial
f(x) esta dada por:

(7)

F(x) = X _,a b
(x+1)1-3x) x+1 1-3x’

donde a y b son niumeros reales.

Es facil notar que a=-1/4 y b=1/4. Finalmente, todo se reduce a estudiar
las funciones de descomposicion en f(x), las que son series de potencias, centradas

en cero; y deducidas de forma general sobre la suma de x", con n=1. Es asi, como
obtenemos:

_1 -1 1 _1 _ _v\n n =l n _ /_a\n1yn
0= ) A DB | e |

n=0 n=0 n=0

y la sucesién que regula el comportamiento analitico de f(x) es precisamente

b =‘°’n_—4(1_1)n,mnzo. ®)

n
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Nuevamente, la aproximacién por Taylor permite desarrollar una regla general
gue es multiplo de 1/4, y que al ser dividida por la potencia n-ésima de 3, representa
un factor neutro en el producto de probabilidad estudiada.

3.3. Un ejemplo analogo sobre el cuadrado

Un ejemplo concreto es observable si nuestra hormiga se mueve a través de
los vértices de un cuadrado. En este caso, la hormiga camina a alguno de los dos
vértices contiguos con igual probabilidad, el proceso se reitera con cada caminata, al
igual que en el tetraedro, pero esta vez solamente con dos opciones. La pregunta
es, ¢, Cual es la probabilidad de que la hormiga esté en uno de los cuatro vértices,
luego de n caminatas?

Tabla 3. Primeras 6 caminatas en el cuadrado

n IP(1) IP(2) IP(3) IP(4)

0 1 0 0 0
1 0 1/2=0,5 0 1/2=0,5
2 2/4=0,5 0 2/4=0,5 0
3 0 4/8=0,5 0 4/8=0,5
4 | 8/16=0,5 0| 8/16=0,5 0
5 0| 16/32=0,5 0] 16/32=0,5

Las conclusiones son inmediatas, la probabilidad de que la hormiga esté en un
vértice del cuadrado es 0,5 6 0. Para un numero de recorrido par, la probabilidad de
estar en los vértices 1 y 3, es de 0,5; mientras que en los otros, es cero. Y si el
namero de recorrido es impar, la probabilidad de estar en los vértices 2y 4, es 0,5.

4. Un paso por el algebra de matrices

Una deduccién entorno al uso de sistemas lineales, aproxima nuestro problema
de la hormiga caminante. Si representamos los estados en el tiempo (n+1) de la
hormiga para los vértices A, B, C y D, respecto al numerador:

Al o1 1 1TA,
B 101 1|B
. :%11015' ©)
n+l n
D 111 0|D

n+l n
donde 3"j, denota la probabilidad de estar en el vértice j, y jO{A,B,C,D}

En este caso, el vector de estado es (A,,B,,C,,D,), y su matriz de transicion P es

simétrica, de ceros en su diagonal y 1/3 en los demas lugares. Para analizar el
comportamiento del sistema, utilicemos el vector inicial (1,0,0,0) (tabla 1). De esto, la

matriz de transicion, define una transformacion lineal invertible y diagonalizable.

Su polinomio caracteristico x*-(2/3)x*>—(8/27)x—-1/27 tiene valores propios
A, =-1/3y A, =1, y los subespacios propios asociados son
W, =< (-11,0,0);(-10,10); (-1,0,01) > y W, =< (1,111) >,

respectivamente.
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Precisamente, son estos vectores los que determinan la matriz conjugada G a P, tal
que G'PG =D, donde D es la matriz diagonal [-1/3, -1/3,-1/3, 1]. Un simple calculo
aritmético, nos permite determinar la potencia n-ésima de la matriz de transicion, que
define el comportamiento que deseamos predecir.

De esta manera, una argumentacion sobre el desarrollo de las potencias de P,
equivale a considerar:

-1 -1 -1 1] (-v3) 0 o of-1 3 -1 -1
pogpigizil 0 0 1 o0 (-3 o o|-1 -1 3 -1|
40 1 0 1 o0 o (-3 of|-1 -1 -1 3
0 0 1 1] o 0 o 1)1 1 1 1

cuyo valor, segun el estado inicial, respeta la primera columna del producto anterior,
y es precisamente un analisis analogo a lo realizado hasta ahora. Por lo tanto,

(An,Bn,Cn,Dn)=:11[1+3(—%jn,1—(—:—:3”,1—(—3”,1—(—%)“} (10)

5. Conclusioén

Un vector propio de la matriz de transicion, es precisamente (1/4.1/41/41/4),

lo que permite analizar el comportamiento estable sobre la igualdad que negamos a
creer en primera instancia. Por ejemplo, sobre una situacion real, cuatro personas
que tienen un vaso con un litro de jugo, y deciden repartir equitativamente a sus
vecinos cercanos en igual porcion, tienden a equipar la entrega, aunque la fision no
resulte tan exacta (al igual que el concepto de infinitud), ¢Podria ser comprobado
matematicamente este comportamiento? ¢ Cual es su veracidad?

Una pregunta interesante, seria generalizar para un poligono de n lados, e
incluso sugerir una representacion piramidal modificada. Es decir, podemos tratar de
cambiar los caminos de la hormiga, y suponer que algunos de ellos estan prohibidos

(como muestra la figura 2).
D D D
Q Q
C B C
Figura 2. Tipos de caminos en el tetraedro regular.

C B

¢, Cuantas soluciones hay en cada caso?, ¢Cual es la probabilidad de estar en
el vértice A, si solamente se camina a B?, o ¢Cuantas sucesiones se pueden
generar en los tipos anteriores?

Estas interrogantes son sugeridas aqui, como mecanismo de aprendizaje y
ensefanza en educacion secundaria. No tan s6lo, como forma discreta de analizar
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un problema de tipo probabilistico, sino como herramienta matematica para verificar
conjeturas que suelen ser advertidas en este tipo de contenidos.
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