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En éste articulo se dan a conocer los resultados obtenidos al aplicar a
ocho estudiantes de bachillerato dos actividades de aprendizaje de
Geometria Analitica en las que se utilizan elipségrafos (artefactos
concretos). Las actividades tenian el objetivo de apoyar el proceso de
demostracion en Geometria Analitica, especificamente con el tema de
Elipse. Se implementdé una hoja de trabajo para cada elipsografo, las
Resumen cuales guian a los estudiantes a través de instrucciones en la manipulacion
del Elipsografo y preguntas relacionadas con el artefacto de tal manera
que descubran el modelo matematico inmerso en cada uno de los
elipsdgrafos y que a través de la exploracion construyan una demostracion
matematica que les permita construir el concepto formal de Elipse.

Palabras clave: Geometria Analitica, Elipségrafos, Demostracion
Matematica.

In this article are given to know results when applied to eight high school
students two learning activities of analytical geometry in which elipsografos
(specific artifacts) are used. Activities had the objective of supporting the
process of demonstrating in analytical geometry, specifically with the theme
of ellipse. Implemented a worksheet for each elipsografo, which guide
Abstract students through instruction in the handling of the Elipsografo and
questions relating to the appliance in such way that discovered the
mathematical model immersed in each of the elipsografos and that the
exploration to build a mathematical demonstration that allows them to build
the formal concept of ellipse.

Keywords: Analytical geometry, Elipsografos, mathematical proof.

Neste trabalho s@o apresentados os resultados obtidos através da
aplicacdo de oito estudantes do ensino médio de aprendizagem duas
atividades de geometria analitica em elipsografos utilizados (artefatos de
concreto). As actividades destinadas a apoiar o processo de demonstracéo
de Geometria Analitica, especificamente com a questdo da Ellipse.
Implementamos uma planilha para cada elipségrafo, que orientam os
alunos por meio de instrucdo no manejo perguntas Elipségrafo e afins, tais
artefato descobrir o modelo matemético imerso em cada um dos
elipsdgrafos e através exploracdo de uma constru¢cdo matematica que lhes
permite construir formais conceito Ellipse.

Palavras-chave: @ Geometria Analitica, Elipsografos, demonstracao
matematica.

Resumo
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1. Introduccién

Para la realizaciéon de este trabajo utilizamos dos artefactos matematicos que
dibujan una elipse, a estos comunmente se les denomina “Elipsografos”, el primero
es el Elipsografo de palancas y colisa de Inwards y el segundo el Elipségrafo
Antiparalelogramo articulado de Van Schooten. En la Figura 1 se presenta (modelo
concreto y virtual) el elipsografo de palanca y colisa de Inwards y en la figura 2. el
Antiparalelogramo de Van Schooten; los cuales fueron construidos con material
plastico (acrilico, modelo fisico) y también con Geogebra (modelo virtual).

Figura 1y 2. Elipsografo de palancas y colisade |  nwards construccion fisica y construccion
virtual. Antiparalelogramo articulado de Van Schoot en construccion fisica y construccién
virtual.

Para cada uno de los artefactos se disefid una hoja de trabajo, en la que a
través de preguntas y de la manipulacion del mismo se promovia el descubrimiento
del modelo matematico inmerso en él. Las hojas de trabajo se presentaron a un
grupo de ocho estudiantes de bachillerato, ellos formaron 4 equipos con dos
integrantes cada equipo.

En este articulo se explica como se llevo a cabo la investigacion cuando los
estudiantes trabajaron con los artefactos concretos (construcciones fisicas) y no con
las construcciones virtuales y se exponen y analizan los resultados de uno de los
equipos de estudiantes cuando trabajaron con el Elipsografo de Palanca y Colisa de
Inwards.

2. Los Artefactos Matematicos

Desde la época de los Griegos se han construido artefactos matematicos para
el trazado de las conicas, en el libro “Katalog matematischer und matematisch-
physikalischer Modelle, Apparate und Instrumente” (Dyck, W. 1892) se menciona
gue Meneachmus (~380 - ~320 A.C.) tenia un dispositivo mecanico para construir
cOnicas; a Isidoro de Mileto quien tenia un instrumento para trazar una parabola
[Dyck, p.58]. Posteriormente Leonardo Da Vinci (1452-1519) inventd un elipségrafo
con un movimiento invertido de la conexion fija, Albrecht Dlrer (1471-1528) utilizo
dispositivos mecanicos para dibujar curvas. René Descartes (1596-1650) publicé su
Geometria (1637) libro en el cual daba métodos geométricos para dibujar cada curva
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con algunos aparatos, y estos aparatos eran a menudo articulados. En el afio de
1657, Van Schooten publicd su “Exercitationum mathematicarum libri quinque”.
Como el titulo sugiere, la obra se divide en cinco "libros" de un centenar de paginas
cada uno. El libro | es una revision bastante estandar de la aritmética y la geometria
ordinaria. El libro Il contiene construcciones con regla. En el Libro Ill, Van Schooten
trata de reconstruir algunas de las obras de Apolonio en lugares geométricos. Este
fue un importante tema de investigacion de la época. El libro IV contiene la obra mas
conocida de Van Schooten. Su titulo es " Organica conicarum sectionum ", o "Los
instrumentos de las secciones coOnicas." La palabra "organica" esta mas
estrechamente relacionada con el 6rgano como instrumento musical que a la
"organica" de la Quimica o de la Agricultura. Como sugiere el titulo, el capitulo
describe una variedad de bellos artefactos para la elaboracién de las diferentes
secciones conicas.

En 1877 A. B. Kempe publico el libro titulado “How to Draw a Straight Line”
(Como dibujar una linea recta), alli menciona los trabajos de: J. Watt (1736-1819),
J.J. Sylvester (1814-1897), Richard Roberts (1789-1864), P.L. Chebyshev (1821-
1894), Harry Hart (1848-1920), William Kingdon Clifford (1845-1879), Jules Antoine
Lissajous (1822-1880), Samuel Roberts (1827 - 1913), y Arthur Cayley (1821-1895)
todos ellos relacionads con la utilizacion de artefactos matematicos.

Ivan Ivanovich Artobolevski, (1905 — 1977) recopil6 en “Les mécanismes dans
la technique moderne” (1975, Artobolevski) varios tipos de mecanismos tanto
mecanicos como eléctricos; dentro de la recopilacion aparecen varios artefactos
mecanicos cuya finalidad era trazar algun tipo de curva coénica. La obra de
Artobolevski esta dividida en 6 tomos y es precisamente de esta obra de donde
obtuvimos los modelos de los artefactos matematicos. En ellos él realiza una
pequefia descripcion del funcionamiento ver figura 3.

! ELIPSOGRAFO DE PALANCAS PC
i 1045 ¥ COLISA DE INWARDS =
|

Las longitudes de los elementos del mecanismo satisfacen las condicio-
nes.

EB = BC = CD = DE,

es decir, la figura EBCD es un rombo. Los elementos 3vd gire_m alre-
dedor del eje fijo C. Los elementos 5 y 6 forman pares de rotacién con
el elemento 7 que gira alrededor del eje fijo 4. El elemento & forma
el par de rotacion B con los elementos 3 y 5 y se desliza en la corredera
2 que forma el par de rotacién K con la corredera 7, De este modo, el
eje del elemento & forma la diagonal BD del rombo EBCD. Las corre-
deras I y 2, que forman el par de rotacion K, se deslizan a lo largo de los
ejes de los elementos 7 y 8. Cuando el e]emel_-l’w 7 gira alrededor del eje
A, el punto K describe una elipse cuya ecuacion es

donde 21 = 4E; a = A0 = OC; o es el radio vector del punto K en
el sistema de coordenadas polares con origen en el punto medio del seg-
mento AC: ¢ es el angulo de giro del radio vector p respecto al eje fijo.
El mecanismo puede reproducir una elipse a condicion de que 1="a.

Figura 3. Hoja del libro “Los mecanismos de la técn ica moderna”
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Para cada uno de los artefactos utilizados previamente se realizé un estudio
matematico mas detallado, el cual se describira en el siguiente apartado, con la
finalidad de que, teniendo como base este estudio, se realizaran las preguntas que
conforman las hojas de trabajo.

3. Marco Conceptual

Perspectivas teoricas y de practicas alternativas complementarias en didactica
de las matematicas propuestas por varios investigadores, (Mariotti et al 1997;
Bartolini et al 2003, 2004; Bartolini 2007, Boero et al., 1996, 1997; Arzarello, Robutti
2004, Jill et al 2002), argumentan a favor de la introduccion en el salon de clases de
“contextos histéricos de recreacion de la experiencia cientifica”, en particular
aguéllos que tienen que ver con la practica de la geometria y que utilizan modelos
mecanicos o articulados de maquinas para dibujar o trazar, como un medio de
generacion de ideas 0 nociones matematicas complejas. Ademas, otros
investigadores mencionan que “en sesiones de trabajo dirigido, los alumnos son
capaces de desplegar recursos matematicos que se desencadenan por medio de la
comprension de nociones” (Hoyos, Capponi y Généves, 1998), lo anterior realizado
en un trabajo colaborativo hara que se promueva la creatividad y el ingenio en los
estudiantes. Es decir a través de la manipulacion guiada de los artefactos se espera
qgue el estudiante descubra el modelo matematico inmerso en el artefacto, esto
permitira la reversibilidad del conocimiento de acuerdo a la mencionado por Piaget
(Piaget, 1950).

Seymour Papert (1982) sefiala tres aspectos en la utilizacion de los recursos
en el aprendizaje:
1. Sirven como modelos, a los que las ideas matematicas pueden asociarse.
2. Contribuyen a dotar a las matematicas de una tonalidad afectiva positiva.
3. Vinculan el conocimiento formal de las mateméticas con el conocimiento

corporal, con los esquemas sensorio-motores del estudiante.

Papert (idem) formula como un hecho fundamental del aprendizaje que
"cualquier cosa es facil si uno puede asimilarla a su propia coleccién de modelos" y
menciona también “con la utilizacion de los recursos apropiados es mas facil crear
condiciones, en las que puedan arraigar los modelos intelectuales”.

Por otro lado en una concepcion constructivista del aprendizaje, las personas
necesitan de experiencias y modelos sobre los que sustentar los conocimientos que
adquieren y es mediante la manipulacion, que los estudiantes adquieren una
percepcion mas dinamica de las ideas. Una parte importante de esta investigacion
consistid en realizar la demostracion matematica de cada uno de los artefactos
utilizados, la cual guiaria para la elaboracion de las preguntas de las hojas de
trabajo, por tal razén a continuacion se expone.

3.1 Demostraciéon matematica del Elipségrafo de pala  ncas y colisa de Inwards.

Figura 4 Elipsografo de palancas y colisa
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Descripcidn:

Las longitudes de los segmentos del artefacto satisfacen que EB = BC = CD = DE,
es decir, la figura EBCD es un rombo. Los puntos A y C se mantienen fijos (focos).
El segmento BD es la diagonal del rombo. El punto K es la interseccién entre la
corredera 2 y 3. Cuando el segmento AE gira alrededor del punto fijo A, el punto K
describe una elipse.

Existe una condicion para que dicho artefacto pueda describir una Elipse. La
2 AE > AO (AO = OC) es decir, que la distancia entre los focos sea menor que el
segmento AE.

1. Por construccion sabemos que:
BC =CD =DE =EB

2. La figura EBCD es un rombo.

£ 3. Tracemos el segmento KC:

4. Los triangulos KDE y KDC son
B congruentes por LAL por tener:

a. DE = DC (por construccion)
b. KD lado comun.

; c. Angulo KDE = Angulo KDC puesto.
que BD es diagonal.

5. De la congruencia anterior podemos

¢ deducir que: KC =KE
6. Observemos que: AE = AK + KE
Figura 5. Modelo Elipsografo de Inwards AE = AK +KC  (por ser KE = KC)

Pero AE es constante - AK + KC = Cte.

7. Por lo tanto se cumple la condicién para
que el punto K describa una elipse segun su

definicion.
3.2. Demostracibn matematica del Antiparalelogramo articulado de Van
Schooten.
(© -)g
Figura 6. Elipsografo Articulado de Van Schooten
Descripcidn:

La base de este artefacto es el Antiparalelogramo ABCD. Cabe mencionarse que:
AB = CD y AD = BC. Se dice que es Antiparalelogramo, puesto que en el
movimiento, el artefacto sigue manteniendo la propiedad de no tener dos pares de
lados paralelos. Los puntos fijos (focos), son los puntos A y B. Con la interseccién de
la corredera 1 y 2 obtenemos el punto E. Al mover el artefacto, el punto E tiene
desplazamiento por los segmentos AD y BC, describiendo durante el movimiento
una elipse.
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Por construccién conocemos que:
AB =CD
AD =BC

Ahora tracemos los segmentos CA y DB:
Ahora tracemos el eje de simetria al cual
llamaremos t: Sea M el punto de la intersecciéon de
t con CA y N el punto de la interseccion entre ty

Figura 7. Modelo del Elipsdgrafo de Van BD:
Schooten

Nétese que el trazo del eje de simetria tiene
algunas implicaciones interesantes en nuestra
figura como son las siguientes:

t es perpendicular a BD y AC y los corta en su
punto medio (mediatriz).
t bisecta a los angulos DEB y CEA.
- Ahora tenemos todo lo necesario para afirmar que
ABEN es congruente con ADEN por el criterio LAL:
EN es lado comun.
Angulo BNE = Angulo DNE (porque el eje
de simetria es perpendicular a BD
Figura 8. Ejes de simetria del Elipsoégrafo formando angulos rectos).
de Van Schooten BN = ND (puesto que t bisecta a BD por
ser eje de simetria).
[0 ABEN = ADEN
También AMEA es congruente con AMEC:
EM lado coman.
Angulo CME = Angulo AME (porque el eje
de simetria es perpendicular a BD
formando angulos rectos).
CM = MA (puesto que t bisecta a AC por
ser eje de simetria).
U AMEA = AMEC
De las dos congruencias anteriores obtenemos
que el AAEB es congruente con ACED por el
criterio LLL (ya que de las congruencias anteriores
deducimos que EB = ED y EA = EC ademas de
que por construccién conociamos que AB = CD).
De alli vemos que:
AE + EB = AE + ED = AD = cte.
LI Se cumple la condicién para que el punto E
describa una elipse segun su definicion.

4.Metodologia

La investigacion se llevd a cabo en un ambiente de trabajo colaborativo, que
incentiva la cooperacion entre individuos para conocer, compartir y ampliar la
informacion que cada uno tiene sobre el tema.

Es de caracter cualitativo, es decir las conclusiones y comentarios que se
desprenden del andlisis de datos obtenidos, no son producto de las relaciones
numericas que se puedan obtener de las hojas de trabajo aplicadas, sino emergen
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del andlisis de las cualidades asociadas tanto a las preguntas de las hojas de
trabajo, como a los comportamientos de los estudiantes en cada una de ellas.

En cada uno de los Elipségrafos seleccionados se analizaron sus
caracteristicas y se realizO una demostracion matematica, lo anterior permitio
realizar las hojas de trabajo y definir lo que se esperaba lograr con ellas.

Las hojas de trabajo con las respuestas de los estudiantes, las
videograbaciones realizadas durante el trabajo de cada uno de los equipos, asi
como las observaciones en el trabajo de campo, conforman el cuerpo de datos para
llevar a cabo el estudio. El proceso que se siguio para implementar la investigacion
consto de seis etapas:

Seleccion de artefactos

Descripcion y Demostracion matematica de los artefactos
Construccion de los artefactos

Realizacion de las hojas de trabajo

Etapa de Aplicacién

Andlisis de los datos

ouabhwnpE

De las seis etapas, las dos primeras ya han sido descritas en los incisos
anteriores y de la tercera diremos que la construccion de los prototipos fue realizada
con varios tipos de materiales (papel ilustracién, Tireno, metal y acrilico). Las etapas
4,5y 6 se describen a continuacion:

4.1 Realizacion de actividades didacticas

Se comenzo6 tomando en cuenta las caracteristicas de cada artefacto asi como
su demostracién matematica. A partir de alli se decidi6 que las hojas de trabajo
deberian de consistir en una serie de preguntas que invitaran a los estudiantes a
manipular cada artefacto, que conocieran cada parte que los conforma, que
observaran las figuras que se formaban entre sus barras asi como las longitudes de
las mismas, también que verificaran su comportamiento mientras dicho artefacto
tenia movimiento asi como en estado inmovil. Lo que se deseaba era que los
alumnos, a partir de esa guia y de la manipulacion del artefacto pudieran construir
por si mismos el concepto de elipse, deduciendo el modelo matematico involucrado
en cada artefacto. De esta manera se hizo una actividad didactica por cada
artefacto.

A continuacién se muestra, como ejemplo la hoja de trabajo correspondiente al
Elipsografo de Palanca y Colisa de Inwards.

HOJA DE TRABAJO PARA LA MANIPULACION DEL ELIPSOGRAFO DE
PALANCAS Y COLISA DE INWARDS

Integrantes del equipo:
Nombre del equipo:
Grado:
Instrucciones:

1)  Se te proporcionara un artefacto, un lapiz, un pincelin y una regla.

2)  Elpunto K es el punto de la interseccion de los segmentos AE y BD.

3) Coloca el lapiz en el punto K, puesto que este es el punto que realiza el trazo.
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4)

5)
6)

7)

10.

11.

12.

13.

Podras mover el artefacto mediante el punto E o bien mediante el lapiz que se inserta
en el punto K. Analiza con mucha atencién el lugar geométrico trazado por el punto K,
asi como el movimiento en general del artefacto.

Puedes medir la longitud de los segmentos con la regla para contestar algunas de las
preguntas que se te piden.

Responde las preguntas planteadas lo mas detallado posible, haciendo uso de la
manipulacién del artefacto.

H e . . A B
Al hacer referencia a un segmento, escribelo de la siguiente forma. AB (*— )

Elipsdgrafo de palancas y colisa de Inwards

¢,De cuantas barras esta conformado el artefacto? Escribe la longitud de cada una de
ellas, nombrando a cada barra con los puntos de cada uno de sus extremos (por ejemplo
barra AE).

Mueve el artefacto y observa sus diferentes puntos durante el movimiento.
Cuando moviste el artefacto, ¢ Cuales fueron los puntos que se mantuvieron fijos?

Al mover el artefacto ¢ Cuales son los segmentos que no cambian de longitud durante el
movimiento?

Mueve el artefacto y observa sus segmentos. ¢Cudles fueron los segmentos que
cambiaron su longitud durante el movimiento?

De los segmentos que cambiaron de longitud durante el movimiento, ¢ Cudles tienen la
misma longitud entre ellos?

Mueve el artefacto y observa la figura formada por los segmentos BC, CD, DE y EB.
¢ Qué figura se forma?, ¢ qué caracteristicas tiene dicha figura?

¢El segmento BD, siempre pasa por la mitad del segmento CE? Justifica tu respuesta.
Deja fijo el artefacto y traza con tu pincelin el segmento KC. ¢Cémo son los triangulos
KED y KCD entre ellos? Justifica tu respuesta.

Suma la distancia de los segmentos AK+KC. ¢A cuanto equivale la distancia AK+KC?,
¢ Siempre se cumple la equivalencia en cualquier posicion del artefacto? Justifica tu
respuesta.

Auxiliandote de la respuesta de la pregunta 1, ¢Hay alguna barra del artefacto cuya
longitud sea igual a la suma de AK + KC?, ¢ cudl es dicha barra?

Acerca el punto A al punto C, mueve el artefacto y observa el trazo. Después coloca el
punto A sobre el punto C, mueve el artefacto y observa el trazo. ¢ COmo se comportaron
estos trazos en comparacion con el primer trazo realizado en la actividad?

Reflexiona sobre tus respuestas de las preguntas anteriores y escribe con tus palabras
la definicion de Elipse.

Solicita a tu coordinador el Anexo 1 para responder lo siguiente.

Explica si el instrumento cumple la definicion de elipse y ¢ por qué
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4.2 Etapa de Aplicacion

Las actividades didacticas desarrolladas fueron aplicadas primeramente en una
prueba piloto dividida en dos sesiones. Auxiliandonos de los estudiantes se
pretendia con esta prueba, afinar detalles, cambiar el orden de las preguntas de ser
necesario, quitar o agregar alguna de ellas asi como mejorar su redaccion, etc.

Asi finalmente haciendo las modificaciones pertinentes a las hojas de trabajo
se hizo la prueba formal, la cual fue dividida en dos sesiones. Se cont6 con dos
camaras de video grabacion en cada una de ellas. Primero se aplicé la actividad del
Elipségrafo de palancas y colisa de Inwards, ésta se llevé a cabo el dia jueves 6 de
Mayo del 2010, en el CBTIS 149 en Morelia Michoacan, con una duracion
aproximada de 150 minutos. En esta ocasion se realiz6 con ocho alumnos del cuarto
semestre de la especialidad de Administracion, cuatro hombres y cuatro mujeres. Se
formaron cuatro equipos de dos integrantes cada uno, formados por un hombre y
una mujer.

En la segunda actividad se aplico el Antiparalelogramo articulado de van
Schooten, se llevé a cabo el dia miércoles 13 de Mayo del 2010, en el mismo lugar
donde se realizo la primera sesion con una duracion aproximada de 120 minutos y
con los equipos conformados en la sesién anterior.

4.3 Andlisis de los datos

Se digitalizaron las hojas de trabajo de todos los equipos y se analizaron las
mismas. Posteriormente se revisaron las notas de observacion realizadas durante
las actividades asi como los videos de las mismas y la informacién obtenida de ellos
se organizé en tablas que contenian columnas para el episodio, tiempo y explicacion
de los equipos. Esto nos permitié seleccionar los didlogos mas importantes y luego
rescatarlos para analizarlos mas a fondo. Sin embargo, por ser muy extensa la
informacion sélo se muestran algunas de las respuestas mas relevantes.

5. Exposicion de Resultados

5.1. Resultados de la hoja de trabajo del Elipsogra fo de palancas y colisa de
Inwards

Los resultados que se muestran a continuacion corresponden a las preguntas
6, 7, 11y 12 de uno de los equipos formados. Se presentan los dialogos obtenidos a
través de la videograbacion y lo que respondieron los alumnos en la hoja de trabajo.
Los dialogos corresponden al equipo formado por Gabriela (Gabi), Uriel (Ur) y el
Profesor que coordino la actividad (Prof).

5.1.1. Dialogo 1
Participantes: Gabriela, Uriel (Gabi, Ur) y Profesor (Prof).

5.1.1.1. Introduccion.

Los alumnos tratan de concluir la respuesta de las preguntas 6 y 7; la comienzan a
escribir en sus hojas de trabajo. Después de se acerca el Profesor, les pide que
digan la respuesta a dicha pregunta y les hace mas preguntas al respecto.

* Enla pregunta 6, se les pedia que observaran la figura formada por su artefacto
cuando este estuviera fijo, que dijeran de qué figura se trataba asi como algunas
de sus caracteristicas. Alli se dieron cuenta de que se trataba de un rombo y
entre sus caracteristicas mencionan que el rombo tiene dos ejes de simetria.

&
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6. Mueve el artefacto y observa la figura formada por los segmentos BC, CD, DE y EB. ;Qué
figura se forma?, ;qué caracteristicas tiene dicha figura?

f

Figura 9. Respuesta de estudiantes a la pregunta 6
» La pregunta que tratan de responder en el didlogo que sigue es la 7 y dice lo
siguiente: ¢El segmento BD, siempre pasa por la mitad del segmento CE?
Justifica tu respuesta. Entonces, de la respuesta de la pregunta anterior, ellos ya
se habian dado cuenta de que su rombo tenia dos ejes de simetria y que uno de
ellos era el segmento BD y el otro eje lo era el segmento CE.

7. (El segmento BD, siempre pasa por la mitad del segmento CE? Justifica tu respuesta.

3
VA

Figura 10. Respuesta de estudiantes a la pregunta 7

Gabi: | ¢Por qué seria?

ur: Es un eje de simetria.
Gabi: | Es la diagonal... ¢asi nada mas, ¢BD es eje de simetria de CE?
ur: Pues si, el punto K no cambiaria de distancia entre el EC también.

Gabi: | No influye, K no influye (sefiala el punto K), nada mas te esta preguntando de
estos (sefiala los puntos D y B). Entonces porque es su eje de simetria... siempre
va a ser su eje de simetria.

ur: Pues... si.

Prof: ¢En que pregunta van?

Gabi: | En la siete.

Prof: ¢En la siete?, a ver ¢ qué respondieron?

Gabi: | Que si porque EC es el eje de simetria (sefiala el segmento EC en su artefacto).

Prof: | ;Por qué?

Gabi: | Este... se supone que nosotros estamos tomando que es un rombo, ¢no?

Ur: Rombo.

Gabi: | Entonces tiene dos ejes de simetria, lo que viene siendo este (sefiala el
segmento CE) y viendo siendo este (sefala el segmento BE).

ur: BD (corrigiendo a Gabi que habia dicho BE).

Gabi: | Aja, este (sefiala el BD) y este (sefiala el CE). Entonces se supone que aqui,
quedaria hacia la mitad si quedaramos en este (simula con sus manos que dobla
el artefacto por CE). Entonces al doblarlo (ahora por BD) automaticamente me
esta formando su eje de simetria... y es una figura que siempre lo va a tener alli y
aqui (sefala el segmento CE).

Prof: ¢Siempre en distintas posiciones se cumple que la distancia de C al segmento
BDy de E a BD es la misma?

Ur: Si.

Gabi: | Cuando es un eje en el rombo si porque sus cuatro lados son iguales.

Prof: Ok sigan adelante...
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5.1.1.2 Conclusiones del dialogo 1.

Una buena observaciéon al momento de tratar de responder la pregunta 6 les
dio de inmediato la respuesta de la pregunta 7. De antemano ellos conocian que su
rombo tenia dos ejes de simetria y de esa manera no dudaron en responder que BD
siempre pasa por la mitad del segmento CE.

5.1.2 Dialogo 2.
Participantes: Gabriela, Uriel (Gabi, Ur) y Profesor (Prof).

5.1.2.1. Introduccioén :

En la pregunta 8 se espera que los estudiantes lleguen a que los triangulos que se
les pide que comparen son congruentes y de alli puedan responder sin mucha
dificultad las preguntas posteriores. Su enunciado dice lo siguiente: Deja fijo el
artefacto y traza con tu “pincelin” el segmento KC. ¢Como son los triangulos KED y
KCD entre ellos? Justifica tu respuesta.

Los alumnos tratan de responder la pregunta 8, donde Gabi menciona que los
triangulos KED y KCD son congruentes. Ella trata de convencer a su compafiero del
por qué dichos triangulos son congruentes asi como explicarselo también al

profesor.

Gabi: ¢, Como son los triangulos QED?...pero si de este lado no se hace tridngulo
(sefala los puntos mencionados).

ur: KED (corrigiendo a Gabi la cual dijo QED. Sefiala también los puntos).

Gabi: Y KCD pero jaméas me dijo que trazaramos este lado. Bueno se supone que
son... jespera esperal, ¢como se llaman cuando son?... son congruentes.
Son dos tridngulos congruentes porque has de cuenta que...

Ur: No, pero mira este lado esta mas chico (sefalando el lado EK).

Gabi: Pero por aqui va la linea esta, esta de aqui que parte de la linea de en
medio, es la linea fija (traza el segmento KE). Entonces si marcas esto de
aqui (segmento ED).

...(Trazan los triangulos KED y KCD con ayuda de su artefacto y de su
pincelin).

Gabi: Este lo doblas y quedan iguales (simula doblar los triangulos KED y KCD por
BD), entonces los dos triangulos son congruentes.

ur: No, es que no serian congruentes porque si compararamos los triangulos
quedarian asi (sefala que los triangulos no quedarian uno sobre otro).

Gabi: Al levantarlos, los dos picos quedarian arriba, quedarian igual (con sus
manos indica que dichos puntos se tocan).

ur: Si pero, ¢qué te estan diciendo? (refiriéndose a la pregunta).

Gabi: Deja fijo el artefacto, ¢como son los triangulos KCD y KDE? (etiqueta los
triangulos que previamente trazd). En este con este (indica los triangulos a
comparar).

Prof: ¢Por gué me dices que son triangulos congruentes?

Gabi: No me acuerdo como se dice cuando los dos son iguales, que estan
opuestos soélo por una diagonal.

Prof: A ver, ¢este lado cédmo es para los dos tridngulos, el KD?

Gabi: El KD es igual.

Prof: ¢Es igual para los dos?

Gabi: Si.

ur: Para los dos.

Prof: ¢ Por qué?
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ur: Porque mide lo mismo.

Prof: Concéntrense s6lo en el segmento KD, ¢ qué pasa con KD?

Gabi: Es la diagonal media.

Prof: En estos dos triangulos ¢qué pasa con KD (sefialo el segmento)?, ¢es
igual?

Gabi: Es un cateto de ambos.

Prof: ¢Cbémo es el lado KC con el KE?

Gabi: ¢KC con KD?

ur: Con KE

Gabi: Son... ¢como se dice?

Prof: A ver ¢por qué no los mides?

ur: Son iguales

Gabi: Mide 5 (CK), se supone que también mide 5 (KE)...son iguales (mide los
segmentos). De CK y KE es igual también (afirmando). Por lo tanto quedaria
qguedeCaDydeDatE...

ur: Deben de medir lo mismo.

Gabi: Miden lo mismo (CD=DE), entonces los dos triangulos son iguales solamente
gue KD es un eje de simetria para los dos. Es el eje de simetria de una
figura y es por eso que se forman dos triangulos.

Prof: Por eso son ¢como me dijiste?

Gabi: Congruentes...

5.1.2.2 Observaciones

e Gabi usa su artefacto para trazar los triangulos KED y KCE. Remarca los lados
de los tridngulos con su pincelin por debajo del artefacto.

* Una vez qué quedan remarcados los lados de sus triAngulos opta por quitar su
artefacto de la hoja de dibujo. Prefiere trabajar con los triangulos que dibujo
previamente, etiquetando los puntos correspondientes con los que tenia el

Figura 11. Integrantes del Equipo 3 remarcando los  tridngulos KED y KCE

artefacto en dicha posicion.
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Figura 12. Triangulos remarcados y etiquetados en|  a hoja de dibujo del Equipo 3

* Los integrantes de este equipo sabian por su respuesta de la pregunta 7 que el
segmento BD es un eje de simetria. Tratan de justificar que los triAngulos KED y
KCD son congruentes porque dicho segmento (BD) los separa y al doblarlos por
alli los triAngulos van a pegarse el uno con el otro. Al analizar las evidencias
recabadas se deduce que intuitivamente trataban de responder de esa manera,
al saber que la figura era un rombo, que tenia como ejes de simetria a los
segmentos BD y EC y que ED y CD son barras del artefacto que miden lo mismo
(esto lo conocieron en la respuesta de la primera pregunta). Ademas también
conocian que el punto K se desplazaba sobre el segmento BD. Su razonamiento
tuvo que ver con todo lo anterior y se dieron cuenta de que al medir lo mismo las
barras ED y CD y saber que dichos segmentos cambiaban de longitud por estar
conectados al punto K, los segmentos EK y CK cambiaban de la misma manera
y podian medir lo mismo.

* Intuitivamente y por observacion pudieron darse cuenta de que los segmentos
EK y CK eran iguales, antes de sugerirles que midieran dichos segmentos Uriel
respondid inmediatamente que dichos segmentos eran iguales, aun cuando
Gabi media los segmentos, Ur seguia mencionando que deberian de medir lo
mismo.

* Les costé mucho trabajo tratar de justificar su respuesta, aun cuando habian
contestado bien las preguntas anteriores a esta.

8. Deja fijo el artefacto y traza con tu pincelin el segmento KC. ;Cémo son los triangulos KED y
KCD entre ellos? Justifica tu respuesta.

Figura 13. Respuesta escrita del Equipo 3 en sus ho  jas de trabajo.
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5.1.2.3. Conclusiones del dialogo 2.

Los integrantes de dicho equipo conocen el término “congruencia” y saben en
gué situaciones pueden utilizarlo, pero también, a través de la evidencia recabada se
observd que no recuerdan los criterios de congruencia distintos al LLL, se deduce
gue esto ocurre ya que en la actividad los alumnos pueden medir los segmentos con
regla.

5.1.3. Dialogo 3.
Participantes: Gabriela (Gabi), Uriel (Ur) y Profesor (Prof).
5.1.3.1 Introduccion:

Tratan de responder la pregunta 11 asi que realizan los trazos realizados en dicha
pregunta. Conforme los van realizando los trazos van haciendo una comparacion
entre ellos y comentan sus observaciones.

Gabi: | Bueno ¢este cOmo se mueve?, ¢respecto al primer trazo?, ¢cual fue el primer
trazo?

Prof: | El primero que hicieron en toda la actividad.

Gabi: | ¢La cosa que nos quedd toda chueca?

Prof: | Aja, la chueca (risas).

...( Realizan el trazo segundo trazo sugerido)

Gabi: | Aqui ya van como en un movimiento circular (refiriéndose al segundo trazo), si ¢{no?

ur: A ver...estaba asi (tratando de colocar el artefacto en los puntos donde lo fijaron
para realizar el segundo trazo).

Gabi: | Observa el trazo (lee parte de la pregunta 11), entre mas cerca estan los dos puntos
mas circular es la figura ¢no? Entre mas cerca estan ambos puntos fijjos mas
circular es la figura, porque cuando estaban separados como que hacian como una
elipse.

Ur: Si.

Gabi: | Entonces cuando los fuimos acercando como que mas redonda se va haciendo.
Entonces como nos dice que pongamos luego A sobre C va a ser el mismo punto
(refiriéndose a que A sobre C sera solo un punto Unico), entonces solamente sera
como si tuviéramos un compas girando y entonces ya va a hacer un circulo.

ur: Ay, hace lo mismo (mientras realiza el tercer trazo con A sobre C).

... (Gabi escribe la pregunta y Ur termina de realizar el tercer trazo)

5.1.3.2 Observaciones

» Lapregunta 11 es la siguiente: Acerca el punto A al punto C, mueve el artefacto
y observa el trazo. Después coloca el punto A sobre el punto C, mueve el
artefacto y observa el trazo. ¢COomo se comportaron estos trazos en
comparacion con el primer trazo realizado en la actividad? La finalidad de esta
pregunta es gque los alumnos se den cuenta de como cambia la elipse cuando la
distancia focal va siendo menor (de esta manera se afecta la excentricidad). No
se planted en las hojas de trabajo el otro extremo, es decir cuando los focos se
alejan puesto que el artefacto es incapaz de realizar el trazo en dichas
condiciones.

* Gabi se dio cuenta de que al colocar el punto A sobre el C el artefacto dibujaria
una circunferencia (aungque ella menciona un circulo) aun sin realizar el trazo.
Intuitivamente se dio cuenta de que el segmento AK funcionaba como un radio
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al mantener fijo el punto A aunque no lo menciona y en cambio dice que el
artefacto funciona en esas condiciones como un compas.

* En el didlogo pueden leerse algunas buenas ideas que tienen los integrantes de
este equipo, y casi logran plasmar todo lo mencionado en el didlogo en sus
hojas de trabajo.

11. Acerca el punto A al punto C, mueve el artefacto y observa el trazo. Después coloca el punto A
sobre el punto C, mueve el artefacto y observa el trazo. ;Como se comportaron estos trazos en
comparacion con el primer trazo realizado en la actividad?

OMO  sonfos .\
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Figura 14. Respuesta de estudiantes a la pregunta 1 1.
5.1.3.3. Conclusiones

A través de la observacion del movimiento del artefacto, Gabi dedujo lo que
sucedia cuando alejabas los puntos fijos o los acercabas adn sin realizar dichos
trazos. El artefacto por si solo y mediante su observaciéon es capaz de brindar
valiosa informacion para deducir caracteristicas particulares de la figura que traza.
De esta manera Gabriela puede asociar su experiencia moviendo el artefacto con los
temas vistos en clase correspondientes a la elipse, en especifico con esta pregunta
puede llegar a redescubrir y asociar el concepto de excentricidad mediante sus
observaciones.

5.1.4 Dialogo 4
Participantes: Gabriela (Gabi), Uriel (Ur) y Profesor (Prof).
5.1.4.1 Introduccién

Tratan de responder la pregunta 12 con sus palabras. Revisan las respuestas de
preguntas anteriores, mencionan lo que sucedia cuando movian el artefacto vy
mencionan algunos elementos de la elipse. El proceso es largo y lleno de cuestiones
interesantes. Gabi menciona la definicion de elipse a través de un hilo y a partir de
eso trata de definir con su compafiero lo que es la elipse. A través de mover el
artefacto y mediante la observacion de él trato de que los alumnos aclaren sus ideas
y respondan de la mejor manera posible.

Gabi: | Para formar una elipse necesitaremos dos puntos fijos.

ur: Si.
Gabi: | Entonces la definicion de elipse es...
ur: ¢ Te dice que pongas la definicién?

Gabi: | Aja. Escribe con tus palabras la definicion de elipse...

...(Pasan un tiempo prolongado pensando)

ur: Pero dice que reflexiones sobre tus respuestas anteriores (las sefiala en sus hojas).
Gabi: | Y escribe con tus palabras la definicion de elipse. Nosotros siempre estuvimos
manejando los dos puntos, entonces cuando girdbamos siempre...

ur: Cuando estaban més separados, salia mas... ¢como se dice?...la elipse... ¢como
se dice?

&
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Gabi: | Ovaladita.

ur: Y si los acercabamos salia més ...

Gabi: | Mas circular se iba haciendo. Entonces es la distancia de entre dos... no... teniendo
dos puntos fijos como referencia...

ur: Como nos hizo el maestro con el hilito.

Gabi: | Aja.

ur: ¢ Pero como se explica?

Gabi: | Pues es que se supone que tienes dos puntos fijos de referencia, uno fijo y otro en
movimiento, porque teniamos este asi (pone 2 lapices simulando que son los
focos)... jnooo!, los dos estaban fijos. Tenemos esto aqui asi ¢no? (dibuja dos
puntos en su hoja de trabajo), entonces nosotros tenemos este punto que giraba,
por ejemplo aqui (lo dibuja en medio de los dos puntos anteriores). Entonces como
en el hilito, tienes un punto fijo y has de cuenta que tuvieras dos, entonces nada
mas... al girarlo esto se va haciendo como ondular (realiza el trazo de la elipse) y
este también se va abriendo hacia acd y este se cierra hacia aca (sefiala el
movimiento del trazo respecto al foco que toma como referencia) cuando este va
acd este se abre hacia acd. Entonces tenemaos tres puntos.

Ur: cTres?

Gabi: | Si. Dos fijos y uno en movimiento. Entonces, al mover el punto que esta en medio
de los dos, da forma a una figura eliptica (en su simulacion el punto medio era el
punto movil y los puntos extremos los focos).

ur: ¢ Por qué?

Gabi: | Porque mientras aumenta de un lado del otro va disminuyendo.

ur: Si, si ponle que la distancia de uno aumenta mientras la distancia de otro disminuye

Gabi: | Pero le pongo lo de los 3 puntos ¢no? Que tenemos dos puntos fijos y uno en
movimiento.

...(Piensan en voz baja)

Gabi: | Es una figura geométrica en la que actian dos puntos fijos llamados focos.

ur: Y al otro que tenemos, ¢como se le podria decir?

Gabi: | Y uno llamado... ¢Vvértice?, ;como se llama el del centro?, ¢ vértice?

ur: No... y uno... ¢cémo se le puede decir?

Gabi: | Y un punto en movimiento que va marcando... ah es que ¢como se le puede decir a
un punto en movimiento?

ur: Preguntale a Arturo.

Gabi: | Héctor, cuando teniamos la elipse ves que teniamos dos puntos fijos que eran los
focos y teniamos cuando trazdbamos con el hilito aqui (sefiala su dibujo), ¢como se
llama el punto que queda en el hilito, el punto qué va marcando el recorrido?, ¢0
nada mas es un simple punto que marca el recorrido?

Prof. | Si, es un punto.

Gabi: | Un punto a cualquier distancia marcando el recorrido que forma la elipse.

Prof: | Aja pero ¢como es ese punto?... a ver tienes tu hilo aqui y estos son tus focos
(hago mi simulacion en su hoja de dibujo)...pero si te fijas lo que hace este aparato
(contrastando en artefacto con su definicion de hilo)...

Gabi: | Este vendria siendo supongamos que el hilito que tenemos.

Prof: | Aja, ti me dices que este es él...

Gabi: | Estos eran nuestros puntos fijos. Has de cuenta que estos son nuestros focos, los
dos puntos fijos (sefala los puntos A y C en el artefacto fijo) entonces este lo
estamos manejando como si fuera el hilito (el artefacto) que al girarlo va marcando
nuestra forma de la elipse pero se encuentra respectivamente a una distancia de los
focos.

Prof. | Aja, ¢y como es esa distancia?, ;,como es la suma, por ejemplo, de aqui a aqui es
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una distancia (de K a A) y de aqui a aqui es la otra (de K a C)? Conforme lo gira (el
artefacto) ¢qué pasa con esas distancias?

Gabi: | Aumentan o disminuyen: aumentan de un lado y disminuyen de otro.

Prof: | Pero al final de todo ¢la suma es distinta en cada movimiento?

Gabi: | No, es la misma.

ur: Aja, es la misma.

Gabi: | Acuérdate que es la misma (recordandomelo).

Prof: | Exacto, es la misma porque estan marcando KA y KC. Entonces lo que ti me dices
es que esta es tu cuerda, este es el punto que dibuja en tu cuerda y estos son tus
focos (sefalo cada parte en el artefacto)...

5.1.4.2 Observaciones

* En esta pregunta se espera que los alumnos retomen detalles de las preguntas
anteriores y mediante la observacion del artefacto puedan dar una definicién de
elipse que se aproxime a la definicion formal de elipse como lugar geométrico.

* Algo notable fue que Uriel hubiera mencionado la definicion de elipse a través de
un hilo. Gabriela intenté dar una explicacion de dicha definicion primero
auxiliandose de dos lapices y después rayando en su hoja de respuestas. En su
segunda simulacion lo que en otras palabras ella trata de explicarle a Uriel es
gue cuando jala de la cuerda con el lapiz, mientras lo mueve, uno de los
segmentos de un punto de los que ella marco (foco) al Iapiz aumenta de longitud
mientras el otro segmento (del otro punto o foco al lapiz) disminuia, y que si
movia el lapiz en sentido contrario al primer movimiento ocurria lo contrario, es
decir, el segmento que habia disminuido de longitud ahora aumenta y el que
aumentaba ahora disminuye.

* Algo muy importante y que ninguno de los dos integrantes de este equipo
observo, tomé en cuenta o descubrio fue que el movimiento del artefacto era
similar al de la definicion de elipse por medio de una cuerda al que hicieron
mencion. De haberlo hecho hubieran respondido inmediatamente dicha
pregunta.

Figura 15. Estudiantes trabajando en la pregunta 12
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» Después de eso los integrantes comenzaron a identificar lo puntos importantes
de la elipse en su artefacto. Mencionaron que los puntos fijos Ay B eran sus
focos, que el punto mévil K es el que trazaba la elipse. A través de la
observacion del artefacto y del uso de algunas preguntas anteriores pudieron dar
una definicion de elipse, en funcion del artefacto.

12. Reflexiona sobre tus respuestas de las preguntas anteriores y escribe con tus palabras la
definicion de Elipse. .

(SN

Figura 16. Respuesta de estudiantes a la pregunta 1 2.

5.1.4.3. Conclusiones del dialogo 4.

Los alumnos fueron obteniendo informacién esencial a lo largo de toda la
actividad. Fueron incapaces de entrelazar toda esa informacién para brindar la
definicion de elipse. Aln asi, era suficiente que solo observaran sus respuestas de la
pregunta 8 en adelante para dar una definicion. En este caso, Gabriela y Uriel
conocian la definicion de elipse por medio de una cuerda y un lapiz, la cual tiene
similitudes con el movimiento del artefacto. Una vez que lograron comparar su
definicion a través de una cuerda con el comportamiento del artefacto durante su
movimiento lograron dar su definicion de elipse.

6. Conclusiones Globales

El aprendizaje cooperativo es un enfoque de ensefianza, en el cual se procura
utilizar actividades en las cuales es necesaria la ayuda entre estudiantes, ya sea en
pares 0 grupos pequefios, dentro de un contexto ensefanza-aprendizaje. El
aprendizaje cooperativo se basa en que cada estudiante intenta mejorar su
aprendizaje y resultados, pero también el de sus compafieros.

Cabe mencionar que a los alumnos se les dificulta trabajar en equipo puesto
que en ocasiones no pueden asimilar las opiniones de sus compafieros. En
determinadas partes de las actividades asi como en determinados equipos se
observaron fragmentos de debate cientifico.

Para cada uno de los instrumentos, los estudiantes hicieron uso de recursos
matematicos como la utilizacion de representaciones algebraicas, lenguaje
geométrico y transformacién del lenguaje cotidiano al lenguaje matematico, como
parte fundamental en la construccién del conocimiento.

Trabajar con instrumentos concretos en el aprendizaje es viable ya que, se
observé que la mayoria de los estudiantes se motivan trabajando con ellos, es una
dindmica muy distinta a la de una clase cotidiana, ademas el concepto en cuestion
es construido por ellos mismos por lo que este puede ser mas duradero.

En cuanto a la manipulacion del artefacto, al principio les costé trabajo moverlo,
lo cual se vio reflejado en sus trazos, los cuales quedaban muy chuecos. Después
de realizar varios trazos, los alumnos obtenian practica y las elipses les comenzaron
a quedar bien. Un problema para los alumnos fue que en ocasiones se salian las
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tachuelas con las que se fijaban los puntos fijos (focos) y esto les perjudicaba en la
estética de sus dibujos.

De acuerdo a los dialogos y respuestas que los integrantes del equipo hicieron,
consideramos que ellos comprendieron cual es modelo inmerso en el artefacto
matematico, de hecho siguiendo el orden de las preguntas descritas se pudo
constatar que los estudiantes pudieron seguir los pasos necesarios para llevar a
cabo la demostracion matematica, ahora bien posterior a este trabajo se les
presentd a ellos la demostracion matematica previamente realizada y se constato
qgue ellos entendieron los pasas seguidos y como se llega a demostrar que el
artefacto utilizado traza una elipse.
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