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Resumen

El objetivo del estudio fue identificar caracteristicas de la construccion del
significado de limite de una funcion en estudiantes de bachillerato (16-17
afios). Se diseid un experimento de ensefianza utilizando una
descomposicion genética (APOE) del concepto de limite de una funcién
integrando recursos informaticos. Se uso el constructo “Reflexion sobre la
Relacién Actividad-Efecto” (Simon, Tzur, Heinz y Kinzel, 2004) como una
particularizacion de la abstraccion reflexiva para identificar factores que
configuran la Trayectoria de Aprendizaje. Los resultados indican que la
trayectoria esta determinada por la coordinacion de las aproximaciones en
el dominio y en el rango en diferentes tipos de funciones.

Palabras clave : Limite de una funcidn, experimento ensefianza, recursos
tecnoldgicos.

Abstract

The goal of this study is to identify characteristics of post-secondary
students’ construction of meaning of function limit. We design a teaching
experiment drew upon a genetic decomposition (APOS) of the concept of
limit of function integrating technologics resources. Using “reflection on
relation activity-effect” construct (Simon, Tzur, Heinz y Kinzel, 2004)
derivated from Piaget’s reflective abstraction notion we identify factors in
the learning trajectory arose. The findings indicate that the different
learning trajectories that emerge were determined by how coordination
between approximations in rage and domain were set in different functions.
Keywords : Function limit, teaching experiment, technologics resources.

Resumo

7

O objetivo deste estudo é identificar as caracteristicas da construcdo do
significado de limite de uma funcdo no pdés-secundario estudantes em
obrigatéria (16-17 anos). NOs projetamos uma experiéncia de ensino,
considerando uma analise genética (APOS) do conceito de limite de uma
funcdo com a integracédo de recursos de tecnologia. Usamos el constructo
“reflexdo sobre a atividade-efeito” (Simon, Tzur, Heinz e Kinzel, 2004)
como uma particularizacdo da abstracdo reflexiva (Piaget) para identificar
os fatores que moldam a trajetoria de aprendizagem. Os resultados
indicam que o trajectéria de aprendizagem € determinada pela
coordenacéo das tendencias in intervalos em diferentes tipos de funcoes.
Palavras-chave: Limite de uma funcéo, experiéncia de ensino, recursos
de tecnologia.
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1. Introduccién

El aprendizaje del concepto de limite plantea dificultades a los estudiantes tal
como confirman desde hace algun tiempo las investigaciones (Cornu, 1991; Cottrill,
Dubinsky, Nichols, Schwingendorf, Thomas y Vidakovic, 1996; Sierra, 2000;
Blazquez y Ortega, 2001, Elia, Gagatsssi, Panaoura, Zachariades & Zoulinaki, 2009;
Valls, Pons y Llinares, 2011). Los resultados de estas investigaciones indican que el
concepto de limite de una funcion es dificil de comprender. En particular, Orton
(1980) sefnala que los estudiantes tienen dificultades en la conceptualizacion de los
procesos de limite que sustentan el concepto de derivada y en la utilizacion
apropiada de las representaciones graficas, mientras que Cornu (1991) indica que
estas dificultades estan vinculadas a que el concepto de limite es uno de los
primeros en el que las matematicas no estan restringidas a un computo finito.

Artigue (1995) organizan las dificultades de los estudiantes con las ideas del
céalculo en tres grupos, (a) la complejidad matematica de los objetos basicos del
célculo, (b) la conceptualizacion y formalizacion de la nocion de limite y a su
tratamiento en la ensefianza, y (c) la distancia entre el pensamiento analitico y el
algebraico. En relacion a la conceptualizacion y formalizacion de la nociéon de limite
y a su tratamiento en la ensefianza, Hardy (2009) indica que hay diferencias entre
las percepciones de los profesores en relacion al concepto de limite generadas
desde las praxeologias puestas en funcionamiento en las instituciones de
ensefianza y las percepciones de los estudiantes generadas a partir de las
estrategias y creadas de manera espontanea para superar los examenes.
Finalmente, la influencia de los diferentes modos de representacién en el desarrollo
de la comprension del significado de limite de una funcidbn muestra la distancia entre
el pensamiento analitico y el algebraico en el aprendizaje de este concepto
(Blazquez y Ortega, 2000; Elia et al., 2009; Moru, 2009).

En relacion a la complejidad matematica del concepto de limite Freudenthal
(1983), a través del analisis fenomenoldgico de este concepto, pone al descubierto
la presencia de dos fendmenos especificos de diferente naturaleza, los fendmenos
de Aproximacion Intuitiva (Al) y los de Aproximacion doble intuitiva (ADI). La
aproximacion intuitiva remite a la evolucion de las variables dependiente e
independiente en el caso de funciones reales de variable real con limite finito en un
punto. El alumno al iniciar su aprendizaje cree que hay dos aproximaciones, la de la
sucesion de valores de la variable independiente hacia un valor y la de la sucesion
de valores de la variable dependiente hacia el limite; y es consciente, o no, de la
conexion que la funcion f establece entre ambas sucesiones. Los fendmenos de
Retroalimentacién se manifiestan al interpretar y aplicar las acciones incluidas en la
definicion formal de limite desde una perspectiva métrica, la cual exige construir una
funcion (e-6 para funciones). Cada retroalimentacion corresponde a un proceso de
ida-vuelta: una vez establecido el entorno en el limite con el € en el eje de
ordenadas hay que coordinar con un entorno en el eje de abscisas para determinar
el correspondiente & asociado, y comprobar que las imagenes de valores
correspondientes al eje de abscisas pertenecen al entorno considerado. Este
fendmeno es puesto de relieve cuando se estudia el proceso de construccién del
significado (Swinyard, 2011). En particular, Kidron (2010), en un estudio de casos
sobre el proceso de construccion del significado de la idea de limite en la definicion
de la asintota horizontal, encontré que los estudiantes, en su esfuerzo por realizar
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las diferentes tareas propuestas, se encontraban en una situacién de conflicto entre
su imagen del concepto de la asintota horizontal y la definicion del concepto. Este
conflicto ponia de manifiesto la dificultad en dotar de sentido a la aproximacion
doble intuitiva y el papel desempefiado por el razonamiento algebraico y analitico de
manera complementaria al razonamiento numérico para revisar su imagen del
concepto visto desde la perspectiva tedrica de la abstraccion en contexto
(Hershkowitz, Schwarz y Dreyfus, 2001). Por otra parte, Prezenioslo (2004), al
estudiar las distintas concepciones sobre el concepto de limite de los estudiantes,
indica que la mas eficiente es la que se centra en la vecindad y que la concepcién
de limite de una funcion que se apoya en considerar la aproximacion de sus valores
es mas eficiente que la idea basada en la aproximacion de puntos de la grafica.
Ademas, Tall y Vinner (1981) indican que el proceso dinamico, es decir, cuando x
se aproxima hacia "a" entonces f(x) se aproxima al limite sin alcanzarlo, entra en
conflicto con la definicion formal del limite, puesto que prevalece sobre ésta.

Estas investigaciones han puesto de manifiesto que en la coordinacién entre
las aproximaciones en el eje de abscisas y el eje de ordenadas los diferentes modos
de representacion desempefian un papel relevante para poder explicar la relacién
entre la aproximacion métrica y dinamica en el proceso de construccion del
significado de limite. En particular, Duval (1998) sefiala que para comprender un
concepto es necesaria la coordinacion de los diferentes registros de representacion,
pues con uno sélo no se obtiene su comprensién. Esta perspectiva ha puesto de
manifiesto el papel primordial de los diferentes modos de representacion y de las
traslaciones y conversiones entre ellos para comprender los procesos de
construccion de los significados del concepto de limite por parte de los estudiantes.
En particular, Elia y sus colaboradores (2009) ha investigado los obstaculos
epistemologicos que los estudiantes de matematicas encuentran en el limite de
funciones en diferentes modos de representacion. Sus resultados indican que los
estudiantes que habian construido una comprensién conceptual de limite fueron los
gue mas conversiones entre limites algebraicos y geométricos lograron y al revés.
Una consecuencia de estos resultados sobre las dificultades de los estudiantes con
el significado del limite es la generacion de implicaciones para la ensefianza que
intentan superarlos (Camacho y Aguirre, 2001; Engler, Vrancken, Hecklein, Miller y
Gregorini, 2007; Contreras y Garcia, 2008). De esta manera, Fernandez (2000)
propone sistemas didacticos para trabajar el concepto de limite a partir de
programas informaticos especificos tales como el Derive. Sin embargo, Monagham,
Sun vy Tall (1994) indican que el uso de la tecnologia no garantiza que los
estudiantes puedan superar las dificultades con el concepto de limite de una
funcidn. Esta situacion plantea interrogantes sobre cuales deben ser las
caracteristicas de las secuencias de ensefianza que tengan en cuenta la
informacion reunida hasta estos momentos por las investigaciones sobre el
aprendizaje del concepto de limite.

La investigacion presentada aqui tiene como objetivo identificar

» caracteristicas del proceso de construccién del significado del concepto de
limite de una funcion, y

» factores de las secuencias de ensefianza que parecen influir en ese proceso
de construccion.
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El contexto fue un experimento de ensefianza organizado considerando una
trayectoria hipotética de aprendizaje del concepto de limite. EI experimento de
enseflanza fue disefiado usando tareas que integraban recursos tecnoldgicos y
considerando la concepcion dinamica y métrica de limite (Blazquez y Ortega, 2002).
La concepcion dindmica de limite (figura 1) entendida como

* Sea “f” una funcién y “x” un namero real
e “X” se aproxima al nimero “a”

* “f(X)” se aproxima a “L” cuando “x” se aproxima al nimero “a@”, sus imagenes
“f(x)” se aproxima a “L”

! >
Figura 1. Representacion gréfica de la concepcion d  indmica de limite:
aproximacion y coordinacion
Fuente: Blaquez, Ortega, Gatica y Benegas, 2006

Y la concepcion métrica de limite (figura 2) entendida como:
e Sea “f" una funcion y “x” un namero real.

» Si se puede encontrar para cada ocasion un “x” suficientemente cerca de “a”
tal que el valor de “f(x)” sea tan proximo a “L” como se desee” entonces
decimos que existe limite de la funcion, L, en el punto a, se escribe
lim,_ f(x)=1L

limf) =L = D£>O,D6>O:Dx(0<|x—a|<6 = | f(x)—L|<£)
)

 lim f(x) = L

-

[i(x) —L| 20

N

|x-a} —=0

5

Figura 2. Representacion grafica de la concepcion m  étrica de limite: cuantificacion

2. Marco teérico

La perspectiva tedrica adoptada procede de una particularizacion de la idea de
Abstraccion Reflexiva, entendida como las acciones y operaciones del sujeto y los
esquemas que le conduce a construir conocimiento (Piaget y Garcia, 1982)
realizada por Simon y Tzur (2004). Estos autores sefialan que las acciones de los
estudiantes producen diferentes efectos que pueden ser considerados por el
estudiante en el desarrollo de procesos de abstraccion. Sin embargo, los
estudiantes deben centrarse Unicamente en aquellos efectos que son relevantes
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para el desarrollo del concepto matematico implicado. Simon y Tzur denominan a
este proceso Reflexion sobre la Relacion Actividad-Efecto para dar cuenta de como
funciona el proceso de Abstraccion Reflexiva. EI mecanismo de reflexiébn sobre la
relacion actividad-efecto consiste en dos tipos de comparaciones: (a) entre el
objetivo del estudiante y los efectos de la actividad, lo que lleva a una clasificaciéon
de los registros actividad-efecto y, (b) entre las diferentes situaciones que dan lugar
a cada tipo de registros actividad-efecto, lo que lleva a abstraer la relacién actividad-
efecto como una regularidad anticipada y razonada (Tzur, 2007).

La reflexion sobre la relacion actividad-efecto comienza cuando el estudiante
debe resolver una determinada tarea. La demanda de resolucidon genera un objetivo
para el estudiante (Objetivo del estudiante) que determina una serie de acciones
mentales que dependen de su conocimiento previo. Para poder alcanzar su objetivo,
el estudiante realiza alguna actividad o secuencia de actividades (Actividad dirigida
por el objetivo) proporcionando la posibilidad de prestar atencidon a los efectos de la
actividad realizada (Efecto de la actividad) en relacibn con lo que pretende
conseguir. En este proceso de observacion de los efectos de la actividad, el
estudiante crea registros mentales (Registros de la relacién Actividad-Efecto). En
funcidn del efecto obtenido y de la necesidad de alcanzar su objetivo, el estudiante
realiza ajustes para aproximarse al logro del objetivo. Estas variaciones son
intencionadas. Al llevar a cabo una nueva actividad (o un ajuste de la actividad
inicial), ésta produce un nuevo efecto. Asi, los registros mentales en los que se
relaciona cada actividad con el efecto que produce son clasificados y comparados.

Esta comparacion de registros mentales lleva a la identificacién de estructuras
y/o patrones en la relacion entre actividad y efecto (Regularidad en la relacion
actividad-efecto). De esta forma la reflexion lleva al estudiante a la Abstraccion
Reflexiva de regularidades en la relacion actividad-efecto. La abstraccion se
produce al identificar regularidades en el conjunto de relaciones registradas y es la
base del nuevo concepto o estructura que forma parte del proceso de resolucion de
la tarea propuesta. Ademas, haber abstraido la regularidad en la relacién actividad-
efecto al realizar la comparacion de las diferentes situaciones que la generaron
permite al estudiante anticipar los efectos de nuevas actividades sin necesidad de
llevarlas a cabo. Tzur y Simon, desde la nocion de Abstraccion Reflexiva de Piaget,
asumen que estos procesos mentales de los estudiantes son elementos
constituyentes de la comprension de un objeto que involucra 2 fases:

» La Fase Participativa, en la que los estudiantes desarrollan diferentes
actividades guiados por el objetivo de resolver la tarea y generan diferentes
efectos (resultados de la actividad). La reflexion inicial sobre la relacién entre la
actividad y el efecto producido permite generar ideas pertinentes para la
resolucion de la tarea que inicialmente soélo esta disponible en el contexto del
tipo de tarea propuesta. Por ejemplo, el estudiante al evaluar el valor de una
funcidén f en puntos cercanos o igual a “a” puede generar una idea sobre la
relacion entre la cercania de los puntos a a y el comportamiento de los valores
de la funciébn. Esta idea inicial es considerada como una anticipacion
provisional (en el sentido de no duradera) de la regularidad en la relacion
actividad-efecto (al evaluar f en un solo proceso en el que f(x) se acerca a L
como x a “a”).
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* La Fase de Anticipacion, en la que ante una determinada tarea cuya resoluciéon
involucra el uso por parte de los estudiantes de un concepto matematico y este
solo tiene que considerar pertinente el uso del concepto matematico en la
resolucién de esta tarea. El estudiante puede hacer uso del concepto de
manera adecuada independientemente del contexto o tarea. La distincion entre
las dos fases surge de la observacion del fracaso de los estudiantes en el uso
de concepciones matematicas que habian utilizado con éxito en ocasiones
anteriores.

2.1. Trayectoria hipotética de aprendizaje

Esta forma de entender el desarrollo de las estructuras mentales por parte de
los estudiantes y el aprendizaje conceptual proporciona referencias para pensar en
cdmo una secuencia de tareas puede promover el aprendizaje. Es decir, establecer
de manera explicita relaciones entre las caracteristicas de trayectorias hipotéticas
de aprendizaje en los estudiantes y las caracteristicas de secuencias de ensefanza
(identificar objetivos de aprendizaje, definir secuencias de tareas y contribuir a una
evaluacion detallada de las comprensiones matematicas de los estudiantes) (Tzur,
2007; Simon y Tzur, 2004). Desde esta hipotesis inicial, se han empezado a
considerar 3 tipos de tareas que pueden ayudar a los estudiantes en la construccion
de un nuevo concepto entendiendo este proceso de construccion desde la
perspectiva de la reflexion sobre la relaciéon actividad-efecto (Tzur, 1999):

» Tareas iniciales: que pueden ser realizadas por los estudiantes haciendo uso
de sus conocimientos previos. Estas tareas pueden usarse para que el
estudiante lleve a cabo ciertas experiencias que posteriormente se convertiran
en material para la reflexion y la abstraccion de regularidades en la relacion
actividad-efecto.

» Tareas de reflexion: a partir de las actividades realizadas por los estudiantes al
resolver tareas iniciales, el profesor puede proponer tareas de reflexion que
dirigen a los estudiantes a centrar su atencion en los registros actividad-efecto.
El objetivo es que el estudiante reflexione sobre dicha relacion para generar la
abstraccion de regularidades en la relacion actividad-efecto.

» Tareas de anticipacion: para llevar a cabo estas tareas es necesario hacer uso
de una regularidad en la relacion actividad-efecto, de forma que las tareas de
anticipacion sitian al estudiante ante la necesidad de obtener informacion a
partir del conjunto de registros. Para realizarlas es necesario que se haya
producido la abstraccion de la regularidad en la relacion actividad-efecto.

Las tareas iniciales se usan para promover la creacion y reconocimiento de
ciertas experiencias, las tareas reflexivas para dirigir la atencién del estudiante a la
relacion actividad-efecto, y las tareas de anticipacion para provocar la abstraccion
de regularidades. En este contexto, un concepto es considerado como una relacion
mental dinamica entre una actividad y sus efectos.

2.2. Preguntas de investigacion

Considerando la problematica de investigacion inicialmente descrita, los
objetivos generados y la perspectiva tedrica adoptada, las preguntas que nos
planteamos fueron:
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» ¢Cbmo se genera la coordinacién entre aproximaciones en la construccién del
significado del limite de una funcion?

» ¢Como identifican los estudiantes las relaciones de actividad-efecto desde las
diferentes coordinaciones?

3. Método
3.1. Participantes y disefio del experimento de ense  fanza

En este experimento de ensefanza participaron ocho estudiantes (cinco chicos
y tres chicas) de 1° de Bachillerato de Ciencias (16 y 17 afos). Estos estudiantes no
habian recibido ninguna ensefianza previa en relacion al concepto de limite de una
funcion. Se disefid una secuencia de ensefianza de 10 clases de 50 minutos. La
primera clase tenia como objetivo introducir a los estudiantes al programa DERIVE y
las otras nueve clases se organizaron en 3 modulos de 3 clases cada uno. Las
tareas en estos moédulos tenian como objetivo recordar aspectos relativos a las
funciones (modulo 2), el desarrollo del significado de la idea de tendencias y
aproximacion (modulo 3) y el significado de limite (médulo 4) e integraban los
modos algebraico, grafico y numérico. Las tareas eran de tres tipos: (a) iniciales, (b)
de reflexion y, (c) de anticipacion. En cada bloque las tareas propuestas debian ser
resueltas por los estudiantes en parejas. EI médulo 2 (Funcion) estaba compuesto
por 13 tareas, el médulo 3 (Tendencias y aproximaciones) por 6 tareas, y el médulo
4 (Limite por aproximacion métrica) por 2 tareas.

En la primera clase los estudiantes se familiarizaron con los programas
informaticos, Derive 6.0- comandos e iconos mas usuales-y Camstudio- manejo del
programa de grabacion oral y de pantalla. La secuencia de tareas propuestas en los
tres modulos (funciones, tendencias y limite) tenia en cuenta los aspectos de la
trayectoria hipotética de aprendizaje del concepto de limite desde las perspectivas
dinamica y métrica conjeturada previamente:

1. Aproximacién a un punto “a”.
2. Coordinacion entre f(x) se acerca a L como x se acerca a “a”.
3. Limite como cuantificaciéon de distancias métricas que tienden a cero.

Las trece tareas que conformaban el moédulo 2 (funciones) estaban
organizadas segun el esquema descrito en la figura 3. Estas tareas se formularon
teniendo en cuenta los resultados de las investigaciones de Blazquez y Ortega
(2002) y Robinet (1983) en el sentido de utilizar funciones sencillas, parabolas,
hipérbolas, etc., mas adecuadas para estas edades, intentando coordinar los
valores de “x” e “y". El objetivo de este modulo fue recordar aspectos relativos a la
idea de funcién como un paso previo al proceso de construccion del significado de
limite de una funcién.
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Relacionar
Magnitudes

Hacer tablas y
graficasde las
relaciones

Formalizar funciones
con y sin expresiones
algebraicas

Cambio de las graficas al
variar las expresiones
algebraicas

Figura 3. Contenido Modulo 2 (Funciones)

En el médulo 3 (Tendencias y aproximaciones) las seis tareas propuestas
estaban centradas en tendencias finitas e infinitas (figura 4). En particular, sobre
tendencias laterales finitas en representacion algebraica y grafica. Los objetivos de
este médulo fueron:

» Generar contextos para determinar el nivel de aceptacién de la existencia de
limite.

» Discriminar los limites laterales.
« Establecer relaciones entre la existencia del limite a la de los limites laterales.

fix) no tiende a
nada

Si e =1

Six—=>a®

S R

5i n—)a-

< g

Figura 4. Contenido Modulo 3 (Tendencias y aproxima  ciones)

Por dltimo, en el moédulo 4, se introdujo la idea de limite de una funcién como
aproximacion métrica. El objetivo de las tareas de este modulo era apoyar a los
estudiantes en la traslaciéon desde la fase de participacion a la fase de anticipacion
en la construccion del significado de limite de una funcién. Esta transicion es clave
en el proceso de construccién del significado del limite permitiéndonos identificar las
dificultades que podrian surgir en la idea de limite a través de una funcién en modo
de representacién grafica y que tiene un limite lateral finito y otro infinito, o a través
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de la tabla de una funcion con limites laterales distintos. El contenido del médulo 4

(limite) se muestra en la figura 5.
Expresiones
Pl Algpebralcas
-
r'
"'\._\K

\ :
distancias |y
1 f(=<)-L| >0

Figura 5. Contenido Mddulo 4 (Limite por aproximaci ~ én métrica: LAM)

Limites de
funciones en

todos los
cuadrantes

La tabla 1 recoge ejemplos de tareas tipo propuestas en cada uno de los
modulos disefiados.

Tabla 1. Algunas de las tareas propuestas en los m6é  dulos disefiados

Ejemplo Objetivo

Analizar como los estudiantes
relacionan el dominioy el

recorrido de una funcién
intuitiva o formalmente

Tareas F-6.Dibujad las funciones
a.f(x)=3x b.g(x)=3x2+1
(a partir del comando grafico)

Moédulo 2: Funciones

Tareas T-1y T-2.-Calcula los
siguientes limites y explicalos
razonadamente antes de dibujarlos. | Analizar como los estudiantes

Modulo 3: Tendencias | Compruébalos con el ordenador, coordinan las aproximaciones a
con una tabla, o desde el cursor y “X" con las respectivas
su gréfica. tendencias de “y”
a) ¢ -1 b)., xt+x+6
) lim imxee
X-—4 X+4 X=2 X+3

Tarea L-1. Haced unatablade |x-
a| y |f(x)-L| para ver sus tendencias,
en x=3

Para ello buscad nameros "a"

, I roximo a 3, para la funcion: . . .
Modulo 4: Limites ]E)(X) %22 P ¢ Analizar si los estudiantes

son capaces de concluir que
el hecho de qué las distancia
tiendan a cero o no implica la
existencia o no de limite de la
funcién en el punto x =3

e Analizar si los estudiantes
son capaces de observar que
las distancias tienden a cero.

Tarea L-2. Haced lo mismo con la
siguiente funcién y concluir si hay
limite y por qué

ery — Jxt —Zsix=3

&) I 2xsix =3

Los estudiantes realizaron las tareas por parejas en un aula de informética.
Para recoger sus interacciones durante la resolucién de las diferentes tareas
usamos el programa Cam-Studio (http://camstudio.es/) que es un software libre que
permite realizar la grabacion de todo lo que sucede en el escritorio, grabando tanto
la pantalla completa, como ventanas o zonas definidas, asi como el audio que esté
activo en ese momento, generando un fichero en el formato de video AVI y
utilizando el generador de SWF en formato Flash creando un fichero de peso
reducido y con soporte para Streaming de video sobre flash.

3.2. Datos

e
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Los datos de esta investigacion fueron las transcripciciones de las grabaciones
orales (tabla 2) y de pantalla del ordenador obtenidas desde el programa Camstudio
(figura 6) de cada una de las parejas participantes que fueron codificadas por las
iniciales de sus nombres.

También se dispuso para esta investigacion de las respuestas a un
cuestionario de 9 tareas en los que se hacia referencia a aspectos de la concepcion
de aproximacion dinamica y métrica de limite en diferentes representaciones:
numerica (N), grafica (G), tabla (T), algebraica (A), lenguaje formal (LF), lenguaje
natural (LN). Los participantes en el experimento de ensefianza respondieron a este
cuestionario al finalizar todas las sesiones y con el objetivo de establecer la
comprensién que habian adquirido del concepto de limite como un indicador
complementario de la informacioén generada sobre el proceso de construccion.

Tabla 2. Transcripcion de la pareja K-R a las respu  estas orales de la tarea 1 del médulo 2

Sesion 3: 02 -12-09 Tendencias
Tarea T-1.- Dibujad la siguiente funcién y comprobad con el cursor y con el zoom que le
ocurre a la “y” cuando la “x” aumenta mucho, es decir, ¢ hacia donde- a qué valor- se

acerca la funcién cuando x aumenta mucho, tiene un valor muy grande?

3 2
¥=x 4+ 3 o+ 2+ 1

5 b

/-/-2 ] }_51 2 3 4

L1 R: bueno, vamos a dibujar una funcion, ehhhh...

L2 K: Mauro puedes ir un poco (no se oye bien) que veamos la otra.

L3 K: un poco para que veamos la otra.

L4 K: jyal

L5 R: 2x mas 1

L6 R: Bueno, pues vamos a dibujar la funcion.

L7 R: ¢es una pregunta? (a K)

L8 R: Vamos a ir viendo

L9 R: vamos a ver....
Detive & - [Rkgetsta | Lex 3 Sesisnes seshzades de Limites din] = = = P
[ i it Jroartnd Itroiicy Seplficar ecolver Gilculo Gptiomes ‘Nentarss Ayipls almx]
D& 2% x.:‘_"“rgeg E —l.xE@

Tarea 2. tGalewla To mites y explicalos razonadasente antes de dibujarles. Compruébalos con e ordenador
e

Figura 6. Pantalla del ordenador de la respuesta da  da por la pareja R-K a la Tarea 2 del médulo 3
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3.3. Analisis
El andlisis de los datos se realiz6 en tres etapas:

Etapa 1. En esta etapa se hizo un analisis pre-analitico a partir de las
transcripciones realizadas y de las verbalizaciones de los estudiantes y de sus
interacciones al resolver las tareas. Este andlisis pre-analitico tenia como objetivo
identificar evidencias de relaciones entre la actividad-efecto en el contexto de la
coordinacion de las aproximaciones y de las diferencias en el dominio y rango.

Etapa 2. En esta etapa se tratd de caracterizar la fase de participacion a partir de la
lectura conjunta de todos los comentarios pre-analiticos.

Etapa 3. En esta Ultima etapa se tratd de establecer si los estudiantes hacian uso
del concepto al responder correctamente a tareas donde se les pedia conjeturar el
limite de una funcion desde su expresion algebraica y grafica, es decir, dando
evidencias de encontrarse en la Fase de anticipacion.

4. Resultados

En este informe presentamos las caracteristicas del proceso de construccion
del significado de la idea de limite de una funcién en un entorno de aprendizaje que
favorece la complementariedad entre las concepciones dinamicas y métricas y las
relaciones entre los diferentes modos de representacion usando evidencias
procedentes de una de las parejas participantes (R-K). El proceso de construccion
de los significados se describe considerando las fases participativas y anticipativa
puestas de manifiesto por la reflexion sobre la relacion actividad-efecto generadas
durante la resolucion de las diferentes tareas. Los resultados se muestran en
funcidn de las relaciones entre la actividad-efecto y las fases de transformacion
conceptual.

4.1. Relaciones entre la actividad-efecto

Hemos identificado evidencias de relaciones entre la actividad-efecto, en el
contexto de la coordinacion de las aproximaciones y de las diferencias en el dominio
y rango de funciones. Por ejemplo, en el desarrollo de las tareas del médulo 2 sobre
la idea de funcién, al resolver la tarea T.2 (tabla 2), centrada en el significado de la
idea de funcién como relacidon entre variables, los estudiantes dibujan la grafica de
la funcidén y prestan atencion al efecto sobre la funcion de la modificacion de los
valores de la x. El didlogo entre los dos estudiantes (lineas L2 a la L5 de la tabla 2)
pone de manifiesto la manera en la que el discurso sobre las representaciones
graficas generadas indica como estaban estableciendo la relacion entre la accion de
mover el cursor (cambio de los valores de la x) y el efecto producido en el
comportamiento de la funcion (efecto de la accion). Esta actividad permite asumir
gue los estudiantes estaban en condiciones de crear registros mentales de lo que
estaba sucediendo mientras resolvian la tarea en relacion a la tendencia de la
funcion (linea L10 de la tabla 3).

Tabla 3. Ejemplo de relacion entre la actividad-efe  cto
Tarea T.2.- Dibujad la siguiente funcién y comprobad con el cursor y con el zoom que le ocurre a
la “y” cuando la “x” aumenta mucho, es decir, ¢hacia donde- a qué valor- se acerca la funcién
cuando x aumenta mucho, tiene un valor muy grande?

e
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¥ o= ® - 3x
-Vz/l_opzz 0.4 0.6 \s 1
L1 R: tiende (R y K murmullan pero apenas se oye)
L2 R: en la 22 grafica cuando “x” aumenta mucho, la “y” disminuye.
L3 K: sila “x"...
L4 R: sila“x"aum... aver, si la“x” esta aumentando la “y” aumenta, pero
llega un punto que lay untal
L5 K: disminuye
L6 R: entonces, cuando la “x” aumenta mucho
L7 K: la “y” disminuye
L8 R: la “y” disminuye... ahi mide tanto (no se oye bien)...tdmatelo por F5 (no se
oye bien)
L9 K: no, pero por (no se oye bien)
L10 R: mas o menos un poco antes de 0,5 tiende a disminuir

4.2. Fases de transformacion conceptual

Los estudiantes que forman la pareja R-K solo son capaces de adelantarse a
los resultados desde la perspectiva de la conceptualizacion dinamica de limite,
cuando estan experimentando aproximaciones a un punto finito e infinito en
funciones continuas a partir de sus representaciones graficas (tabla 4).

Tabla 4. Evidencia de pertenencia a la “fase de pa rticipacion” de la pareja R-K

Tarea T-5.- Halla la tendencia de la funcién ¥ — \/; cuando “x” se acercaa 1
oy o= Jx
vl
o
E
2
1 o - w
L T
L1 R: cuando x se acerca a1l por la derecha, la"y” disminuye vy, y...
L2 K:y cuando...
R:y cuando se acerca por la izquierda la “y” aumenta, la “y” aumenta hasta 1, y la
L3 “y”, o seapor laderecha la“y” disminuye hasta 1y por laizquierda la*y”
aumenta hasta 1.

Sin embargo, en funciones definidas a trozos no fueron capaces de
adelantarse a los resultados ya que en estos casos, por ejemplo, en la tarea T.6
asocian el limite con el valor de la funcidon en un punto (tabla 5). Esta evidencia
indica que los estudiantes se encuentran en la fase de participacion en relacién a la
concepcion dinamica de limite al ser incapaces de usar el concepto de limite desde
esta perspectiva en cualquier situacion.

Tabla 5. Evidencia de no pertenencia a la “fase de  anticipacion” de la pareja R-K
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Tarea T-6. ¢,Cudl es la tendencia de la funcion cuando hacemos aproximaciones laterales? ¢ Cual
es el valor de la funcién en x=2? Primero con el cursor, nos acercamos lateralmente. y luego nos
hacemos una tabla.

If x 22 (x"2 - 4)/(x - 2)

flx) =
E rfxz2 3

L6 K: pon la ventana, cuando “X” tiende a 2 por su izquierda, izquierda,

L7 R: “X” aumenta muy despacio

K: “y" da el salto a 3 (no se oye hien). Cuando llega a 2 hay un bajon hasta 3 (leve
silencio) y 2? lo normal seria que fuera 2 punto 4 (2, 4), pero en esta funcién el punto es
(2, 3) (leve silencio) no entendemos por qué pero la funcién hace ese recorrido (parece
que R y K hablan a la vez) (Teclean el teclado) yyyy.....cuando se acerca a dos por su
derecha, “x” aumenta muy poco, va disminuyendo hasta que llega a 2 que “y” disminuye
a 3. Por laizquierda... se va acercando a 4

L9 K: yjusto en 4, da un salto hasta 3

R: pero... da salto a 3... y por la derecha “x” se va acercando a 3, se va acercando a 4

L8

L10 ... Y da un salto (silencio)

L11 K: ¢no?

L12 R: Se supone que deberia ser 4 pero en la otra opcién hemos visto que era 3
L13 K: jclaro!

L14 R: siesla misma funcién

L15 K: tiene que ser el mismo valor

L16 R: tiene que ser el mismo valor....

L17 K: Concluido.

Desde la conceptualizacion métrica de limite, estos estudiantes no coordinan
las tendencias a cero de los intervalos en el dominio (|x-a|—0) y en el rango
((Jf(x)-1]—0). Por ejemplo, en la tarea 4.2 (tabla 6) calculan las distancias en el
dominio y en el rango adecuadamente pero no identifican que en la columna |f(a)-6|,
este intervalo no tiende a 0, cuando se acercan a 3 por la izquierda, y en
consecuencia no concluyen que no existe limite.

Tabla 6. Evidencia de no pertenencia a la “fase de  anticipacion” de la pareja R-K

p )

Tarea 4.2. Dibuja la funcién | X" =2 SIX<3 'haz una tabla con |x-a| y [f(x)-L| para ver sus
2X, Six=3

tendencias, en x=3 e indica si la funcion tiene limite o no.

If %< 3 22 -2
Flxd =
IfF x >3 2-x

L1 K: tenemos que poner valores de x cada vez mas préximos a
L2 K: tenemos que hacer valores cada vez mas proximos a “a”.
L3 K: vale, ¢sabes que vamos a coger?

e
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L4 R: Aqui no
L5 K: no, ya esta
L6 R: Vamos tenemos ya valores. Vamos a salir por la izquierda
L7 K: por su derecha
L8 R: estamos viendo lo que vale a... la funcién tiende a seis cuando “X” vale tres
L9 K: ahora tenemos que ver la diferencia
K: ahora tenemos que ver la diferencia, si al aproximarse...a 3. Si, si al aproximarse
L10 a 3. Esa es la distancia que hay al aproximarse por su izquierda desde su derecha,

esto ya esta hecho, no?, bajalo, bajalo, ahora lo hacemos por la derecha, es que
aqui por la izquierda y por su derecha Por esto, no ves,

L11 R: ahora tU, tenemos gque poner el valor absoluto de las diferencias

K: contando ya la funcion positiva, la funcion positiva, tres menos a, tres con 29 a

L12 .
tres con uno (no se oye bien)
L13 K: Vale
R: ya tenemos valores en positivo (no se oye bien) para arriba, tenemos uno...
L14 gue seria con seis, (le responde al profesor) si, claro es lo que se dice, (no se oye
bien) f(a) coma....... 2,99
L15 K: si... atchissssssss (estornuda)
L16 R: JesUsss, (se queda en silencio) la diferencia , 6
R: vale, en la 12 columna podemos ver, podemos apreciar el punto de como
L17 acercarnos por la izquierda a 3, podemos ver la diferencia, podemos ver la tendencia

de la funcién y comprobar el 6 es el limite de la funcién en el punto 3.

No obstante, Roberto uno de los componentes de la pareja R-K, al responder a
las cuestiones del problema 2 del cuestionario propuesto para analizar la
compresion del concepto de limite de una funcion, reconoce, a partir de una tabla,
gue no hay limite y hace una gréafica para mostrar su conclusion (figura 7). Esta
forma de actuar pone de manifiesto su capacidad de coordinar las aproximaciones
en el dominio y rango de la funcién- concepcion dindmica de limite. Igualmente, en
el problema 4 del cuestionario en relacion a la concepcion métrica del concepto de
limite es capaz de ver que los intervalos |x-a| y |f(x)-L| tendian a cero, poniendo de
manifiesto su capacidad de coordinarlos (figura 7).

Problema 2 Problema 4

A partir de la tabla, responde

x |0,
39 15.485
3.99 | 15530

[ 3999 | 15.5254 |
| 739999 | 15.5015
[ 1399995 15 50001

1= = |
‘ 4.00001_| 14.00003 |
| 4.0001 | 14.0003 |
| 4001 | 14.003 |

401 | 1403 |

4 14 |

. 5 Se GEARCE
2. LA qué nimero a se acerca x? S

erca f(x)? ¥
. x4

iento de la funcién f{x) en relacién al comportamiento de la variable x

o o lwibes oot sy domcke 4 q=

R, | e
x 3 M e biew  Linike <ol

\ { . LSO ¥ P ok b -r ¥
s Reveshe , U % im e l fmacn b

bler o WY

sl ko ;e 3 Liferanc, wunhem do A S < %
X

A5

3

1
.-:.\;yi =
T

Figura 7. Respuesta de Roberto al problema 2y 4 de | cuestionario

5. Conclusiones
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La investigacion sobre la ensefianza y el aprendizaje de temas relacionados
con el calculo esta abriendo la posibilidad de nuevas propuestas didacticas
fundamentadas en el andlisis de los procesos cognitivos involucrados en el
aprendizaje (Pons, Valls y Llinares, 2011; Boigues, Llinares y Estruch, 2010; Garcia,
Llinares y Sanchez-Matamoros, 2010; Sanchez-matamoros, Garcia y Llinares,
2008). En particular, se hace énfasis en la posibilidad de introducir asistentes
digitales en el desarrollo de secuencias de ensefianza que tengan en cuenta las
caracteristicas del proceso de construccion de los significados por parte de los
estudiantes (Camacho y Depool, 2003a, b). En este estudio identificamos algunas
caracteristicas de la trayectoria de aprendizaje desde la perspectiva tedrica de la
abstraccion reflexiva del concepto de limite en una pareja de estudiantes al realizar
una secuencia de tareas que integraban recursos informaticos. El desarrollo de las
diferentes tareas mostré que inicialmente el conocimiento de los estudiantes era
parcialmente construido (Ron, Dreyfus y Hershkowitz, 2010) en el sentido de la
construccion de significado vinculado a contextos especificos. Este hecho se ponia
de manifiesto por las dificultades de los estudiantes en coordinar las aproximaciones
y las diferencias en el dominio y rango de funciones en el sentido de la aproximacion
doble intuitiva en diferentes tipos de funciones. Este fue puesto de manifiesto en el
caso de las funciones definidas a trozos en las que los estudiantes no fueron
capaces de adelantarse a los resultados al asociar el limite con el valor de la funcién
en un punto.

El proceso de construccion del significado del concepto de limite en la pareja
de estudiantes mostré que la comprension inicial del proceso de Aproximacion
Intuitiva aplicada al dominio y al rango puede ser interpretada como
comportamientos que muestran los intentos iniciales de establecer relaciones a
partir de la clasificacion de los registros de la relacion actividad-efecto. Estas
relaciones se evidencian al mover los estudiantes el cursor sobre el eje de abscisas
y viendo el comportamiento de los valores de la funcion f(x) en cada caso
(tendencias y coordinacion). Esta acciones iniciales se pueden considerar parte
constituyentes de la fase de participacion en la construccion del conocimiento
(Simon et al. 2004; Tzur y Simon, 2004). En el caso de la pareja de estudiantes
analizada solo cuando tuvieron la posibilidad de usar la conceptualizacion dinamica
de limite en diferentes tipos de funciones podriamos considerar que se iniciaba una
coordinacion que podia llevar a la construccion del significado del concepto de limite
en la fase de anticipacion local. Pero esta coordinacion solo se dio en algunos casos
ya que estaba vinculada a las caracteristicas de las funciones usadas en las tareas.

La descripcion realizada en esta investigacion parece indicar que la dificultad
de muchos estudiantes en evolucionar hacia una comprension de la definicion del
concepto de limite (considerando su significado métrico) puede estar vinculada a la
necesaria construcciéon del significado de cuantificacion a partir de la concepcién
dindmica. En este sentido, este proceso de cuantificacion vinculado al desarrollo del
significado dinAmico parece que podria ser apoyado mediante tareas que tenga por
objetivos explicito ayudar a los estudiantes a iniciar la coordinacion de las
aproximaciones a “x” con las respectivas tendencias de “y” como se propuso en
modulo 3 de la secuencia de ensefianza disefiada. En este caso, la construccion de
los estudiantes del significado de cuantificacion vinculado a la doble aproximacion
intuitiva posiblemente favorezca la construccion del significado del concepto de
limite en la fase de anticipacion. En este sentido, las evidencias reunidas parecen
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apoyar la conjetura de que es el requerimiento de construir un esquema implicando
la coordinacion de dos procesos junto con la necesidad de un uso sofisticado de la
idea de cuantificacion el que dificulta el proceso de construccion del significado de
limite (Cottrill et al., 1996). En relacion al papel de la cuantificacion en el proceso de
construccion del significado del limite, Swinyard (2011) sefala que los dos
estudiantes en su estudio pudieron reinventar la definiciéon de limite reflejando la
estructura de cuantificacion compleja que representa la definicion métrica € -9
cuando se implicaban en tareas disefiadas con este propdsito. Un aspecto clave en
este proceso de construccion fue la manera de usar la notacion de valor absoluto
para indicar proximidad. Estos resultados sugiere que la habilidad para emplear una
aproximacion dinamica en el eje de abcisas con una perspectiva de proximidad
(métrica) en el eje de ordenadas de manera flexible favorece el desarrollo de una
comprension fuerte del concepto de limite y su definicién formal

El proceso de construccion descrito en esta investigacion proporciona una
descripcion fina de la manera en la que dos estudiantes empezaban a coordinar las
dos aproximaciones intuitivas que ayudan a constituir el significado del concepto de
limite, y de qué manera los estudiantes intentaban compatibilizar el significado
métrico del concepto de limite de una funcion derivada de la definiciébn £ -9 con el
significado dinamico del concepto. El esquema teodrico de las fases de construccion
del conocimiento, derivado de una particularizacion de la idea de la abstraccion
reflexiva, usado en el analisis del proceso de construccion del significado de la idea
de limite en los dos estudiantes analizados ha permitido de manera adicional
mostrar como el uso de instrumentos tecnologicos pueden hacer mas explicito el
papel de los modos de representaciéon. En particular, la manera en la que la
complementariedad entre lo gréafico, lo numeérico y lo algébrico, puesto de manifiesto
por el software utilizado, ayud6 a desarrollar los procesos de coordinacion. De esta
manera la descripcion del proceso de construccion seguido por los dos estudiantes
ha permitido relacionar aspectos de la particularizacion de la idea de la abstraccion
reflexiva con reflexiones derivadas del papel de los modos de representacion en la
construccion del conocimiento.
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