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La investigacion que reportamos presenta las construcciones y
mecanismos mentales asociados a la solucion de las ecuaciones
trigonométricas del tipo ab=0, de angulos simples, como una necesidad
de responder a la probleméatica de un trabajo mecanizado de los
aprendices al resolver dichas ecuaciones, mediante el analisis de la
Resumen aplicacion de la propiedad “si ab=0, entonces a=0 6 b=0". A partir de un
andlisis cognitivo basado en la teoria APOE (acciones, procesos,
objetos y esquemas), modelamos cdémo estudiantes de secundaria
construyen y aprenden el concepto solucion de dichas ecuaciones
trigonométricas.

Palabras clave : mecanismos mentales, ecuaciones trigpnométricas.

The research we report presents mental constructs and mechanisms
associated with the solution of trigonometric equations of simple angles
ab=0, as a need to analyse the mechanized work of apprentices when
solving these kind of equations using the property "if ab =0, then a= 0 or
b=0". From a cognitive analysis based on APOS theory (actions,
processes, objects and schemes) modelling how high school students
construct and learn the concept solution of these equations.

Keywords : mental mechanisms, trigopnometric equations.

Abstract

A pesquisa que nos informamos apresenta as construcbes e
mecanismos mentais associados a solugdo das equagbes
trigonométricas do tipo ab=0, de angulos simples, como uma
necessidade de responder ao problema de um trabalho automatizado
dos aprendizes ao resolver estas equagdes, por meio da analise da
Resumo aplicacdo da propriedade "se ab = 0, entdo a =0 ou b = 0." A partir da
analise cognitiva baseada na teoria APOS (acfes, processos, objetos e
esquemas), ndés modelamos como 0s estudantes secundarios eles
constroem e eles aprendem a conceito de solucdo destas equacdes
trigonomeétrico.

Palavras-chave: mecanismos mentais, equacdes trigonométricas.

1. Problematica de investigacion

La ecuacién cuadratica x°+x=0 de variable real x se puede generalizar a

ecuaciones del tipo sen’x+senx=0, y para que un estudiante determine su
conjunto solucién, es importante que factorice, esto es, senx(senx+1)=0, y
posteriormente reflexione sobre qué valores debe tomar sen x y luego la variable x

para que cada factor se haga cero. Pero si los estudiantes utilizan técnicas
memoristicas, no podran mostrar en sus argumentos propiedades de la
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matematica que justifiquen sus procedimientos. De esta forma, centrarse en el
producto igualado a cero permitira, por ejemplo, resolver la ecuacién
sen x (2sen x+1) =0 sin calcular el producto, sino mas bien reflexionando que para

gue senx (2senx+1) =0, uno de los factores debe ser cero. lgualando cada factor
a cero, el estudiante reflexionara en torno a senx=0 y 2senx+1=0, lo que le

permitira llegar a senx=0, para x=0°x=18C0¢ o senx:—%, para

x=210,x=33C transformando estos valores a radianes y generalizando el
conjunto solucion a S = {O +nr, %T+ 2nrr, %T+ 2n7/n Z}.

Nuestra problematica de estudio surge del interés por contribuir al aprendizaje
de la resolucién de ecuaciones trigonométricas ab=0, utilizando las propiedades del
cuerpo de los numeros reales, como lo es la propiedad hankeliana: ab=0 entonces
a=0 o b=0. Especificamente nos centramos en la factorizacibn como forma de
resolver en los niumeros reales una ecuacion del tipo ab=0, donde los factoresay b
representen funciones trigopnométricas de angulos simples. Nos preguntamos ¢,qué
justifica el paso de la factorizacion ab=0 a la separacion en dos ecuaciones a=0 6
b=0, que permiten despejar la variable o la funcién trigonométrica, si corresponde?.
Nuestra problemética de investigacidbn consiste en describir y analizar qué
matematica y por qué esa matematica es la que los estudiantes de cuarto afio
medio ponen en juego cuando se ven enfrentados a resolver ecuaciones
trigonométricas del tipo ab=0, donde a y b son funciones trigonométricas de
angulos simples

2. Importancia de resolver el problema planteado

Nuestro propdsito es enfrentar a los estudiantes a la resolucion de las
ecuaciones trigonométricas a través de la propiedad hankeliana, porque su
aplicacion permite analizar las dificultades que presenta un estudiante de cuarto
afio medio (Formacién Diferenciada de Matematica para el cuarto nivel, 17 afios)
en las conexiones y el transito de ciertos conceptos matematicos, como por
ejemplo: las funciones trigonométricas, el producto igualado a cero y los ceros de
una funcién, y también si es capaz de comprender una ecuacion, esquematizarla,
reconocer los elementos que se dan para su resolucion a través de la propiedad
hankeliana, asi como seleccionar una propiedad matematica que le permita dar
solucion a la ecuacion planteada.

3. Antecedentes de investigacion

Revisamos investigaciones en Matematica Educativa para detectar qué se ha
hecho en relacibn a nuestro objeto de estudio. En la mayoria de ellas no
encontramos indicios sobre estudios en ecuaciones trigonométricas propiamente
tales, aunque si existen estudios de la trigopnometria en general y de las funciones
trigonométricas en particular. Maldonado y Miranda (2009) reportan un analisis
didactico y cognitivo de los elementos de la trigopnometria, y Navarro y Villalva
(2009) estudian la desarticulacion entre la semejanza y la trigonometria en el
bachillerato.

Sin embargo, Ochoviet (2004) reflexiona sobre la propiedad “si ab=0,
entonces a=0 6 b=0", siendo a y b niumeros reales (propiedad hankeliana), lo que
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permite justificar el paso del producto igualado a cero, a las dos ecuaciones.
Reportaremos la investigacion de Ochoviet porque nos brinda elementos acerca de
la aplicaciéon de la propiedad hankeliana cuando un producto esté igualado a cero,
cuestion que se generalizard en nuestra investigacibn a ecuaciones
trigonométricas de angulos simples del tipo ab=0.

Ochoviet estudia las dificultades que se dan cuando no se especifica qué
representan en la propiedad hankeliana los factores a y b. En efecto, analiza casos
en que los estudiantes presentan dificultades en su aplicaciéon

1) Si bien los estudiantes conocen la propiedad, no la utilizan para resolver
ecuaciones de segundo grado, aun cuando es la uUnica herramienta
disponible.

2) En la verificacién de la solucién de ecuaciones de segundo grado en su forma
factorizada, los estudiantes reemplazan por las dos raices en forma

simultanea. Por ejemplo, al resolver la ecuacion (4X+8)(x—5):0, obtienen
las raices -2 y 5. Pero al \verificar evaldan incorrectamente
(4[(—2) +8)((5—5)) =0, con esto deducen que 0[0=0.

En investigaciones acerca de las funciones trigopnométricas, Maldonado y
Miranda (2009) hacen un analisis didactico y cognitivo de los elementos de
trigonometria. Aqui se observa que las nociones de los estudiantes sobre razones
trigonométricas carecen de significado, lo que implica negativamente en el estudio
de las funciones trigonométricas. Estos autores, Maldonado y Miranda observan
gue la secuencia curricular que antecede a las funciones trigopnomeétricas son:
razones trigopnométricas de un angulo agudo: seno, coseno, tangente, y sus
reciprocas; valores del seno, el coseno y la tangente para los angulos de 30°,453

y 60°; uso de tablas y calculadora para otros angulos agudos; resolucion de

triangulos rectdngulos y su aplicacion a la solucion de problemas: célculo de
distancias inaccesibles. Esta presentacion, de acuerdo al estudio sobre libros de
texto, orienta a quedarse en la algoritmizacién, limitando al estudiante en significar
los conceptos necesarios para el estudio de la funcion trigonométrica.

Otro antecedente reportado en la tesis de Maldonado (2005) es que antes de
abordar las funciones trigonométricas como una funcion de variable real, se
definen las razones trigopnométricas con angulos medidos en grados, seguido de la
conversion de grados a radianes en el circulo unitario, apareciendo de esta forma
la funcion de variable real. Esto lleva a una relacion radianes-reales no explicita,
produciendo conflicto en el estudiante al no concebir la nocion del concepto de
funcion.

En Maldonado, Rodriguez y Santana (2009), se hace una propuesta para
abordar la transicion grados a radianes, observando que un buen disefio de
actividades favorece dicho aprendizaje.

Por otro lado, Buendia y Montiel (2009) realizan un acercamiento
socioepistemoldgico a la historia de las funciones trigonométricas. Presentan la
importancia del traspaso de la trigonometria clasica a la trigonometria en el circulo,
como también la importancia del trabajo con angulos negativos, la conversion de
grados a radianes, la equivalencia entre radianes y reales, la periodicidad y el
acotamiento de la funcion.
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Como podemos apreciar, las investigaciones en funciones trigopnométricas
convergen en el problema de traspaso de las razones a las funciones. En nuestro
estudio serd interesante observar si las dificultades que manifiestan estos
investigadores también se presentan en los informantes de esta investigacion. En
efecto, pondremos cuidado en qué dificultades existen en el traspaso de grados a
radianes, cdmo abordan los angulos negativos, qué dificultades tienen para
trabajar angulos especiales de 30°,43 y 6(° para ser aplicados en todo el

dominio de las funciones trigonomeétricas.
4.  Marco teodrico: teoria APOE

Para analizar las conexiones matematicas y el transito entre objetos
matematicos, hemos elegido la teoria APOE (Acciones, Procesos, Objetos,
Esquemas), porque nos entrega las herramientas necesarias para describir las
conexiones y el transito entre determinados objetos matematicos, a través de las
construcciones y mecanismos mentales necesarios para llegar a resolver una
ecuacion trigonomeétrica de angulos simples de la forma ab=0.

La teoria APOE es desarrollada por Ed Dubinsky, basandose en el enfoque
constructivista de Piaget. Dubinsky (1996) toma el concepto de abstraccion
reflexiva de Piaget que describe el desarrollo del pensamiento l6gico de los
estudiantes aplicado en estudios cualitativos. La abstraccion reflexiva aparece a
temprana edad, cuando se coordina la estructura sensoriomotriz, y se va
desarrollando en el estudiante que logra entender caracteristicas matematicas mas
elevadas.

Segun la hipétesis de APOE, todo estudiante que se enfrenta a problemas
construye acciones, procesos y objetos que se organizan en esquemas. Las
acciones son construcciones basicas para que un estudiante entienda un
concepto matematico, son transformaciones de los objetos mediante estimulos
externos. En los procesos, mediante construcciones internas, repite las acciones
anteriores reflexionando sobre ellas para interiorizarlas en un proceso. Las
reflexiones sobre los procesos desde una mirada global se encapsulan en un
objeto. Cuando ve las acciones, procesos y objetos como una estructura
coherente, tiene una concepcion esquema del concepto (Trigueros, 2005). Las
acciones, procesos, objetos y esquemas son las estructuras mentales que necesita
para construir el concepto, y necesita de las abstracciones reflexivas
(interiorizacién, encapsulacion, coordinacion, generalizacion y reversion),
denominadas también mecanismos mentales, que le permitirAn pasar de una
estructura a otra.

4.1 Relacion entre la problematica, la teoria APOE vy el objeto de estudio

Al ser nuestra problematica de corte cognitivo, a través de APOE se
enfrentard a los estudiantes a la resolucion de las ecuaciones trigopnométricas a
través de la propiedad hankeliana, analizando las dificultades que presentan en la
resolucibn de ecuaciones trigonométricas, y también si son capaces de
comprender un problema, esquematizarlo, reconocer los elementos que se dan
para su resolucion, y seleccionar una propiedad matematica que les permita dar
solucién a la ecuacién planteada. Ademéas, miraremos la articulacion que un
estudiante realiza entre la propiedad hankeliana que conoce en los numeros
reales, las funciones trigonométricas y la resolucion de ecuaciones.
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Nuestro marco tedrico nos permitira analizar las reflexiones de los estudiantes
cuando construyan acciones, procesos Yy objetos asociados a las ecuaciones
trigonométricas de angulos simples del tipo ab=0. La descomposicion genética
permitirA modelar la epistemologia y la cognicién del concepto a través de las
construcciones y mecanismos mentales.

Objetivos generales de investigacion

1. Analizar las construcciones y mecanismos mentales de los estudiantes para
resolver ecuaciones trigonomeétricas de angulos simples del tipo ab=0.

2. Modelar las construcciones y mecanismos mentales de los estudiantes a
través de una descomposicion genética.

Objetivos especificos de investigacion

1. Realizar un analisis tedrico (descomposicion genética) de las ecuaciones
trigonométricas de angulos simples del tipo ab=0.

2. Documentar las acciones que muestran los estudiantes para resolver
ecuaciones trigonométricas de angulos simples del tipo ab=0.

3. Identificar qué acciones interiorizan los estudiantes en un proceso para
resolver ecuaciones trigonométricas de angulos simples del tipo ab=0.

4.  Describir como los estudiantes encapsulan en un objeto los procesos que le
permiten resolver ecuaciones trigopnométricas de angulos simples del tipo
ab=0.

5. Analizar los procesos que se coordinan para construir el objeto ecuaciones
trigonométricas de angulos simples del tipo ab=0.

Con los objetivos y el problema presentados, necesitamos que este ultimo
sea plasmado directamente a través de las siguientes preguntas de investigacion:

 ¢Qué conexiones realizan los estudiantes en la aplicacion de la propiedad
hankeliana para resolver ecuaciones trigonométricas de angulos simples del
tipo ab=07?

 ¢Entre qué matematica o conceptos matematicos transitan los estudiantes
cuando resuelven ecuaciones trigonométricas de angulos simples del tipo
ab=0, aplicando la propiedad hankeliana?

5. Metodologia

El ciclo de investigacion que nos proporciona la teoria APOE permite obtener
una descripcion detallada de los conceptos matematicos mediante su repeticion.
Este ciclo tiene tres componentes:

» Analisis tedrico (descomposicién genética).
» Disefio y aplicacion de instrumentos.

* Analisis y verificacion de datos.

Andlisis tedrico:

También conocido como “descomposicion genética” (DG), este analisis inicial del
concepto matematico permite determinar un camino viable en la construccion del
concepto, modelando la epistemologia y la cognicion de éste. El resultado de la DG
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es la base para ayudar a la construccion del concepto a través de una descripcion
detallada de las construcciones y mecanismos mentales que pone en juego cuando
construye un determinado concepto.

Asi, nos preguntamos ¢,qué es comprender el concepto de ecuacion trigonométrica
de angulos simples del tipo ab=0? Cabe sefialar que no existe una Unica DG del
concepto: puede estar sujeta a las vias que se generen para la construccion del
concepto y las estructuras mentales definidas de antemano.

Disefio y aplicacion de instrumentos.

Para determinar la viabilidad de la DG es necesario documentarla mediante el
disefio y aplicacién de instrumentos, que en esta investigacion consisten en un
cuestionario diagnéstico y una entrevista semiestructurada.

Los instrumentos que recogeran informacion se aplicaran a una muestra dirigida,
conformada por estudiantes de cuarto afio medio que cursan la asignatura
Funciones y Procesos Infinitos, de un colegio particular subvencionado de la
Region de Coquimbo, Chile. El cuestionario diagnostico de cuatro preguntas se
aplicara a ocho estudiantes (que etiquetamos desde E1 hasta E8) a fin de detectar
los conocimientos previos que subyacen alrededor del concepto en estudio.

Al ser nuestra investigacion cualitativa, nos interesa la calidad y profundidad de la
informacion. Necesitamos estudiantes tipo que puedan comprender los conceptos
descritos en la DG y otros que no, para discutir si la diferencia radica en la
presencia o falta de alguna construccion mental. Tampoco necesitamos de la
representatividad de la poblacion, sino de la seleccién de estudiantes con las
caracteristicas ya mencionadas. Asi, los criterios de seleccion de los informantes
son: Estudiantes voluntarios, estudiantes tipo del curso Funciones y Procesos
Infinitos de un establecimiento particular subvencionado de la comuna de Ovalle y
estudiantes que estén en el cuarto afio de ensefianza media.

Tabla 1. Resumen de la recogida de informacion.

Cuestionario diagnéstico

Muestra dirigida de (aplicado a la totalidad)

ocho estudiantes tipo

Entrevista semiestructurada
(aplicada a seis estudiantes)

La entrevista que se aplicara a seis de los ocho estudiantes (E2, E3, E4, E5,
E6 y E7) que desarrollaron el cuestionario diagndstico, nos permitira documentar
de mejor manera las construcciones y mecanismos mentales que estan dispuestos
en la DG, o bien ausentes de ella. En este ultimo caso, se requerira de una
refinacion de la DG.

Andlisis y verificacion de datos.

Obtenidos los datos empiricos, deben analizarse y verificarse desde la DG.
Este analisis debe permitir responder a:

. ¢, Qué elementos no han sido considerados en la DG?
. ¢, Cuadles de las construcciones incluidas en la DG hipotética no se perciben?

Al responder estas preguntas, el investigador podra refinar su DG. La
aplicacion completa de las tres componentes permitird documentarla mediante los
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datos empiricos. EI método de andlisis permite comparar las respuestas de los
estudiantes y detectar a los que comprendieron el concepto y los que no. El
analisis busca encontrar la explicacion al porqué de las diferencias en estos
estudiantes en términos de construcciones de acciones, procesos, objetos y
esquemas.

6. Descomposicién genética hipotética

La DG que disefiamos del concepto “Ecuaciones trigonomeétricas de angulos
simples del tipo ab=0" se basa, por un lado, en la experiencia y conocimiento que
tenemos como docentes del concepto al impartir las asignaturas Algebra y Modelos
Analiticos y Funciones y Procesos Infinitos (MINEDUC, 2002); por otro lado, en el
conocimiento de los investigadores del concepto, la revision de textos como
Swokowski y Cole (1997), la revision de los programas de estudio y la revision de
la investigacién de Ochoviet acerca de la propiedad “si ab=0, entonces a=0 6 b=0".
Todo esto nos permitirh modelar un camino viable que sera la base para ayudar a
los estudiantes a la construccion del concepto. La DG hipotética de las “ecuaciones
trigonométricas del tipo ab=0" que presentaremos, permitird indagar a partir de las
construcciones y mecanismos mentales, saber qué significa comprender este
concepto y como esa comprension puede ser alcanzada por un estudiante.

A continuacion presentamos un posible camino o mapa de mecanismos y
construcciones mentales para el concepto “ecuaciones trigopnométricas de angulos
simples del tipo ab=0 y su solucion”, a través de la propiedad hankeliana.
Probaremos su viabilidad para que los estudiantes comprendan el concepto.

Descripcion de la DG

De acuerdo a la figura 1:

 Si el estudiante es consciente de los procesos suma y multiplicacion de
nameros reales como una totalidad, actuando sobre las propiedades clausura,
conmutativa, asociativa, elementos neutros, elementos inversos y propiedad
distributiva, entonces tiene una concepcién objeto del concepto “cuerpo de los
nameros reales”.

* Si el estudiante es capaz de registrar que a y b representan niameros reales,
reconocer que el producto ab=0 implica que a=0 6 b=0 y comprender que Si
ab=0 es verdadero, entonces a=0 6 b=0 también es verdadero, entonces tiene
una concepcion proceso del concepto propiedad hankeliana.

» Si el estudiante es capaz de expresar una ecuacion como ab=0, reconocer que
a y b representan expresiones algebraicas de variable real, reconocer que si el
producto ab=0 implica a=0 6 b=0 y encontrar las raices reales que verifican que
ab=0, entonces tiene una concepcion proceso del concepto “Ecuaciones del
tipo ab=0".

» Si el estudiante es capaz de expresar una ecuacion trigonomeétrica como ab=0,
reconocer que a y b representan funciones trigonométricas de variable real,
reconocer que si el producto ab=0 implica a=0 6 b=0, encontrar el conjunto
solucion donde se verifica que ab=0 y estar consciente de todo este proceso en
su totalidad, entonces tiene una concepcién objeto del concepto “Ecuaciones
trigonométricas de angulos simples del tipo ab =0".

-
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7.

Si el estudiante es capaz de entender que en las funciones trigonométricas a
cada valor de la variable independiente del dominio (expresados como
radianes) le corresponde un Unico valor de la variable dependiente, entonces
tiene una concepcidn proceso del concepto “Funciones trigonométricas”.

Si el estudiante es capaz de entender que si en una funcién trigopnométrica de
variable real, para cualquier valor que es un cero de la funcion, entonces tiene
una concepcion proceso del concepto “ceros de las funciones trigonométricas”.

Si el estudiante es capaz de entender que el conjunto solucidn de una
ecuaciéon trigopnométrica se puede representar como una 0 varias expresiones
del tipo, donde es una expresion algebraica de variable entera, toma
conciencia de este proceso en su totalidad y es capaz de actuar sobre él,
entonces tiene una concepcién objeto del concepto “conjunto solucion de una
ecuacion trigopnoméetrica del tipo ab =0".

Figura 1: DG del conjunto solucién de la construcci 6n conjunto solucién de la ecuacion
trigopnométrica ab=0, como objeto
Froceso ‘ Desencapsulacion Objeto
“PROPIEDAD “CUERPO DE LOS
HANKELIANA" NUMEROS REALES”
Coordinacion a
traves del produ
‘ Proceso
‘ DEL TIPO ab=0"
7
Generalizacion
A
Objeto Coordinacion a Procaso
“ECUACIONES través de las »
TRIGONOMETRICAS |« funcionesayb _, FUNCIONES .
DEL TIPO ab=0" igualadas a TRIGONOMETRICAS
Cero
Deser;%su\lacit‘m
Proceso

“CEROS DE LAS FUNCIONES
TRIGONOMETRICAS”

Enca pfulacién.

Objeto
“Conjunto solucion de la ecuacion
trigonomeétrica de la forma ab = 0"

En busqueda de evidencias empiricas para la DG
Realizamos una toma de datos con la intencion de documentar las

construcciones y mecanismos mentales dispuestos en la DG, que consideré dos
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momentos: la aplicacion de un cuestionario diagnostico de cuatro preguntas
construidas a la luz de la DG, y la indagacion en profundidad a través de una
entrevista semiestructurada de tres preguntas, de ciertos aspectos de la DG dados
por el analisis del cuestionario anterior.

7.1  Primer momento: el cuestionario
Disefiamos un cuestionario diagnostico con la intencion de documentar:
* El cuerpo de los numeros reales como objeto (pregunta 1)
* Propiedad hankeliana como proceso (pregunta 2)
* Resolucioén de las ecuaciones del tipo ab=0 como proceso (pregunta 3)
* Funciones trigonométricas como proceso (pregunta 4)

Realizamos un analisis a priori y uno a posteriori para cada una de las
preguntas.

7.1.1 Analisis a priori del cuestionario

Hemos seleccionado una pregunta del cuestionario, para darla a conocer en
esta comunicacién, que a continuaciébn sera analizada a la luz de la DG
presentada.

Pregunta 3 del cuestionario

Resolver en los nimeros reales las siguientes ecuaciones, verificar una a una
las soluciones y escribir en forma explicita el conjunto solucion.

i) (x-1x=0 i) (2x+5)(x-4)=0
i) x3+7x2+10x =0 iv) 0=5Xx

En esta pregunta se espera que los estudiantes resuelvan cada ecuacion
ocupando la propiedad hankeliana y las propiedades de los numeros reales como
cuerpo. Nos interesa indagar su concepcidén sobre ecuaciones de este tipo, asi
como también si aplican la propiedad hankeliana, despejan la variable ocupando
propiedades de los reales como cuerpo, verifican para cada raiz encontrada y
explicitan el conjunto solucién. La respuesta esperada, que mostramos solo para
la ecuacion i), corresponde a un procedimiento como el siguiente:

i) (x-Dx=0 aplicamos la propiedad hankeliana
x-1=0 0O x=0
X =1 X, =0
@-pi1=o0
Verificacion: Para X, =1-> 01=0 Verdadero
0=0
O-1ifo=o0
Para x, =0-> (-Hm=0 Verdadero
0=0

Por lo tanto el conjunto soluciéon de i) es S= {O, ZI}

-
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7.1.2 Observaciones sobre el desempefio de los estud iantes y analisis a
posteriori

Con el fin de mostrar ejemplos de los datos obtenidos, a continuacion
presentamos una seleccion del trabajo realizado por los estudiantes en la pregunta
antes descrita.

Analisis a posteriori Pregunta 3

En la parte i de la pregunta 3, el estudiante 1 (E1) realiza la accion de calcular
el producto x(x-1), factoriza errbneamente, y a pesar de eso encuentra una de las
raices en forma correcta y otra en forma errobnea, como consecuencia de la
factorizacion incorrecta. Luego realiza la accion de verificar con x=1, la cual
finalmente explicita como solucion (figura 2).

I) (X—l)x:() )("*S-x—o“) X:_‘:i V X L{
X=X =0 x*—X<=0yp 4
- ;O ¥
(X 4)()(4'{) (xx_l)@“)!o VFI—{ {; _—
x-{=0 © xX+!l=0 Y ek--A0
i o #esl KoA=0 ("2:7% +S)(“.§£"‘f) %
(x-1)x-0| =2 (-5 + s)( -,(;%):0
(-n)1=o | Sotpess 6 - o
Ao =0 L=t &
0=0 Lada=t=0
s (2 ‘-H-g)(\{,(.{:o
(x=4)-1=0 (9 +5)( 0)=0
(1-4-1=0 (I3)-(0)=0
14+1=0 300
2=-0,
fa solucion pHe® EsTA Gcubciow ES gui X Tiewe que sER 4 0 6 _ {_S -y
Sup X-4z0 = @ T /
Figura 2: Respuesta del E1 a la pregunta 3 Figura 3: Respuesta del E6 a la pregunta
apartado |i. 3, apartado ii

De acuerdo a este andlisis, este estudiante, para la parte i de la pregunta 3,
muestra una concepcion accion del concepto ecuaciones del tipo ab=0. En la parte
ii de la pregunta 3, el estudiante 6 (E6) realiza la accién de igualar cada factor a
cero en forma mental, representando dicha forma en las acciones: despejar la
variable, verificar para cada raiz encontrada y explicitar el conjunto solucion (figura
3), acciones que logra interiorizar en el proceso “ecuaciones del tipo ab=0".

En la parte iii de la pregunta 3, E2 realiza la accion de factorizar el trinomio
por X, luego realiza la accion de volver a factorizar el segundo factor expresado en
(x+5)(x+2). Al tener toda la expresion igualada a cero y factorizada, realiza la
accion de encontrar dos de las tres raices, omitiendo la raiz x =0 (figura 4); como
en la parte i de la pregunta 3, en (x-1)x =0, encuentra las dos raices, podria ser
gue en la parte iii le resta importancia al factor x ante los otros dos factores
provenientes del trinomio cuadratico, reduciendo el factor x a un mero coeficiente,
pero sin una reflexion. De todas formas realiza la accion de verificar las raices
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encontradas, finalizando con la accion de explicitar el conjunto solucién, pero con
la omision de x=0_ Todas estas evidencias muestran que para la parte iii de la

pregunta 3, E2 estd en vias de mostrar una concepcién proceso del concepto
“resolucién de ecuaciones del tipo ab=0".

x(xti-?-x +40) =G

Xo (% +5)x +2):0
Wia =5 c/ X=-1 8

b eg)(-ora)-0  2L2r5)(ar2) -0
E e M+5) 0 =0
)= () ¢. 0 =0
o =0

S {’5,-2 }

Figura 4: Respuesta del E2 a la pregunta 3, apartad o iii.

En el apartado iv, E3 realiza la accién de identificar el producto igualado a
cero y resuelve la ecuacion ocupando la propiedad hankeliana. Esto se aprecia en
sus argumentos cuando iguala cada factor a cero (figura 5). También realiza las
acciones de identificar una contradiccion para 5=0 y de encontrar la Unica raiz;
luego realiza las acciones de verificar para la raiz encontrada y de explicitar el

conjunto solucion.
5:0 ¢ ¥=0© a}
- & 6'

0:6.0
(Q*.-.O‘/

Figura 5: Respuesta del E3 a la pregunta 3, apartad 0 iv).

De acuerdo a este analisis, se puede apreciar que el estudiante reflexiona en
las acciones de igualar cada factor a cero, encontrar y verificar la Unica raiz y
explicitar el conjunto solucidon. Esto evidencia que E3 ha interiorizado estas
acciones en el proceso “resolucion de ecuaciones del tipo ab=0".

Conclusiones de la pregunta 3

De un total de ocho estudiantes que respondieron la pregunta 3 del
cuestionario inicial, podemos sefalar que:

» Siete de los ocho muestran la concepcion proceso del concepto “ecuaciones
del tipo ab=0". Evidencia de lo anterior es que transforman mediante estimulos
internos una ecuacion de la forma ab=0 a dos expresiones igualadas a cero
como aplicacioén de la propiedad hankeliana, lo que lleva a realizar las acciones
de encontrar cada raiz, verificar para cada raiz y explicitar el conjunto solucion.
Estas acciones se interiorizan en el proceso “ecuaciones del tipo ab=0".

a
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* Uno de los ocho estudiantes (E2) esta en vias de mostrar una concepcion
proceso del concepto “ecuaciones del tipo ab=0". Las evidencias mostraron
gue este estudiante tiene problemas en la factorizacion y la interpretacion de
un producto igualado a cero.

 Es importante sefialar que so6lo E3 resuelve la ecuacion 0=5x ocupando la
propiedad hankeliana.

7.2  Segundo momento: la entrevista semiestructurada

Hemos seleccionado una pregunta de la entrevista para mostrar los
problemas que los estudiantes presentaron para abordarla. Mas aun, a través de
Su respuesta muestran las construcciones y mecanismos mentales puestos en
juego en su desarrollo.

7.2.1 Analisis a priori de la entrevista
Pregunta 1 de la entrevista

Resolver las siguientes ecuaciones para la variable x en todo el dominio de
la(s) funcién(es). Verificar en el intervalo [0,27].

i) (senx-1)cosx=0 i) (2senx+1)(senx—-4)=0

i) tan x sen’ x —sen? x —tan x sen x +sen x =0 iv) 0=5tanx

El propésito de esta pregunta es documentar la construccion objeto del
concepto “ecuaciones trigonométricas de angulos simples del tipo ab=0", a partir de
un comportamiento observable de los estudiantes, esto es:

* Si el estudiante en i) generaliza la propiedad hankeliana y las ecuaciones del
tipo ab=0 a ecuaciones trigonométricas, igualando cada factor a cero, despeja
para la o las funciones ocupando inverso aditivo y multiplicativo, determina los
valores de x para que senx=1 y cosx =0, justificando con la circunferencia
goniométrica, verifica para cada raiz, da la solucion general para todo el
dominio de las funciones seno y coseno, y esta consciente de todo el proceso,
actuando sobre él, entonces muestra la concepcion objeto del concepto
“ecuaciones trigonométricas de angulos simples del tipo ab=0".

» Si el estudiante en ii) generaliza la propiedad hankeliana y las ecuaciones del
tipo ab=0 a ecuaciones trigonomeétricas, igualando cada factor a cero, despeja
para la funcion seno ocupando inverso aditivo y multiplicativo, encuentra los

. 1 . .
valores de x en el intervalo [027] para senx= 5 determina que no existen

valores de x para sen x=4, verifica en el intervalo [027], entrega la solucién

general en todo el dominio de la funcion seno, y esta consciente de todo el
proceso, actuando sobre él, entonces muestra la concepcion objeto del
concepto “ecuaciones trigonométricas de angulos simples del tipo ab=0".

* Si el estudiante en iii) factoriza por sen x, luego factoriza en dos binomios,

generaliza la propiedad hankeliana y las ecuaciones del tipo ab=0 a
ecuaciones trigonométricas, igualando cada factor a cero, despeja para cada
funcién ocupando inverso aditivo y multiplicativo, encuentra los valores de x en

Pagina 68. Numero 39. Septiembre 2014. U N Iﬁm



Construcciones y mecanismos mentales asociados a las
ecuaciones trigonométricas del tipo a.b=0
Gabriel Araya Rivera, Marcela Parraguez Gonzalez

i) (senx-1)cosx=0

senx=1 [ cosx=0

el intervalo [027] verifica en el intervalo [0.27], entrega la solucién general en
todo el dominio de las funciones, y esta consciente de todo el proceso

actuando sobre él, entonces muestra la concepcion objeto del concepto
“ecuaciones trigopnométricas de angulos simples del tipo ab=0".

Son suficientes i) y ii) para que dé el objeto; el analisis de iii) es similar, salvo
gue existe la dificultad de la factorizacion. Si el estudiante no logra factorizar es
imposible hacer el andlisis del resto del procedimiento. En 0= 5tanx, si el
estudiante justifica que para que se cumpla la igualdad debe hacerse cero la
tan(x), ocupando la propiedad hankeliana, y entrega la solucion particular en el
intervalo [0,217[, entonces tendrd la concepcién proceso del concepto
“ecuaciones trigonométricas de angulos simples del tipo ab=0". Si entrega la
solucién general en todo el dominio de la funcién tangente, entonces tendra la
concepcion objeto del concepto “ecuaciones trigonométricas de angulos
simples del tipo ab=0". Si despeja tar x ocupando inverso multiplicativo, no se

puede hacer el andlisis con la propiedad hankeliana.
Mostramos, a modo de ejemplo, la respuesta esperada i :

0,1)
SEN Q=¥
COSR =X

—1,0) (1,0

senx-1=0/+1 O cosx=0

x=90@ x=9@, 27

Vi T 3
X=— X=—
2 2

(0, =1

Verificacion:
1) (sen 90°-1)cos9P=0
@1-)mm=0
0M=0
0=0
Verdadero
(sen270P-1) [cos27(P=0
(-1-1)m=0
(-2)[0=0
0=0
Verdadero

S :{(Zn 1) Bg/;n DZ}

Para x=90°~>

Para x=270°~>

UNI&N
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7.2.2 Observaciones sobre el desempefio de los estud iantes y analisis a
posteriori

Con el fin de mostrar ejemplos de los datos obtenidos, presentamos una
seleccion del trabajo realizado por los estudiantes en la pregunta antes descrita.

Analisis a posteriori pregunta 1

En la parte i de la pregunta 1, E4 generaliza la propiedad hankeliana y las
ecuaciones del tipo ab=0 a ecuaciones trigopnométricas del tipo ab=0, igualando
cada factor a cero. Esto le permite coordinar los procesos funciones
trigonométricas y ecuaciones trigopnométricas del tipo ab=0 a través de cada factor
igualado a cero, despejando cada funcién y determinando los valores de x para

senx =1y cosx =0, recurriendo al circulo unitario (figura 6); ademas verifica x = >

3 Ty 2nmr
y x:7nen el intervalo [0, 277). Entrega la solucion general S= 2 , (n0Z),
—+2nT
2
L 2n—1
aunque esta solucion se reduce a S:{%T, (nO2Z).

i) (senx—T)cosx=0
Mny -4 =0 o0 X =0

MaxX =) o X =0

X=9% & x+9%0;2%0

X‘% oi ST
s L A2
%7.—')1,”7_ ’né?/

(M % 1) 0¥ =0 (Mam x =4) Cn* =©
(o) Jun(®)m o (b)) O
‘(,1,4}‘0—_0 (‘4>4\40-_o
0-0=0 =9 O 0
® =9 0 =0

Figura 6: Respuesta del E4 a la pregunta 1i de lae ntrevista.

Estas evidencias demuestran que E4, para esta parte de la pregunta 1, esta
consciente de todo el proceso de resolver una ecuacion trigonométrica del tipo
ab=0, por lo que dicho proceso es encapsulado en el objeto “ecuaciones
trigonométricas de angulos simples del tipo ab=0".

En la parte ii de la pregunta 1, E5 generaliza la propiedad hankeliana y las
ecuaciones del tipo ab=0 a ecuaciones trigopnométricas del tipo ab=0. Esto le
permite coordinar los procesos “funciones trigonométricas” y “ecuaciones
trigonométricas del tipo ab=0" a través de los factores 2senx+1y senx—4igyalados

a cero. A partir del primer factor encuentra las raices x=210° y x=330° en el

[0, 277)

intervalo y deduce que de sen x =4, la solucién es vacia. Posteriormente
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verifica para x=210° y justifica que para x=330° no es necesario la comprobacion
porque daria lo mismo (figura 7).

Lom X +1=0 ¢ smx=4=0
amX = -1 X = 4.

X=ur, 880, X= ¢

ig— sdam e 7.
W 4 dnTe
)

X

\(eripicgmdg
(2 7 (210°) 3 L) (210 ~H) - O .
(2t076)* .L)( Mﬂl\oo—“\) =0 .

-1+ D ( s 200" = )= O
0. ( wie REERL ECHE

o=0 /
# Como Lo WJO_M s T Qo T 503

Figura 7: Respuesta del E5 a la pregunta liide la  entrevista.
11n

Explicita incorrectamente el conjunto solucién, porque transforma 330°en 3 . Se
puede observar que E5, para esta parte de la pregunta 1, esta en vias de mostrar
una concepcién objeto del concepto “ecuaciones trigonométricas de angulos
simples del tipo AB=0", ya que comete el error mencionado anteriormente.

Senx

En la parte iii de la pregunta 1, E6 realiza la accién de transformar tar x en CO<X
pudiendo haber factorizado por sen x; luego realiza las acciones de calcular la

. 2 .. . .z
potencia  SeNXLEEN'X  eliminar el denominador de la  expresion

senx senx
[$en’x — sen’x — +senx=0
COsX COsX y factorizar por sen x (figura 8).

E6 logra coordinar los procesos funciones trigonométricas y ecuaciones
trigonométricas del tipo ab=0 a través de los factores igualados a cero, porque sélo
iguala sen x a cero y esto lo utiliza en el otro factor: sen’x - sen’x [Eosx — 1+ cosx
haciendo cero los términos que contengan sen x, para deducir que cosx=1. La
factorizacion le permite realizar la accion de encontrar dos de las tres soluciones

particulares en el intervalo [0’ 2”), generalizando ambas en S—{nn, nDZ. Por

ultimo, realiza la accion de verificar las raices particulares. Este estudiante, en sus

trasformaciones, realiza sélo algunas reflexiones internas que lo llevan a parte de
senx

la solucién, pero la trasformacion de tarx por CO$X hizo que se perdiera la

a
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n
X=—

solucién particular 4y por ende entregar el conjunto solucién completo. En
consecuencia, para la parte iii de la pregunta 1, E6 esta en vias de mostrar una
concepcion proceso del concepto “ecuaciones trigonométricas de angulos simples
del tipo ab=0".

SehX ,sen™® — Sery
CoSX 2;% + Senks0

5@nx - SPhTK - (5 X ~ Senx v SeAx-CEX O
5en x (Sen"x —5en X+ (oS X ~| -t-Con)-‘-'O
5211)(—'0 [/ COS)(.\[

0"} (30 O A
5:[’“1"( mez
VE’L(J(‘CAL
l‘go . seno - seno -tso'-ser\o +4¢ho=0
9 - 0 =0 O NG

0o
o :0/
ll,s} Ifo - Snigo™ — Sen gt - tqleo'- sen®r senie: 0
PeD = 0 ~ g -0 £y
02 -

Figura 8: Respuesta del estudiante 6 a la pregunta  1liii de la entrevista.

En la parte iv de la pregunta 1, E2 iguala tar x a cero, encontrando las soluciones
particulares x=0° y x=180°. Posteriormente generaliza la solucion a:

_{0+nn

nOZ

T+nir’

y verifica sOlo para x=0° (figura 9), quizas porque sabe que para x=180° sera lo
mismo.
‘f’aw e =1r]
0/0 7300
o, T
O+ 7™

& = A O HaTn  meZ

D: 513“3(
O:. B'D
O:O

Figura 9: Respuesta del E2 a la pregunta livde la  entrevista.
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De acuerdo a nuestra DG, E2 para esta parte de la pregunta 1, muestra una
concepcion objeto del concepto “ecuaciones trigonométricas de angulos simples de
la forma ab=0", ya que esta consciente de todo el proceso y actia sobre él, lo que
le permite encontrar el conjunto solucion.

Conclusiones de la pregunta 1

De un total de seis estudiantes que respondieron la pregunta 1, podemos
sefalar que los principales errores que cometieron fueron: omision de alguna raiz
particular, al no utilizar formulas de reduccion como tanx=tan(l8°+x), Yy no

descartar x=90° con su generalizacion en el conjunto solucion, aunque hayan
notado que en la verificacién indetermina tan(90°). Esto ultimo quizas por falta de
orden en el procedimiento, donde primero debieron verificar y luego generalizar el
conjunto solucion.

Dos los seis estudiantes igualaron directo tar x a cero, sin dividir por 5 en la

ecuacion 0=5tan(x), lo que permitid hacer el analisis a partir de nuestra DG pero
con dificultades, ya que asumimos que pensaron que 5tanx =0, s6lo cuando

tanx=0.

Uno de seis estudiantes iguald a cero tanto el factor 5 como el factor tar xen la
ecuacion 0= 5tan x, lo que permitio analizar sin ningun problema su respuesta a
partir de una generalizacion directa de la propiedad hankeliana.

Uno de los seis estudiantes muestra una concepcion proceso del concepto
“ecuaciones trigonométricas de angulos simples de la forma ab=0". Si bien
generaliza las ecuaciones de la forma ab=0 y la propiedad hankeliana a
ecuaciones de la forma ab=0, y ademas coordina los procesos funciones
trigonométricas y ecuaciones trigopnométricas de la forma ab=0, a través de los
factores a y b igualados a cero, no esta consciente de todo el proceso que le
permita actuar sobre €l y detectar errores al resolver una ecuacion
trigonométrica del tipo ab=0.

e Tres de los seis estudiantes muestran estar en vias de tener una concepcion
objeto del concepto “ecuaciones trigonométricas de angulos simples de la forma
ab=0". Si bien estan conscientes de todo el proceso, falta que actien en mayor
profundidad sobre él, para que detecten pequefios errores y tomen buenas
decisiones algebraicas que les permitan que se encuentren todas las soluciones
particulares o que pueden factorizar en todas las ecuaciones dadas, como
generalizacion de la propiedad hankeliana a ecuaciones trigopnométricas de la
forma ab=0.

 Dos de los seis estudiantes muestran una concepcion objeto del concepto
“ecuaciones trigonomeétricas de angulos simples de la forma ab=0". Ellos son
capaces de resolver una ecuacion de este tipo a través de una generalizacion de
las ecuaciones del tipo ab=0 y la propiedad hankeliana; ademas, coordinan los
procesos ecuaciones trigonométricas del tipo ab=0 con las funciones
trigonométricas a través de los factores a y b igualados a cero. En consecuencia
estan conscientes en todo el proceso, siendo capaces de actuar sobre él.

a
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8. Conclusiones y reflexiones
8.1. Conclusiones tedricas

A partir de la investigacion de Ochoviet (2004), nos centrarnos en la
propiedad hankeliana, que fue nuestra base como estructura matematica en la
resolucion de “ecuaciones trigonométricas de dngulos simples del tipo ab=0".

Con la teoria APOE analizamos la evolucién cognitiva de los conceptos que
subyacen alrededor de las “ecuaciones trigopnométricas de angulos simples del tipo
ab=0" mediante la descripcion de las construcciones y mecanismos mentales. El
resultado de este analisis a priori se tradujo en nuestra DG Hipotética, que tenia
como objetivo probar su viabilidad mediante un cuestionario diagndstico y una
entrevista semiestructurada.

Los instrumentos se analizaron con las respuestas de los estudiantes,
categorizando las conclusiones, lo que nos permitio llegar a una DG refinada. Esta
Ultima contribuyé a la discusiéon final de los resultados, concluyendo que de
acuerdo a nuestros estudiantes, los conceptos que surgen alrededor de nuestro
objeto cognitivo son:

* Cuerpo de los niumeros reales.

* Propiedad hankeliana en los reales.

* Resolucion de ecuaciones del tipo ab=0.

» Funciones trigopnométricas.

» Ecuaciones trigopnométricas del tipo ab=0.

« Raices de las funciones trigonométricas en intervalo [0, 27.

* Conjunto solucién de la ecuacién trigopnométrica de angulos simples del tipo
ab=0.

Esto responde a una de nuestras preguntas de investigacion: ¢entre qué
matematica u objetos matematicos transitan los estudiantes de cuarto afio medio
cuando resuelven ecuaciones trigopnométricas de angulos simples del tipo ab=0,
aplicando la propiedad hankeliana? Esto contrasta los andlisis a priori y posteriori
de nuestra investigaciéon para los conceptos matematicos involucrados.

Para responder la pregunta ¢qué conexiones realizan los estudiantes de
cuarto afo medio en la aplicacion de la propiedad hankeliana para resolver
ecuaciones trigopnométricas de angulos simples del tipo ab=07?, sintetizaremos las
conclusiones por categorias en la siguiente tabla, donde se aprecian las
conexiones que realizan los estudiantes al transitar entre conceptos (0 en el
mismo), pasando de una concepcion a otra a través de los mecanismos mentales.

La sintesis tiene como base la DG refinada.
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Tabla 1

Concepto

Mecanismos y construcciones mentales

Cuerpo de los
ndmeros reales

Un estudiante muestra una concepcion objeto del concepto
“cuerpo de los numeros reales” cuando esta consciente de
todo el proceso suma y multiplicacion de numeros reales,
actuando sobre las propiedades clausura, conmutatividad,
asociatividad, neutro aditivo, neutro multiplicativo, inverso
aditivo, inverso multiplicativo y distributividad.

Propiedad
hankeliana.

Si ab=0, entonces
a=00b=0;a,b
reales

Cuando un estudiante muestre la concepcion objeto del
concepto “cuerpo de los numeros reales”, podra
desencapsular en un proceso el concepto propiedad
hankeliana, reconociendo que si a y b son numeros reales,
el producto ab=0 implica que a=0 o b=0.

Resolucion de
ecuaciones del tipo
ab=0

Cuando un estudiante muestre la concepcion objeto del
concepto “cuerpo de los numeros reales, podra
desencapsular en un proceso el concepto “resolucion de
ecuaciones del tipo ab=0"; ademas, podra coordinar los
procesos propiedad hankeliana y “resolucién de ecuaciones
del tipo ab=0", a través del producto ab=0.

Funciones
trigonométricas

Un estudiante muestra la concepcion objeto del concepto
“funciones trigonométricas”, cuando reflexiona sobre los
procesos dominio, recorrido y periodicidad de una funcién
especifica, tomando conciencia de estos procesos al
pensarlos como un todo y actuando sobre ellos.

Ecuaciones
trigonométricas del
tipo ab=0

Un estudiante muestra la concepcién objeto del concepto
ecuaciones trigonomeétricas de é&ngulos simples del tipo
ab=0 cuando es capaz de reconocer que los factoresay b
representan funciones trigonométricas de variable real,
reconocer que si ab=0, entonces a=0 o b=0. Ademas logra
generalizar la resolucion de ecuaciones del tipo ab=0y la
propiedad hankeliana a este tipo de ecuaciones. Coordina
los objetos ecuaciones trigopnométricas de angulos simples
del tipo ab=0 y funciones trigonométricas a través de los
factores a y b igualados a cero. Ademas esta consciente del
proceso como una totalidad, actuando sobre él.

Raices de la
ecuacion
trigonométrica del
tipo ab=0 en el
intervalo [0, 2/7[

Un estudiante muestra la concepcion proceso del concepto
“raices de la ecuacion trigopnométrica del tipo ab=0 en el
intervalo [0, 2/7[" si es capaz de entender que si en una

funcion trigonométrica f(X) de variable real, para cualquier
valor X=C, si f(€)=0 gntonces C €s un cero de la

funcion trigonométrica. Ademas logra desencapsular los
objetos  funciones  trigonométricas 'y  ecuaciones
trigonométricas del tipo ab=0 en este proceso.

Conjunto solucion de la
ecuacion
trigonométrica de la
forma ab=0

Un estudiante muestra la concepcion proceso del concepto
“conjunto solucién de la ecuacion trigonométrica de la forma
ab=0", cuando es capaz de coordinar la solucién general
con la solucion particular en el intervalo [0, 2/7[ a través del

periodo de la funcién trigpnométrica especifica.
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Las preguntas de investigacion fueron guiadas por nuestros dos objetivos
generales, que se desglosaron en cinco objetivos especificos. Estos fueron
alcanzados a través de nuestra investigacion y se concretizan y sintetizan en los
siguientes resultados:

e Construccion de una DG, producto del analisis tedérico, que describid
hipotéticamente las construcciones y mecanismos mentales que subyacen
alrededor de las ecuaciones trigopnométricas de angulos simples del tipo ab=0.

 El 16,6% de los estudiantes muestra una concepcion proceso del concepto
“ecuaciones trigonométricas de angulos simples de la forma ab=0". Las
evidencias muestran que un estudiante para esta concepcion es capaz de
generalizar las ecuaciones de la forma ab=0 y la propiedad hankeliana a
ecuaciones trigopnométricas de angulos simples del tipo ab=0; pero al intentar
coordinar los procesos funciones trigonomeétricas y ecuaciones trigonométricas
de angulos simples del tipo ab=0, presenta dificultades tales como:
transformaciéon de grados a radianes, determinacion de alguna solucion
particular de una ecuacién trigonométrica y reflexion en el error cuando se
verifica una solucion particular.

* EI 50% de los estudiantes esta en vias de mostrar una concepcion objeto del
concepto “ecuaciones trigonométricas de angulos simples de la forma ab=0".
Un estudiante en vias de mostrar la concepcion objeto generaliza la propiedad
hankeliana y las ecuaciones de la forma ab, y coordina los procesos funciones
trigonométricas y ecuaciones trigonomeétricas del tipo ab=0 a través de los
factores a y b igualados a cero, pero con reparos, ya que puede cometer
errores en la determinacion de un angulo especifico cuando sen x es negativo u

omitir una solucién particular en un cuadrante distinto del primero. Ademas
encuentra el conjunto solucidon con algunas dificultades producto de errores
anteriores. No obstante, un estudiante con estas caracteristicas esta consciente
del proceso “ecuaciones trigonométricas de angulos simples del tipo ab=0",
pero al actuar sobre €l no detecta errores, por eso se explica que muestra estar
en vias de la concepcion objeto para este concepto.

* El 33% de los estudiantes muestra una concepcion objeto del concepto
“ecuaciones trigopnomeétricas de angulos simples de la forma ab=0". Esto se
demuestra porgue son capaces de generalizar las ecuaciones del tipo ab=0vy la
propiedad hankeliana a ecuaciones trigonométricas de la forma ab=0. Ademéas
coordinan los procesos funciones trigonométricas y ecuaciones trigonométricas
de la forma ab=0 a través de los factores a y b igualados a cero, y todo esto les
permite encontrar el conjunto solucion. En consecuencia, un estudiante con
estas caracteristicas esta consciente de todo el proceso y actua sobre él.

8.2. Conclusiones didacticas

El analisis de los resultados permitid reafirmar que se necesita de una
concepcion objeto de la estructura de cuerpo de los nimeros reales, para resolver
“ecuaciones trigonométricas de angulos simples del tipo ab=0". Esto porque los
estudiantes necesitan transitar por esta estructura para justificar sus
procedimientos, utilizando propiedades como asociatividad, distributividad,
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existencia de inverso multiplicativo, entre otras, transito que se plante6 en una de
nuestras preguntas de investigacion.

Por otro lado, los estudiantes necesitan transitar por las funciones
trigonométricas para resolver las ecuaciones trigopnométricas propuestas en
nuestra investigacion. Se pudo concluir que un estudiante que muestre una
concepcion objeto de la estructura de cuerpo de los numeros reales (como lo
mostré E18), no podra mostrar una concepcion objeto del concepto “ecuaciones
trigonométricas de angulos simples del tipo ab=0" si no muestra una concepcion
objeto del concepto “funciones trigonométricas”.

Las conexiones que realizan los estudiantes en la aplicacion de la propiedad
hankeliana para resolver ecuaciones trigopnométricas de angulos simples del tipo
ab=0, permitié que nos diéramos cuenta, a traves del analisis de resultados, de que
necesitan coordinar los objetos “ecuaciones trigopnométricas de angulos simples del
tipo ab=0" y las “funciones trigopnométricas a través de los factores a y b igualados
a cero, teniendo presente “la estructura de cuerpo de los nimeros reales” como
objeto, cuestidén que se puede explicar a través de:

» Detectamos que los estudiantes tienen problemas de traspaso de las razones
trigonométricas a las funciones trigonométricas, dificultades de traspaso de
grados a radianes, problemas de manipulacion de angulos negativos y de
angulos especiales 30°, 45° y 60° para ser aplicados en todo el dominio de las
funciones trigonométricas. Pudimos apreciar dificultades en la determinacion de
angulos en cuadrantes distintos del primero, al encontrar, por ejemplo, tres de
cuatro soluciones particulares en el intervalo [O, 2/7[ y principalmente, cuando la

imagen de la funcién no es una de las usuales que se desprenden de la
circunferencia goniométrica o de los triangulos rectangulos especiales.

e Al no verificar antes de explicitar el conjunto solucién, algunos estudiantes
olvidan descartar las soluciones que no verifican la igualdad y que estaban
incluidas en la solucion general.

La teoria APOE permite describir la evolucion cognitiva de las ideas
matematicas, lo que se representé para los conceptos en la DG hipotéticos y
refinados. De esta forma se pueden construir estos conceptos matematicos, ya que
la hipotesis de la teoria APOE es que todo concepto matematico se puede describir
a partir de las construcciones y mecanismos mentales. La importancia de esto es
realizar una DG para los conceptos previos mas relevantes: estructura de cuerpo
de los numeros reales y funciones trigonomeétricas. Una DG permitiria detectar qué
significa comprender el concepto cuerpo de los reales y funciones trigonométricas
y como puede ser alcanzada tal construccion.

Por otro lado, la propiedad hankeliana nos da luces para otras
investigaciones, como las construcciones y mecanismos mentales asociados a
cualquier tipo de ecuaciones del tipo ab=0, donde a y b son funciones de variable
real. Cualquier investigacion en Matematica Educativa debe estar atenta a
responder a las necesidades del sistema educacional. En Chile, la ensefianza
media sufre cambios constantemente. Actualmente existe un ajuste curricular en
primero y segundo medio, que en los proximos afios se extendera a tercero y
cuarto. En segundo medio se estudian los numeros reales. Sera interesante que
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investigaciones analicen como se aborda este concepto, por la importancia en la
construccion de conceptos tales como funciones trigonométricas o funciones
exponenciales, entre otros. Como sugerencia, se puede hacer reflexionar a los
estudiantes de ensefianza media acerca de las propiedades de cuerpo de los
numeros reales, centrandose en el sentido de la igualdad y el uso posterior para
justificar, por ejemplo, la resolucidon de ecuaciones o el analisis de parametros en
funciones trigopnométricas o exponenciales. También existe una necesidad del
desarrollo de habilidades propias de la matematica y que aparecen en los
programas de estudio. Estas habilidades podrian relacionarse con los mecanismos
mentales que ponen en juego los estudiantes cuando conectan conceptos
matematicos. Esto da pie a otro foco de investigacion; por ejemplo, cOmo se puede
relacionar habilidades como el conocer, comprender, aplicar, analizar, sintetizar y
evaluar con los mecanismos mentales.

Sugerimos también que cuando se aborden las funciones trigopnométricas, se
dé importancia a cualquier tipo de angulo y no solo los usuales que se desprenden
de los triangulos rectangulos especiales o de la circunferencia goniométrica.
Asimismo, dar mayor importancia en la ensefianza media a las funciones
trigonométricas inversas, incluso cuando haya un trabajo con calculadora: lo que
interesa son las reflexiones que pone en juego un estudiante cuando transita de un
concepto a otro.
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