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Se presentan un andlisis y una ejemplificacion de las distintas
definiciones del concepto matematico de dimensién fractal, y a partir de
sus caracteristicas, se reconstruye un concepto de dimensién de
autosemejanza estricta, aplicable a un conjunto de fractales. Se formula
una propuesta de intervencion didactica en un contexto matemético,
adecuada a estudiantes de los Ultimos afios de secundaria. Se
presentan algunas producciones de profesores de Matematica
desarrolladas en el marco de un curso en el cual se implemento la
propuesta. Los resultados indican que presenta rigueza matematica,
formalizando las ideas intuitivas usualmente presentes en los textos y
las actividades de ensefanza.

Resumen

Palabras clave: Geometria Fractal, dimension, ensefianza, riqgueza
matematica

An analysis and exemplification of the different definitions of the mathematic
concept of dimension is presented, and based on its characteristics, a concept
of strict self-similarity dimension, applicable to a set of fractals, is reconstructed.
The proposal is formulated in a mathematical context, with ideas and concepts
according to the knowledge of the students of the last years of high school.
Abstract Some productions of Mathematics teachers who participated in a course in
which the proposal was implemented are presented. The results indicate that
the proposal presents mathematical richness, thus formalizing the intuitive
ideas, that are usually present in texts and teaching proposals.

Keywords: Fractal Geometry, dimension, teaching, richness of mathematics

Apresenta-se uma andlise e exemplificagdo das diferentes definicbes do
conceito matematico de dimensdo e, com base nas suas caracteristicas,
reconstitui-se um conceito de dimensao de auto-similaridade estrita, aplicavel a
um conjunto de fractais. A proposta € formulada em um contexto matematico,
com ideias e conceitos acessiveis aos alunos do ensino médio. Sao
Resumo apresentadas algumas producdes de professores de Matematica que
participaram de um curso no qual a proposta foi implementada. Os resultados
indicam que a proposta apresenta riqueza matematica, formalizando assim as
ideias intuitivas, geralmente presentes em textos e propostas de ensino.

Palavras-chave: Geometria Fractal, dimens&o, ensino, riqueza matematica

UNI@N Numero 65-Agosto 2022—- Pagina 1



Analisis del concepto de dimension fractal: una posible reconstruccion para su ensefianza
V. Artigue, M. de los A. Fanaro, E. Lacués

1. Introduccién

En el &mbito de la ensefianza de la Matematica, se reconoce a la Geometria
Fractal (GF) como importante debido a la gran cantidad de nociones matematicas que
permite recuperar y por la enorme cantidad de aplicaciones que tiene. Sin embargo,
un analisis que realizamos acerca de las investigaciones que proponen su ensefianza
en el nivel medio, nos dio indicios de que la forma en que esta geometria es ensefiada
apela a lo visual y a su aspecto estético. Esta perspectiva ofrece muy pocas
posibilidades para que un estudiante pueda interactuar con estos objetos
matematicos, sin ir mas lejos que calcular areas, perimetros y dimension en casos
muy puntuales. Asi, por ejemplo, se presentan ciertas formas geométricas obtenidas
en un numero fijo de iteracion, y se lo presenta como fractal sin explicitar que el fractal,
es la figura limite de esa iteracion (Artigue et al. 2021).

El término fractal proviene del latin fractus (adjetivo que significa interrumpido o
irregular) y fue introducido por el matemético Benoit B. Mandelbrot (1975), quien
observd que la naturaleza presenta formas tan complejas (como una nube, una
montafia o costas de paises) que para estudiarla se necesita otra geometria distinta
a la geometria euclidiana (GE). En términos generales, la GF estudia objetos
geométricos, algunos de los cuales son producto directo o indirecto de un
procedimiento iterativo, lo cual hace que esta geometria tenga caracteristicas
distintivas.

Desde hace tiempo, se ha planteado un debate en el mismo seno matematico
acerca de cémo definir estos objetos. Spinadel (2002) plantea que, entonces, lo mas
conveniente es realizar una lista de sus propiedades mas caracteristicas para
abordarlos. Por ejemplo, Falconer (2003), especifica que cuando se hace referencia
al conjunto F como fractal, se tiene en cuenta que: posee una estructura fina con
detalles sobre escalas arbitrariamente pequefias; es demasiado irregular para ser
descrito en el lenguaje geométrico tradicional, local y globalmente; esta definido de
una manera simple, a veces mediante una recursion y tiene alguna forma de
autosemejanza; tiene asignada una dimension fractal (designada en este trabajo
como Dr) que puede calcularse de cierta forma. Como se puede notar, esta definicion
de figura fractal es bastante imprecisa, porque no ofrece una forma explicita de
encontrar el valor para la Dr, ni la forma de caracterizar y justificar su autosemejanza.
Sin embargo, podemos partir de aceptar que estos objetos son conjuntos de puntos,
cuyas principales caracteristicas son la autosemejanza y la intervencion de dos
pardmetros fundamentales que definen el otro concepto clave, el de Dr: la cantidad
de partes en que se divide el objeto y el tamafio de esas partes (Castiblanco
Hernandez y Montana Paez, 2018). Asi, asumimos que dos son los conceptos que
caracterizan a la GF: la autosemejanza y la Dr.

Si bien la autosemejanza parece ser una nocion evidente y no necesitar mas
explicacion que la presentacion de ejemplos sencillos, con escasa intervencion de la
Matematica, es un concepto esencial para dar significado a los fractales, ya que es
una propiedad subyacente en gran cantidad de ellos. Una forma de ejemplificarla es
con la cabeza del conocido brdcoli romanesco: contiene partes que cuando se quitan
y se comparan con el conjunto son muy parecidos, solo que mas pequefas (Peitgen,
et al., 2004). Otro ejemplo bastante intuitivo de la autosemejanza es una varilla
graduada de un metro, que tiene marcados los decimetros, los centimetros y los
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milimetros: un decimetro, junto con sus marcas, parecen un metro con Sus
respectivas marcas, pero reducido en un factor de 10. Si bien en este caso no se trata
de un fractal sirve para presentar un ejemplo donde la autosemejanza parece ser
evidente.

La autosemejanza no es el Unico indicador para considerar que un conjunto de
puntos o un objeto sea de un fractal, sino que también sera la posibilidad de definir
su Dr. En un trabajo previo (Autor 1 et al., 2021) realizamos un analisis clasificando
algunos tipos de autosemejanza, y propusimos una forma operativa que, superando
la idea intuitiva, permite conocer si una figura tiene autosemejanza estricta, utilizando
el concepto de Sistema de Funciones Iteradas (SFI).

El concepto de dimension ha sido formulado mateméaticamente desde varios
enfoques, no todos equivalentes entre si, y definirlo fue un importante problema para
la comunidad de mateméaticos del siglo XX, como ampliaremos en la seccion
siguiente.

2. Sobre el concepto de dimensidn

El concepto intuitivo o usual de dimension proviene de Euclides (Rubiano, 2009);
la dimension euclidea (De) aparece como el conjunto de pardmetros que es necesario
para describir la posicion de una figura: un punto o un conjunto finito de puntos tiene
dimension igual a cero; una recta, una circunferencia o el perimetro de un poligono
tienen dimension igual a uno; un cuadrado o un triangulo tienen dimensién igual a dos
y un cubo, una esfera, o el espacio que habitamos tiene dimensién igual a tres. En
todos los casos la De es un numero entero, que es un indicador del numero de grados
de libertad para “moverse” en el conjunto.

A patrtir de fines del siglo XIX, la necesidad de analizar y ampliar el concepto de
dimensiéon comenzd a ser evidente para los matematicos, como consecuencia de la
inadecuacion de la nocion euclidea para estudiar ciertos conjuntos, algunos de los
cuales eran conocidos desde siglos atras, mientras que otros habian tomado
relevancia en el marco de la naciente teoria de conjuntos o de interrogantes
relacionadas con la cuestion de la convergencia. Otros problemas surgieron
posteriormente, como la manera de describir el grado de irregularidad de un objeto.

Actualmente se cuenta con varias acepciones de dimension en Matematica, ya
gue depende del contexto para comprender en qué casos tiene sentido referirse a un
tipo y en qué casos a otro (Binimelis, 2017).

Acordamos con Garbin y Mireles (2009) para quienes el concepto de Dr,
aplicado a los objetos geométricos fractales caracteriza al objeto en cuestion y es un
elemento clave para acercarse a su complejidad. Si bien la nocion de Dr se puede
apoyar en la nocion de De, es necesario comprender que hay que realizar un salto
epistémico para pasar de una a otra, porgque si bien en ambos casos se usa la misma
palabra, ella adquiere distinto significado en cada contexto. Como constata la
investigacion de estos mismos autores, el tratamiento del concepto de Dr en los libros
de texto de la escuela secundaria es casi nulo, lo que se evidencia en la ausencia de
actividades referidas a ella. Estos autores sefalan la necesidad de introducir el
concepto de Dr mediante una recontextualizacion o transposicion didactica adecuada.

Por eso, en este trabajo nos enfocamos en algunos aspectos del concepto de
Dr, dado que el interés es estudiar las transformaciones necesarias que hay que
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realizar en las préacticas de ensefianza para que los conceptos e ideas clave de la GF
resulten ensefiables en los ultimos afios de la escuela secundaria.

A continuacién, presentaremos algunas de las respuestas a los problemas
referidos. En algunos momentos advertiremos acerca de que el tratamiento
matematico riguroso de las cuestiones abordadas escapa al alcance de este trabajo.

2.1. Ladimension de compas, de cajas y de autosemejanza

Una perspectiva muy utilizada sobre la nocidn de dimensién proviene del intento
de medir el grado de irregularidad de una figura. Peitgen et al.(2004) indican que se
pueden definir tres tipos de dimensidn fractal que atiendan a este asunto: dimension
de autosemejanza (Da) aplicable Unicamente a fractales con autosemejanza estricta;
dimension de compés (Dc) utilizada en curvas irregulares como fronteras de paises,
y dimensién por conteo de cajas® (Dcc) Gtil cuando el fractal no se subdivide en copias
exactas de si mismo (se puede aplicar en curvas irregulares, también, como costas
de paises al igual que en el caso anterior).

La construccion de la Da la ejemplificamos de la siguiente manera.
Consideremos un segmento de recta, un cuadrado y un cubo (figuras con De 1,2y 3
respectivamente). El segmento y cada uno de los lados del cuadrado y del cubo se
dividen entre un niumero positivo k arbitrario, con lo que cada uno de estos conjuntos
puede considerarse particionado en cierto numero de subconjuntos congruentes con

- . p 1 - .
el original en una semejanza de razon r= - El nUmero N de estos subconjuntos

congruentes con el original es una funcién de k y depende ademas de la figura
(segmento, cuadrado o cubo).

Tomemos, por ejemplo, r=4 como se representa en la Figura 1.

4 units

4 4

Figura 1. Dimension de autosemejanza con razén r = i. Fuente: Peitgen et al. (2004).

La Tabla 1 muestra el valor N(k) para cada una de las figuras consideradas en
la Figura 1, para un numero k cualquiera (Peitgen et al., 2004; Binimelis, 2017).

! Traduccion del inglés “box counting”.
.-
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Figura Segmento | Cuadrado Cubo
N(k) k! k? k3
Tabla 1. Cantidad de subconjuntos congruentes con el original en una semejanza de razon %
Elaboracion personal.

En estos casos, la De coincide con el exponente al que hay que elevar el nimero

k para obtener la cantidad de subconjuntos N en los que result6 particionada la figura,

es decir, N(k)=k", de donde resulta que una definicion tentativa de Da es % =

En cuanto a la definicién de la Dc, su necesidad naci6é por el interés de medir
como puede ser la costa de un pais o0 de una laguna como se muestra en la Figura 2.
Los procedimientos que describiremos a continuacion también se aplican a otras
situaciones (Peitgen et al., 2004).

compass 100 km compass 50 km

Figura 2. Dimensién de compas con abertura de 100km y 50km. Fuente: Peitgen et al., (2004).

Elijamos una unidad de medida s y tomando un punto de partida sobre la costa,
marquemos un punto (de los posibles) que esté también sobre la costa a una distancia
igual a la unidad elegida. Tomando este primer punto elegido, repitamos el
procedimiento el nUmero n (notemos que n depende de s, es decir, N(s)=n) de veces
necesario para abarcar la extension de costa que queremos medir y aceptemos que
ese numero multiplicado por nuestra unidad de medida es una aproximacion de la
longitud u de la costa.

Por lo tanto, parece ocurrir que cuanto menor sea la unidad de medida, o nuestro
compas, mayor es la longitud de la curva. Sin embargo, debemos recordar que este
procedimiento es empirico, por lo tanto, es imposible considerar unidades de medida
arbitrariamente pequefias y precisiones cartograficas arbitrariamente grandes. Por lo
tanto, la validez de este razonamiento esta limitada a ciertos rangos tanto para la
unidad de medida como para la escala cartografica. De cualquier manera, esta
situacion alerta acerca de que la longitud euclidea tiene un sentido diferente al que
estamos queriendo desarrollar (Redondo y Haro, 2004).

Para continuar, debemos advertir que es necesario tener conocimiento acerca
de escalas logaritmicas y ajuste lineal de datos empiricos. En un sistema cartesiano
tomemos en el eje de las abscisas el logaritmo del inverso de nuestra unidad de
medida, y en el de las ordenadas el logaritmo de la aproximacion la longitud de la
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costa. Utilizando el método de los minimos cuadrados se encuentra que existe una
recta que ajusta con buena precision el conjunto de datos representados.

Esta relacion lineal tiene como ecuacion y = dx + b. Para los calculos que
siguen, es necesario explicitar el significado de las variables x e y. Volviendo a nuestra

., . 1
construccion anterior, recordemos que x = log; e y = N(s).s, de donde resulta que

N(s).s =d. Iog%+b. De aqui puede deducirse, tomando el limite para s — 0, que d =
. N(s)s
lim —.

s—0 log;

Lo que resulta notable en este desarrollo (y ocurrird lo mismo en el que sigue)
es que la funcién cuyo limite se calcula coincide con la que se obtiene al considerar
la que se obtuvo al calcular la Da (en este ultimo caso, la funcion resulta constante y
por lo tanto, su limite es la misma constante).

Finalmente, la Dcc surge al considerar objetos que no tienen autosemejanza
estricta y que pueden resultar tan complejas o salvajes como se muestra en parte
superior de la Figura 3 (Peitgen et al., 2004). En la parte de la izquierda se inscribe la
imagen de un objeto representado en un rectangulo, el cual ha sido dividido en 24

cuadrados de lado % de su largo, de los cuales hay 19 ocupados por la figura. En la
parte de la derecha se realiz6 un procedimiento analogo, pero dividiendo en 96
cuadrados iguales y mas pequefos (%) del largo del rectangulo original), de los cuales
se ocupan 52 con la figura.

4
e

5
)

s=ll6 N(=19 s=1/112 MNs)=52

log(N(s))
184~

1.6
1.4

1.2 4~

A
4

A ; T log(1/s)

0.6 1.0 14

Figura 3. Dimension de conteo de cajas para una figura salvaje con dos cuadriculas. Fuente:
Peitgen et al. (2004).

El procedimiento se generaliza, dividiendo el rectangulo mediante una
cuadricula regular, donde cada cuadrado de la cuadricula (los llamados cajas) tiene
lado de longitud s. Luego, se contabiliza el nUmero n de cajas necesario para cubrir el
objeto representado, que depende de s, es decir, n = N(s).

Efectuando una representacion cartesiana similar a la usada para la medida de

. . . 1
una costa, elegimos tomar en el eje de abscisas ax = log;y en elde ordenadasay =
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N(s). Ajustando los datos mediante la construccion de la recta de minimos cuadrados,
se obtiene una ecuacion parecida a la anterior: log(N(s)) = d.log§+b, de donde se
consigue para d el mismo resultado que en el caso anterior.

Este procedimiento que, como sefala Peitgen (2004), tienen otros ejemplos
representativos en biologia y fisiologia, son evidencias de caracter empirico que
refuerzan la idea de que la definicibn dada de Da puede tener una relevancia que
trascienda a los ejemplos que la motivaron inicialmente.

2.2. Ladimensién de Hausdorff: un valor entre infinitas medidas

Rubiano (2009) sefala que, hace méas de un siglo, el matemético Félix Hausdorff
busco generalizar las ideas de longitud, area y volumen. Comenzamos esta seccion
retomando de forma intuitiva sus ideas, proponiendo pensar que la recta tiene una
longitud mayor a 0, un area igual a 0 y un volumen igual a 0, que un cuadrado tiene
un area mayor a 0 y un volumen igual a 0, y que un cubo tiene un volumen mayor a
0.

La clave para aceptar la afirmacion de que el cuadrado tiene una longitud infinita
es realizar el siguiente razonamiento: para cubrirlo con segmentos, se necesitan
infinitos de ellos, ya que, al quitar cada uno y unirlos fuera del cuadrado, se obtiene
una recta que tiene longitud infinita, como se muestra en la Figura 4. De esta manera,
para cubrir una figura de dimension d con figuras de dimension menor que d, se
necesitaran infinitas de ellas (Kohavi y Davdovich, 2006).

Figura 4. La longitud infinita de un cuadrado. Fuente: Aramburt (2021)

De forma andéloga, se puede recubrir un cubo con una cantidad infinita de
cuadrados, por lo que se puede realizar la union de todos ellos arista con arista
generando un area infinita. Por lo tanto, el cubo tiene también un area infinita. La Tabla
2 presenta algunos resultados de este procedimiento, donde med; significa longitud,
med, significa area y med; significa volumen.

med, med, med;
Segmento >0 0 0
Cuadrado o >0 0
Cubo co co >0

Tabla 2. Idea intuitiva de la Dn. Basada en Aramburu (2021).
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Siguiendo el argumento de Rubiano (2009), Hausdorff observdé que para un
subconjunto de un espacio con Deigual a n, podia definirse medidas de orden k (medy)
para cualquier entero k, de manera que el valor de medy es infinito sik <ny 0 si k >
n.

Para dar mas precision a esta idea, es necesario dar algunas definiciones. En lo
gue sigue x e y representan elementos de R", es decir, X = (X1,X3,...,X,) € y =
(Y1, Y2, -, ¥n) donde x; € y; son numeros reales cualesquiera seani o j.

La distancia entre x e y es el numero:

dxy)=y (x1-y1) 2+ (X2-y2) 2+t (Xpyn)? =

i=n
Z(Xi'Yi)Z
i=1

Una bola de centro x y radio 6 > 0 es el conjunto B(x, 6) = {y/d(x,y) < 8}.

Advertimos que en lo que sigue es necesario el conocimiento de lo que significan
el infimo de un conjunto de nimero reales y la suma de una serie.

El didmetro de un subconjunto S de R" es diam(S) =
sup{d(x,y); x,y son elementos de S}. Este diametro es o bien un numero real no
negativo (en el caso de que S esté contenido en una bola) o bien mas infinito.

Un recubrimiento numerable de un conjunto S es una familia {Ux/}ken donde Un
es un subconjunto de R™ y k en un nimero natural cualquiera, para la cual ocurre que
cualquier elemento de S es también elemento de algun conjunto de la familia, dicho
de otra manera, S esta contenido en la unién de la familia. Si todos los conjuntos de
la familia son abiertos, el recubrimiento se dice abierto.?Volvamos a la observacion de
Hausdorff, concretandola a un subconjunto de R?. Una manera de aproximar el area
de una figura S es cubrirla con una sucesién de bolas abiertas (o discos) By, B,, ... By, ...
y calcular la suma de la serie formada las areas de esas bolas®:

A(S)zg((diam(Bl))2+(diam(Bz))2 + ..+(diam(B,))2+ ..)

En cualquier caso, los discos pueden superponerse y cubrir una buena parte del plano
gue no es del conjunto S (Rubiano, 2009). Incluso la serie podria resultar divergente.
Sin embargo, una solucion para calcular el area de S es considerar el conjunto de
todas las sumas obtenidas con el procedimiento anterior, cuando la serie resulte
convergente. El infimo de este conjunto es, esperamos, la mejor aproximacion al area
de S, dado que este numero no incluiria ningun exceso de area. Si se quisiera calcular
la longitud de S, se puede calcular la suma de la serie de los diametros de las mismas
bolas:

L(S)=(diam(B;))'+(diam(B;))! + ..+ (diam(B,))*+ ...

2 Un cubrimiento finito {V1, Vz,..., Vp} de un conjunto X queda incluido en esta definicién, porque se puede considerar
gue equivale al cubrimiento {Ux/}ken, donde Ux=Vx para k=1,2,...p y Uk=0 si k>p.
3 En el caso de que el recubrimiento sea finito, la suma de la serie coincide con una suma finita.

.-
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Por un procedimiento similar al anterior, el infimo del conjunto de estas sumas
(si es que alguna de estas series resultara convergente) es lo que llamariamos
longitud de S.

Observemos que, en el caso del area, los exponentes a los que se encuentran
elevados los diametros es 2 y en el caso de la longitud es 1.

Hausdorff rigorizo y generalizd este procedimiento. Para cada subconjunto T de
R" y cada numero real positivo §, consideré todos los recubrimientos de T para los
cuales el diametro de cada miembro del recubrimiento fuera menor que 8.

Si {Ux}ken €S uno de estos recubrimientos y s es un namero real no negativo,
calculo la suma (diam (U1))s+(diam (Uz))s+...+(diam (Ux))s+... y considero el infimo
del conjunto de estas sumas (cuando la serie resultaba ser convergente). Designo a
este infimo con el simbolo Hi(T),es decir, Hi(T)=inf {3} (diam(U,))s}.

Hausdorff llamé medida s-dimensional de T a lﬁirré H(T). Si Hs(T) denota a este

40 s<d

limite, probd que existe un unico valor d para el cual ocurre que H5(T) = { 0 s>d

Este niumero d es la dimension de Hausdorff (D) del conjunto F. Constituye una
generalizacion de la nocion tradicional de dimension, en el sentido de que, por
ejemplo, la medida de dimension 1 calcula la longitud de una curva suave en R3, la
medida de dimensién 2 es proporcional al area de figuras planas, y la medida de
dimensién 3 es proporcional al volumen de un solido.

Como es posible notar, los resultados de los dos ultimos parrafos no son posibles
de demostrar en el nivel de tratamiento del tema que estamos dando en este trabajo.
Por su parte, el lector interesado puede profundizar y encontrar ejemplos de la
aplicacion de la Dn en Castro (2018) y Garcia (2018).

2.3. Ladimensidn topoldgica

En esta seccion se mencionan areas matematicas y algunas de las entidades
gue las componen en un nivel que no va mas alla de lo descriptivo, porque el abordaje
de cualquiera de los resultados que se van a referir requiere desarrollos que son
especializados, no elementales y cuyo tratamiento, alin uno introductorio, sobrepasa
el alcance de este trabajo.

Una de las areas de la topologia tiene como objeto el estudio de las formas en
que ciertas figuras pueden “deformarse sin romperse” para transformarse en otras. El
instrumento que se utiliza para describir estas transformaciones es lo que se llama
homeomorfismo, que se define como una funcion biyectiva continua cuya inversa es
también continua. Los homeomorfismos son instrumentos con los cuales pueden
establecerse nociones de equivalencia entre figuras.

En la caracterizacién de las equivalencias importa definir parAmetros que sean
invariantes, entre los cuales se encuentra la dimensién topolégica (Dt) de un objeto.
Un ejemplo esta provisto por las curvas representadas en la Figura 5. Cada una de
ellas puede transformarse en cualquiera de las otras. En este caso, la Dr de la
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circunferencia es igual a 1 (coincidente con la Dg, tal como se analizard a
continuacion) y entonces todas las demas tendran la misma Dr.

ne
o5

g

A_.

Figura 5. Un circulo se puede deformar continuamente en un triangulo y un tridngulo en la curva de
Koch. Fuente: Peitgen et al., (2004)

Una definicion de Dt para un subconjunto A de R" es la que sigue:

1) Si para cada punto x de A existe una bola que contiene a x y cuya frontera no
contiene ningun punto de A, entonces Dt(A)=0.

2) Si para cada punto x de A existe una bola que contiene a x, cuya frontera
interseca a A en un conjunto de dimensioén k — 1, y k es el menor entero no negativo
para el cual esto ocurre, entonces Dt(A)=k.

Entonces, cualquier conjunto finito o numerable tiene Dt igual a 0, al igual que
el conjunto de Cantor, mientras que la grafica de cualquier funciébn continua con
dominio en un intervalo cerrado de R y codominio R" tiene Dt igual a 1, al igual que
la curva de Koch y el triangulo de Sierpinski (Dummit, 2015).

Con la definicibn dada, puede probarse que Dt es un invariante mediante
homeomorfimos y, por lo tanto, la Dt de cualquiera de las curvas de la Figura 5 es 1,
como la de cualquier circunferencia.

2.3. Algunas dimensiones de la curva de Koch y la definicién de fractal

En esta seccibn mostramos una posible manera de calcular algunas de las
dimensiones desarrolladas anteriormente, para el caso de la curva de Koch. Elegimos
este fractal porque mas adelante presentamos resoluciones de una actividad
matematica por parte de profesores de Matematica, que forma parte de la propuesta
implementada, en la que aparece. En dicha actividad se estudian fractales cuya figura
inicial, en todos los casos, es un segmento. Uno de ellos es la curva de Koch, y otros
se construyen de una manera geométricamente similar.

Para la Da, basta notar que el niumero de subconjuntos congruentes con el

.. 2 . 1
original es 4 y que la razon r de semejanza es 5 Por lo tanto, resulta que su Da es
log4
log3’

Para calcular la Dx de la curva de Koch (que designamos con (Dx(K)) notemos
que un recubrimiento posible estd compuesto por 4% intervalos, cada uno de ellos de
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longitud 3ik Entonces, H§(K)=inf{ :Sl(diam(Un))5=4k(3ik)s, y por lo tanto

. 4K . 4\K L, L. , ,

lim H3(T) = lim o = lim (—) . El Unico caso en que este limite sera un namero
§-0 k—oo 3%8 k—oo \33

. s e . . 4 .

diferente de 0 y de infinito es en el que s satisface ;zl, 0 equivalentemente,

log 4 . .
logs = %. Notemos que, ambas definiciones (Da y Dn) conducen al mismo valor.

Por otro lado, recordamos que esta curva tiene Dt igual a 1 (Dummit, 2015).
Tenemos entonces un ejemplo de fractal definido como lo hizo Mandelbrot (1975):
figura o conjunto en el cual se cumple que su Du excede estrictamente su Dr. Esta
definicidn, a pesar de su sencillez y precision, claramente no es susceptible de ser
tratada con estudiantes de la escuela secundaria, dada su poca disponibilidad de
saberes previos relativos a la topologia.

Con el propésito de tratar matematicamente a los elementos y caracteristicas de
algunas figuras fractales, como la autosemejanza estricta y la Da, superando una
forma intuitiva de tratarlos en los dltimos afios de la escuela secundaria, en este
trabajo planteamos una actividad de ensefianza que reconstruye matematicamente
estos conceptos. Pretendemos aportar soluciones al problema didactico siguiente:

¢, Como hacer un uso matematico de los elementos caracteristicos de las figuras
fractales en la escuela secundaria, que no requieran nociones de topologia,
estableciendo la diferencia con las nociones de la GE?

3. Una propuesta para reconstruir el concepto de dimension Fractal en la
escuela secundaria

3.1 Fundamentos matematico-didacticos de la propuesta

Anteriormente sefialamos que la propiedad de autosemejanza esta asociada a
expresiones coloquiales como: es posible encontrar al todo en cualquier parte del
fractal; cuando se pueden encontrar copias reducidas del todo en ciertos puntos de la
figura: la figura es invariante ante cualquier cambio de escala: si se hace zoom en
cualquier parte de la figura se encuentra la misma figura.

De la revision bibliografica realizada en Autor 2 et al. (2021) se desprende que
con el concepto de Dr ocurre algo similar, en el sentido de apelar a lo intuitivo,
atribuyéndole a este concepto frases como: a mayor rugosidad o irregularidad, mayor
dimension; la dimension de un fractal es un nimero fraccionario que da cuenta de
gué tanto llena el fractal una regién plana, entre otras que, si bien no son incorrectas,
son expresiones coloquiales que no ofrecen una forma mateméatica de trabajar en el
aula.

La calidad matematica de un proceso de instruccion puede ser analizado bajo el
descriptor de rigueza matematica (Font et al., 2015). Estos autores se basaron en las
categorias antes propuestas por Hill, Blunk, Charambous, Lewis, Phelps, Sleep y Ball
(2008) quienes habian considerado que dicha riqueza puede analizarse a partir de: la
deteccibn de errores matematicos, las justificaciones, las representaciones
matematicas, los métodos de resolucion, las generalizaciones y las observaciones
matemadticas. Hill et al. (2008) formularon un sistema de categorias para medir la
calidad de la instruccion, de las cuales seleccionamos y adaptamos en este trabajo
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una de ellas, y es en qué grado el trabajo que implica la tarea esta conectado con la
matematica. En este sentido, notamos que las ideas y conceptos que presentamos
en la seccién anterior, con diferentes grados de intuicion, dificiimente permitan a los
estudiantes de la escuela media, desarrollar tareas matematicas, ya que no conectan
con operaciones matematicamente realizables como calcular, comparar, analizar.

Lo anterior se relaciona estrechamente con el concepto de operatividad, ya que
la significacion de una definicion (como expresion) depende en parte de lo que la
expresion permite accionar, hacer y las posibilidades de ser transformadas en otras
representaciones. La operatividad de una definicién refiere entonces a la posibilidad
de operar dentro de un marco de referencia y en funcion de la tarea que se quiere
realizar. De esta manera, la operatividad de una definicion demanda al estudiante la
eleccion de transformaciones validas y pertinentes. Esto refiere a las sustituciones de
unas representaciones por otras en el discurso matemético mediante un cambio de
contenido para asegurar el progreso del razonamiento o de calculos (Panizza, 2015).

En este trabajo proponemos reconstruir una forma operativa, con calidad y
rigueza matematica, en el sentido de Hill et al. (2008) de la dimensién para los
fractales con autosemejanza estricta, extendiendo la reconstruccién del concepto de
autosemejanza que ya realizamos en otro trabajo previo (Autor 1, et al., 2021). La
oportunidad de esta forma es que se puede reconstruir el concepto de Da
prescindiendo de las siguientes Dc, Dcc, Du y Dr, y conservar la idea de contar con
un invariante numérico propio de cada fractal. Partimos de la siguiente idea:

Una figura es autosemejante estrictamente si es obtenida como limite# de un
proceso iterativo a partir de una figura inicial llamada semilla, donde el resultado de
cada paso admite una particibn de manera que se cumplen las siguientes
condiciones:

1. Cualquiera de los subconjuntos de la particion correspondiente a cualquier paso
iterativo es semejante a la semilla (es decir, cada elemento de la particion es imagen
de la semilla por medio de una cierta semejanza, y todas ellas comparten el mismo
factor);

2. Es constante el cociente entre el factor de semejanza de cualquiera de los
subconjuntos de la particion correspondiente a un cierto paso con la semilla, y el factor
de semejanza de los subconjuntos correspondientes al paso anterior con la semilla;
ademas, este cociente es igual al inverso del factor de semejanza que vincula la
semilla con los subconjuntos de la particion correspondiente al primer paso;

3. El cociente entre las cantidades de subconjuntos de la particion correspondiente a
un cierto paso y a su anterior es constante.

Por ejemplo, para saber si la curva de Koch es autosemejante estrictamente
verificamos que se cumplan las tres condiciones: la primera condicién surge de la
forma de construir la figura (en la primera iteracion se tienen 4 subconjuntos todos

. . . 1 .
semejantes a la semilla, con factor de semejanza de 5). El factor de semejanza al que
hace referencia el punto 2.a es, en la primera iteracion es 3 ya que el segmento semilla

4 Se hausado la palabra limite en un sentido que es imposible rigorizar completamente en este contexto. Con ella
se ha querido apelar a la intuicion para indicar que un proceso iterativo efectuado sobre figuras geométricas esta
asociado a una cierta figura a la cual se parecen en algun sentido los resultados de cada paso iterativo.
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se divide en partes; en la segunda es 9, en la tercera es 27, y asi sucesivamente. Para
la condicién 2.b el factor considerado es 1 para la primera iteracion, para la segunda
iteracion es 3, para la tercera es 9, y asi sucesivamente. Realizamos los cocientes
3 9 27

. . 1
ik tairee 3, obteniendo una constante, que es en este caso, 3 cuyo inverso (5),

corresponde al factor de semejanza que vincula la semilla con los subconjuntos en los
cuales se dividio.

La condicion 3 se cumple ya que la cantidad de subconjuntos de la particion, en

la primera iteracion es 4, en la segunda iteracion es 16, en la tercera es 64, y asi
sucesivamente. Los cocientes, asi resultan constantes ya que %z % = % = 4. Con
todo esto, podemos asegurar que la curva de Koch es autosemejante estrictamente.

Es necesario destacar que en nuestra definicion es central que la figura se haya
podido obtener a partir de un proceso iterativo. En efecto, existen figuras que pueden
ser subdivididas en un nudmero finito N(k) de subfiguras o subconjuntos, todos

congruentes entre si (por traslaciones o rotaciones) y ser copias reducidas del objeto

e . .z 1 . .
inicial por un factor de contraccién r ==, y sin embargo, puede no cumplirse la

k!
existencia de un tnico valor de d tal que N(k) = k¢, de la cual se deduce que d= l;’oggi(g).

Un ejemplo lo constituye un triangulo equilatero; si se lo divide segun sus rectas
paralelas medias de sus lados, obtenemos en este caso 4 triangulos equilateros
congruentes con el original. Sin embargo, cuando lo dividimos segun rectas que
dividen a cada uno de sus lados en tercios, obtenemos 9 triangulos congruentes. De
estas dos subdivisiones se desprende que existen al menos dos valores para d que
cumplen con la igualdad N(k) = k9. La figura 6 muestra esta situacion.

Figura 6. Un ejemplo de figura que se divide en subfiguras congruentes a ella, sin cumplirse la
unicidad de d que satisfaga N(k) =kd. Fuente: elaboracion propia

Retomando con la idea de autosemejanza estricta, podemos reformular esta nocion
de la siguiente manera:

Una figura es autosemejante estrictamente si es obtenida como limite de un
proceso iterativo a partir de una figura inicial llamada semilla, donde el resultado de
cada paso admite una particion tal que cada subconjunto que la integra es imagen de
la semilla en una cierta semejanza, todas ellas con el mismo factor, menor que 1;
ademas, si se designan con py la cantidad de subconjuntos de la particion

correspondiente al k— ésimo paso, y con oy el factor de semejanza de cada

. .., . . 1
subconjunto de la particion con la semilla, resulta que los cocientes p = % y &:%
k k

son constantes.
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Para contar con una definicién operativa de la Dr es necesario notar primero que
es conveniente contar con los cocientes anteriores, elevados a una misma potencia,
llamémosla r, donde las iteraciones consideradas difieran en este mismo valor de
potencia r (en lugar de dos consecutivas como antes). Entonces:

pr — Pkir y (l)r — 1 — etr

Pk fod of o

Siguiendo con el ejemplo de la curva de Koch tenemos por ejemplo que, si
fijamos el paso k = 1, se tiene que p = 4 (cociente constante entre dos iteraciones
consecutivas). Ahora analicemos para distintas potencias o valores de r:

256

ps _ 64 _ 64 _
p - 4

Parar=2,== = =16=4% parar=3,2 =
1 4 4 P1

64 =43,y

parar = 4, 22 = 122 = 756 = 44
P1 4

Notamos que el exponente coincide con el valor en que difieren las dos
iteraciones consideradas. Un andlisis similar para los cocientes entre los factores de
semejanza (o factor de escala) de los subconjuntos correspondientes al paso anterior
con la semilla («) nos conduce a aceptar que el exponente, coincide con el valor en
gue difieren las dos iteraciones consideradas. Con lo cual, si buscamos analizar los
cocientes independientemente de r, al estar como exponente, podemos tomar el
logaritmo a ambas expresiones y ahora considerar su cociente, ya que:

Px+r
prx _ logp" rlogp logp

x re 1 1
lOg % log (é) I. loga loga

log

La dimensidn, asi construida, cuyo valor es el resultado del cociente representa
el tamafio del fractal (depende de qué tan grande sea p y de qué tan chico sea a). Al
valor de este cociente, que es invariante, lo vamos a designar como la dimension de
autosemejanza estricta (Dag) de la figura.

El valor de la reconstruccion recién realizada radica principalmente en dos
aspectos. Por un lado, se cuenta con una forma de obtener un valor numérico para la
dimension de una figura fractal que tiene autosemejanza estricta, esto es, en términos
de Hill et al. (2008), presenta calidad matemética, dado su potencial para permitir
calcular, evitar errores, analizar los resultados, comparar, etc. Por otro lado, no utiliza
el razonamiento basado en la GE de recurrir a ampliar la figura utilizando cierto factor
de escala. En cambio, propone analizar la dimension dentro de la propia construccion
del fractal, notando como se generan las copias idénticas naturalmente, como parte
del proceso de construccion. Es decir, si bien la expresion para la Dae es el mismo
cociente que ya presentamos para el célculo de la Da, es importante notar que los
razonamientos que se utilizan en cada caso son radicalmente distintos. Asi, el
procedimiento que seguimos para abordar la Da al aplicarla a una figura que no sea
fractal (de la GE) y luego generalizar a las figuras fractales, seleccionamos un valor,
entre infinitos valores posibles. Sin embargo, en nuestra reconstruccion, los factores
de escala son especificos y propios de cada fractal. Por ejemplo, para la curva de

Koch los factores de escala deben ser % (Peitgen et., al, 2004), con lo cual esta forma
de abordar el concepto de dimension hace referencia exclusiva a la figura fractal,
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evitando a los alumnos una especie de hibridizacién entre ambas geometrias (GF y
GE) allanando el camino a la comprension de los elementos clave de la GF.

Por otro lado, también notamos que nuestra propuesta para reconstruir la nocion
de Dr, la Dag, permitioé hacer una interpretacion geométrica y visual, ya que se vincula
con la medida de qué tan lleno resulta ser un fractal, cuanto llena el plano una curva,
y de cuan rugosa resulta ser una figura. Esto es debido a que, por un lado, esta
caracteristica es consecuencia de en cuantas partes se divida la figura obtenida en
cada paso y, por otro, de qué tan grandes se mantengan los tamafos de cada una de
esas partes.

3.2. La propuesta de actividades y su implementacién: resultados preliminares

La reconstruccion matematica para la Dae que presentamos en el apartado
anterior fue propuesta a treinta y un profesores de Matematica en ejercicio en
escuelas secundarias de Uruguay, que participaron voluntariamente como
estudiantes en tres ediciones de un curso online titulado Geometria Fractal: analisis
didactico de propuestas de ensefianza. El objetivo general del curso fue contribuir en
la formacion continua de los profesores en ejercicio, y en especial en GF, ya que la
mayoria de los participantes expresaron haber tenido poco o nulo contacto con la
teméatica. El curso abarcé varias actividades, referidas a autosemejanza y a Dr, pero
en este apartado solamente presentaremos algunos ejemplos que permiten obtener
evidencia acerca de la percepcion de la calidad matemética de la actividad sobre Dr
contextualizada en un sitio web. Es decir, analizamos en qué medida los profesores
aprovecharon el potencial de la reconstruccién propuesta, a la hora de resolverla.

La actividad tuvo la siguiente consigna:

Le proponemos que recorra la pagina web “‘InterActivate”
(http://www.shodor.org/interactivate/activities/FractalDimensions/), para familiarizarse
con el contenido dedicado al concepto de Dimension fractal. Para ello resulta util
ingresar en las distintas pestafias del sitio: “Aprendiz”, ‘Actividad”, “Ayuda’,
“Instructor”.

Luego, en la pestaiia Actividad, realice lo siguiente:

1. Para cada fractal, complete los campos de texto con el factor de escala y el nUmero
de copias. Note que recién cuando los valores ingresados sean correctos, el sitio
devolverad como resultado la dimension de cada fractal.

2. Elija un fractal de los que se muestran y justifique que tienen autosemejanza estricta
con la definicion brindada en las Notas del curso.

3. Ordene la dimensién de todos los fractales presentados en la pagina, de menor a
mayor, y a partir de esta ordenacion, elabore una conclusién que relacione la
dimension fractal con “qué tanto llena el fractal”.

Antes de explicitar la actividad, propusimos analizar con los profesores nuestra
reconstruccion de la Dae. En este trabajo presentamos la parte de la actividad referida
a la Dr, que consiste en hacer uso de los dos parametros caracteristicos de la Dr
(factor de escala y cantidad de copias), explorar distintos valores para cada uno, y
luego relacionar estos valores con el valor resultante para la dimension. Cada fractal
del sitio tiene como figura semilla un segmento, y uno de ellos es la curva de Koch.
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Adicionalmente, se busca, conectar con la idea intuitiva y matematicamente
informal de llenado del espacio (filled in en inglés), con el valor de la dimension
(cociente de logaritmos) calculado para cada fractal.

Al ordenar los fractales que presenta el sitio, en orden creciente de dimension,
permite comparar el valor de los cocientes calculados por el programa pudiendo
conjeturar y visualizar su relacion con la rugosidad de los fractales. En la Figura 7 se
muestra el sitio web donde se enmarca la actividad.

- nteractivate
Fractal Dimensions

Shodor > Interactivate > Activities > Fractal Dimensions

Learner Activity Help Instructor

Next Fractal Fractal #2
Enter Scale Factor:

3
Enter Number Of Copies:
5

J_L The dimension is 1.464
Previous Fractal See a deeper level of this fractal!

Scoring: . Active . | Show Score © Shodor

Figura 7. Portada del sitio web a donde se dirige la actividad propuesta. Fuente:
http://www.shodor.org/

3.3 Algunos resultados de la implementacion de la propuesta

Mostramos en este apartado un primer analisis de algunas producciones de los
profesores que realizaron el curso, teniendo en cuenta que haremos referencia a la
operatividad de la definicion de Dae. Esto significa que, en este analisis consideramos
los célculos, las observaciones y las justificaciones matematicas que las resoluciones
presentan, respecto a la calidad matematica de la Dae y su conexion con la capacidad
del fractal de rellenar el espacio.

Todos los participantes que realizaron el curso entregaron la actividad.
Realizamos una primera clasificacion de las respuestas segun su grado de riqueza
matematica desarrollada. Asi, obtuvimos resoluciones donde solamente interactuaron
con el sitio, ordenaron los fractales segun su valor de dimension, y concluyeron acerca
del llenado a partir de esta ordenacién, y de la representacién visual que muestra el
sitio. Por otro lado, se presentaron resoluciones mas complejas que analizaron las
variaciones en el numerador y denominador de los cocientes, y realizaron una
justificacion para concluir acerca de la relacion entre dimensién y el llenado del
espacio, que no es inductiva, como la anterior. Estas ultimas resoluciones indican que
los profesores lograron valorar la riqueza matematica de la situacion planteada.

Como representante del primer tipo de resolucion, mostramos las producciones
presentadas en las Figuras 8 y 9. En el caso de la Figura 8, la ordenaciéon numérica
es acompafnada con las imagenes correspondientes a la primera iteracion de cada
fractal del sitio, y, en el caso de la Figura 9, la ordenacion numérica es acompafiada
con las imagenes correspondientes al resultado de la mayor iteracion que muestra el
sitio. En esta Ultima, se puede apreciar que es mayor la rugosidad de la figura o el
llenado del plano, cuanto mayor es el valor de la dimension.
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Figura 8. Ordenacion y primera iteracion de los fractales de la actividad. Fuente: produccion de un
docente participante del curso.

Dimensiones | Nivel miximo de profundidad del
(log plog @) | fractal, segin “InterActivate™

1261

1,292

Figura 9. Ordenacion y ultima iteracion de los fractales de la actividad. Fuente: produccién de un
docente participante del curso.

Como representante del segundo tipo de resoluciones, en las producciones que
presentamos en la Figura 10 se pueden apreciar observaciones mateméaticas
respecto al cociente calculado, cuando se comparan fractales que tienen el mismo
factor de escala o la misma cantidad de subconjuntos de cada particion en cada
iteracion.

Observando los resultados obtenidos: #Fractall
#Fractal5

*  si comparamos fractales con igual «, es mas lleno el fractal que | #mcaio
tenga mayor p, o sea mayor cantidad de subconjuntos en la Arracal2 N de copias: S
particidn. (segmentos) Moty N e copiae§
ra e copias:

" - : #Fractalll
+ Si comparamos fractales con igual p, es mas lleno el fractal que | e nede coplas: 8

tenga menor «, o sea el que tenga segmentos de mayor longitud. | #Fractals  N° de copias: 9

La dimensién fractal aparece como una medida de que tan lleno resulta ser un
fractal. Es consecuencia de en cuantas partes se divida la figura obtenida en cada
paso, y por otro, de qué tan grandes se mantengan los tamafios de cada una de
esas partes.

N° de copias: 4

(<]

Observamos que de estos fractales de factor escala 3 (en negrita), estan ordenados
por nimero de copias de menor a mayor.

Figura 10. Observaciones matematicas respecto al cociente que permite hallar la dimensién de los
fractales. Fuente: produccion de dos participantes del curso.
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En el caso de la produccion de la derecha, el estudiante identifico todos los
fractales con factor de escala 3, observando que el nimero de copias aumenta, al
igual que la dimension. Este estudio se ve reflejado también en la produccion de la
izquierda al indicar que, de los fractales con igual factor de escala, los fractales que
mas llenan son los que tienen mayor cantidad de subconjuntos en la particién. En este
caso se aprovechd la rigueza matematica potencial de la propuesta.

Como se puede notar, nuestra propuesta para reconstruir la nocién de Dag,
permite realizar una interpretacion geomeétrica de esta idea de la Dr. Dado que se
define como un cociente, es susceptible de analizar el numerador, el denominador y
la relacion entre ambos. Es decir, el tamafio de la Dr depende de qué tan grande sea
p (el numero por el que se multiplica la cantidad de subconjuntos de la particion
correspondiente a un cierto paso para obtener el nimero de subconjuntos de la
particion correspondiente al siguiente) y de qué tan pequefio sea o (factor de
semejanza que relaciona a cada subconjunto de la particidn correspondiente a un
paso con los de la particion correspondiente al paso siguiente.

4. Reflexiones finales

Este trabajo es parte de un proyecto de investigacién mas amplio cuyo propdésito
es estudiar los procesos de ensefianza y aprendizaje de los elementos clave de la GF
en la escuela secundaria. La GF es un campo de conocimientos relativamente
reciente (gestado hace alrededor de 50 afios) que, ademas, ha generado muchas
controversias dentro de la Matematica misma, hasta tal punto que actualmente no hay
pleno acuerdo acerca de lo que se considera un fractal, o de qué operaciones
matematicas se pueden realizar para analizar su autosemejanza o calcular su
dimensiéon. Aun asi, ya esta presente en los disefios curriculares de varios paises, lo
cual justifica la necesidad de un analisis didactico que se ocupe de cémo ensefiar sus
aspectos fundamentales desde un punto de vista matematico, sin caer en un breve
recorrido que solo haga alusién a los aspectos visuales y llamativos de los fractales.

En particular, consideramos necesario analizar la forma de ensefar las dos
caracteristicas que definen a los fractales, que son la autosemejanza y la dimension.
Para la autosemejanza, en trabajos previos, delineamos una propuesta de
ensefianza, aplicable a aquellos fractales que se generan a partir de algun tipo de
iteracion. Basandonos en esa propuesta para la autosemejanza, en este trabajo nos
ocupamos del concepto de dimension, como primera aproximacion didactica,
aceptando que las ideas y conceptos tratadas aqui constituyen un comienzo, ya que
un siguiente paso del trabajo didactico se basa en la construccion de una secuencia
de actividades para que los profesores de Matematica puedan desarrollar el tema con
sus estudiantes.

Asi, aqui presentamos y analizamos algunas de las distintas interpretaciones
gue encontramos, para el concepto de dimension, que fueron surgiendo en distintos
contextos histéricos y matematicos. Algunas de ellas resultan intuitivas y parecen
estar acordes con el sentido comun, pero carecen de sentido en la GF, como la De.
Por otro lado, reconocemos que otras definiciones y tratamientos matematicos, cuyo
abordaje implica que los estudiantes hayan trabajado con conceptos e ideas como lo
son las relativas a la topologia, no estdn usualmente disponibles en los estudiantes
de este nivel educativo, como por ejemplo la D+ .

UNI&N NGmero 65 - Agosto 2022 — Pagina 18



Analisis del concepto de dimension fractal: una posible reconstruccion para su ensefianza
V. Artigue, M. de los A. Fanaro, E. Lacués

Ante este panorama, decidimos reconstruir un concepto que permita calcular,
analizar, representar e interpretar matematicamente con los alumnos, el concepto de
Dr. Esto lo hicimos a partir de las nociones de escala y de partes idénticas, dos
caracteristicas esenciales de los fractales que presentan autosemejanza estricta.
Denominamos a esta reconstruccion, dimension fractal de autosemejanza estricta
(Dag) y si bien resulta aplicable solo a aquellas figuras fractales que tienen este tipo
de autosemejanza, consideramos que el tratamiento escolar de estos fractales con
este encare presenta una riqueza matematica que puede ser Gtil en la ensefianza. Un
primer acercamiento a un conjunto de profesores de Matematica, nos dio indicios de
ello, ya que obtuvimos respuesta a las actividades con buenos desarrollos
matematicos. Un estudio posterior, donde los profesores ya dispongan de la
secuencia de enseflanza que estamos elaborando a partir de la propuesta presentada
en este trabajo, y la desarrollen en sus clases de Mateméatica, nos aportara mas
conocimiento acerca del desarrollo de esta propuesta. En este sentido, se dirigen
nuestras proximas investigaciones.
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