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En este articulo, alineé con la relevancia que los contextos sociales, culturales
e histdricos tienen para la construccion del conocimiento, nosotros tratamos del
desarrollo de algunos modelos de crecimiento de la poblacion en la luz de
Socioepistemologia. Se presenta el desarrollo de modelos de Thomas Robert
Malthus, Pierre-Francois Verhulst y Benjamin Gompertz y hacemos un analisis
de las précticas sociales y de las practicas matematicas relacionadas con el
desarrollo de estos modelos.

Palabras clave: Modelos; Practicas; Socioepistemologia.

Resumen

In this article, aligned with the relevance that social, cultural and historical
contexts have for the construction of the knowledge, we treated of the
development of some models of population growth in the light of
Socioepistemology. We present the development of models of Thomas Robert
Malthus, Pierre-Francois Verhulst and Benjamin Gompertz and do an analysis
of social practices and mathematical practices related to the development of
these models.

Keywords: Models; Practices; Socioepistemology.

Abstract

Neste trabalho, alinhados com a relevancia que contextos sociais, culturais e
histéricos tém para a construgdo do conhecimento, tratamos do
desenvolvimento de alguns modelos de crescimento populacional a luz da
Socioepistemologia. Mais especificamente, apresentamos o desenvolvimento
Resumo dos modelos de Thomas Robert Malthus, Pierre-Francgois Verhulst e Benjamin
Gompertz e fazemos uma analise de praticas sociais e praticas matematicas
relacionadas ao desenvolvimento destes modelos.

Palavras-chave: Modelos; Préticas; Socioepistemologia.

1. Introduccidén

A natureza contextual do conhecimento tem sido discutida em diferentes
pesquisas da area de Educacdo Matematica e tem sido orientada por diferentes
perspectivas tedricas. Ainda que as discussdes tomem encaminhamentos diversos,

nao ha contrapontos no que se refere a importancia de aspectos sociais para a
estruturacdo do conhecimento.

Neste trabalho, também alinhados com a relevancia que contextos sociais,
culturais e histéricos tém para esta estruturagdo, nos referimos a socioepistemologia
como perspectiva teorica sob a qual tracamos nossos argumentos. E é a luz dessa
perspectiva que falamos da natureza sistémica do conhecimento e nos referimos a
praticas associadas a sua construcdo, em sintonia com 0 questionamento ja
apresentado por fildsofos como Gaston Bachelard, da objetividade do fenbmeno e da
neutralidade do sujeito no ato de conhecer.
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Trazendo essas discussfes para 0 ambito da matemaética, tratamos de praticas
sociais e matematicas associadas ao desenvolvimento de modelos de crescimento
populacional de tal forma a considerar o contexto de distintas épocas e culturas em
gue se deu este desenvolvimento.

Assim na estrutura do texto, inicialmente apresentamos uma caracterizacao da
Socioepistemologia e, tratamos de praticas sociais e praticas matematicas. A seguir,
identificamos praticas sociais e matematicas associadas ao desenvolvimento dos
modelos de Thomas Robert Malthus, Pierre-Francois Verhulst e Benjamin Gompertz
considerando o espaco histérico, cultural e as estruturas matematicas do final do
século XVIII e inicio do século XIX usadas por estes autores.

2. Socioepistemologia

A socioepistemologia pode ser considerada uma perspectiva tedrica que trata
do conhecimento social, historico e culturalmente situado, envolvendo os fenémenos
de construcao e difusdo do conhecimento (Cantoral 2003). As discussdes sobre esta
perspectiva tém sua origem associada a dois eventos cientifico-académicos
realizados no més de setembro de 1997 (Seminario de Investigacion en Matematica
Educativa — México e Conference on Research in Mathematics Education - EUA) e
ao educador mateméatico mexicano Ricardo Cantoral Uriza. A sua disseminacao,
entretanto, tem se intensificado na ultima década entre educadores matematicos de
diferentes paises, especialmente da América Central e da América do Sul.

Segundo Cantoral (2004),

a socioepistemologia, ou epistemologia das préaticas sociais relativas ao
conhecimento, € uma aproximacao tedrica de natureza sistémica que permite
tratar dos fendmenos de producéo e difusdo do conhecimento considerando
uma perspectiva multipla, pois articula em uma mesma unidade de andlise
as interacdes entre a epistemologia do conhecimento, sua dimenséo
sociocultural, os processos cognitivos que lhe sdo associados e o0s
mecanismos de sua institucionalizagdo via ensino (Cantoral, 2004, p.1,
traducao nossa).

A esta natureza sistémica do conhecimento estdo associadas, portanto,
diferentes componentes: a componente epistemoldgica, a componente cognitiva, a
componente didatica e a componente social exercendo influéncias sobre as demais.

Martinez (2005) apresenta uma explicagdo a respeito das componentes,
escrevendo:

A didatica é aquela prépria da configuracdo dos diferentes sistemas
didaticos, a cognitiva é prépria do funcionamento mental, a epistemolégica é
préprias da natureza e significados do conhecimento matematico (Martinez,
2005, p.198, traducéo nossa).

A énfase nas praticas sociais, na busca por compreender a constru¢do do
conhecimento, faz com que, ao intervir no sistema, a componente social, ao mesmo
tempo em que influencia as demais, podendo mesmo modifica-las, também sofre
influéncias destas.

Neste sentido Espinosa (2006) argumenta que:
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La incorporacion de la préactica social modifica el centro de atencion de la componente
epistemoldgica, lo desvia de los conceptos u objetos matematicos preestablecidos a
la identificacion de practicas de referencia y actividades, ubicando a estas en contextos
particulares. La componente cognitiva asume entonces al conocimiento como una
serie de procesos sustentados por mecanismos cognitivos que se han desarrollado
socialmente y la componente didactica, finalmente se ocupa de explicar la difusion del
conocimiento a través del discurso mateméatico escolar y examina sus efectos e
implicaciones didactica (ESPINOSA , 2006, p.818).

Assim, a componente social atua como um “pano de fundo” em que as demais
estdo apoiadas e, em situacdes de ensino e aprendizagem, o conhecimento €&
produzido na interacdo entre a epistemologia, os aspectos didaticos, 0os processos
cognitivos e os fatores sociais associados.

De acordo com Arrieta et al (2004), ainda que a caracterizagdo do que vem a
ser uma ‘perspectiva socioepistemologica’ esteja sendo estruturada, € possivel
identificar caracteristicas fundamentais desta perspectiva: i) a superioridade das
praticas sobre os objetos; ii) o carater situado destas praticas, isto €, o contexto é
inseparavel das praticas e iii)o carater discursivo da construcdo social do
conhecimento associado a interagées. No encaminhamento dos autores, no ambito
da Educacdo Matemética, a perspectiva permite conceber a matematica como um
conhecimento com significados préprios, que se constroem e se reconstroem no
contexto da atividade que se realiza e considera as praticas sociais como geradoras
do conhecimento (matemético).

2.1 Préticas sociais e praticas matematicas

De acordo com Covian (2005), a pratica social ndo é o que faz em si o individuo
ou 0 grupo, mas aquilo que o faz fazer o que faz. Arrieta (2003, p.24) defende que o
“conceito de pratica conota fazer algo, mas nao simplesmente fazer algo em si mesmo
e por si mesmo; é algo que em um contexto historico e social outorga uma estrutura
e um significado ao que fazemos. Nesse sentido a pratica sempre é uma pratica
social”.

De modo geral, podem-se entender as préticas sociais como

toda agdo ou conjunto intencional e organizado de acbes fisico-afetivo-
intelectuais realizadas, em um tempo e espaco determinados, por um
conjunto de individuos, sobre o mundo material e/ou humano e/ou
institucional e/ou cultural, acdes essas que, por serem sempre, em certa
medida e por um certo periodo de tempo, valorizadas por determinados
segmentos sociais, adquirem uma certa estabilidade e realizam-se com certa
regularidade. [...] (Miguel, 2003, p.27).

As praticas sociais constiituem o elemento central nesta perspectiva
socioepistemologica para a construgdo do conhecimento e, segundo Cantoral e
Farfan (2008), a relacdo entre praticas sociais e a construgcdo de conhecimento
desloca o foco do préprio objeto de conhecimento para as praticas sociais associadas
a esta construcao. O que interessa nao é somente como é construido o conhecimento
associado a uma estrutura formal, mas, sobretudo, como ele se constréi com relacao
as intencionalidades humanas, determinadas pelas interacdes com 0s sujeitos e com
0 contexto.

Considerando o ambito da Educacédo Matematica, interessam-nos praticas que
requerem ou utiizam conhecimentos mateméticos e que se realizam em
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comunidades ndo necessariamente cientificas, mas que, em certa medida, sao
influenciadas também por estas comunidades. Assim, podemos nos remeter a
praticas matematicas.

Segundo Vilela (2009), as praticas matematicas constituem um conjunto de
praticas sociais identificadas com alguma intencionalidade, em situacdes e contextos
especificos, determinados pela forca normativa das formulacdes de determinados
grupos. Para a autora as praticas matematicas constituem

realizacdes humanas, mas ndo simplesmente como préaticas intencionais, e
sim condicionadas pela propria estrutura da linguagem, que limita e regula
as possibilidades de desenvolvimento da matematica nas praticas
especificas (Vilela, 2009, p.209).

Exemplos de praticas matematicas sédo as denominadas praticas matematicas
cientificas e praticas matematicas escolares. A pratica matematica cientifica pode ser
vista como o0 conjunto de praticas sociais associadas ao desenvolvimento da
matematica e suas aplicacbes nas academias, como 0s centros de pesquisas, as
universidades ou as faculdades. Ela esta “voltada a produgdo matematica em estado
nascente” (Oliveira, 2008, p.54), tendo como intengao fazer, reproduzir e comunicar
0 conhecimento matematico cientifico (Arrieta, 2003). A pratica matematica escolar,
por sua vez, pode ser entendida como o conjunto de praticas sociais realizado sob os
condicionamentos da situacdo escolar (Vilela, 2007), que de alguma maneira, se
relaciona com a pratica matematica cientifica. Contudo, tal pratica matematica possui
regras proprias e diferentes interesses quando em relacdo a pratica matematica
escolar.

N&o se trata de pensar a pratica matematica cientifica como uma construcéo
autbnoma e/ou autossuficiente na construcdo do conhecimento cientifico, nem
tampouco se trata de pensar a matematica escolar como uma versao didatizada da
matematica cientifica. Mas trata-se de reconhecer “uma tensdo, e nao identidade,
entre educagao (escolar) e ensino (da matematica cientifica)”, onde os métodos,
técnicas, valores e resultados da matematica cientifica serao filtrados, adaptados,
retraduzidos e revalorizados, tendo como referéncia — implicita ou explicita — o
ambiente educativo em que essas operacdes se realizam. (Moreira; David, 2003,
p.76).

Numa perspectiva socioepistemologica as praticas matematicas estao
sintonizadas com aspectos ainda mais gerais tais como a atividade humana, a
ressignificagdo e as praticas sociais. A atividade humana neste contexto tem a
intencdo de contrastar com a nocdo da atividade matematica por si sO, em
convergéncia com o questionamento, ja apresentado por fildsofos como Gaston
Bachelard, da objetividade do fenbmeno e da neutralidade do sujeito no ato de
conhecer. A ressignificacao diz respeito a possibilidade de que significados proprios
podem emergir para o conhecimento em funcdo do contexto histérico e/ou cultural.
As préticas sociais, vistas como 0 cerne da socioepsitemologia, sdo constituidas,
como ja caracterizamos em linhas anteriores deste texto, por a¢des intencionais de
individuos ou grupos humanos para agir sobre a realidade que os cerca.

Considerando estas diferentes praticas mateméaticas e suas relagbes com
praticas sociais, diversos autores argumentam que estas praticas podem ser
observadas considerando ‘unidades de analise’ ou ‘marcos de referéncia’ (Buendia,
2006; Martinez, 2005; Farfan, 2008). Assim, o conceito de derivada, o conceito de
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integral, a ideia de inducéo, a construgdo das fun¢des trigopnométricas, sdo exemplos
de unidades de andlise. Nesta perspectiva, neste trabalho concentramos nossos
esforcos na identificacdo da producdo de conhecimento em relacdo ao
desenvolvimento de modelos de crescimento populacional e, neste sentido, estamos
interessados nas praticas sociais e matematicas associadas a este desenvolvimento.
N&o nos referimos, entretanto, a integracdo destes modelos nos curriculos escolares
e na analise da construcdo de conhecimento em ambientes escolares.

Neste encaminhamento, apresentamos a construcdo de modelos de
crescimento populacional e de praticas sociais e matematicas associadas a esta
construcdo, considerando circunstancias histérico-sociais e epistemoldgicas
associadas a este desenvolvimento.

3. Modelos de crescimento populacional

O rapido crescimento das principais cidades da Europa e o aumento da
populacdo pobre nas regides urbanas a partir dos anos de 1950 contribuiu para o
interesse em desenvolver métodos ou modelos capazes de estimar a populacéo
mundial. Neste contexto, estudiosos de diferentes areas iniciaram seus estudos com
a intencdo de realizar estas estimativas. Embora houvesse ensaios de diferentes
especialistas, alguns deles tiveram importancia fundamental e os modelos por eles
desenvolvidos sustentariam a analise do crescimento populacional por muitos e
muitos anos: os ingleses Thomas Robert Malthus e Benjamin Gompertz; e o francés
Pierre-Francois Verhulst.

3.1 O modelo de Thomas Robert Malthus

Thomas Robert Malthus nasceu no ano de 1766, no condado de Surrey, na
Inglaterra. Em 1784, com dezoito anos de idade, comecou a estudar na Universidade
de Cambridge, formando-se em Matematica quatro anos mais tarde. Ele teve a
oportunidade de estudar a fisica newtoniana e recebeu uma boa formacao
humanistica, tornando-se versado em Histdria e em Letras classicas (grego, latim) e
modernas (inglés, francés). Em 1793, com vinte e sete anos de idade, foi admitido
como pesquisador na Universidade de Cambridge. Em 1798 publicou sua obra An
Essay on the principle of population (O Ensaio sobre o Principio da Populagcéo) e em
1805, foi nomeado professor de Historia Moderna e Economia Politica no East India
College. Segundo Szmrecsanyi (1982), as atribuicdes deste posto, que foi conservado
até a morte em 1834, deram origem a todos seus demais trabalhos?.

Segundo Silva (2005), as ideias de Malthus tiveram influéncia tanto das leituras
dos trabalhos de Adam Smith, Condorcet ou Godwin, quanto do meio e das
circunstancias de sua época.

O réapido crescimento das cidades européias depois de 1500, devido a
concentracdo urbana de populacdes pobres, conduziu a uma forca de
trabalho com dimensdes elevadas depois de 1750. As pequenas
manufaturas que existiam nas cidades desde a ldade Média tinham agora
mao-de-obra barata em abundancia, do que se aproveitaram os proprietarios

1 Nosso foco esta na obra Ensaio, em particular nos postulados a que se refere sua teoria da populagéo e ndo nas demais obras
publicadas por Malthus.
-
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de muitas delas para expandir seus negécios. Embora a jornada de trabalho
dos operérios atingisse oitenta horas semanais, os salarios eram muito
baixos. Empregavam-se mulheres e criancas porque elas podiam fazer o
mesmo trabalho que os homens, mas recebiam salario muito inferior. As
condigBes de trabalho eram horriveis e acidentes sérios eram comuns. Os
trabalhadores viviam em guetos imundos, insalubres, muitas vezes em
familias grandes que se comprimiam em habitacdes mindsculas e sem
aguecimento (Silva, 2005, p.277).

O texto de Silva (2005) revela que a industrializacdo requeria, além de uma forca
de trabalho disponivel, uma classe empreendedora com acesso a capitais e investida
de autoridade. Foi nesse contexto que se iniciou a Revolucéo Industrial, por volta de
1750 na Inglaterra, se difundindo por outras partes da Europa e pela América, fazendo
emergir a burguesia no final do século XVIII.

A obra “O Ensaio sobre o Principio da Populagdo”, como expressa o proprio
prefacio, foi sugerida por uma conversa com Godwin?. “A discussao iniciou com a
questao geral sobre o futuro progresso da sociedade” (Malthus, 1798, p.vii, tradugao

nossa).
O tema central do Ensaio era o crescimento da populacédo e da pobreza,
problemas reais e concretos que ndo podiam ser ignorados por quem quer
que acompanhasse mais de perto as circunstancias em que estava se
processando a Revolucdo Industrial, entdo em pleno curso na Gra-Bretanha
(Meek apud Szmrecsanyi, 1982 p.13).

Em 1798, as aglomeracdes industriais comegcavam a crescer, o proletariado da
fabrica surgia, e a0 mesmo tempo, o pais atravessava uma crise das mais graves. O
agravamento da miséria se deu pelo aumento dos impostos para os pobres. Malthus
escreveu seu Ensaio em meio ao aumento rapido da populacdo e a essa penduria,
relativa mais & ma distribuicdo de riqueza do que ao grande numero de seus
habitantes (Mantoux, sd).

Sua teoria sobre o crescimento populacional humano esta baseada em dois
postulados: 1. “O alimento € necessario para a subsisténcia do homem”. 2. “A paixao
entre 0s sexos € necesséria e deve permanecer praticamente em seu estado
permanente”. (Malthus, 1798, p.4, tradugéo nossa).

Segundo Malthus (1798), tais postulados parecem ter sido fixados pelas leis da
natureza, desde que teve qualquer conhecimento sobre a humanidade. Assumindo
como garantidos, com vistas a fazer previsdes sobre a situacdo em estudo e tentar
intervir nos acontecimentos e na politica de seu tempo, Malthus estabelece que “a
capacidade de reproducdo da populacdo € superior a capacidade da terra para
produzir meios de subsisténcia para o homem”. E, por isso, quando nao controlada,
a populacdo aumenta em propor¢ao geometrica, enquanto os meios de subsisténcia
aumentam em progressao aritmética (Malthus, 1798, p.4, traducdo nossa).

Em seu Ensaio, Malthus tomou como regra que a populacdo, quando nao
controlada, cresce dobrando a si mesma, a cada vinte e cinco anos, ou aumentando
em uma progressdo geométrica. Considerando um estado onde prevalecem
costumes puros e simples e onde os meios de subsisténcia sao suficientes para
constituir uma familia, deixando-se capacidade de crescimento da populacdo se

2 William Godwin (1756-1836), partidario da Revolugéo Francesa; seu trabalho mais famoso, Enquiry concerning
political justice, foi publicado pela primeira vez em 1793.
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exercer sem obstaculos, o aumento da espécie humana seria evidentemente muito
maior do que qualguer aumento conhecido até o momento (Szmrecsanyi, 1982).

Os postulados de Malthus conduziram a argumentacdes sobre as relagcdes entre
o crescimento da populacdo. O que se pode observar em seus trabalhos € que seu
modelo ndo foi escrito em termos de uma linguagem matematica.

Esta opcdo de Malthus de n&o apresentar em seus textos formulacbes
matematicas ndo estd justificada nestes textos. Considerando o momento histérico
da evolucdo do Calculo Diferencial e Integral, entretanto, é possivel observar que ja
eram conhecidos trabalhos com resultados que poderiam subsidiar, do ponto de vista
matematico, as hipéteses apresentadas por Malthus.

De fato, em 1691, Leibniz ja havia estruturado a técnica de separagdo de
variaveis e a comunicou em uma carta a Huygens, resolvendo uma equacao

diferencial do tipo
f3)-58
dy ) g(y)

embora ndo tenha, naguele momento, formulado um método geral para a resolucéo
de equacdes deste tipo.

Em 1690, John Bernoulli havia apresentado o processo conhecido como
separatio indeterminatarum (separacdo de variaveis) e em 1692, o método da
“‘multiplicacédo por um fator integrante”, para resolver equagdes nas quais a separagao
de variaveis ndo se podia aplicar. Resolveu entédo

axdy —ydx =0
em gue, mesmo sendo possivel separar as variaveis, ainda ndo era conhecido o

logaritmo J.% =Inx necessario para a resolucao. (Napoles e Negrén, 2002). Ja em
X

1697, a equacdo com a, b constantes,

ady = yp(x)dx + by "qg(x)dx
foi transformada em uma equacao diferencial linear de primeira ordem, mediante a
substituicdo y*" =v por John Bernoulli, passando a equagéo a chamar-se equagéo

de Bernoulli.

Contudo, com os métodos apresentados até entdo, a teoria geral das equacdes
diferenciais ndo podia ser proposta. Resultados de carater mais geral comecaram a
se apresentar a partir de meados dos anos 20 do século XVIII. Em 1724, o matematico
italiano Jacopo Francesco Riccati (1676-1754) teve sucesso ha integracdo de alguns
casos especiais da equacao diferencial

a ay? =bx%,

dx
com ¢, a, b constantes. John Bernoulli muito tempo antes tinha tentado resolvé-la,
mas sem sucesso. Tal equacéo também foi ocupacéo de outros matematicos como
Leibniz e Daniel Bernoulli (Napoles e Negrén, 2002).

Uma teoria mais geral para a resolucdo de equacOes diferenciais aparece
exposta pela primeira vez nas Institutiones Calculi Integralis de Leonhard Euler (1707-
1783), obra que consta de trés volumes que vieram a luz sucessivamente nos anos
1768, 1769 e 1770 com um suplemento em 1794. Contudo, o século XVIII consistiu
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na solucdo de equacgfes particulares especificas. Foi a partir dos casos especificos
gue uma teoria mais geral foi sendo estruturada.

Diante da necessidade de repensar e estruturar o Calculo Diferencial e Integral,
Cauchy (1789-1857) comecou a escritura sistematica de suas notas de classe. Com
0 objetivo da investigacao cientifica, sua obra ressalta 0 pensamento conceitual e a
eliminacdo do pensamento algoritmico presente até o momento. Segundo Napoles e
Negron (2002), o discurso sustentado pelo Cours Inédit de Cauchy, agrega a derivada
a concepcao Euleriana de equacéao diferencial.

Considerando este momento histérico do desenvolvimento do Calculo
Diferencial e Integral e de algumas equacdes diferenciais, a opcédo de Malthus de ndo
escrever um modelo mateméatico para as suas conjecturas, talvez possa ser pelo
modo como elaborou seus trabalhos, dirigindo-os, essencialmente, as autoridades e
aos idealizadores da Revolugao Industrial.

Atualmente, o que se convencionou chamar de modelo de Malthus, assume que
a variacdo do crescimento de uma populacdo € proporcional & populacdo em cada
instante, o que significa dizer que a populacdo aumenta em progressdo geomeétrica
ou em crescimento exponencial.

Em termos de linguagem matematica, considerando P; 0 nUmero de pessoas de
uma populacdo (em milhdes) no ano t, uma constante « que pode ser descrita como
a=n—-m, onde n representa a taxa de natalidade e m representa a taxa de
mortalidade, e Po uma populagéo inicial, a equagdo P,,; —P, =(n—m)P, = oP;, para
t=0,1, 2,..., e usando a recursividade pode ser escrita como

P, =(a+1)'P,, (1)
foi a primeira expressdo associada as ideias de Malthus sobre o crescimento da
populacdo. Usando a relacdo entre funcdo exponencial e logaritmo e fazendo
k =In(a +1) temos:

P, = PyeXt, (2)

Para encontrar a taxa da progressdo geométrica « , consideramos um trabalho
independente de Malthus, publicado em 1824, cujo titulo € Populacédo, no suplemento
a quinta edicdo da Enciclopedia Britannica. Essa obra tem o mérito de mostrar, em
forma condensada, o pensamento de Malthus sobre a tematica populacional
(Szmrecsanyi, 1982). Malthus, nesta publicacdo, usou dados dos censos de 1790 a
1820 da populacédo branca dos Estados Unidos.

De acordo com um censo regular, realizado por ordem do Congresso em
1790, o qual por todas as razdes deve ser considerado essencialmente
correto, a populacdo branca dos Estados Unidos era de 3 164 148
habitantes. Um censo similar, feito em 1800, mostrou que ela tinha
aumentado para 4 312 841. Portanto, ela crescera durante os dez anos a
uma taxa de 36,3%, a qual, se mantida, dobraria a populacdo em cerca de
22 anos e 4 meses e meio. De acordo com um terceiro censo, de 1810, a
populacdo branca era de 5 862 092, a qual, comparada com aquela de 1800,
mostra, na segunda década, um aumento de cerca de 36%, que, se mantido,
dobraria a populacdo em cerca de 22 anos e meio. (Estes numeros séo
tomados dos Statistical Annals, de Seybert, p.230.) De acordo com 0 censo
de 1820, a populacéo branca era de 7 861 710, que, comparada com a de
1810, mostra um aumento, na terceira década, de 34,1%, que, se mantido,
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dobraria a populacao em 23 anos e 7 meses. (O nimero é tirado do National
Calendar americano de 1822 e desde entdo tem sido comparado com o
censo original, tal como foi publicado para uso dos membros do Congresso.)
Se compararmos com vinte e cinco anos o periodo que a populacao leva
para dobrar estando submetida a taxa de aumento da década mais
desfavoravel, encontraremos uma diferenga que cobre completamente todo
0 aumento da populacdo atribuivel a imigracdo ou afluxo de estrangeiros.
(Malthus apud Szmrecséanyi, 1982, p.153)

Deste modo, considerando Po=3 164 148, P10= 4 312 841 e substituindo em (2),
segue que 4312841 =3164148-¢ %€ . Como k = In(a +1) Segue que « = 0,03.

Isto significa que Malthus tinha em mente em suas publicagdes uma taxa de
crescimento demografico de 3% ao ano, capaz de dobrar a populacdo a periodos de
25 anos, como pode ser observado pelo céalculo acima. As diferencas de célculo,
Malthus atribuia a imigracéo ou afluxo de estrangeiros.

Portanto, seu modelo matematico pode ser descrito da seguinte forma:
R =P,-103' OU P = Pye®03t | (

Segundo Szmrecsanyi (1982), Malthus publicou seus trabalhos de uma maneira
favoravel aos interesses das classes dominantes, uma vez que associou a expansao
da miséria com um fenémeno tdo natural como o crescimento da populacéo, e ndo a
causas econdmicas e sociais. O carater ideoldgico de suas publica¢des, incluindo
ideias sustentadas por um grupo social, o qual reflete, racionaliza e defende seus
interesses, gerou polémica entre aqueles que estavam a favor e agueles que eram
contrarios as suas publicacdes.

Neste sentido, as praticas sociais que podem ter influenciado Malthus na
elaboracdo de suas publicacdes estédo relacionadas as relacbes de poder da classe
dominante, as ideias utopicas oriundas da Revolugcdo Francesa e/ou a propria
necessidade de chamar a atencéo para o crescimento da populacdo e ao aumento
da pobreza, consequéncias da Revolucao Industrial.

Condicionadas pelo préprio contexto e estrutura da época, as praticas
matematicas relacionadas a Malthus limitam e regulam as possibilidades de
desenvolvimento das matematicas nas praticas especificas.

Comparando a populacao observada com a populagéo calculada para os anos
de 1790, 1800, 1810 e 1820, segue que 0 modelo matematico associado as ideias de
Malthus, em um pequeno intervalo de tempo, pode ser considerado adequado para
descrever e estimar o crescimento populagéo(Tabela 1).

t anos Populacdo Observada Populacédo Calculada
0 1790 3164 148 3164 148
10 1800 4 312 841 4 252 350
20 1810 5862 092 5714 803
30 1820 7861 710 7 680 218

Tabela 1: Comparacgédo entre a populacéo observada e a populacdo calculada para
0 Modelo de Malthus
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Para o crescimento da populacdo, em periodos curtos de tempo, os modelos (1)
e (2) podem ser razoavelmente precisos. Contudo, tais modelos podem descrever, de
maneira equivocada, o comportamento da situagéo-problema, visto que segundo
Malthus, a variacdo da populacéo seria orientada essencialmente pela variacao entre
nascimentos e mortes. Para o controle de nascimentos e mortes € que suas
publicacdes eram direcionadas. Além disso, a realizacdo de estimativas visando uma
perspectiva preditiva para os modelos de crescimento populacional viria a ser uma
limitacdo de sua formulacéo apresentada.

Atualmente, o que se convencionou chamar de modelo de Malthus, assume que
a variacdo do crescimento de uma populacdo € proporcional a populacdo em cada
instante, o que significa dizer que a populacdo aumenta em progressao geométrica
ou em crescimento exponencial. Associa-se as hipéteses de Malthus uma linguagem
mateméatica em termos da solucdo de uma equacgédo diferencial de primeira ordem
separavel juntamente com uma condi¢éo inicial, e costuma se escrever:

dP
dt onde t é o tempo, P(t) é populacdo no tempo t e Po € a populacéo inicial e
P(0) =R,

k é a constante de proporcionalidade.

Considerando necessario ponderar a existéncia de algum fator que deve reduzir
a taxa de crescimento e inibir o crescimento exponencial, o modelo matematico
associado as ideias de Malthus pode ser considerado como ndo valido para fazer
previsdes sobre o crescimento populacional para periodos mais prolongados de
tempo. Devido a esta limitacdo, Benjamin Gompertz e Pierre-Francois Verhulst
propuseram hipéteses complementares as enuncia¢cdes apresentadas por Malthus.

3.3 0 modelo de Benjamin Gompertz

Benjamin Gompertz nasceu em Londres em 1779 e mostrou, desde cedo uma
habilidade prodigiosa em matematica. Todavia, sua familia era judia, e deste modo
foi-lhe negado o acesso a universidade. Gompertz comecou aprendeu matematica
por meio do estudo de trabalhos de Newton e Maclaurin. (Norton, 2005, p.379)

Embora ainda tivesse estruturado suas ideias em um contexto de pouco
desenvolvimento matematico, Gompertz ja era influenciado pela notacdo de Newton.
Iniciou suas publicacGes ainda jovem e ndo muito tempo depois de Malthus. O seu
avanco principal em relagdo ao modelo proposto por Malthus reside justamente no
fato de considerar que a populacdo humana é limitada e nao cresce
exponencialmente.

Para estruturar sua primeira publicacdo no que se refere a mortalidade humana
em 1825, Gompertz foi influenciado por Newton. Segundo Urban (1865, p.262,
traducdo nossa), “sua recusa em mudar sua linguagem foi ditada por respeito a
memoria de Newton”. A sua publicagéo de 1825 foi denominada On the Nature of the
Function Expressive of the Law of Human Mortality, and on a New Mode of
Determining the Value of Life Contingencies (Sobre a natureza da funcéo expressiva
da lei de mortalidade humana, e sobre um novo modo de determinacao do valor das
contingéncias da vida).

Segundo Gompertz, a intensidade da mortalidade € descrita pela expressao

NGmero 41- Marzo 2015 — Pagina 116 UNIEN



Modelos de crescimento populacional: um olhar a luz de uma socioepistemologia
Almeida e Oliveira

X

aq
onde a e g sdo quantidades constantes e x a idade em anos. Deste modo, a

intensidade da mortalidade aumenta exponencialmente com a idade do individuo.
Considerando L, a populagéo no instante x e a, b € g quantidades constantes,
usando a notacdo newtoniana, Gompertz (1825, p.518) escreveu a equacéo
abg* = _L
Lx (3)
cuja solucéo é dada por

L, =dg¥ 4)
com d, g parametros a ser determinados.

Com o intuito de considerar algumas propriedades mateméticas, em relacao a
modelagem de Gompertz, vamos nos apropriar da releitura de Winsor (1932) para a
equacao (3).

Considerando a solucdo L, =dg 9 indicada por Gompertz, segue que
logL, = logdg®
logL, =logd +logg?"
0 que conduz a
logL, —logd=q*-c,
onde c=logg.

Escrevendo de outra maneira, temos que
o = log L, —logd (5)
c

Considerando a equacdo de Gompertz (3), usando linguagem de Leibniz,

podemos escrever
dL, N (6)
“X = _Lab

™ «abq

Substituindo (5) em (6) segue que

dL
o= kL, (logd —logL,)

onde k:a—b )
c

Como a equacao diferencial encontrada é separavel é possivel escrever

e x
L, (logd —logL,)

(7)
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Resolvendo a integral de (7) por substituicdo de variaveis sendo u=logd —logL,
e usando logaritmo neperiano temos que
du
—|n10ju— _J.kdx
In10-Inu=w-kx,
sendo w uma constante a ser determinada. Tal equacao nos faz concluir, mudando

novamente para a variavel x, que
In10-Inflogd —logL, |= w—kx,

i

Transformando o logaritmo decimal em logaritmo natural (ou neperiano), segue

e

e considerando as propriedades inversas para a funcdo logaritmica temos

In(%) = WX
exp(ln(%D = exp(—exp(w —kx)),

e, portanto,
L, =d exp(—exp(w —k)) (8)
onde d e k sao quantidades positivas.

Com o intuito de analisar o comportamento de um crescimento descrito pela
expressao (8), € adequado encontrar o ponto de inflexdo, ou seja, encontrar o ponto
em gue ocorre a mudanca de concavidade da curva (8). Com essa finalidade, Winsor
(1932) analisou a primeira e a segunda derivada da funcéo (8).

De (8), na medida em que x se aproxima do infinito negativo, L, se
aproxima de zero; quando x se aproxima do infinito positivo, L, se aproxima
de d . Derivando (8) temos
ddi — dk - exp(w — kx)- exp(— exp(w — kx ) = kLe "
X

e é evidente que a inclinagéo € sempre positiva para os valores finitos de x
, € se aproxima de zero para valores infinitos de x. Derivando novamente
temos

d2L, )
dx?

De (9) vemos que haverd um ponto de inflexdo quando x = % A ordenada

_ kZLXeW_kX(eW_kX _1)

do ponto de inflexdo & L :9, ou aproximadamente, quando 37% da
e

populacéo final foi alcangada. (Winsor, 1932, p.2)

O modelo de Gompertz estruturado em termos da linguagem de Leibniz, é ainda
hoje um modelo matematico usado em diferentes areas do conhecimento, embora
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publicado em 1825. Deste modo, quando o conjunto de dados apresentar um ponto
de inflexdo em aproximadamente 35% a 40% do crescimento total estimado, pode-se
utilizar o modelo matematico de Gompertz com uma boa expectativa de ajuste dos
dados e com boas expectativas para a realizacdo de estimativas para tempos futuros.

As praticas matematicas relacionadas a Gompertz sdo condicionadas pelo
préprio contexto e estrutura da época. Isso se justifica pelo Calculo Diferencial e
Integral que, nesta época, ainda ndo estava estabelecido por Cauchy e pelas
influéncias dos trabalhos de Newton. Tais praticas limitam e regulam as possibilidades
de desenvolvimento das matematicas em situacdes especificas.

3.3 0 modelo de Pierre-Frangois Verhulst

Pierre-Francois Verhulst nasceu em Bruxelas no ano de 1804, obtendo o grau
de doutor em Matematica pela Universidade de Ghent no ano de 1825. Depois da
Revolucdo de 1830 e da independéncia da Bélgica, ele se tornou professor de
Matematica na Universidade Livre de Bruxelas. Verhulst se tornou presidente da
Academia Real da Bélgica em 1848, mas morreu no ano seguinte, em Bruxelas,
provavelmente de tuberculose (Bacaér, 2011).

Os resultados das investigacGes de Verhulst sobre o crescimento populacional
vieram & luz por meio de vérias publicagbes no periodo de 1838 até 1847 e as quais
orientaram nossas afirmacdes neste trabalho sobre suas formulacées em relacdo ao
desenvolvimento de modelos de crescimento populacional.

e 1838 - Notice sur la loi que la population suit dans son accroissement
(Nota sobre a lei que a populacéo segue em seu crescimento), um texto
de 9 paginas;

e 1845 - Recherches mathématiques sur la loi d’accroissement de la
population (Investigacbes matematicas sobre a lei de crescimento da
populacdo), uma primeira memoria de 41 péaginas;

e 1846 - Note sur la loi d’accroissement de la population (Nota sobre a lei
do crescimento da populacao), um texto de 2 paginas;

e 1847 - Deuxieme mémoire sur la loi d’accroissement de la population
(Segunda memoria sobre a lei do crescimento populacional), uma
segunda memoria de 32 paginas.

O interesse de Verhulst em estudar o crescimento demogréfico, teve influéncia,
provavelmente, de suas relagdes com Quetelet?, e/ou o interesse em responder a
problematica do crescimento exponencial de Malthus. Estas se apresentaram como
praticas sociais, que em um contexto historico e social outorgaram uma estrutura e
um significado as proprias praticas de Verhulst.

O trabalho de Verhulst ‘Nota sobre a lei que a populacdo segue em seu
crescimento foi publicado em 1838 no Correspondance Mathématique et Physique’,
editado por Alfhonse Quetelet. Nesta publicacdo, Verhulst expds a esséncia de sua
teoria e comparou os dados obtidos pelo seu modelo com alguns valores

3 Em 1835, Alfhonse Quetelet publicou A Treatise on Man and the Development of his Faculties (Um tratado sobre
o homem e o Desenvolvimento de suas faculdades). Quetelet foi um dos primeiros a considerar que o modelo
exponencial de crescimento de Malthus nédo era adequado para explicar a expansdo demogréfica de um pais. Ele
estava convencido de que uma populagédo nédo poderia crescer indefinidamente, mas que existiam forgas, tanto
externas como internas, que limitavam esse crescimento.
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populacionais. Verhulst (1838) defende que o crescimento populacional tem
necessariamente um limite e ndo cresce indefinidamente como Malthus prop6s em
seu modelo. Adotando as hipéteses de Quetelet, ele assumiu que a resisténcia ao
crescimento humano é proporcional ao quadrado da velocidade com que a populacéo
tende a crescer.
Seja p a populacdo. Representamos por dp o crescimento infinitamente
pequeno durante um tempo infinitamente pequeno dt. Se a populagdo

. . . ~ d
crescesse em progressao geometrica, teriamos a equagao d_lz =mp . Mas

como a velocidade de crescimento da populagéo é retardada pelo aumento
do nimero de pessoas, devemos subtrair de mp uma funcdo desconhecida

de p, (p(p), de modo que o modelo é dado por:
d (10)
d—f =mp—p(p).

A hipétese mais simples que pode ser feita sobre a forma da fun¢éo ¢, é

assumir go(p): npz. Considerando esta funcéo, e integrando a expressao
(10) temos que

t= %[Iog p —log(m — np)]+ const.

e bastam trés pares de dados observados para determinar os coeficientes
m e n constantes e a constante arbitraria.
Isolando p na expressdo anterior segue que
3 mpl emt
np'e™ +m—np'’

onde p' é a populacéo que corresponde a t=0, e e a base dos logaritmos

(11)

i m i
naturais. Se t =0, vemos que o valor de p corresponde a p=—. Este &,
n

portanto, o limite superior da populacdo. (Verhulst, 1838, p.115, tradugéo
nossa).

Contudo, Verhulst (1838) n&do apresenta detalhes sobre a formulagcdo do modelo
(11) nem tampouco se referiu a ele como curva logistica.

Em 1845, Verhulst publicou ‘Investigacbes matematicas sobre a lei de
crescimento da populacdo em Nouveaux Mémoires de I'Académie Royale des
Sciences’. Nesta segunda publicagdo, mais completa do que a primeira, Verhulst
introduziu o termo ‘logistico’ para referir-se a equagéo de crescimento populacional,
forneceu mais detalhes sobre suas propriedades, estimou os parametros da equacao,
0 que permitiu realizar uma estimativa para o tamanho méaximo da populacdo da
Bélgica e da Franca. No inicio de sua publicac&o, Verhulst colocou que sdo muitas as
causas que impedem e promovem o crescimento humano, e que em toda a sua
generalidade, o problema é claramente insoltvel.

De todos os problemas que a economia oferece para meditacbes dos
filosofos, um dos mais interessantes é, sem divida, o conhecimento da lei
que regula o crescimento da populacdo. Para resolvé-lo com preciséo, deve-
se ser capaz de avaliar a influéncia de muitas causas que impedem ou
promovem a multiplicacao da espécie humana. E uma vez que muitas dessas
causas sdo variaveis, por sua natureza e modo de agdo, o problema
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considerado em toda a sua generalidade, é claramente insolGvel. (Verhulst,
1845, p.3, tradugdo nossa)

Para a formulacdo de seu modelo, Verhulst (1845) explicitou que a lei de
crescimento geométrico proposta por Malthus € viavel apenas em circunstancias
muito excepcionais, como por exemplo, quando um territorio fértil e ilimitado, €
habitado por um povo de uma civilizacdo muito avancada como a dos primeiros
colonos dos Estados Unidos. Assim, seus investimentos seriam para buscar
elementos da matematica para determinar um limite para uma populacdo que nao
atende a estas circuntancias.

Assim, designando por p a populacdo, t o tempo, s e n constantes
indeterminadas, b a populacédo normal e tendo denotado M como o0 mdédulo pelo qual
€ necessario multiplicar o logaritmo natural para converté-lo em logaritmo decimal,

Substituimos a equacéo diferencial M—Sf =s , relativa a progressao
p
geométrica por
12
M s —n(p-b), (2
pdt
Portanto, denominando, para encurtar, m=sS+nb, temos
ot = M
mp —np
Resolvendo esta equacéo e considerando que t =0 correspondea p=b,
resulta
_ (13)
t= l|0g M .
m | b(m-np)

(Verhulst, 1845, p.8, tradugéo nossa)

Verhulst (1845) deu o nome de curva logistica a curva associada a equacgéao (13)
(Figura 4.3).
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Memares de  Adcademie. Tome NV

Memare sur la populalion par M. P Verhulst .

Fonte: Verhulst (1845, p.41).
Figura 2 Curva logistica representada por Verhulst em 1845

Dentre as caracteristicas da curva logistica, Verhulst (1845) explicitou que ela
tem uma assintota paralela ao eixo das abscissas, a uma distancia ™ da origem,
n

porque p-" corresponde ao limite da populagdo quando t— oo .
n

Por meio da diferenciagéo da equacao (12), colocou que a curva tem um ponto
de inflexdo 1, correspondente a p:%E e, que neste ponto, ocorre a mudanca de
n

concavidade da curva, indicando que o crescimento da populacdo é mais rapido até
o instante em que metade do limite da populacdo € atingida. A partir desse instante,
0 crescimento da populacdo é mais lento. Deste modo, quando o conjunto de dados
apresentar um ponto de inflexdo em aproximadamente 50% do crescimento total
estimado, pode-se utilizar o modelo matematico de Verhulst com uma boa expectativa
de ajuste dos dados.

Com o intuito de obter uma lei de crescimento da populacao, Verhulst modificou
0 eixo das ordenadas, e como a formula (13) estava em funcao de trés parametros

NGmero 41- Marzo 2015 — Pagina 122 UNIEN



Modelos de crescimento populacional: um olhar a luz de uma socioepistemologia
Almeida e Oliveira

desconhecidos, concluiu que bastaria conhecer o nimero da populagdo em trés
épocas diferentes.

Mantendo o mesmo eixo das abscissas, transportando agora a origem das
coordenadas em um ponto C, cuja distancia do ponto O; sera denotada

por i. Mudando, t para t+i, para a equacéo geral da logistica relatada em
relacdo a uma ordenada qualquer, temos

(14)
t+i=—logl ——
m m-p
em que a abscissa do ponto de inflexdo é —i . Se quiser obter o valor de p
em relacdo a t , pode-se representar, para simplificar a notacéo,
10(t+i)m =z,
e se obtém
_m_z
n l+z

Esta expresséo contém trés parametros desconhecidos; assim, é suficiente
conhecer o nimero da populagdo em trés épocas diferentes, para se obter a
lei de seu crescimento. S&o, portanto, p,, P;, P, as ordenadas

correspondentes as abscissas O, t,, t, , respectivamente e, assumindo que

t, = 2t,, resulta
~Liog Po_|,
m = Po

t+i ——Iog|:

t2+i_—log P2y,
"=,

a partir do qual se conclui, subtraindo a primeira equagéo da segunda e a
segunda da terceira, que

3
'O
l—‘
'C)
=
I

pl(%_ po)_ pz(%— pl)
po(m— pl)_ pl(m_ pz),

@—mw) (%m+mm memﬁ=

e finalmente,
m:m@wﬁmm22mm)
n p — PoP2
Este valor de ™ seré finito e positivo, se
n
m eInlO(t+i)m

p(t)z— T ntoim  PoP1+ PP > 2PgP; -

n l1+e

[...] Conhecendo M ' se determina o coeficiente m pela equacédo

n
1 pl(m_po)
el n
" L’} Og{ po(%— pl)},

e i pela equacédo
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Podemos dar o valor de ™ de uma forma mais favoravel ao calculo
n

logaritmico, denominando
uv Uu+w-v

- =u I} - =V y T — W y ]
P1— Po P> —P, oy W q

que torna-se

m Py

—=p,+—.

0 Py
Se agora,

_ Po _, ,

T~ Po

teremos para m e i as expressdes mais simples

m = (logq — logr),
tl

.1
i=—logr.
m

(Verhulst, 1845, p.11-13, tradug&o nossa).

Usando esta formulacdo, Verhulst (1845) realizou uma estimativa para o
tamanho maximo da populagéo da Bélgica. Explicou que as tabelas que forneceram
0os dados necessarios, para que ele pudesse encontrar a lei da populacédo, foram
retiradas das seguintes obras: 1) Recherches sur la reproduction et la mortalité de
I'homme aux différents ages, et sur la population de la Belgique por MM. A. Quetelet
e Ed. Smits, 1832. 2) Bulletin de la commission centrale de statistique, v.1, 1843. 3)
Annuaire de 'observatoire de Bruxelles para 1844. Segundo Verhulst, essas tabelas
podem ser consideradas como oficiais, mas para que possam ser encaixadas ao seu
objetivo, teriam que ser submetidas as diversas preparagdes e corregdes.

De acordo com as observacdes, e apos correcdes, Verhulst denominou as datas
que correspondem as populagbes denotadas por p,=3.627253, p, =4.247113,

p, =4.800861, COMO respectivamente 1 de janeiro de 1815, 1 de janeiro de 1830 e 1 de
janeiro de 1845.

Para aplicar as formulas & populacao da Bélgica, escrevemos

[...]
u=p; — py=0.619860,

V= p, — p, =0.553748,

w=""_0.080876 -
Py

que nos da
m
— =6.5837,
n

e, observando que t; =1.5,
m=0.113785
i =0.78060 .
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Assim, para a populacéo da Bélgica tem-se logz =0.113785(t + 0.78060),
z
=6.5837 ——.
P 1+z
(Verhulst, 1845, p.31)

Segundo Verhulst, estes resultados numéricos dizem que, se as leis e costumes
da Bélgica nao tiverem mudancas significativas, esta populacdo, embora crescente,
nao atingiria a 6,6 milhdes de pessoas.

Considerando as férmulas para a populacao indicadas por Verhulst, podemos

transformar o logaritmo decimal em logaritmo natural como segue
IN10(t+i)m

p(t) ="
n 1+ eInlO(t+i)m !
onde M representa a populacdo maxima. Particularmente, no caso da Bélgica, a
n

populacdo em cada ano t pode ser escrita como:

0.262t+0.2045
e

p(t) = 6.5837 0.262t+0.2045
1+e

Comparando a populacdo observada com a populacéo calculada para os anos
de 1815, 1830 e 1845, segue que os valores calculados se aproximam daqueles
apresentados nos documentos oficiais (Tabela 2).

t Anos Populacdo Observada Populacdo Calculada

0 1815 3.027253 3.627274
15 1830 4247113 4.247040
3 1845 4.800861 4.800746

Tabela 2 Comparacéo entre a populacdo observada e
a populacéo calculada para o modelo de Verhulst

Verhulst (1845) também fez um estudo da lei da populacéo da Franga e conclui
seu artigo com as seguintes palavras:

A lei da populagdo é desconhecida, porque é desconhecida a natureza da
funcéo utilizada para medir obstaculos, tanto preventivos quanto destrutivos,
gue se opde ao crescimento indefinido da espécie humana.No entanto, se
assumirmos que estes obstaculos crescem exatamente na mesma
proporcdo que a populacdo superabundante, obtemos uma solugéo
completa do problema sob o ponto de vista matematico. Descobrimos entéo,
fazendo uso de documentos estatisticos emitidos pelos governos belga e
francés, que o limite extremo da populacao é de quarenta milhdes na Franca,
e de seis milhdes e seiscentos mil na Bélgica.

(Verhulst, 1845, p.38, tradu¢céo nossa).

A publicacdo de 1838, embora menos extensa, apresenta a equacao diferencial
ordinéria para o crescimento populacional e sua solu¢do, enquanto que a publicacao
de 1845 fornece mais detalhes as ideias de Verhulst, no que se referem os parametros
da equacéo, permitindo realizar uma estimativa para o tamanho maximo da populacao
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da Bélgica e da Franca. Os préprios resultados destas publicacdes serviram de
pratica social para que nas publicacbes de 1846 e 1847 apresentasse conclusdes
sensivelmente diferentes, no que se refere as analises e previsdes do crescimento
populacional.

Em 1846, Verhulst publicou o texto Nota sobre a lei do crescimento da populacao
em Bulletins de ’Académie Royale des Sciences, des Lettres et des Beaux-Arts de
Belgique. Nesta terceira publicacdo, ele anunciou, depois de retomar a sua pesquisa
sobre a lei de crescimento da populacéo, por meio de um exame mais detalhado, que
a condicao que serve de obstaculo ao crescimento da populagéo, néo € proporcional
a populacéao supérflua.

Em 1847, Verhulst publicou o que chamou de ‘Segunda memoaria sobre a lei do
crescimento populacional em Nouveaux Mémoires de I'Académie Royale des
Sciences, des Lettres et des Beaux-Arts de Belgique’. Nesta quarta publicagao,
Verhulst forneceu com mais detalhes as conclusdes da nota de 1846, cujas
conclus@es sédo sensivelmente diferentes dos textos anteriores, o que o levou a uma
revisdo do modelo original e permitiu uma nova estimativa do nivel maximo da
populacdo da Bélgica.

Verhulst, nesta publicacdo, modificou suas hipoteses, sendo este o motivo de
publicar esta segunda memoéria, assumindo que

0s obstaculos ao crescimento da populagdo aumentam em proporcao a
razao entre a populacdo superabundante e a populacéo total,
Mdp _ n(p-b)

pdt p
Colocando
n—-s=m
m_,
m

se deduz da equacdo anterior que

dt—_L Mdp

m (p—P)
e integrando,
t + const. = —llog(p -P),
m

com log designando um logaritmo decimal.
Supondo que t=0, quando p=p,, vem

1
t.=——I -P),
const. = ——log(po — P)

t= 1 |Og(mj ,

e, por consequéncia,

m P-p
que escrito de outra forma,
log(P — p)=log(P — py)—mt. (15)
(Verhulst, 1847, p.6, traducdo nossa)

Para determinar as trés constantes m, p e p,, Verhulst assumiu que a curva
representada pela equacao (15) passa por trés pontos, que tém, respectivamente, as
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abscissas o, t,, t, € as ordenadas p,, p,, p,; dai deduziu, pelo método seguido na
primeira memaria e na hipotese de t, =2t,, que

P P’ — PoPs (16)
2p, —(po + p2)’

- 17

m:ilog[P po]. (a7)
4 P-p,

As trés formulas (15), (16) e (17) dao a solucdo do problema que se propde
determinar. Para fazer a aplicacdo a Bélgica, Verhulst utilizou em seus célculos os
mesmos elementos que na sua primeira memoria, isto é, assumiu que

po = 3.627253,

pp =4.247113,
p, = 4.800861,
t, =15,

onde obteve

P =9.4390, m=0.0326563,
log(P — p)=0.7643107 —0.0326563t .

Assim, o valor méximo da populacdo belga seria cerca de nove milhbes e
guatrocentas mil pessoas.

Considerando a formula para a populagéo indicada por Verhulst t:hog(@}
m -p

, podemos transformar o logaritmo decimal em logaritmo natural como segue
p-
p(1)=P o

~Ini0tm
€
e, particularmente no caso belga o numero de habitantes no ano t seria dado por:

5.81174
p(t)

=9.4390 - 000751939 °

Verhulst (1847) fez a validacdo de seu modelo encontrado, por meio da
comparacao dos dados de observacao com os dados obtidos por seu modelo (Figura
4.5).
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TABLEAU

Des progrés de la population en Belgique, depuis le 1* junvier 1815
Jusqu'au 17 janvier 1845.

FOPCLATION FOPULATIUN POFCLATION FOFOLATION

abservde. raleulde. abserrie. ealenlde.

3,027,953 5,627,300 4,404,330 4,438,000

307,602 420,000 44,540 57,400

1835.......... [ 4,024,855 4,048,200 4,448,769 4,476,000
48,808 40,400 45,919 57,100
4,075,751 4,088,600 4,404,888 4,515,100
45,089 40,000 50,999 50,800
1837.....0.... | 4,118,840 4,128,600 evaeeeee. | 4595687 4,540,900
41.439 59,000 45,021 50,500
1898.......... | 4,100,270 4,168,500 4,570,708 4,586,400
49,849 9,400 38,068 56,200
1820, ......... | 4,210,128 4,207,900 4,608,776 4,629,600
36,085 59,200 41,024 55,900
4,247,115 4,247,100 4,050,400 | 4,658,500
*38.850 38.900 4270 | 55,600
4,285,969 4,980,000 £.893,100 | 4,004,100
40,728 38,600 54201 | 35,3500
4,326,607 4,524,000 4727391 | 4,720,400
19,243 38,300 55,855 35,000
4,345,940 4,562,900 4,765,246 4,764,400
30,974 58,000 57,618 34,700
4,576,214 4,400,900 4,800,861 | 4,790,100
98,006 37,700

NE. Les nombres marqués d'un astérique sont hypothétiques.

Fonte: Verhulst (1847, p.8)

Figura 3 O crescimento da populagdo, na Bélgica, de 1 de janeiro de
1815 até 1 de janeiro de 1845

Pode-se perceber nas publicacées de Verhulst uma mudanca nas hipoteses e
consequentemente em seu modelo mateméatico. Como podemos observar, embora o
confronto com os dados observados tenha mostrado uma boa aproximagéo com o
modelo matematico apresentado na publicacdo de 1845, Verhulst optou por nao
aceitar seu modelo, como descrito em sua publicacdo de 1846. Segundo Verhulst
(1846, p.226), “estes resultados ndo devem ser considerados como definitivos”.
Ainda, segundo o autor, “a comparacdo dos resultados da observagdo com os
calculados, durante um longo periodo de tempo, s6 pode dissipar as duvidas”
(Verhulst, 1846, p.227). Isso demonstra que o problema de aceitagéo ou ndo de um
modelo depende muito mais de fatores que condicionam o modelador, como o
contexto historico, seus objetivos e recursos disponiveis.

NGmero 41- Marzo 2015 — Pagina 128 UNI&N



Modelos de crescimento populacional: um olhar a luz de uma socioepistemologia
Almeida e Oliveira

A Figura 4.7 foi construida, a partir das hipéteses de Verhulst (1845) e Verhulst
(1847), para comparar os dois padrdes de evolucao.

od
1710 1740 1770 1800 1830 1880 1890 1920 1950 1980 2010
années

Fonte: Delmas (2004, p.75)

Figura 4 Comparacéo da evolucéo da populacdo belga na primeira meméoria (p(t), assintota A'’=6.6)
e na segunda memoria (p(t)”, assintota A’=9.44).

Podemos inferir que os modelos de Verhulst se mostram adequados na medida
em que o crescimento da populacdo é controlado quando t se torna grande. O que
se pode notar € que, embora o0 maximo das populacdes seja diferente, devido as
diferentes hipoteses assumidas nas duas memorias, a tendéncia geral é a mesma.

A literatura do ultimo século, convencionou chamar o modelo de Vehulst de
modelo logistico e com a linguagem matematica usual é a solu¢gédo do problema

® _kp(L-P) , , ] ,
dt onde t € o tempo, P(t) é populacdo no tempo t e Po é a
P(0) =R,

populacao inicial, k é constante de proporcionalide e L é o limite da populacdo a que
se referia Verhulst.

4. Para finalizar

A analise da producdo de conhecimento tem sido encaminhada, também na
area de Educacao Matemética, sob diferentes perspectivas. Uma destas diz respeito
a consideracdo do papel que cenarios historicos, culturais, institucionais e sociais
desempenham na construgao de conhecimento.

Neste sentido, o presente trabalho sinaliza que a configuracdo de modelos de
crescimento populacional, considerados fundamentais até hoje, sdo associados a
processos de construcdo e de criacdo humana os quais, por sua vez, SA0 processos
de sintese também de objetos e ferramentas sociais, culturais e matematicas de um
grupo especifico e de um tempo determinado. Ou seja, praticas sociais e praticas
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matemadticas, conjuntamente, conferiram a esses modelos uma estrutura e uma
importancia.

No que se refere ao desenvolvimento de modelos de crescimento populacional,
uma das primeiras ideias se deve a Thomas Robert Malthus, sugerindo o crescimento
exponencial, em 1798. Benjamin Gompertz surge em 1825 contrapondo, em termos
gerais, essa ideia de Malthus e sugerindo que a populacdo néo cresce infinitamente
como sugeriam os postulados de Malthus. Posteriormente, Pierre-Frangois Verhulst
sugeriu a curva logistica em 1838 com modificacdes de seu modelo mateméatico em
trabalhos posteriores. Isso indica o carater evolutivo dos modelos de crescimento
populacional.

Os trabalhos de Malthus e Gompertz foram influenciados pelo contexto em que
se inseriam. A época em que tais trabalhos foram publicados consistia ha solucao de
situacoes especificas, ligadas a explicacédo ou as relagbes causadas por fendbmenos
sociais.

O modelo de crescimento populacional de Malthus, em 1798, foi influenciado
pelas circunstancias de sua época, tentando explicar, por meio de uma linguagem
matemadtica, o agravamento da miséria e o crescimento da populacéo. Por sua vez, o
modelo de crescimento populacional de Gompertz, apresentado em 1825, ja sinaliza
que as praticas matematicas, especialmente no que se refere as equacgles
diferenciais ordinarias, eram difundidas na comunidade, embora as nota¢cfes usadas
por Gompertz ainda se limitassem aquelas apresentadas por Newton em seus
trabalhos.

O trabalho de Verhulst, apresentado pela primeira vez em 1838, reflete uma
maior preocupacao em apresentar um modelo de crescimento populacional robusto
e capaz de realizar estimativas confiaveis para o crescimento da populacao. Percebe-
se em seus escritos uma linguagem matematica muito préxima daquela que
atualmente € usada e ja incorporando praticas matematicas associadas as ideias de
Cauchy. Sua preocupacao em mostrar a consisténcia de seu modelo matematico por
meio de sua validacdo e refutacdo, para além de encontrar um modelo matematico
gue possa descrever a situacao, também é revelada em seus textos publicados.

Em termos gerais, podemos inferir que as formulagbes para os modelos de
crescimento populacional que apresentamos foram influenciadas pelos momentos
histéricos, tanto do ponto de vista social como do ponto de vista matematico: 1) Final
do século XVIII e inicio do século XIX (com Malthus e Gompertz); 2) apds década de
30 do século XIX (com Verhulst). Esta divisdo pode ser justificada pelos trabalhos de
Cauchy, que por delimitar o Célculo Diferencial e Integral, acabou influenciando no
desenvolvimento dos modelos de crescimento populacional.

E neste sentido que a superioridade das praticas sobre os objetos, o carater
situado destas préticas e o carater discursivo da construc¢édo social do conhecimento,
aspectos a que se referem Arieta at al (2004), caracterizam a perspectiva
socioepistemoldgica da construcdo de modelos de crescimento populacional.

Mesmo que o foco deste trabalho esteja em modelos apresentados no final do
século XVIII e inicio do século XIX, vale indicar que a dinAmica do crescimento
populacional tem sido investigada também mais recentemente. Podemos citar, por
exemplo, o modelo de Montroll em 1971 e o modelo de Smith em 1963 (Bassanezi,
2002). Atualmente, as projecdes demograficas ndo se fazem como um mero exercicio
técnico para tentar compreender um fendmeno, mas passaram a ser de fundamental
importancia para o planejamento social e econémico de um pais.
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Neste sentido, este olhar socioepistemoldgico a que nos referimos sobre a
configuracéo da construcédo de conhecimento no que se refere ao desenvolvimento
de modelos de crescimento populacional, também néo se contrapde as ideias de
Gaston Bachelard de que

A histéria da humanidade bem pode, em suas paixbes, em seus
preconceitos, em tudo o que revela dos impulsos imediatos, ser ter um eterno
recomeco; mas ha pensamentos que ndo recomegam; S40 0S pensamentos
que foram retificados, alargados, completados (BACHELARD, 1995, p 147).

E justamente sob este olhar que podemos considerar que a evolucdo dos
modelos de crescimento populacional envolve praticas sociais na medida em que 0s
modelos como o de Malthus, Verhulst, Gompertz influenciaram (e influenciam)
modelos mais atuais de projecdo demografica. E também envolvem préticas
matematicas na medida em que condicionaram a estrutura matematica destes
modelos.

Assim, a ideia de que as praticas sociais ndo sédo constituidas exatamente pelo
gue as pessoas fazem em si, mas por aquilo que as faz fazerem o que fazem parece
também se configurar em relacdo a modelagem do crescimento populacional ao longo
do tempo.
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