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Este trabalho apresenta uma abordagem dos Quaternions de Fibonacci
com enfoque na Teoria das Situag¢des Didaticas (TSD). Para isso, foram
concebidas situagdes-problema, cujo campo epistémico-matematico € o
modelo de Fibonacci e sua complexificacdo a partir da abrangéncia dos
numeros hipercomplexos: os Quaternions. Nesse viés, sdo exploradas
algumas propriedades matriciais desses numeros, seguida, de uma
Resumo extensao para indices inteiros. Essa discussao é organizada de acordo
com as fases da TSD: agao, formulagao, validagao e institucionalizagao.
Além do mais, pode-se compreender que o0s conceitos e as
representacbes estudadas neste artigo, oportunizam a ampliacdo do
repertorio de relacbes complexas do modelo de Fibonacci.

Palavras-chave: Didatica da Matematica, Teoria das Situacoes
Didaticas, Situacdes-problema, Quaternions de Fibonacci.

Este trabajo presenta un abordaje de los Cuaternions de Fibonacci con
enfoque en la Teoria de las Situaciones Didacticas (TSD). Para ello, se
han concebido situaciones-problema, cuyo campo epistémico-
matematico es el modelo de Fibonacci y su complejidad a partir del
alcance de los numeros hipercomplejos: los Cuaternions. En este sesgo,
se exploran algunas propiedades matriciales de estos numeros, a
continuacion, de una extensidon a indices enteros. Esta discusion se
organiza de acuerdo con las fases de la TSD: accion, formulacion,
validacion e institucionalizacion. Ademas, se puede comprender que los
conceptos y las representaciones estudiadas en este articulo,
oportunizan la ampliacion del repertorio de relaciones complejas del
modelo de Fibonacci.

Palabras clave: Didactica de las Matematicas, Teoria de las Situaciones
Didacticas, Situaciones-problema, Quaternions de Fibonacci.

Resumen

This work presents an approach of the Fibonacci Quaternions focusing
on Theory of Didactic Situations (TSD). For this, problem situations were
conceived, whose epistemic-mathematical field is the Fibonacci model
and its complexification from the comprehension of the hypercomplex
numbers: the Quaternions. In this bias, some matrix properties of these
numbers are explored, followed by an extension for integer indices. This
discussion is organized according to the phases of the TSD: action,
formulation, validation and institutionalization. Moreover, it can be
understood that the concepts and representations studied in this article
allow the expansion of the repertoire of complex relations of the Fibonacci

Abstract

UNISN Numero 61- Abril 2021 — Pagina 1



http://www.fisem.org/web/union

Uma abordagem dos Quaternions de Fibonacci com enfoque na Teoria das Situagdes Didaticas
Rannyelly Rodrigues de Oliveira

model.
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Problematic Situations, Fibonacci Quaternions.

1. Introdugao

A Didatica da Matematica abordada neste trabalho segue o paradigma francés,
propugnada por Artigue (2009), que oportuniza a realizagdo e concepgao de
situagcdes de ensino com a finalidade de envolver o aluno, professor e conhecimento
matematico, de modo que sejam articulados os elementos de ordem epistemoldgica,
didatica e cognitiva, durante a compreensao e constru¢cao de relagbes matematicas.
Recentemente, essa tendéncia vem sendo estudada pelos pesquisadores Pais
(2002), Almouloud (2007), Almouloud (2016), Alves (2016a, 2016b, 2016c), Silva e
Almouloud (2018).

Essa vertente didatica permite a inser¢do de teorias de ensino que se
preocupam com uma tematica epistemologica em ambientes de ensino. Nesse
sentido, este trabalho tem como campo epistémico-matematico o modelo de
Fibonacci. Esse modelo foi originado a partir da situagcdo-problema, proposto por
Leonardo Pisano, que abrange a reproducdo de pares de coelhos. A priori, esse

modelo é representado pela recorréncia unidimensional F ,=F ,+F, para
F, =0 e F, =1, valida no conjunto dos Naturais (Alves e Catarino, 2016).

Nos trabalhos de Brother (1965), Koshy (2001) e Alves e Oliveira (2017), pode-
se identificar a existéncia de um processo evolutivo do modelo de Fibonacci com a
extensdo da sequéncia para indices inteiros e representacdes polinomiais e
matriciais. A vista disso, foi feito um levantamento bibliografico dos artigos de
Horadam (1993), Halici (2012, 2013), Sangwine, Ell & Biham (2011), Flaut &
Shpakivskyi (2013) com a finalidade de discutir os Quaternions, definidos para o
modelo de Fibonacci, com enfoque na Teoria das Situa¢des Didaticas (Brousseau,
2008). Para isso, neste trabalho, sdo elaboradas e propostas situagdes-problema
que direcionam uma dialética descrita em: acado, formulacdo e validacao
manifestadas na compreensido de propriedades matriciais e da extensdo de uma
determinada aplicagao para indices inteiros.

Além do mais, os Quaternions s&do numeros hipercomplexos, ou seja, uma
extensdao do numero complexo denotado por z=a+bi, onde a, b € R tal que se
definem a parte real Re(z)=a e a parte imaginaria Im(z)=b. De modo analogo, de
acordo com Halici (2012, 2013), os Quaternions sdo determinados pela equagao
q=q,1+qe, +9,e, +q,e, onde (q,,9,0,,d;) € a parte escalar Real e a base, no
R®, (e,,e,,€;) é a parte vetorial, além disso, vale que (e, =(e,’=(e;)?=e,e,e,=-1.
Além disso, o Quaternion de Fibonacci é definido por meio da equacéo:
Q, =F, +F,,4i+F 2. J+F,3kK, com iz = j2 =k2 =ijk = —1.

A vista disso, este trabalho tem o objetivo de discutir os Quaternions de
Fibonacci através de uma proposicédo de situagdes-problema em aulas de Historia
da Matematica no curso de Licenciatura em Matematica. Vale informar ao leitor que,
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por tradigdo, os Quaternions nédo fazem parte da ementa do curso de Licenciatura
em Matematica (com base na ementa dos cursos do Instituto Federal de Educacéao,
Ciéncia e Tecnologia do Estado do Ceara — IFCE). Todavia, esse conteudo
matematico foi escolhido com o intuito de levar para aulas de Historia da
Matematica um modelo matematico nao-trivial.

Essa iniciativa tem a intengdo de instigar o aluno a refletir nas definicbes e
relacbes matematicas que sao dispostas nos livros classicos de Historia da
Matematica e oportunizar o compreendimento de que a Matematica € um corpo
tedrico inacabado. Pois, os livros, comumente, adotados na disciplina de Historia da
Matematica permitem tratar a sequéncia de Fibonacci (apenas em sua
representacgao original) mas ndo mostram sua extensdo complexa e a generalizagao
de suas relagdes, ou seja, ndo apresentam seu processo historico-evolutivo.

Contudo, nessa abordagem histérica, é dada énfase a evolugdo
epistemoldgica, das estruturas matematicas referentes as propriedades oriundas do
modelo de Fibonacci originado em 1202, que, no caso, parte de um conjunto
matricial dos Quaternions adaptado ao modelo de Fibonacci complexificado. Para
isso, considera-se que a parte escalar dos Quaternions € composta pelos termos da
sequéncia de Fibonacci. Desse modo, ndo sera discutida, pormenorizadamente, o
contexto do periodo historico em que tais relagées foram desenvolvidas. Doravante,
tem-se o referencial tedrico assumido.

2. A Teoria das Situagoes Didaticas e as situagoes-problema

A Didatica da Matematica tem sua génese na Francga por volta de 1970 e ¢é
marcada pela reforma da Matematica Moderna e criagao dos Institutos de Pesquisa
sobre Ensino da Matematica (IREMs). Nesse ambito, as teorias de desenvolvimento
ganham atencdo dos pesquisadores-educadores matematicos, tendo em vista que,
segundo Pais (2002, p. 11), a Didatica da Matematica € uma vertente oriunda do
campo da Educagdo Matematica, além disso, seu campo epistémico abrange a
formulagao de conceitos matematicos articulada com teorias de ensino.

Alves (2016a, p. 133) explica que o contexto descrito, anteriormente, instigou
uma avaliagao da pratica docente e da atuagdo do aluno no cenario que envolve o
processo de ensino e aprendizagem de Matematica, o que oportunizou a concepgao
de teorias de ensino que investigam a relagdo entre professor, aluno e
conhecimento matematico. Isso permitiu a delimitacdo cientifica de uma area de
pesquisa, a Didatica da Matematica, que busca explorar os “processos de
transmissao, modificacdo e veiculacdo de saberes matematicos”. Além do mais, a
Didatica da Matematica tem como objeto de estudo a transposi¢cao didatica
(Chevallard, 1998) dos conceitos matematicos numa tematica epistemoldgica que
possibilita a compreensao de conceitos e a construgcdo de relagdes matematicas.
Assim, vale ressaltar que:

A transformacdo do conteudo de saber em uma versao didatica desse
objeto de saber, mais apropriadamente, é chamado de fransposicion
didactica stricto sensu. Mas, o estudo cientifico do processo de
transposicdo didatica (que € uma dimensdo fundamental da Didatica da
Matematica) implica tendo em conta a transposi¢do didatica sensu lato,
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representada pelo esquema: objeto de saber —> objeto para ensinar =
objeto= de ensino. O primeiro elo que marca a passagem do implicito
para o explicito, da pratica a teoria, do pré-construido para construido.
(Chevallard, 1998, p.45).

A vista disso, a transposicdo didatica é realizada com aporte teérico em uma
ou mais teorias de ensino que, no contexto da vertente francesa, destaca-se a
Teoria das Situagbes Didaticas desenvolvida por Brousseau em 1986, a fim de
investigar as situagcdes de ensino, de modo a compreender como os elementos:
docente, aluno e conhecimento matematico estdo inseridos no cenario educacional
e como eles articulam-se na efetivagdo do processo de ensino e aprendizagem.
Além disso, conforme Almouloud (2016, p. 113), o objetivo dessa teoria é:

[...] caracterizar um processo de aprendizagem por meio de uma série de
situagdes reprodutiveis e que tém potencial para provocar modificacdes em
um conjunto de comportamentos dos alunos. Essas modificagdes sao
caracteristicas da aquisicio de um determinado conjunto de
conhecimentos/saberes, de ocorréncia de uma aprendizagem significativa.

Com isso, Artigue (2009, p.4) explica que a construgdo de conhecimento
ocorre de forma significativa, quando o aluno passa por uma adaptagcdo ao milieu.
Desse modo, Silva e Almouloud (2018, p.117) descrevem o milieu “como um
sistema que interage com o aluno de forma antagbénica desafiando-o, por intermédio
da reflexdo sobre suas agdes, a encontrar respostas para as situagdes-problema a
ela propostas”. Destarte, o objeto principal dessa teoria de ensino é a situacao
didatica que abrange o aluno, saber e milieu. Nesse viés, Brousseau (2008, p. 53)
afirma que uma ‘“interagao torna-se didatica se, e somente se, um dos sujeitos
demonstra interagdo de modificar o sistema de conhecimentos do outro (os meios
de decisao, o vocabulario, as formas de argumentacéao, as referéncias culturais)”.

Nesse sentido, a situacdo didatica envolve a “situacdo adidatica® que é
realizada com uma intengao, implicita, de ensino, mas que de fato, essa situagao é
concebida e elaborada pelo docente, com finalidade didatica, a fim de oportunizar
um processo de ensino e aprendizagem. Assim, as “situagdes adidaticas” séo
compostas por situagdes-problema, as quais sao questdes/problemas abertas (0s),
com enunciados objetivos, ou fechadas (os) concebidas (os) “em um contexto mais
ou menos matematizado”, cuja “funcdo principal é a utilizagdo implicita, e depois
explicita, de novos objetos matematicos, por meio de questdes dos alunos no
momento da resolugao do problema” (Almouloud, 2016, p.116). Logo:

Essas situagbes-problema devem permitir ao aluno investigar e distinguir
caminhos para resolver problemas, adquirir novos conhecimentos/saberes
e estratégias de resolugdo. Essas situagdes-problema devem auxiliar o
aluno na construgdo de conhecimentos e saberes, e no desenvolvimento
de habilidades, como, por exemplo, saber ler, interpretar e utilizar
representagao matematica em demonstragdes de propriedades e teoremas
etc. (AlImouloud, 2016, p.113).

Uma proposta de modelizacdo das situacbes didaticas € a concepgédo e

aplicagao de situagdes-problema com enfoque na Teoria das Situagdes Didaticas,
pela qual é possivel oferecer ao aluno condigbes para que ele possa mobilizar seu
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pensamento, que, a priori, pode ser intuitivo ndo descartando o uso de um
conhecimento prévio de natureza tedrica, em diregao ao desenvolvimento de um
raciocinio inferencial e generalizador. Para isso, Almouloud (2007, p. 36) explica que
a Teoria das Situagdes Didaticas é organizada em quatro fases consecutivas: agao,
formulagao, validacao; realizadas principalmente pelos alunos; e a quarta etapa final
de institucionalizagao proporcionada pelo docente.

E relevante compreender que a Teoria das Situacdes Didaticas incorpora
aspectos epistemoldgicos, cognitivos e didaticos, de modo que esses elementos
estao associados a fim de oportunizar a apropriacado e o aprendizado de conceitos e
relagbes matematicas. Assim, de acordo com Alves (2016c, p. 62), a fase de agao é
caracterizada pela iniciativa do estudante em resolver a questdo proposta, nesse
momento, o pensamento intuitivo, imediato e operacional é mobilizado.
Posteriormente, na fase de formulagéo, o aluno passa a sugerir possiveis solugdes
para o problema através da elaboracao de conjecturas escassas da formalidade
matematica. Essa etapa é responsavel pela passagem do pensamento intuitivo para
o raciocinio inferencial.

Por conseguinte, na fase de validagdo, acontece a avaliagdo das hipoteses
levantadas, a fim de valida-las ou refuta-las. Para isso, sdo usados argumentos
mais elaborados com fundamentagao tedrica, como definicdes, recorrendo a
relagcbes e métodos de demonstragdes matematicas. De fato, Brousseau (1976, p.
110) acentua que “para uma abordagem de validagédo, o pensamento deve basear-
se em formulagcbes anteriores. A linguagem desenvolvida, na dialética da
formulacado, é menos especifica do que a da validacéo”.

Finalmente, tem-se a fase de institucionalizacdo realizada pelo professor.
Nesse momento, as produg¢des dos alunos sao corrigidas, tal que se pretende
observar o desempenho dos alunos durante a construcdo de conceitos e
generalizagdo de relagbes matematicas, a fim de formalizar o conhecimento
aprendido (Alves, 2016c, p. 62). Esse processo de construgcdo possibilita, no
contexto didatico, uma abordagem epistemoldgica, ou seja, um estudo da
composicao dos conceitos matematicos desde sua génese até suas representacdes
generalizadas (Almouloud, 2007, p. 149).

Dessa forma, o campo epistémico-matematico deste trabalho é o modelo de
Fibonacci com énfase nos Quaternions, que sao definidos dentro de um processo
de complexificagdo do modelo. A seguir, numa perspectiva evolutiva, serao
apresentadas algumas definicbes e relagdes que servirdo de aporte para uma
discussdao dos Quaternions de Fibonacci com enfoque na Teoria das Situagdes
Didaticas.

3. Os Quaternions de Fibonacci

Nesta secao, serdo apresentadas as definicbes e relacbes inerentes aos
Quaternions e sua representacdo no modelo de Fibonacci. Desse modo, numa
tematica epistemoldgica, King (1963, p.16) explica que a génese do modelo de
Fibonacci é inspirada na situacado-problema, “Rabbit Problem”, proposta por
Leonardo Pisano em 1202 na obra Liber Abbaci. A priori, a sequéncia gerada por
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esse problema satisfaz a recursividade unidimensional F.-Fn+1+F,, para todo n
natural, para F, =0 e F, =1 (Alves e Catarino, 2016).

Quanto a evolucdo do modelo de Fibonacci, compreende-se um processo de
generalizagao da Sequéncia de Fibonacci, inicialmente, discutida por Brother (1965)
por meio da extensdo da sequéncia para o conjunto dos numeros inteiros, Koshy
(2001) propde uma abordagem dos termos de Fibonacci para indices inteiros

através da identidade F_n:(—1)n+1.Fn. Halici (2013) apresenta os numeros

complexos de Fibonacci através de C, =F, +iF, 4, com i? =—1. Além disso, o

modelo de Fibonacci também é discutido através de polindbmios complexos (Alves e
Catarino, 2016) e na variavel complexa (Alves e Oliveira, 2017).

Seguindo nesse sentido de ampliagdo do repertério de representagbes do
modelo Fibonacciano, este trabalho da énfase a sua complexificacdo a partir da
definigdo dos Quaternions para o modelo de Fibonacci. Os Quaternions séao

numeros hipercomplexos que possuem uma parte escalar Real (qgp,qy,92,493) €
uma parte vetorial com base (e e, €e3), valendo as igualdades
(&1 =(ey)? =(e3)* = = eq.e5.€e3 = —1. Por definigdo, um Quaternion é descrito pela
equacao q=(y1+0q€4+0,€, +0383. Analogamente, um Quaternion de Fibonacci

possui uma parte escalar Real composta pelos numeros de Fibonacci
(F,Frit P2, Fai3) € @ mesma base vetorial (e4,€5,€3). Assim, sdo descritos

pela equagéo Q, =F, +F,.4e1 +F,.0.€> +F, . 3e3 (Halici, 2012, 2013).
Halici (2012) define os conjuntos: H= {Qn :Q, = (Fy,FitsFri2.Frys), onde

F, = nimero de Fibonacci} e H'={Pn: P = (‘LV '_Z), paraw ze C}. Halici (2012)
Z W

assume a existéncia de isomorfismo entre H e H', de modo que através de uma
aplicagdao Q,, — P,, obtém-se o teorema 1. Além do mais, é necessario considerar
as definigdes e a identidade a seguir, a fim de se ter aporte tedrico para explorar as
situagdes-problema propostas posteriormente.

Definigdo 1: o numero complexo de Fibonacci é definido por: C,, =F, +iF .1,
com i? = —1 (Halici, 2013).

Definicdo 2: o Quaternion de Fibonacci é definido pela equacgéo:
Qn = Fn + Fn+1e1 + Fn+282 + Fn+3e3 (HaI|C|, 2013)

Definicdo 3: o Quaternion de Fibonacci € definido pela equacgao:
Q, =F, +F4i+F, 2. +F3k, onde i2 = 2 =k2 =ijk = —1 (Halici, 2012).

Identidade 1: a extensdo da sequéncia de Fibonacci para indices inteiros &
dada por F_, =(-1)""F, (Koshy, 2001).

Demonstragao: partindo da recursividade Fp:2-Fn+1+F,, para todo n natural e
por inducdo, podem-se avaliar os termos da sequéncia de Fibonacci para indices
inteiros. Veja:
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F,=1= (_1)1+1 -F
F,=-1=(-12"F,
F_1=F1—F0=1—O=1 F_3=2=(—1)3+1-F3
F_2 = —1 = —F2 F_4 — _3 — (_1)4+1 . F4
Fﬁ3 = 2 = f3 F_5 _ 5 — (_1)5+1 . F5
F,=-3=-F, 6+1
- ek = {F, =-8=(-1"F,
5 =9V=0s 7+1
F,=13=(-1y""-F
F—6=_8=_F6 77. 3.( ) !
F,=13=F, S
F—(n—1) = (—1) F.
F.=(-1)""F,
n+2
F—(n+‘|) = (_1) 'F(n+1)

Diante desses casos descritos, pode-se observar que a identidade 1 é valida
para n=1: F,=(-1)"""F=1. Eem, F3 =F ;—-F,=2 e F, =F , —F 5 =3, pode-
se ver que os termos s&o gerados a partir do seguinte raciocicio: F  , =F ., —F, .
Logo, pode-se escrever que:

F oy =Fag —Faq

Flon = (_1)n Foi- (_1)n+1 F
Foy=(-1)"F_ +(-1)"F
Foy =(=1)"[Fi +F,]

F o =(=1)" Fos

F o =(-1)"F.,

Cn _Cn+2 10
Teorema 1. P, =FE+F, {+F oJ+F K= ,onde E = 0o 1)

Cn+2 Cn
= ! O_ J= 0 - K= O_ _I,comnzo.
0 - 1 0 - 0

10 i 0
Demonstragdo: da aplicagéo Q, »R,, tem-se que P, =F, [O 1j+Fn+1 ((I) j+
i

0o -1 0O i
+F .0 (1 0 J+ Fria (—i Olj . Com isso, pode-se escrever:
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i | | - C, -C
10 0 0 -1 0 - F+iF, -F, -iF 0 2
onaly ol olt ol R TR o
- —] 2—|. 3 0—|.1 C2 CO
i | | - c, -C
10 0 0 -1 0 - F,+iF, -F,-iF 1 3
el Snls el ol )R he )
; . . . C -C
1 -1 ) (F,+iF; -F, -iF 2 G4
n=2:F, :Fz[ OJ+F3(I 0.j+F4[O ]+F5[O. Ij=[ 2+! 3t ,l 5}: -
0 1 0 -i 10 - 0) (Fy-iFs Fy—-iF; c, G,
; . . . C -C
1 -1 -\ (Fy+iF, —F5-iF 3 G5
onnl ly fs ol M TG o
=i —I 5 —1. 6 3 —1. 4 C5 C3
10 i 0 0 -1 0 -i F +iF -F ., -iF
n: P, =F + Foit | | P2 +Fnis| | = n+|.n+1 n+2. a3 =
0 1 0 - 10 -0 Frio —iFis  Fy—iF 4
[ Cn Cn+2}
Cn+2 Cn
10 i 0 0 0 - F iF -F .2 —iF
r]'|'1:Pn+1 :Fn+1( J+Fn+2(l -]+Fn+3( J+Fn+4( . I):[FHHH.FMZ Fn+3 .::n+4j=
0 1 0 - 10 - 0 n+3 g n+1 =42
[ Cn+1 Cn+3}
Cn+3 Cn+1

Com efeito, pode-se ver que, para n=1 e n=2, tem-se respectivamente:
P,=FE+Fl+FJ+FK e P, =F,E+F;l+F,J+FK. Por hipétese de indugdo, assume-

se que B, =R E+F  {+F, »J+F, 3K vale para P, e P,_;, de maneira que se pode
escrever P, 1=P,_4+P,. Logo, considerando que P,_4=F,_E+F|+F J+F K e
P, =F.E+F,4+F,.2J+F, 3K, pode-se escrever:

I:)n+1 :Pn—1 + IDn
Pri1=(Fooq +F ) E+ (R, + Rt )1+ (Fagg +Fri2 ) d+ (Foyo +Fops )K
Prit =FnE+ Rl +Fad + Rk
Isto posto, pode-se ver que os conjuntos H e H' definidos por Halici (2012),

através de uma aplicagédo Q,, — P, que considera a parte escalar composta pelos
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numeros de Fibonacci, permitem uma representacdo matricial dos quaternions de
Fibonacci por meio de uma matriz quadrada de ordem 2, onde os termos sé&o

numeros complexos de Fibonacci C,. A partir desse campo epistémico, a seguir,

serdo discutidas trés situagdes-problema que designam a verificagcdo de
propriedades matriciais para o conjunto H' e uma extensao dessa aplicagao para

indices inteiros.

4. Situagoes-problema

Nesta secdo, serdo discutidas trés situacdes-problema concebidas durante
uma investigagcao nos trabalhos de Halici (2012, 2013) e de Callioli, Domingues e
Costa (1990). O objetivo dessas questbes é de oportunizar uma discussao dos
Quaternions de Fibonacci com enfoque na Teoria das Situagdes Didaticas, ou seja,
de descrever as resolugdes seguindo as fases consecutivas: agao, formulagdo e
validagao. E, pretende-se, com as situacdes propostas, instigar o desenvolvimento
de um raciocinio inferencial e a percepgao dos alunos em relacdo a evolugdo do
modelo de Fibonacci com as representacbes matriciais complexas e de sua
extensdo para indices inteiros. Desse modo, tém-se as seguintes situagdes-
problema:

Situacao-problema 1: apos, avaliar a matriz gerada na aplicagdo Q,, —» P,

entre os conjuntos H e H', escreva uma matriz para representar a inversa da matriz

gerada. Em seguida, discuta com seus colegas se a matriz (gerada), de fato, admite inversa.
Justifique sua resolucao verificando se essa Ultima matriz (proposta) satisfaz as condigbes
matriciais para se constituir como matriz inversa.

Situagcao-problema 2: seja Pn‘1 uma possivel notagédo da inversa da matriz P,

n

avalie as seguintes igualdades: det(Pn).det(P,;1):‘I, (P‘1)_1 =P, e (Pn.Pn‘1)_1 PP

Essas igualdades séo verdadeiras? Elas satisfazem as condigées matriciais pertinentes
a definicdo de matriz inversa? Apresente a discussdo algébrica usada para justificar sua
resolucdo e, se necessario, descartar a solugdo de um colega.

Situagao-problema 3: verifique se

Cn _Cn+2
P, =FE+F 4l +F 0 +F 3K = ,
Cn+2 Cn
1 i -1 —i
onde E = 0 = ! 0_ J= 0 K= 0, I ,comn>0, admite uma discussao
01 0 - 10 - 0

nos indices inteiros. Caso haja uma extensdo para indices inteiros, quais
argumentos algébricos foram utilizados?

Na situagédo-problema 1, sugere-se que os estudantes escrevam matrizes com
0 objetivo de construir a matriz inversa da matriz gerada. Nesse caso, espera-se
que os alunos discutam as matrizes propostas pela turma e verifiquem se elas sao
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ou ndo matrizes inversas. Essa validagao/refutacdo deve ser feita com argumentos
matematicos ja aceitos na comunidade cientifica.
Na resolucido da primeira situagao-problema, na fase de ac¢ao e formulacéo,

Cn _Cn+2
espera-se que os alunos identifiquem a matriz P, = e sugiram a

Cn+2 C
determinag&o da matriz inversa P," por meio da definicio P,P,'=1,=P,'P. onde |, &
a matriz identidade de ordem 2 (Callioli, Domingues e Costa, 1990). Desse modo,

n

) y G Cniz)(an ap) (10
desenvolvendo a equagédo R R, =I, tem-se que: : = =
o C, dy1 Ay 0 1
Cna11—Cpi2a21 Cna12 =Cpioa 10 ]
- de onde se obtém os
Cniz @+ Gy @y Cqp ap+ G ap 0 1
sistemas:
1+ Chi2891
Cpa—Cppay=1=ay =
Cn
C, a
_ _ n_ 921
Cro ant C, ay=0=ay=-——""—"+
Cn+2
C,-a
_ _ n+2:d22
Cpay —Cpipdgp =0>ap ="
o
1_ Cn 322
Cn+2 .a12+ Cn .322:13312:
Cn+2
Resolvendo-o0s, sdo encotrados:
1+Chpdy - Gy Ay _ - Cou
= C = = ay =
. - -
Cn+2 Cn 'Cn+Cn+2 'Cn+2
I Cn a _Cpipag 1- G, apy - Gy
11~ 2T = S.dpp =
. . . -
Cn 'Cn+Cn+2 'Cn+2 Cn+2 Cn 'Cn +Cn+2 'Cn+2
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C—n Cn+2
e ap= Cniz . Logo, tem a inversa: p." - G Gntlhalna G0 Got g Gz |
Gy CotChi2Chiz ~Ci0 C,
Cn 'Cn+Cn+2 'Cn+2 Cn 'Cn+Cn+2 'Cn+2
Cn Cn+2
= det(P,)  det(R,) = 1 . Cy Cns2 . Na fase de validacéo, deve ser feita a
- det(P,)
_Cn+2 Cn _Cn+2 Cn
det(P,) det(P,)
verificagdo de P,'P, =l,. Veja que: det(P,)= C, .C,+C,.,.Co.p =F2+F2,+F2, +F2 .

_ 1 C_n Cn+2 Cn _Cn+2
det(P)| —— 1
_Cn+2 Cn Cn+2 Cn

assim, segue o seguinte produto matricial: (Pn’1).Pn

_ 1 C_n'Cn +Chi2- Coiz _C_n'Cn+2 +Cn+2'C_n _ 10 _
det(P,) . _ z
- Cn+2 'Cn +Cn' Cn+2 Cn+2 'Cn+2 +Cn' Cn 0 1

Na segunda situagdo-problema, espera-se que cada aluno busque verificar a
validade das igualdades. Em seguida, as resolugbes dos alunos devem ser
discutidas entre os alunos, os quais devem validar ou refutar as resolucdes
propostas pelos colegas fundamentando-se nas condigdes pertinentes a matriz
inversa. A priori, a fase de acao é caracterizada pela organizagao das equagdes da
seguinte forma:

(i) det(P,).det (P,") =1
i (Py) " =P,
(i) (P Py )_1 P P
Desse modo, para resolver o item (i), na etapa de formulagao, espera-se que
os alunos calculem os determinantes das matrizes P, eP;', encontrando

Cn 'Cn + Cn+2 'Cn+2

det(Pn) = Cn 'Cn + Cn+2 'Cn+2 e det(Pﬂ_1) - det(P )2
n

Em seguida, na
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validag&o, os valores dos determinantes devem ser substituidos na equagao (i), tal

que, possa verficar: det(P,).det(P,;")=(C, .C,+C..5.C,,2)- G 'Cd”e:(sn)f Cnez =1.
n

O item (ii), ainda na etapa de agéo, espera-se que os estudantes observem
que eles precisam calcular a inversa da matriz Pn‘1. Na formulagao, eles devem

argumentar a verificagdo da igualdade (P;").(P;")" =1, =(P;")"(P,") no sentido de

“se somente se”. Assim, de modo analogo a resolugado da situagao-problema 1,

C. by bz} (10
deve-se fazer (P;").(P,") =l =~ t1P | G Cae [ = =
e( n) Cn b21 b22 0 1

“Mn+2

1 Cy by +Copbyy Gy by +Chiaby, [1 0].(}31)1{ G C”*}P
= 0 AU = =P

det(P,)| —— - — =
B Chiz D11+Cobyy = Cpp by +Coboy L Coz Ca

Em consequéncia, na validagcdo, deve ocorrer a avaliacdo do produto

C —C, 10 ~
P LR, assim, segue que (P (P )= " i G Criz|_
C ) C det(Pn) c C
N+ n “Vn+2 n
Cn 'Cn + Cn+2 'Cn+2 Cn'Cn+2 — Cn+2-Cn 10
= det(Fy) det(Fy) ( J|2_ Portanto, constata-se que a
Cn+2 C_n_C_n Cn+2 Cn+2 'Cn+2 + Cn 'Cn 01

det(P,) det(R,)
-1
igualdade (i) (Pn‘1) =P, é valida.
No item (iii), ainda como agado, os alunos devem sugerir o calculo da matriz
-1 -1
inversa (Pn.Pn‘1) e a avaliacdo da equacéo (Pn.P,ﬂ) :Pn.Pn‘1 no sentido de “se

somente se”. Dessa forma, na formulagdo, primeiramente, deve-se fazer P, P." =
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Cn Cn+2 Cn 'Cn+Cn+2 'Cn+2 Cn'Cn+2_Cn+2'Cn
_( C, szJ det(P,) det(P,) | det(P,) det(P,) B
Cn2 Cn —Chi2 Ca Cn -Chio— Gy -Chio Cn Cn+ChinChin
det(P,) det(R,) det(P,) det(P,)
det(P,) 0
B det(P,) det(P,) (1 0
| o0 detP,)| (0 1)

det(P,) det(P,)

-1
Agora, tem que ser determinada a inversa (Pn.Pn‘1) , OU seja, a inversa da

matriz identidade. Assim, a Identidade deve satisfazer
(P.PH.(P.P)'=1,=(P.P")"(P,.P"). De onde, pode-se obter a seguinte igualdade:

b ooy p iy _p 1 O)fa BY_(1 0)_(a by (1 0)_ . (10
A e A PR DY D o Y B R S0 A R

1 0)(1 O 1 0
e verificar (P.P.")".(P.P.")= . = . Na solugdo do item (iii),
0 1){0 1 0 1

-1
consegue-se obter (Pn.P,ﬂ) =|,. Logo, na etapa de validagéo, deve se verificar

C C Cn Cn+2 Cn 'Cn + Cn+2 'Cn+2 Cn'Cn+2 ~ Cn+2'Cn
o pr_ [ no- n+2]' det(P,) det(P,) | _ det(P,) det(P,) ]
Cn+2 Cn _Cn+2 Cn Cn+2 'C_n_ C_n(T‘FZ Cn+2 'Cn+2 + Cn 'Cn
det(P,) det(R,) det(R,) det(R,)

10 - , 1\ _
=( J Portanto, verifica-se a validade de (Pn.Pn 1) -p. P
0 1

Finalmente, na solugao da situacao-problema 3, na fase de agao, é necessario
que se defina os conjuntos: H* = {Q,n 1Q_ = (Fn.Fit Fons2. Fngs), Foy i=nUmero de
Fibonacci} e H" = {P_n: P, = (VZV ;_VZ),para W,Z€ C}, tendo em vista que se
pretende explorar o teorema 1 para indices inteiros. Na fase de formulagao, deve-se

conjecturar uma aplicagdo Q_—»P,, de modo que se possa escrever

Ch Lio 10y (i 0 0 -1 0 -
Pn=FnE+Fn+1|+Fn+2J+Fn+3K=[C — ,com E:[0 1],I=[0 _J,J=[1 OJ'K:[—i 0]-
-n

Na validacado, pode-se avaliar P_,, recorrendo a indugdo matematica. Veja:

-n+2
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i | | : C, —C
! -1 4) (Fo+if, —F,-iF o C
n=0: Py =F, 0 LF, | 0. L F, 0 L F, 0. ) _ 0+.|1 ) .I 3 _
O 1 0 =1 1 O = O F2_|F3 FO_ |F1 C—2 C—O
e e (1O (1 0), [0 ), (0 ) (Fatif F-ify)_ c
S o 1) %Mo 4) T o) A o) TUR-IR Fy-iRy) | o
1 ' 1 ) (Fp+iF, -F,-iF
n=2:P,=F, 0 +F : 0_ +F, 0 +F, 0. h_ _2+|. 1 0 .|1 _
0 1 0 -i 10 4 0) | Fy-if, F,-iF,

1 | 1 4\ (Fa+iF, -Fq-iF
n=3:P, =Fo| - OJer,[ !l O[O TR0 T[Tt o
0 1 0 -i 1 0 -0 Fq-iFy F3-iF,

10 i 0 0 -1 0 -\ (F,+iF,g -F,.-iF
n:P,=F +F +F +F L
o [o 1] ‘””(o —i] ‘”*2[1 o] ‘”*3[4 o] [F_n+2—i.F_n+3 F -iF.

n+1

10 i 0 0 1 0 -\ (F,.q+iF —F .3-iF
n+1:P 1 =F 4 0 1 +F .0 (I) A+Fss Vol N _ | Tonst T2 TTened T ened |
-l 10 -0 F7n+3 -iF n+d an+1 _I'F*I'H-Z

A seguir, ttm-se a discussao da quarta fase da Teoria das Situacdes Didaticas:
a institucionalizacdo que deve ser realizada pelo professor, a fim de apresentar
alguns resultados derivados da proposi¢ao didatica.

5. Institucionalizagao

A institucionalizagéo é a etapa final da simulagdo de uma situagéo didatica.
Nesse momento o atuante € o docente que avalia as producdes dos alunos,
descartando erros e/ou selecionando estratégias de solugcbes, as quais serao
reestruturadas e formalizadas a fim de compor o repertério de conhecimentos
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cientificos dos alunos. Nesse contexto, as situagdes-problema propostas descritas
nos paragrafos anteriores, oportunizam a formalizacdo de relagbes matematicas
oriundas da aplicagdo Q,— P, (teorema 1).

INSTITUCIONALIZAGAO: RELAGOES FORMALIZADAS

Propriedades matriciais para os Quaternions de Fibonacci com n>0

det(P,).det(P,") =1 (Pn‘1)_1 =P, (Pn.Pn‘1)_1 -P,P;"

Extensao da aplicagdao Q, - P, para indices inteiros

Ch Chp 1.0y, (i 0y (0 -1) (0 -i
I:’n:FnE‘l'Fn+1|+Fn+2J‘|'Fn+3K=[C C_ ’ComEz[O 1}':(0 —ijy‘J:(1 OJ,K:(_i 0]

-n+2

n (_Fn+i'Fn—1) (Fn—Z_i'Fn—3) n+1
Pa= '[(—Fnz—i.FM) (_Fn-i.Fm)]’Com R

Tabela 1. Institucionalizacéo: relagées formalizadas para os Quaternions de Fibonacci.
Fonte: elaboragao da autora.

Pode-se ver que a aplicagdo Q,»P, gera um conjunto matricial

C. Co., 1 . y

P =F E+F (1+F, ,J+F, K=| " ,ondeE:( 0},|={| O_j,J:(O j

C C 0 1 0 i 10
n+2 n

—i - .,
Kz( _ OJ,comnzo, tal que seus elementos sdao os numeros complexos de
i

Fibonacci C,, =F, +iF,,1 (definicdo 1) e seus respectivos conjugados, isso ocorre
quando se assume a parte escalar (F,, F,., F1.0, Fry3). Na situagdo-problema 2, as

matrizes PnePn‘1 admitem inversas, logo, foram verificadas que valem as

propriedades matriciais presentes na tabela 1. Além do mais, € possivel avaliar o
teorema 1 para uma representacdo com indices inteiros. E, essa representagao

pode ser descrita recorrendo a F , = (—1)n+1 F, (identidade 1). Observe que: P_,=

[ G L :( F o+ —F_n+2—i.F_n+3]: (A Ry (R R |
C.p, C, ) Fneifng Fo-if (A F -2 F ()R -1 F

L .[( (F,+iFq)  (Frg- i.Fn_3)]

_Fn—Z_i'Fn—S) (_Fn_i'Fn—1) .

n+1
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Consideracgoes finais

Neste trabalho, foi discutido o modelo de Fibonacci, numa abordagem didatica
articulada a uma tematica epistemoldgica que enfatiza propriedades matriciais e
uma extensdo para indices inteiros de um conjunto matricial definido para os
Quaternions de Fibonacci. Isso foi possivel a partir da fundamentagao na Teoria das
Situacdes Didaticas, especificamente, através da proposicao de situagcdes-problema
que permitiram a discussdo de demonstracbes matematicas através de etapas
categorizadas em acado, formulagdo e validagdo. Isso permite a compreenséo e
percepgao de um processo evolutivo do modelo de Fibonacci.

Finalmente, pretende-se com o trabalho exposto, instigar trabalhos futuros, no
ambito da Didatica da Matematica, que vislumbram a insercdo de uma concepgao
epistemoldgica, na formacgao inicial de professores de Matematica, no que concerne
a Histéria da Matematica. De modo, a contribuir com a ampliagdo do repertério de
definicbes e relagcbes atinentes a complexificagdo do modelo de Fibonacci, que
direciona a uma tendéncia de representagcdes matriciais quadradas de orden
superior a dois com a consideracao dos numeros reais e complexos de Fibonacci na
composi¢cado dos Quaternions.
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