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En este trabajo se examina cdmo el andlisis de los errores matematicos
que surgen en el aula escolar ayuda a los profesores a incrementar y
profundizar su nivel de conocimiento y comprension del razonamiento
matematico de sus alumnos. A la vez, se argumenta que este
Resumen conocimiento constituye un aporte relevante para el disefio e
implementacion de estrategias pedagogicas inclusivas, que atiendan a
las necesidades diversas de los estudiantes.

Palabras clave: andlisis de errores; razonamiento matematico;
inclusion; diversidad

This paper discusses how the analysis of mathematical errors arising in
the classroom helps teachers to increase and deepen their knowledge
and understanding of mathematical thinking of their students. At the
Abstract same time, it is argued that this knowledge is relevant for the design and
implementation of inclusive teaching strategies that address the diverse
needs of students.

Keywords: error analysis; mathematical thinking; inclusion; diversity

Este artigo discute como a analise de erros matematicos que surgem na
sala de aula ajuda os professores a aumentar e aprofundar seu
conhecimento e compreensdo do pensamento matematico dos seus
alunos. Ao mesmo tempo, argumenta-se que esse conhecimento é
relevante para a concepcado e implementacéo de estratégias de ensino
inclusivas que atendam as diversas necessidades de alunos.
Palavras-chave: analise de erros; raciocinio matematico; inclusao;

diversidade

Resumo

1. Introduccién

En las ultimas décadas, la mayoria de los paises ha suscrito acuerdos
internacionales relacionados con la idea de integrar o incluir a los estudiantes con
necesidades educativas especiales en las aulas regulares. Especialmente a partir de
la Declaracién de Salamanca sobre principios, politicas y practicas para las
Necesidades Educativas Especiales (UNESCO, 1994), esto se ha convertido en una
meta educativa a nivel internacional. Asi, los sistemas educativos actuales en la
mayoria de los paises, avanzan hacia un enfoque inclusivo, en el que las escuelas
regulares son para todos los nifios y jovenes, sin discriminacion, y buscan responder
a la diversidad del alumnado, mejorando las condiciones de acceso, participacion,
permangncia y logros de aprendizaje de todos los estudiantes (UNESCO, 2004).

UNI%N Numero 45 - Marzo 2016 — Pagina 152


http://www.fisem.org/web/union
http://asenmacformacion.com/ojs/index.php/union/index

Comprension del razonamiento matematico de los estudiantes: una practica pedagdgica inclusiva
M. Larrain

Para dar respuesta a estos desafios, se requiere de profesores con las
habilidades apropiadas y con el conocimiento de estrategias y metodologias que
permitan ocuparse de estudiantes con caracteristicas y necesidades muy diversas.

Entonces, cabe preguntarse ¢qué estrategias resultan apropiadas para atender
a la diversidad al interior del aula de matematica?, ¢coémo puede un profesor dar
respuesta a las necesidades particulares de todos sus estudiantes para asi impulsar
su aprendizaje y permitir que cada uno desarrolle al maximo sus capacidades?

2. Desarrollo

2.1 Préacticas pedagodgicas inclusivas

A este respecto, Ainscow (1994) ha precisado que las respuestas pedagdgicas
tradicionales, en las que se busca individualizar la ensefianza para responder a las
necesidades particulares de los estudiantes, presentan dificultades puesto que
centran la atencion en el individuo, en lugar de en el curriculum y no son capaces de
identificar aspectos de las estrategias 0 métodos de ensefianza que resultan
problematicos o poco efectivos.

En esta misma linea, el Disefio Universal para el Aprendizaje (DUA) ofrece a los
profesionales de la educacién un marco de referencia para atender a la diversidad en
el aula. Sus autores sefialan que el principal obstaculo para que todos los alumnos
logren aprendizajes de calidad son los curriculos inflexibles y disefiados para atender
a un alumno “promedio” que en realidad no existe, puesto que ellos ponen barreras
no intencionadas para el aprendizaje, particularmente para aquellos estudiantes con
capacidades y motivaciones diferentes, que no corresponden al prototipo de alumno
promedio (CAST, 2011).

El DUA proporciona una respuesta al creciente interés por desarrollar curriculos
mas personalizados, que respondan a la diversidad de aprendices en el entorno
escolar. Sin embargo, este marco de referencia hace hincapié en que no es necesario
elaborar respuestas educativas personalizadas disefiadas a la medida para aquellos
alumnos con necesidades educativas especiales. Por el contrario, ellos proponen que
desde el inicio se deben planificar procesos pedagdgicos flexibles, que atiendan a las
necesidades de grupos que, por su naturaleza humana, son esencialmente diversos
(Rappolt-Schlichtmann, Daley & Rose, 2012). Es decir, el foco est4 puesto en la
eliminacion de barreras y en el disefio de ambientes de aprendizaje maleables, que
sean capaces de ofrecer alternativas y opciones entre las que cada alumno pueda
escoger, anticipandose asi a la variabilidad y permitiendo que todos los estudiantes
progresen desde su propio nivel actual de habilidades (Rose, Harbour, Johnston,
Daley & Abarbanell, 2006).

Por tanto, no se trata solo de diferenciar la ensefianza a posteriori para aquellos
alumnos que presentan un diagndstico médico, neurolégico o psicopedagdgico
determinado, sino de disefiar y poner en practica estrategias pedagodgicas que
resulten efectivas, que otorguen oportunidades de aprendizaje para todos los
alumnos (Ayala, Brace & Stahl, 2012) y que permitan responder a los diferentes
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ritmos, estilos y necesidades de aprendizaje. Para esto, es necesario que dichas
estrategias se fundamenten en el conocimiento y la comprension de las
conceptualizaciones construidas por los alumnos y de los niveles de apoyo y la
calidad de los andamiajes que requieren (Empson, 2003; Stough & Palmer, 2003).
Asimismo, resulta crucial la forma en que este conocimiento de los procesos
cognitivos de los alumnos contribuye al disefio y estructura de las estrategias de
ensefianza para que estas promuevan el aprendizaje de todos los estudiantes
(Moscardini, 2014).

Aln mas, diversos autores (ver por ejemplo Jordan, Schwartz y McGhie-
Richmond, 2009; Watson, 2000) argumentan que las estrategias de ensefianza
efectivas son utiles para todos los estudiantes, incluyendo a la gran mayoria de
aquellos con necesidades educativas especiales y especialmente para los que tienen
dificultades de aprendizaje relacionadas a areas particulares del curriculum. La razon
de esto reside en que la entrega de oportunidades de aprendizaje flexibles, que se
adaptan al nivel de comprension y habilidades de cada alumno es factible en un aula
inclusiva y ayuda a una experiencia de aprendizaje mas efectiva para todos los
alumnos.

En sintesis, es necesario un cambio de paradigma, que avance desde la
concepcion de las practicas pedagogicas como algo que debe resultar efectivo para
el estudiante promedio y que se complementa con algo adicional o especial para
algunos alumnos, hacia un enfoque centrado en el estudiante, en el que se disefien
oportunidades de aprendizaje en las que todos pueden participar y que permiten el
acceso al curriculum para todos.

2.2 Conocimientos de los profesores para las practicas pedagdgicas inclusivas

La aplicacion de este enfoque pedagdgico a la ensefianza de las matematicas
en los niveles de educacién basica requiere de profesores que sepan orquestar muy
bien sus conocimientos profesionales, que Shulman (1986) categorizo en tres tipos:
conocimientos pedagogicos generales; conocimientos disciplinares, que en este caso
se refiere a tener conocimientos generales de la matematica; y conocimientos
pedagdgicos del contenido, que Shulman defini6 como una forma particular del
conocimiento del contenido disciplinar, que abarca los aspectos afines a su
enseflanza, incluyendo diversas formas de representacion de los principales
conceptos de la disciplina, variedad de ejemplos y explicaciones que permitan hacer
el contenido comprensible para los alumnos, comprension acerca de qué hace que el
aprendizaje de un contenido sea mas facil o mas dificil, las dificultades o errores mas
comunes para cada tema y estrategias que permitan reorganizar las estructuras
mentales de esos estudiantes para superar las dificultades, entre otros.

Hill y Ball (2009), a partir de la observacion de profesores de primaria,
determinaron que la interpretacion de conceptos y procedimientos matematicos, su
explicacion a nifios y jovenes y la comprension del razonamiento de estos, requiere
de una habilidad que no es necesaria en otras profesiones. Asi, diferenciaron aun
mas finamente la categorizacion propuesta por Shulman y crearon el constructo de
Conocimiento Matematico para Ensefiar (Ball, Thames y Phelps, 2008), que tiene dos
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grandes categorias: Conocimiento Comun del Contenido y Conocimiento Pedagdgico
del Contenido; dentro de este ultimo, se incluye el conocimiento del curriculum, del
contenido y la ensefianza y del contenido y los estudiantes. ElI conocimiento del
contenido y los estudiantes contempla la capacidad para anticipar los aspectos del
contenido que los alumnos pueden considerar confusos o el tipo de razonamiento que
podrian seguir ante un determinado contenido, la habilidad de interpretar los
razonamientos a veces incompletos y expresados en el lenguaje cotidiano de los
jovenes estudiantes y conocimiento sobre los errores que mas comunmente surgen
durante el aprendizaje de un determinado contenido matematico. Por su parte, los
profesores ponen en préactica el conocimiento del contenido y la ensefianza cuando,
por ejemplo, durante las discusiones con toda la clase deben decidir si profundizan o
no en la contribucion de un alumno, si se detienen para clarificar mejor un asunto, si
realizan una pregunta o dan una tarea particular para potenciar o poner en conflicto
el razonamiento de un alumno.

Greer y Meyen (2009) también destacan que para que la ensefianza de la
matematica a alumnos con necesidades educativas especiales logre desarrollar un
aprendizaje comprensivo y no meramente memoristico, es clave que los docentes
cuenten con un solido conocimiento pedagogico del contenido y rescatan la definicion
gue Shulman (1987, p.15) hace de éste como “la capacidad del profesor de
transformar el conocimiento del contenido que €l o ella posee en formas que son
pedagdgicamente poderosas, pero a la vez adaptables a las variaciones en habilidad
y antecedentes que presentan los alumnos”.

Por lo tanto, son de especial interés el conocimiento y las habilidades que
puedan tener los docentes en relacibn a como piensan o razonan los alumnos en
edad escolar, lo que facilita la implementacion de practicas pedagdgicas centradas
en el estudiante y que atiendan a las necesidades educativas de todos ellos (Empson,
2003).

2.3 Comprension del razonamiento matematico de los alumnos para el disefio
de estrategias pedagdgicas efectivas

Bajo esta perspectiva, la interpretacion del pensamiento y de las formas de
razonar de los alumnos resulta crucial para poder desarrollar e implementar practicas
pedagdgicas inclusivas, ya que otorga informacion relevante para la toma de
decisiones pedagdgicas, informacién de mayor utilidad que la mera identificacion de
déficits del alumnado (Elliot y Gibbs, 2008, citado en Moscardini, 2014).

De manera similar, Watson (1996) postula que una manera efectiva de apoyar
a los estudiantes con necesidades educativas especiales consiste en utilizar el
conocimiento acerca del razonamiento matematico de los alumnos para modificar la
enseflanza y disefiar respuestas educativas acordes a sus necesidades. Para
acceder a las comprensiones conceptuales de los alumnos, Watson sefala que es
necesario establecer interacciones focalizadas con los estudiantes, que permitan
conocer de mejor manera su pensamiento.
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Un estudio realizado por Moscardini (2013), apoya lo propuesto por Watson. El
estudio indago6 los conocimientos y creencias de doce profesores de primaria en
escuelas especiales que atienden a nifios con dificultades de aprendizaje moderadas
antes y después de un curso de desarrollo profesional sobre razonamiento
matematico de los alumnos. Los docentes participantes destacaron que una
comprension mas profunda de las formas de pensar de sus estudiantes les
proporcionaba una base de conocimientos mas sélida para la ensefianza.

Ademas, este enfoque pedagdgico, que busca comprender el razonamiento de
los estudiantes en el contexto de las comunidades de aprendizaje que se construyen
en el aula, apoya una actitud de indagacion que es caracteristica de una pedagogia
inclusiva (Moscardini, 2014).

En el ambito de la educacion regular, también existe amplio consenso y vasta
evidencia que muestra que la comprensidbn que tienen los profesores del
razonamiento matematico de los alumnos es una poderosa herramienta para mejorar
los procesos de ensefianza. Por ejemplo, un estudio longitudinal dirigido por
Fennema, Carpenter, Franke, Levi, Jacobs y Empson (1996) examind como
cambiaban las creencias y las practicas pedagoégicas de 21 profesores de primaria en
un periodo de 4 afios en que los docentes participaron en un programa de desarrollo
profesional orientado a incrementar su habilidad para comprender el desarrollo del
razonamiento matematico de sus alumnos. Encontraron grandes cambios tanto en las
creencias como en las practicas docentes, que evolucionaron desde unas en que el
rol del profesor consistia en demostrar procedimientos hacia unas en que el docente
ofrecia actividades de resoluciéon de problemas y fomentaba la comunicacién y
discusion de los razonamientos de los estudiantes, ayudandolos asi a construir nuevo
conocimiento sobre su propio nivel actual de razonamiento matematico. Aun mas,
Fennema y su equipo mostraron que estos cambios en las practicas pedagdgicas
resultaron en mejores logros de aprendizaje de los alumnos.

Es entonces crucial preguntarse como puede un profesor evaluar si el
razonamiento de sus alumnos refleja o no una real comprension del contenido
matematico. A este respecto, Barmby, Harries, Higgins y Suggate (2007) sefialan que
si consideramos que la comprension de la matematica se basa en el establecimiento
de conexiones entre representaciones mentales de conceptos matematicos, entonces
para conocer el grado de comprensién de un alumno respecto de un concepto o
procedimiento matematico, primero es necesario admitir que éste no es posible de
conocer a cabalidad, pues no es directamente observable. Solo es posible acceder a
el considerando algunas muestras o representaciones, que nos ilustren lo que un
alumno ha comprendido de manera correcta, aquello que aun le falta por construir y
aquello que ha construido o conectado de manera erronea.

Para ello, segiin Barmby y sus colaboradores (2007), es necesario utilizar tareas
o actividades con caracteristicas particulares, que permitan que los alumnos tengan
la oportunidad de expresar dichas representaciones. Por ejemplo, un listado de
ejercicios matematicos construido sin ninguna intencion particular mas que la practica
de procedimientos matematicos, puede entregarnos poca o0 ninguna informacion
acerca del nivel de comprensiéon matematica de los alumnos, ya que es posible
resolver‘gran parte de los ejercicios matematicos con una comprension limitada de
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los conceptos involucrados, utilizando técnicas memoristicas. De esta manera, el
hecho de que un estudiante tenga correcto uno o0 mas ejercicios matematicos, no
proporciona informacién til para el profesor que busca desarrollar habilidades de
razonamiento matematico en sus alumnos. Sin embargo, cuando un alumno comete
un error de manera sistematica, éste podria indicar las limitaciones de su comprension
acerca del contenido matematico implicado.

2.4 Errores matematicos: una ventana hacia el razonamiento matematico de los
estudiantes

Para los efectos de este argumento, se consideraran errores matematicos
aquellos errores sistematicos, persistentes y profundos, que no son facilmente
identificables y corregibles por el estudiante de manera aislada (Brodie, 2014).

La persistencia y sistematicidad de los errores son explicadas por las teorias
constructivistas del aprendizaje como provenientes de concepciones erradas
(misconceptions), es decir, de estructuras conceptuales construidas por el estudiante,
gue tienen sentido de acuerdo a sus estructuras mentales actuales, pero que difieren
del conocimiento disciplinar (Smith, diSessa & Roschelle, 1993). Se desprende
entonces, que los errores tienen sentido para quien los comete, puesto que existe un
razonamiento subyacente (errado) que explica lo realizado. Muchas veces estas
concepciones erréneas provienen de aprendizajes previos que son transferidos
incorrectamente para la realizacion de tareas o ejercicios matematicos en un ambito
diferente 'y es posible identificar dentro de un mismo error elementos
matematicamente validos y elementos incorrectos (Brodie, 2014).

Las concepciones erroneas, al estar conectadas a estructuras conceptuales
correctas en otras areas, son dificiles de eliminar o de reemplazar mediante la
ensefanza, ya que las estructuras mentales deben ser reemplazadas o reorganizadas
en otras mas apropiadas y acordes al conocimiento proveniente de la disciplina. Sin
embargo, esto no significa que los errores no deban ser considerados en el proceso
de ensefianza, muy por el contrario, este cambio conceptual implica grandes desafios
para los docentes, quienes deben comprender y enfrentar estas conexiones erréneas
(Smith et al., 1993; Brodie, 2014), ya que dar respuesta a los errores matematicos de
los alumnos al interior del aula ha demostrado tener mejores efectos en el aprendizaje
gue intentar evitar su ocurrencia (Rach, Ufer y Heinze, 2013).

Brodie (2014, p. 224) sintetiza las caracteristicas de los errores sefialando que
estos

‘son razonables y muestran el razonamiento de los alumnos; son una parte
normal y necesaria del aprendizaje de las matematicas; y los errores de los
alumnos dan acceso a los profesores al pensamiento actual de los alumnos
acerca de las maneras de hacer matemética’.
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2.5 El andlisis de errores

Hace ya varias décadas que Hendrik Radatz (1979) sefial6 que los errores en el
aprendizaje de las matematicas son el resultado de la combinacion compleja de
diversas variables, incluyendo las caracteristicas del curriculum, del entorno, de los
profesores, de los estudiantes y de todas las interacciones entre ellos. Por esta razon,
los errores presentan un gran desafio para los profesores, puesto que es necesario
dilucidar entre variados factores para poder dar una respuesta pedagogicamente
apropiada.

El cdmo se lleva a cabo este proceso de andlisis, ha sido estudiado por diversos
autores y es considerado como un elemento indispensable de la ensefianza de la
matemética (Peng y Luo, 2009; Riccomini, 2005).

McGuire (2013) propone un ciclo de andlisis de errores organizado en tres
etapas. La primera consiste en identificar el patron de errores o la conceptualizacion
errénea del estudiante. A este respecto, Holmes, Miedema, Nieuwkoop y Haugen
(2013) senalan que los profesores, primero deben ser capaces de discernir si un error
proviene de una concepcion erronea o es simplemente el producto de un descuido.
Si el caso es el primero, la naturaleza de los errores y sus causas subyacentes deben
ser buscadas, para asi poder individualizar la ensefianza y responder a las
necesidades particulares de los alumnos (Radatz, 1979; Prediger & Wittmann, 2009;
Cox, 1975), lo que constituye la segunda etapa del ciclo de analisis propuesto por
McGuire (2013).

Para identificar y comprender los errores de los estudiantes, los profesores
deben tener un solido conocimiento disciplinar de la matematica, pero a la vez deben
ser capaces de interpretar los niveles de comprension del alumno (McGuire, 2013).
Esto entrega a los docentes informacion Gtil acerca de los procesos cognitivos
subyacentes al razonamiento matematico de los alumnos, en lugar de focalizarse
exclusivamente en si las respuestas son correctas o incorrectas, lo que no permite
visualizar como o qué estan aprendiendo los alumnos (Ashlock, 2009).

La tercera etapa en el ciclo de analisis de errores (McGuire, 2013) consiste en
remediar los errores utilizando estrategias pedagodgicas especificamente disefiadas
para estos efectos. La habilidad para seleccionar adecuadamente estas estrategias
estd relacionada con el concepto de conocimiento pedagodgico del contenido
propuesto por Shulman (1987), ya que se refiere al conocimiento que los profesores
tienen de estrategias que tienen un alto potencial para reorganizar las estructuras
conceptuales de los estudiantes (McGuire, 2013).

A pesar de la relevancia de esta etapa, diversos estudios han mostrado que
tanto los futuros profesores (Cooper, 2009) como muchos profesores en ejercicio
(Riccomini, 2005) no han recibido suficiente formacion que los ayude a disefar
respuestas pedagoégicas apropiadas y focalizadas en la reconstruccién de conceptos,
gue atienda a las dificultades especificas que presenta el alumno.
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7. Conclusiones

La inclusion de todos los estudiantes en un mismo sistema educativo es un
objetivo relevante en muchos paises. Para lograrlo, es necesario que los docentes
disefien curriculos flexibles, que dejen espacio para que los alumnos accedan a los
contenidos de estos desde diferentes perspectivas, a ritmos distintos, con formas de
aprender diversas. Es decir, que se acerquen al aprendizaje de acuerdo a sus
caracteristicas y necesidades particulares. Es en la flexibilidad de los disefios donde
esta la clave, ya que ésta permite que cada estudiante tenga una experiencia de
aprendizaje particular y ajustada para él.

Para poder disefiar procesos de ensefanza y aprendizaje que se acomoden a
las caracteristicas de los estudiantes, los docentes necesitan poseer conocimientos
relevantes acerca de los diversos procesos de razonamiento matematico que suelen
tener los estudiantes frente a los contenidos o habilidades que quieren promover. Sin
embargo, esto muchas veces no es suficiente, puesto que en la realidad del aula es
posible observar que surgen alumnos con razonamientos diversos, originales y
diferentes a los esperados por el educador. Por lo tanto, es necesario que los
docentes pongan en practica estrategias que les permitan conocer y comprender los
procesos de razonamiento que estan siguiendo sus alumnos, para asi poder dar
respuestas educativas que se ajusten a los niveles actuales de comprension de sus
alumnos y que, a la vez, los ayuden a avanzar en sus aprendizajes.

Una estrategia relevante para conocer el razonamiento matematico de los
alumnos consiste en analizar los errores que ellos cometen al realizar ejercicios o
tareas matematicas. El proceso de andlisis de errores comienza con la identificacién
de un patrén de errores, que permite al docente caracterizar el tipo de ejercicios en
los que el alumno se equivocaria. Luego, la comprensién de la naturaleza del error y
de las concepciones equivocadas que lo subyacen, permiten al educador vislumbrar
el razonamiento del estudiante y predecir el tipo de respuesta que daria a un ejercicio
o tarea similar. Con esta informacion, el profesor esta en mejores condiciones para
crear e implementar respuestas educativas que se ajusten a las distintas
caracteristicas y necesidades de los alumnos diversos que tiene a su cargo, que
impulsen el aprendizaje y permitan que todos los estudiantes desarrollen al maximo
sus capacidades.
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