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Resumen

En este articulo mostramos como la investigacion matematica no puede mantenerse
alejada de las aulas a riesgo de presentarse a los alumnos y futuros ciudadanos como
una ciencia obsoleta y sin aplicaciones en la vida diaria. El Proyecto Klein de IMU e
ICMI, que quiere recordar las ideas de principios del siglo XX del matematico aleman
Félix Klein, va en esa direccién. Presentamos dos ejemplos posibles en las que,
partiendo de resultados elementales que se ensefian en las escuelas, podemos llegar
a las ultimas aplicaciones y desarrollos sofisticados de la matemética actual.

1. Acercando la investigacion matematica a las aulas

La investigacion matematica ha conocido en el dltimo siglo un desarrollo
espectacular. A pesar de la crisis de los fundamentos sufrida a finales del siglo
XIX y principios del siglo XX, que culmina con la demostracion de Kurt Godel
en 1931 de que cualquier sistema formal consistente que permita describir la
aritmética sera necesariamente incompleto, es decir, siempre habra
afirmaciones que se puedan expresar en el lenguaje del sistema cuya
veracidad o falsedad no se puedan demostrar en ese sistema, las matematicas
han sabido reponerse y han alcanzado cotas extraordinarias.

Desde ese momento, ya podremos ver de la misma manera aquella afirmacién
de David Hilbert, "Wir missen wissen, wir werden wissen" ("Debemos saber,
sabremos"), hecha casi simultineamente con el anuncio del teorema de
incompletitud de Godel, pero debemos siempre recordar un clasico articulo del
Premio Nobel de Fisica de 1963, Eugene Paul Wigner, titulado “La efectividad
irrazonable de la matemética en las ciencias naturales, en la que afirma:

“The first point is that the enormous usefulness of mathematics in the natural
sciences is something bordering on the mysterious and that there is no rational
explanation for it”".

Aunque Wigner tenia un concepto formalista de las matematicas: “mathematics
is the science of skillful operations with concepts and rules invented just for this
purpose”, durante los ultimos cincuenta afios, y muy especialmente desde el
advenimiento de los ordenadores, esta disciplina se ha convertido en una pieza
indispensable para el desarrollo tecnoldgico y el mantenimiento de la sociedad
del bienestar. Esto sin olvidar su papel clave en el desarrollo de otras ciencias,
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no solo de la Fisica, sino también (mas recientemente) de la Biologia o la
Medicina.

Sin embargo, mucha de la importancia de las matematicas en la educacion se
desvanece ya que sus ultimos avances y sus aplicaciones no llegan a las aulas
o, si lo hacen, no con la suficiente fuerza para causar un impacto en la
ensefianza. Pareciera que ensefiamos unas matematicas rigidas, elaboradas
hace siglos, de manera que la impresion para muchos alumnos es la de
saberes obsoletos e indtiles.

Por otra parte, las matematicas, como toda ciencia, como toda invencion
humana, van acompafiadas de las historias personales de las mujeres y
hombres que las desarrollaron; y de los contextos histéricos y cientificos que
propiciaron esos desarrollos, bien por necesidad o bien por encontrarse a
mano el instrumento que precisaban y que los matematicos, a veces no
guiados por el interés practico, habian elaborado previamente. Es
paradigmatico el caso de Godfrey Harold Hardy, quién en su Apologia de un
matematico (1940), afirmaba cosas como esta: “"ninguna persona ha
descubierto ya una aplicacion militar para las teorias de niameros o relatividad,
y parece improbable que esto ocurra por muchos afios". Hoy en dia, la Teoria
de Numeros y los resultados en curvas elipticas se han mostrado esenciales
para el desarrollo de la criptografia moderna y permiten transacciones
comerciales por internet impensables en los tiempos de Hardy.

Estamos pues convencidos que una aproximacién de la investigacion
matematica a las aulas, acompafiada del contexto histdrico-cientifico
correspondiente, serviria para formar a nuestros estudiantes de una manera
mas integral, a la vez que podria contribuir a una mayor motivacion, al percibir
que las matematicas han sido y lo continban siendo, una ciencia viva; me
atreveria a decir, que mas viva que nunca.

Se trataria de presentar un tema que hiciera un recorrido desde sus inicios mas
elementales (que habitualmente son los presentados en el aula) hasta los
tiempos actuales, viendo como se han producido variaciones y aplicaciones,
algunas de ellas insospechadas. A la vez, se veria como existen derivaciones
transversales, y esos temas han conducido en muchos casos a la interacciéon
directa con otras ciencias y a desarrollos tecnoldgicos.

Esta propuesta no es diferente a la en su dia propuesta por Félix Klein,
catedratico de la Universidad de Gotinga, contenida en su libro de 1908
“Matematica elemental desde un punto de vista superior”. En su
aproximacion a la ensefianza, Klein precisamente ponia encima de la mesa
como las matematicas que se ensefiaban en las facultades no llegaban a las
aulas de secundaria. Su preocupacion era que llegaran a los profesores que
luego las iban a impartir. Pero podemos ser mas ambiciosos y tratar de que
lleguen a profesores y alumnos, aun cuando son los profesores los que pueden
remachar la tarea con su contacto continuado en el dia a dia.

Esta propuesta de Félix Klein fue muy notable, ya que se trataba de un
investigador de primera linea, autor del llamado Programa de Erlangen que
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clasificaba las geometrias por sus grupos de transformaciones y que supuso
una revolucion en la geometria y en las matematicas en general. Y debe
también sefalarse una faceta a veces menos conocida de Klein, y fue su
impulso a las matematicas aplicadas a la industria.

La idea de Félix Klein ha sido retomadapor la International Mathematical Union
(IMU) y la International Commission on Mathematical Instruction (ICMI), en
sendas sesiones de sus comités ejecutivos de marzo y abril de 2008, donde
tomaron la decision de proponer un proyecto conjunto que, bajo la direccion del
profesor W. Barton (del Departamento de Mateméticas de la Universidad de
Auckland, Nueva Zelanda), pusiera en marcha una actualizacion —en cierto
sentido y con todos los matices—de la obra de Klein.

Asi, ademas de una serie de congresos Yy talleres en diferentes lugares del
mundo, se ha puesto en marcha el Blog Proyecto Klein
http://blog.kleinproject.org/?lang=es, precisamente con la idea de disefiar
vifietas en esa direccién. Segun se apunta en el blog, “el objetivo de las vifietas
es dar a los profesores una sensacion de conexion entre las matematicas del
mundo del profesor y la investigacion y aplicaciones contemporaneas de las
ciencias matematicas. Es por eso que comienzan con algo familiar para el
profesor y progresan hacia un mayor entendimiento del tema a través de un
pedazo interesante de mateméticas. Al final, ilustran un principio clave de
matematicas. La vifieta ha de estar escrita de manera que se complete este
viaje. Una vifieta es un trozo independiente y corto de matematicas escritas
para profesores de secundaria de clases con los alumnos mas mayores
(PSCAMMS). No se trata de pedagogia, pero inspiran una docencia mejor. No
se trata de curriculum, pero retan a los profesores a reconsiderar lo que
ensefian. No son recursos para usar en clase, sino una fuente de inspiracion
de la que pueden beber los profesores. El objetivo es refrescar y enriquecer el
conocimiento matemético de los profesores.”

3. Dos ejemplos

En este breve articulo quisiera dar algunas pinceladas de como podria hacerse
esta aproximacion, buscando algunos ejemplos de temas que son parte del
curriculo de secundaria o bachillerato y que pueden ser utilizados para estos
fines, y partiendo del principio de que la mejor manera de mostrar una
propuesta tedrica es a través de algunos ejemplos ilustrativos. Esperamos con
ello complementar en alguna medida las ideas contenidas en el proyecto Klein.

3.1 Kepler, cristales de nieve y los caprichos rudolfinos

No hace falta irse a los ultimos avances de la disciplina para encontrar motivos
con los que cumplir el objetivo de acercar la investigacion a las aulas. Un
ejemplo que puede utilizarse con multiples finalidades es el de Johannes
Kepler.

Johannes Kepler es un personaje habitual en la ensefianza secundaria y el
bachillerato por sus tres famosas leyes que establecieron los fundamentos del
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movimiento de los cuerpos que conforman en Sistema Solar. Recordemos aqui
estas tres leyes, que se recogieron en la obra de Kepler, Astronomia Nova,
publicada en Praga en 1609:

12) Los planetas recorren orbitas elipticas y el sol se situa en uno de los focos
de la elipse;

2%) El area barrida por la recta imaginaria que une sol-planeta sobre la
superficie de la elipse, es la misma en intervalos de tiempo iguales;

3%) EIl cuadrado del periodo de la érbita de un planeta alrededor del sol, es
proporcional al cubo del semieje mayor de la elipse. Esta es la denominada ley
armonica.

Estas leyes surgieron de las observaciones y las cavilaciones tedricas.
Recordemos que todavia no existia el calculo diferencial y que las
observaciones eran todavia muy rudimentarias, aunque comenzaban a ser mas
precisas. Asi que Kepler fue a Praga en 1600 contratado por Tycho Brahe,
danés que ejercia entonces como astronomo real de Rodolfo Il. Brahe es
considerado como el “mejor observador del cielo” antes del telescopio, gracias
a los ingeniosos aparatos de medicibn que €l mismo construia. Brahe,
impresionado por los resultados tedricos de Kepler, estaba dispuesto a darle
acceso a sus datos, lo que era una oportunidad que Kepler no podia
desaprovechar. De esta manera unieron esfuerzos dos personas con
conocimientos complementarios: el observador de los cielos que aprovecha su
situacion social privilegiada, con el estudioso de la teoria que anhela datos que
corroboren sus intuiciones matematicas.

Hasta entonces, Kepler, habia errado por aquella Europa convulsionada por las
guerras religiosas, habia sido expulsado de Graz, Austria, donde habia querido
echar raices, por su negativa a convertirse al catolicismo. Una vez en Praga,
Kepler comienza su trabajo, que incluye el escribir un tratado en contra del
archienemigo de Brahe, el también astronomo Ursus. Inicia también una
colaboracién con Brahe para elaborar unas nuevas tablas astrondémicas, las
denominados posteriormente Tablas Rudolfinas, en honor de Rodolfo II. En
septiembre de 1601, Brahe muere repentinamente, y unos dias después Kepler
es nombrado astronomo real en su sustitucion.

Ser astrénomo real en aquella época era un buen empleo, pero exigia realizar
trabajos astrolégicos para el monarca, y no esta claro que esto fuera algo que
le gustase. Asi y todo, esta época praguense es quizas la mas pacifica en su
agitada vida. Publicé mas de treinta trabajos, entre ellos la Astronomia Nova, y
dos trabajos importantes de 6ptica, en uno de los cuéles sugiri6 el telescopio
que hoy lleva su nombre. jHasta tuvo la oportunidad de observar una
supernova en octubre de 1604! Sin embargo, la muerte de Rodolfo II, las
tensiones religiosas crecientes, la muerte de su esposa Béarbara y de su hijo
Friedrich de seis afios, obligaron a Kepler a trasladarse de nuevo, esta vez a
Linz, Austria.

¢ Por qué la forma hexagonal?
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En el ambiente de tranquilidad praguense es cuando Kepler escribe “Strena
seu de nive sexangula’. El analisis de Kepler es profundo, y deduce que la
forma particular de los copos de nieve debe ser consecuencia de la manera en
la que se empaquetan las particulas que los constituyen. Kepler unifica asi dos
conceptos: el mundo geométricamente ordenado y creado por un Dios
matematico, con una ciencia que trata de explicar los fenOmenos naturales
buscando las causas y leyes que los producen.

Esta obrita de Klepler se la dedica a su amigo y protector Johannes Matthaus
Wackher von Wackenfelds. En la introduccion Kepler escribe a su amigo:

“Si, sé bien que tan aficionado es usted a la nada; de seguro no tanto por su
minimo valor, sino por el juego divertido y delicioso que uno puede tener con
ella, cual si fuera un gorrion feliz. Por tanto, me imagino que para usted un
regalo debe ser mejor, y mejor recibido, cuando mas se acerque a la nada”.

Kepler ironiza aqui con su situacion en Praga, siempre pendiente de los pagos
a destiempo y recortados de Rodolfo Il, en cuya corte trabajaba Kepler de
astronomo, porque ¢qué mejor regalo que dar nada para quién nada recibe?
Por otra parte, Kepler hace un juego de palabras con nix (latin) que significa
nieve, y nichts (aleman), que significa nada. Kepler piensa ademas que no
habra mejor regalo en esas fechas que reflexionar sobre algo que cae del cielo.
Recordemos que Rodolfo Il era un gran aficionado al arte y empelaba ingentes
cantidades de dinero en la compra de cuadros y esculturas, descuidando los
pagos a los funcionarios y las inversiones publicas, contrayendo deudas
ingentes.

Se puede pensar en esas particulas como glébulos, que se apilan ocupando el
minimo espacio posible, y el empaquetamiento hexagonal es el mejor. Basta
ver las colmenas de las abejas, o las teselaciones de un plano, que pueden ser
de triangulos, cuadrados o hexagonos.

En éste mismo ensayo, Kepler plante6 su famosa conjetura de
empaquetamiento, resuelta 300 afios despues por Thomas Hales. Afos antes,
Kepler habia compartido correspondencia con el astrbnomo y matematico
inglés Thomas Harriot, acerca de la manera 6ptima de apilar balas de cafion en
la cubierta de un buque. Sir Walter Raleigh, de quién Harriot fue ayudante, le
habia planteado la cuestion cuando estaban planificando una expedicion en
1585 rumbo a Virginia, a fin de establecer alli la primera colonia britanica.

La conjetura de Kepler establece que la mejor manera es la que usan los
fruteros para las naranjas, poniendo cada naranja de la siguiente capa apoyada
en el hueco de las cuatro naranjas que estran justo debajo en la primera capa.
Este método minimiza el espacio dejado por los huecos entre las naranjas.

Durante siglos, trataron de demostrarla numerosos mateméticos como Gauss,
que la probo en el caso regular. En el Congreso Internacional de Matematicos
de 1900, fue incluida por David Hilbert entre su lista de los 23 problemas mas
importantes para el siglo XX (el problema nimero 18). Pero el asunto no tuvo
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mayores avances hasta que el matematico hungaro Laszlo Fejes Toth redujo el
problema a un namero finito pero enorme de calculos. Thomas Hales fue capaz
de realizar las cuentas en los afios 90, ayudado por la potencia del ordenador.
El resultando se publicd en Annals of Mathematics, y con ello la conjetura
quedo resuelta. Aunque todavia hoy en dia no todos los matematicos aceptan
gue esto pueda considerarse una auténtica prueba.

Lo que hoy sabemos de la nieve

Kepler no tenia el conocimiento actual de como esta constituida la materia. No
sabia que una molécula de agua esta formada por dos atomos de hidrogeno y
uno de oxigeno, formando un angulo de 104,5 grados. Estas moléculas de
agua estan ligadas con enlaces con sus vecinas, formando tetraedros. Cuando
la temperatura baja, se acercan mas entre si y forman esas estructuras de seis
lados.

Uso en el aula

Contexto historico

Permite examinar el convulso escenario historico de la época, en la que Europa
estaba inmersa en una guerra de religiones y poder.

Desde el punto de vista cientifico, se puede conectar con las diferentes teorias
sobre el Sistema Solar, llegando a la revolucion copernicanica desde la vision
heliocéntrica de Ptolomeo.

El problema de los empaquetamientos se puede conectar con la biologia, bien
en la optimizacion de las colmenas de abejas, bien con el problema a resolver
con el de las proteinas. En particular, la conjetura de Kepler nos permitira
debatir sobre si una prueba por ordenador tiene matematicamente la validez o
no de una parueba tradicional.

El estudio de los cristales de nieve permite ademas la conexion con las
teselaciones y la teoria de grupos cristalograficos; en particular, la aventura de
encontrar los 17 grupos en La Alhambra ya que los artesanos arabes los
conocian.

Transversalidad

Los estudiantes pueden conectar las matematicas con la astronomia. También
con la tecnologia necesaria para construir instrumentos de observacién, como
los telescopios.

El profesor puede utilizar noticias de periédicos, especialmente digitales, para
conectar estos resultados con las misiones astrondmicas (la nave Philae de la
mision Roseta, la Estacion Espacial Internacional) que hacen sus célculos
siguiendo las leyes de Kerpler y las posteriores de Isaac Newton.

Tareas
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Los estudiantes pueden construir los diferentes tipos de cénicas, usando por
ejemplo Geogebra.

3.2 Lageometria: de Euclides al Big Bang

La geometria ha perdido peso en la enseflanza de la Secundaria, de manera
gue estudiantes de 14 o 15 afios, en muchos centros, tienen unas vagas
nociones de lo que es el perimetro de un poligono, de la relacion de la longitud
de la circunferencia con su diametro, o sobre los calculos mas elementales de
areas o volumenes. La geometria tiene un valor formativo enorme en la
ensefianza de las matematicas, por su caracter visual. Estd muy bien que
nuestros alumnos sepan resolver sistemas de ecuaciones lineales vy
ecuaciones de segundo grado, pero seria deseable que supieran asociar una
ecuacion lineal a una recta, o una de segundo grado a una parabola.

Una de las mas apasionantes historias de las matematicas se remonta a
Euclides de Alejandria, el mas relevante matematico de la antigiiedad. Euclides
es conocido por su obra Los Elementos (el segundo libro mas editado tras la
Biblia).

Apenas existen datos fiables de su vida. Asi, Euclides, deviene con el tiempo
en un personaje de historias y leyendas. Segun Estobeo, cuando uno de sus
oyentes, nada mas escuchar la demostracion de un teorema, le habia
preguntado por la ganancia que cabia obtener de cosas de este género,
Euclides, volviéndose hacia un sirviente, habia ordenado: «Dale tres 6bolos,
pues necesita sacar provecho de lo que aprende».

En otra ocasion, al preguntarle el rey Tolomeo | por una via de acceso a los
conocimientos geométricos mas facil y simple que las demostraciones de los
Elementos, Euclides habia respondido: «No hay camino de reyes en
geometria»
Los Elementos constan de trece libros, clasificados asi:

Libros | a VI: Geometria Plana

Libros VIl a IX: Teoria de NUmeros

Libro X: Numeros irracionales

Libros XI a Xlll: geometria del espacio
Es notable su claridad (Einstein los ley6 de nifio y quedo fascinado por el libro).
Euclides construye su argumentacion basandose en un conjunto de axiomas
(principios o propiedades que se admiten como ciertas por ser evidentes y a

partir de los cuales se deduce todo lo demas) que Euclides llamé postulados.
Los famosos cinco postulados de Euclides son:
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|.- Dados dos puntos se pueden trazar una recta que los une.

II.- Cualquier segmento puede ser prolongado de forma continua en una recta
ilimitada en la misma direccion.

lll.- Se puede trazar una circunferencia de centro en cualquier punto y radio
cualquiera.

IV.- Todos los angulos rectos son iguales.

V.- Si una recta, al cortar a otras dos, forma los angulos internos de un mismo
lado menores que dos rectos, esas dos rectas prolongadas indefinidamente se
cortan del lado en el que estan los angulos menores que dos rectos.

El Quinto Postulado se puede escribir de una forma mas familiar como:
Por un punto exterior a una recta se puede trazar una Unica paralela.

Esta formulacion alternativa es debida a Proclo, quien nacio en 411 en
Constantinopla (Estambul), y murié en 485 en Atenas, Grecia. Proclo dirigi6 la
Academia de Platén y comentd los Elementos de Euclides. El resultado de
Proclo se atribuy6 errbneamente durante muchos afios a John Playfair (1748 —
1819), gedbmetra, gedlogo y fisico, y se conocié como Axioma de Playfair.

Se sucedieron muchos intentos histéricos para probar que el quinto axioma se
deducia de los otros cuatro (muchas pruebas falsas), por matematicos como
Wallis, 1663; Girolano Sacheri (supuso que era falso y quiso llegar a una
contradiccion); Legendre (con 40 afios de trabajo sobre el tema, fue el que
probo que el quinto postulado era equivalente a que la suma de los angulos de
triangulo es de 180°); o Johann Heinrich Lambert, que calculé el defecto de
angulo en un triangulo en una superficie hiperbdlica.

Estos repetidos fracasos llevaron a D’ Alembert a calificar este problema en
1767 como el escandalo de la geometria elemental.

Gauss fue el primero en entender el problema. Comenzo a trabajar en €l con
15 afios en 1782. En 1817 llegd al convencimiento que el quinto axioma era
independiente de los otros cuatro. Trataba de idear una geometria en la cual se
podia trazar mas de una paralela por un punto externo, pero Gauss nunca
publicé su trabajo.

Gauss discutié este tema con su amigo, el matematico Farkas Bolyai, quién
habia sido autor de varias pruebas falsas. Su hijo, el matemético Janos Bolyai,
a pesar de que su padre le advirti6 que no malgastara su tiempo en esto,
trabajé en el problema. En 1823 Bolyai escribié a su padre: “He descubierto
cosas tan maravillosas que estoy asombrado ... de la nada he creado un nuevo
mundo.” (Ver [carta bolyali].)
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Dos afos después escribié sus resultados como un apéndice en el libro de su
padre. Gauss quedé muy impresionado, pero Bolyai no habia construido la
nueva geometria, solo habia probado que era posible.

Ni Bolyai ni Gauss conocian el trabajo de Lobachevsky publicado en 1829.
Este fue publicado en ruso en una revista local (Kazan Messenger), trabajo que
habia sido rechazado por Ostrogradski. Lobachevsky publico sus Geometrical
investigations on the theory of parallels en 1840 (61 paginas). Un resumen en
francés en el Journal de Crelle le dio difusion, pero los matematicos no
aceptaron sus ideas revolucionarias.

Lobachevsky reemplaz6 el quinto postulado de Euclides por este:
Existen dos rectas paralelas a una dada por un punto externo a la recta.

Otro importante actor en esta historia es Riemann, cuya tesis doctoral dirigio
Gauss, y que impartio el 10 de junio de 1854 una conferencia para conseguir
su habilitacién en la Universidad de Gotinga, en la que reformul6 el concepto
de geometria. Geometria era, para Riemann, espacio mas una estructura (la
métrica) que permitia medir. Su trabajo se publicé en 1868, dos afios después
de morir.

Riemann trabajé en una geometria en la que las paralelas no son posibles, la
geometria esférica. Estas geometrias no eran diferentes de la geometria
euclidea en el sentido que no habia contradicciones.

El primero en colocar la geometria de Bolyai-Lobachevsky al mismo nivel que
la euclidea, fue Eugeni Beltrami (1835-1900). En 1868 escribié Essay on the
interpretation of non-Euclidean geometry y dio un modelo en dimension 2 en un
espacio euclideo de dimensién 3, la seudo-esfera. En este modelo, los cuatro
primeros axiomas se cumplian, pero no el quinto.

El modelo lo completé Klein en 1871 quién dio ademas modelos de otras
geometrias no-euclideas, como la de Riemann. Klein demostré que hay tres
tipos de geometrias:

Hiperbdlica (Bolyai — Lobachevsky)

Esférica (Riemann)

Euclidea.

Estas nuevas geometrias son las que aparecen cuando queremos estudiar
nuestro universo (son sus posibles formas).

Esta es la nueva vision del universo en el que vivimos tras la Teoria de la
Relatividad de Albert Einstein, que incorpora el tiempo al espacio. Muchos otros
nombres de fisicos y mateméaticos estan ligados a estos avances durante el
siglo XX. La historia continta.

UNI@N Numero 48- Diciembre 2016 — Pagina 20



Acercar la Investigacion Matematica a las Aulas
Manuel de Ledn Rodriguez

Uso en el aula

Contexto historico-cientifico

Permite examinar el cambio de contexto historico desde la Grecia Clasica hasta
nuestros dias, pasando por las diferentes épocas, y mostrando como un
cambio de paradigma cientifico acompafa a cambios cruciales en la sociedad.

También se puede debatir sobre la consistencia de las matematicas, y sobre el
método deductivo que Euclides puso en marcha.

Transversalidad

Los estudiantes pueden conectar las mateméticas, en particular la geometria,
con las ciencias fisicas y con el mundo fisico.

El profesor puede utilizar noticias de periddicos, especialmente digitales, para
conectar estos resultados con las diferentes teorias sobre nuestro universo:
nociones como materia oscura, energia oscura, agujeros negros, ondas
gravitacionales, estan presentes en los medios continuamente.

Tareas

Los estudiantes pueden tratar de construir modelos reales en dos dimensiones
de las diferentes geometrias, y ver si se cumple o no el quinto postulado.
Pueden también utilizar el software matematico desarrollado en los ultimos
afos, cumpliendo por tanto la clase una doble funcion.
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