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Resumen

Este articulo pretende mostrar didacticamente un estilo de realizar
investigacion en matematica y en didactica de la mateméatica en el
pregrado dirigido a un mejoramiento de la “formacion matematica,
promovido a través de la puesta en movimiento de las capacidades de
imaginacion, intuicion y visualizaciébn en el campo de la geometria. El
asunto que discutiremos para alcanzar esa finalidad es la construccién
de las geometrias del plano cartesiano provisto de diversas formas de
“medir distancias”. Veremos que esas geometrias pueden ser
presentadas en forma “cualitativa” lo que estimula la imaginacién en la
medida en que sus conceptos admiten diversas “concretizaciones”.
Palabras clave: Educacion Mateméatica Superior, Geometrias del Plano,
Imaginacion Matematica.

Abstract

This paper aims to show a style of doing research in mathematics and
didactics of mathematics at the undergraduate level, leading to an
improvement in "mathematical training”, which is promoted through the
movement of the capacities of imagination, intuition and visualization in
the field of geometry. The subject we will discuss in order to achieve this
purpose is the construction of the geometries of the Cartesian plane, with
several forms of "measuring distances". We will see that the geometries
can be presented in "qualitative" form, which stimulates the imagination,
as its concepts admit several "concretizations".

Keywords: Higher Mathematics Education, Plane Geometries,
Mathematical Imagination.

Resumo

Este artigo visa mostrar didaticamente um estilo de fazer pesquisa em
matematica e em didatica da matemética em nivel de graduacdo
conducente a um aprimoramento da “formagdo matemética’,
aprimoramento que se promove através da movimentacdo das
capacidades da imaginacdo, intuicdo e visualizacdo no campo da
geometria. O assunto que discutiremos para atingir essa finalidade, é o
da construcdo das geometrias do plano cartesiano, munido de diversas
formas de “medir disténcias”. Veremos que essas geometrias podem ser
apresentadas em forma “qualitativa”, o que estimula a imaginacéo, na
medida em que seus conceitos admitem diversas “concretizagdes”.
Palavras-chave: Educacdo Matematica Superior, Geometrias do Plano,
Imaginacdo Matematica.
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1. Introducédo: o despertar da imaginag¢do na formacdo mateméatica no Ensino
Superior

Este artigo tem um proposito didatico: mostrar um estilo de fazer pesquisa em
matematica e pesquisa em didatica da matematica em nivel de graduacéo
conducente a um aprimoramento na “formagdo matemética” dos estudantes de
Licenciatura e também de Bacharelado em Matematica, aprimoramento que se
promove através da movimentacdo das capacidades de imaginacdo, intuicdo e
visualizacdo matematicas no campo da geometria.

Mostraremos, através de exemplos, que o ensino de mateméatica na Educacao
Superior pode ou deve partir do concreto rumo ao abstrato visando o despertar, ou
melhor, a liberacdo da imaginacdo no campo da matematica. Intuicdo e imaginacao,
entdo, fazem parte essencial de nossa concepcdo de matematica, uma concepcao
dindmica, que considera a matematica como atividade, como forma de pensar, que
incorpora também formas de argumentacdo que escapam ao puramente légico-
dedutivo.

Além disso, iremos mostrar que a matematica, assim concebida, tem uma face
heuristica e experimental, que pode ser explorada e potencializada por meio de
softwares dindmicos. Esses permitem elaborar conjecturas para serem trabalhadas
e possivelmente demonstradas, ou no minimo suscitar a imaginacdo para
construcéo de novos conceitos e resultados. Especificamente, para isso neste artigo,
utilizaremos o software livre GeoGebra.

O assunto que discutiremos neste artigo, como um pretexto (embora por si
importante) para atingir a nossa finalidade, € o da construcdo das geometrias do
plano e do espaco cartesianos a partir da determinagédo de diversas formas de
“medir distancias”, ndo apenas da geometria euclidiana, entendendo esta como a
geometria cartesiana que resulta da forma pitagorica de medir distancias, sendo os
pré-requisitos os seguintes: 1) geometria euclidiana plana e espacial; 2) geometria
analitica elementar; 3) algebra linear; e 4) célculo diferencial e integral em uma
variavel.

Os conceitos e resultados utilizados neste artigo podem ser encontrados em
qualquer referéncia que trate dos assuntos mencionados anteriormente como pré-
requisitos, € por isso que ndo haverd bibliografia especifica pertinente no final do
artigo.

Veremos, principalmente, que as geometrias em consideracdo, na sua versao
cartesiana, podem ser apresentadas em forma “qualitativa”, isto é, sem o recurso a
coordenadas, e que € essa forma de abordagem que estimula a imaginacao
matematica na medida em que seus conceitos admitem diversas “concretizacdes”
guando traduzidos a coordenadas.

Este trabalho € uma contribuicdo para o Grupo de Pesquisa em Ensino da
Geometria — GPEG, sediado no Programa de Poés-graduacdo em Educacgéo para a
Ciéncia e a Matematica — PCM da Universidade Estadual de Maringa — UEM, e foca
principalmente a formacdo de professores, especialmente a formacdo matematica
do professor em formacéo inicial e continuada, colocando esta pesquisa no ambito
da Educacédo Matematica no Ensino Superior.
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2. A Abordagem Vetorial para se Fazer Geometria no Plano e no Espaco
Cartesianos: a norma e o produto interno como recursos tedricos para a

geometria

O primeiro passo na constru¢do da geometria analitica elementar € a defini¢cdo
dos “espacos de concretizacdo” dos objetos geométricos: o plano cartesiano R? e o
espaco R3, sendo R o conjunto (corpo ordenado completo) dos nimeros reais. E o
primeiro passo importante para introduzir a linguagem vetorial na geometria analitica
€ considerar os pontos como vetores. As argumentacfes a seguir, podem ser
estendidas facilmente a R", para n = 4, porém, a visualizagdo experimental das
propriedades geométricas correspondentes, que é um dos nossos focos, pode néo
ser possivel nesses casos.

Para P = (x,y) ou P = (x,y,z), um ponto de R? ou R3, respectivamente, define-
se a chamada de norma euclidiana de P da seguinte forma:

1Pl = (x + y»)Y? ou |IPll; = (x + y? + 2%)V/2,

sendo que o indice 2 na norma faz referéncia a poténcia 2 e ao expoente % da
formula.

E para P=(x;,¥1) € Q= (x2¥2), ou P=(x,y1,21) € Q= (x3,¥222),
respectivamente, define-se o produto interno usual de P e Q da seguinte forma:

(P,Q) = x1X; + y1Y2 OU(P,Q) = x1X; + V1Y, + Z12,.

Observa-se que a norma pode ser “induzida” facilmente pelo produto interno,
pois ||P|l, = (P, P)*/?, nossa primeira formula de carater qualitativo, pois ela n&o
remete diretamente a sua versdo em coordenadas.

Com essas nocOes, € possivel introduzir os conceitos geométricos basicos
como distancia e angulo, da seguinte maneira.

No caso de P = (x1,y1) € Q = (x3,¥2), a distancia euclidiano-pitagérica
induzida, entre esses pontos (vetores) é dada por:

dy(P,Q) = 1P = Qllz (= [(xr1 — x2)? + (1—y2)?]"2).

E o “angulo 6” entre esses vetores, se ambos forem ndo nulos, é definido
através de:

(P,Q)
IPIIQI

Devemos reparar no fato de que as definicbes de distancia e angulo dadas
anteriormente sdo também apresentadas “qualitativamente”, isto €, usando apenas
0S conceitos de norma e de produto interno independentemente de sua forma
concreta expressa em coordenadas que eles adotam, expressdo colocada acima
entre parénteses no caso da distancia, a que podemos entender como “quantitativa”,
pois através dela pode ser obtido um resultado numérico. A versdo qualitativa
permite diversas concretizagbes quantitativas, dependendo de como sejam definidas
a norma e o produto interno, podendo ser eles diferentes dos usuais euclidianos.

cos 9 =
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Por outro lado, é importante reparar que usualmente (e erradamente) pensa-se
que, pelo menos no contexto do ensino, sO é possivel medir “angulos” num espaco
vetorial se ele estiver munido de um produto interno com sua norma induzida, como
feito anteriormente para o caso da geometria euclidiana no plano e no espaco
cartesianos.

Neste artigo, veremos que num “espaco real normado”, especialmente o R?
como exemplo representativo, com diversas normas que podem ser distintas da
norma euclidiana e ndo necessariamente induzidas por um produto interno, ainda é
possivel medir angulos através do conceito de ‘radiano’, que analisaremos. Em
particular sera possivel calcular o “valor de ©” nas geometrias resultantes (que, como
veremos, ndo necessariamente sera o tradicional euclidiano 3,141592...).

Gera-se, assim, o que chamaremos de “o problema da definicdo de angulo
entre retas (ou entre vetores) num espaco vetorial’. A discussdo em profundidade
desse problema, que pode ser formulado ndo apenas no ambito da matematica,
sendo também da educacédo (em) matematica, visa reforcar a formacdo matematica
conceitual na graduacdo (Licenciatura e Bacharelado) mostrando, através desse
exemplo particular, que a intuicdo e imaginacdo matematicas, que manifestam-se na
discussdo qualitativa dos conceitos, sdo também relevantes para a constru¢do do
conhecimento matematico. Essa discusséao permite desvincular,
epistemologicamente, o qualitativo do quantitativo em matematica, especialmente
em geometria.

Diversos problemas interessantes serdo formulados no contexto da geometria
analitica desses espacos normados que podem ser abordados inicialmente em nivel
de Iniciagdo Cientifica e Iniciagdo a Docéncia Superior em Matematica, mas que
facilmente podem alcancar niveis mais avancados, como esbocaremos no final.
Esses problemas mostrardo, também, que a matematica tem, além de sua face
analitica formal, uma face sintética experimental guiada pela intuicdo e que pode ser
explorada usando recursos nao formais como o0s da geometria dinamica,
especialmente o software livre GeoGebra, face que tem a virtude de aprimorar essa
nossa intuicdo matematica no campo da geometria.

3. Alguns Conceitos Geométricos que Dependem Qualitativamente da Norma

Assim como a distancia e o angulo, ha muitos outros conceitos geométricos
gue podem ser expressos qualitativamente usando agueles como conceitos de base.
O caso mais notorio € o de circunferéncia no plano.

Em R?, define-se a circunferéncia euclidiana de raio r (r > 0) como o lugar
geométrico C, dos pontos P do plano que estdo a distancia r de um ponto fixo
chamado centro, cujo “formato” (ou forma grafica) é ilustrado na figura 1, em que o
centro é o ponto (a, b). No caso do centro ser a origem O = (0,0),

G ={P/IIPllz =7}
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P(x,y)

0 a x

Fig. 1: Circunferéncia com centro em (a, b) e raio de medida r.
Fonte: autores

No Calculo Diferencial e Integral, pode-se definir, também, o comprimento
euclidiano de arco de uma curva v, diferenciavel por partes, cujas equacoes
paramétricas sao dadas por y(t) = (x(t), y(t)), com t € [a, b], usando apenas a norma,
mediante a seguinte integral, pensada intuitivamente como uma soma infinita de
comprimentos infinitesimais,

b
LG = f Iy (Ol de

a
A forma qualitativa desses conceitos permitira generaliza-los ao caso de outras

normas e outros produtos internos, como sera mostrado na sequéncia.

4. “Retrato Falado” de uma Norma num Espaco Vetorial e Concretizagcdo de

Outras Normas Diferentes da Euclidiana

Para estabelecer a condicao qualitativa de uma norma e de um produto interno,
ndo podemos recorrer a suas expressdes concretas (definicdes explicitas) usando
as coordenadas, devemos procurar defini-las implicitamente através de propriedades
minimas que esses conceitos deverdo satisfazer, propriedades que chamaremos de
‘axiomas’. E como construir o “retrato falado” de um conceito através do enunciado
dessas propriedades minimas, metafora que ilustra o fato de poderem existir muitas
concretizacdes que se adequem a esse “retrato falado”.

Comecaremos pela norma. Os axiomas a seguir sdo motivados pelo que de
fato ocorre com a norma euclidiana de R? e de R3.

Seja E um espaco vetorial real. Paratodo u, v € E et € R, definimos a norma
em E como uma funcédo || ||: E - R satisfazendo:

1. lull = 0;

2. (lul =0 u=0;
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3. [ltull = Telllull;
4. flu+ vl < llull + [vl.
Esses axiomas determinam implicitamente uma norma no espaco E.

E claro que a restricdo da norma de E a qualquer subespago é uma norma no
subespaco, em particular o sera nos subespacos planos (isto €, de dimenséo 2) que
sao os que interessam para definir angulo entre dois vetores.

Um fendmeno muito frequente, préprio de um “retrato falado”, € que o conceito
definido assim pode se concretizar de diversas maneiras, como ja mencionado. Em
R?, facilmente extensivel a R3, ou a R" em geral, temos os seguintes “exemplos
concretos” de normas:

Paratodo p > 1 (p € R) e para todo P € R? com P = (x,y), definem-se as p-
normas:

1Pl = (IxIP + 1yIP)V/?;

as quais tém como casos particulares: para p = 1, a norma soma ||P||; = |x| + |y| e

para p = 2, a norma euclidiana ||P||, = (x? + y?)¥/2. Essas normas ainda podem
ser mais gerais, por exemplo, pode-se ter:

IPIl = (alx|? + bly|P)*?, coma >0e b > 0.

A partir dai, pode-se explicitar diversas “formas concretas” do conceito de
‘circunferéncia’ (ou formatos de circunferéncias) a respeito dessas normas como
ilustramos a seguir, substituindo na definicdo de C; dada anteriormente, a norma
euclidiana pela p-norma em consideragao.

Ao utilizar o GeoGebra 3D, pode-se obter a norma ||P|[, como funcéo de p,
representando-a graficamente por meio da seguinte construcao tridimensional:

e Constréi-se inicialmente, um controle deslizante para p, por exemplo, com
minimo 1 e maximo 25, com incremento 1.
¢ Na janela de entrada coloca-se a fungéo nas variaveis x e y,

a(x,y) = (|x|P + |y|P)/P.

Nas figuras 2, 3 e 4 a seguir, temos alguns representantes da fungéo z = a(x, y)
para variacbes de p. Cada grafico pode ser considerado como um “cone” na
geometria correspondente.

Em geral, a p-circunferéncia (ou circunferéncia em relacao a p-norma) de raio r
com centro na origem, tem como equacao cartesiana |x|? + |y|? = rP. Para obter
essas circunferéncias no GeoGebra 3D, toma-se planos paralelos ao plano
coordenado xOy, ou seja, planos z = k. Este k, € na verdade, a medida do raio r.
Nas figuras 2, 3 e 4, temos também representantes dessas circunferéncias em trés
normas distintas, a 1-norma, a 2-norma (a euclidiana) e a 5-norma, quando se faz a
intersecao dos graficos estabelecidos na descricdo anterior, no GeoGebra 3D, com 0
plano z = 2, por exemplo.
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» Janela de Algebra » Janela de Visualizac » Janela de Visualizagao 3D ¥ Vista de plano b
Curva Implicita [ [=LdE
® Cy: (@bsx)* + abs(y))A(C | I | | J
Funcao de Varias Varidveis

1
® a(x,y) = (IxI+ )
Namero
® p=1
Plano
® bz=2
Ponto
® 0,=002)

Fig. 2: Circunferéncia de raio de medida 2 e centro em Os, na 1-norma.
Fonte: autores
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} Janela de Algebra b Janela de Visualizac » Janela de Visualizagao 3D ~ Vista de plano b
Curva Implicita | c~ &
® Cyi (absko? + abs(y))A( | | I | J
Fungdo de Vdrias Varidveis

1
I
® a(xy) = (W*+bI%)
Nimero
® p=2
Plano
® bz=2
Ponto
® 0,=10,02

Fig. 3: Circunferéncia de raio de medida 2 e centro em Oz, na 2-norma.
Fonte: autores
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» Janela de Algebra | » Janela de Visualizac » Janela de Visualizacao 3D | = Vista de plano b

Curva Implicita ~ | A
® Gy (abs(x)® + abs(y)* )

Funcao de Vdrias Varidveis

® axy) = (kP +byl°)’

Nimero

® p=5

Plano

® hz=2
Ponto

® 0;=0002

=
[l
v

Fig. 4: Circunferéncia de raio de medida 2 e centro em Os, na 5-norma.
Fonte: autores

5. “Retrato Falado” de um Produto Interno num Espaco Vetorial e

Concretizacao de Outros Produtos Internos Diferentes do Usual

Um produto interno num espaco vetorial real E € uma funcdo (,): ExE > R
tal que paratodou,v,w € Eeparatodor, s € R,

1.{u,v)=>0,

2.{U,V)y=(v, u,
3.{ru+sv,w)=ru, w)+s(v, w),
4.{U,rv+sw)=ru, v)+su, w).

Esses axiomas, motivados também pelo que acontece com o produto interno
usual de R", determinam qualitativamente um produto interno no espaco E.

A partir dai, define-se a norma induzida pelo produto interno mediante ||u|| =
(u,u)/?, e demonstra-se que satisfaz os axiomas de uma norma. Demonstra-se,
também (0 que nao sera feito aqui, porém daremos um indicio informal mais
adiante), que dentre as p-normas, somente a norma euclidiana pode ser definida a
partir de um produto interno e é o usual.

Como no caso das normas, pode-se ter diversas concretizagdes de um produto
interno no espaco E. No espagco R?, se P =(x;,y;) € Q= (x37y,) temos o0s
seguintes:

(P,Q) = ax,;x, + by,y,,ondea >0eb > 0.

1
As normas induzidas por eles séo: para P = (x,y), ||P|| = (ax? + by?)z.
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No desenvolvimento da teoria qualitativa das normas em espagos vetoriais,
prova-se, usando apenas 0s axiomas correspondentes, que todo produto interno
satisfaz a chamada ‘desigualdade de Schwarz’:

[(w, ) < Jlullliv]l.

E esta desigualdade que permite definir ‘aAngulo’ entre os vetores u e v quando
eles sdo nao-nulos, pois nesse caso teremos que:

(u,v)
el vl

donde segue que existe um numero real 0 tal que:

<1

)

(u, v)
llullllv]l

Esse numero 6 sera interpretado como o “angulo entre os vetores u e v’ na
geometria gerada por esse produto interno.

cos 0 =

Em geral, se || || € uma norma em R? induzida por um produto interno, e e1 e
e2 sdo vetores de uma base de R?, isto €, vetores ndo nulos e ndo paralelos, entéo,
para todo P € R? existirdo x , y € R tais que P = xe1 + ye2, portanto, usando as
propriedades elementares do produto interno, a norma induzida adota a seguinte
forma:

IP]| = (xe; + ye,, xe; + yez)l/z = (”6'1”2352 + 2(eq, e3)xy + ||ez||2y2)1/2,

isto &, ||P|| = (ax? + 2bxy + cy®>)*/? com a > 0, ¢ > 0 e, devido a desigualdade de
Schwarz e ao fato dos vetores da base ndo serem paralelos, b? < ac.

Essa expressdo para a norma de P ja da um indicio de que dentre as p-
normas, somente a norma euclidiana pode ser definida a partir de um produto
interno e € o usual.

Ao utilizar o GeoGebra 3D, pode-se obter a norma ||P|| como funcédo de a, b e
c, representando-a graficamente por meio da seguinte construcao:

e Constréi-se inicialmente, trés controles deslizantes para a, b e c, por

exemplo, com minimo 1 e maximo 10, com incremento 1, para a € ¢ € com

minimo —5 e maximo 5, também com incremento 1 para b.

e Na janela de entrada coloca-se a funcdo nas variaveis x e y, f(x,y) =

(ax? + 2bxy + cy?)/2.

A figura 3 mostra o cone correspondente ao produto interno usual, enquanto
que a parte esquerda da figura 6 a seguir mostra essa construcdo, com diferentes
valores para a, b e c, resultando num cone eliptico.

Nessa geometria, a equacao da “circunferéncia” de raio r centrada na origem €&
dada por ax? + 2bxy + cy? = r?, para os diferentes valores de a, b e ¢, e que podem
ser obtidas, por meio da interse¢do com planos z =r, cujo formato que “vemos”,
depende dos valores atribuidos aos coeficientes. Na parte direita das figuras 5 e 6 a
seguir, apesar de “vermos” diferentes formatos, devemos “imaginar’ que s&o
“circunferéncias” para as diferentes normas. “VYemos” uma elipse, mas “imaginamos”
uma circunferéncia!
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» Janela de Algebra » Janela de Visualizacdo » Janela de Visualizagiao 3D ~ Vista de plano d
LT Te~1#]

Curva Implicita
® e (X +0xy+y)Al[2)-2=
Funcdo de Vdrias Variaveis
1
® i(x,y) = (1x+0xy+1y?)?
Niamero
®a=1
®b=0
®c=1
Plano
® dz=2

Fig. 5: Circunferéncia obtida por meio da norma proveniente do produto interno usual.
Fonte: autores

~ Vista de plano d

» Janela de Algebra } Janela de Visualizacac » Janela de Visualizacdo 3D
[LT Te~1a]

Curva Implicita
® e ((x®+ 1.05xy+yHA1/2)-2=
Funcao de Varias Varidveis
1
® f(x,y) = (1x*+105xy+1y%)"
Nimero
®a=1
® b=1.05
®c=1
Plano
® dz=2

Fig. 6: “Circunferéncia” obtida por meio da norma proveniente de um outro produto interno.
Fonte: autores

6. Definicdo Tradicional de Angulo na Geometria Euclidiana: a “propriedade

angular” e o conceito de “radiano”

Em geometria euclidiana plana, para se chegar ao conceito de angulo entre
duas retas (ou entre dois vetores), com sua medida dada em radianos, demonstra-

se primeiro que:
dadas duas retas concorrentes, se Ci e C2 sdo duas circunferéncias
com centro no ponto de interse¢do das retas e raios que medem r1 e
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r2 respectivamente, e se s1 e S2 S&40 0s comprimentos dos respectivos
arcos menores formados com as retas dadas, entdo, i—l =2

1 2

Esta propriedade pode ser observada experimentalmente no GeoGebra,
construindo inicialmente duas retas concorrentes, um controle deslizante para o
comprimento do raio r, que pode variar, por exemplo de 1 até 3 e com incrementos
de uma unidade. Na sequéncia, constréi-se uma circunferéncia com centro no ponto
de intersecao das retas e raio de medida r. Utilizando as interse¢bes das retas com
a circunferéncia, escolhe-se um dos arcos menores obtidos para fazer o teste da
propriedade. Ao construir o arco escolhido, o GeoGebra mostrara na janela de
algebra o seu comprimento s;. Utilizando a janela de entrada, chame, por exemplo,

. S . .
de or 0 valor do quociente 7’" Variando o controle deslizante, observe que o valor do
angulo nao se altera.

Chamaremos de propriedade angular esse enunciado. Portanto, esse valor
constante e sem dimensdes, que entdo ndo depende da circunferéncia, mas so das
retas concorrentes, € considerado como a “definicdo do valor, em radianos, do
angulo de intersecéo entre essas retas”.

A figura a seguir mostra a representacdo para dois raios diferentes de
circunferéncias com centro na intersecao das retas. Observe, na janela de algebra,
gue mesmo com a variagao dos valores de r e de s, o valor do angulo or = 0,86 ndo
se altera.

» Janela de Algebrax » Janela de Visualizacao » Janela de Algebra) » Janela de Visualizacio
Cénica Cénica
®cx-684+(y r=1 ® c(x-6.84)7% +(y r=2
® s, =086 L ®s, =171 .
Numero Numero
®r=1 ®r=2
o, = 0.86 «, = 0.86

Ponto
A=(1.22,-16)
B = (7.26, 1.44)
C =(1.34, 3.48)
D = (12.02,-0.9)
® F=(8.62,213)
® G=(869,047) . S5
H = (8.83, 1.18) 0
® O =(6.84,1.23)
Reta
® f:-3.04x + 6.04y :
® g:4.38x + 10.68y

Ponto
A =(1.22,-1.6)
B = (7.26, 1.44)
C = (1.34, 3.48)
D =(12.02,-0.9)
® F=(7.73,168)
® G =(7.76,0.85)
H = (7.84, 1.2)
® O = (6.84, 1.23)
Reta
® f:-3.04x + 6.04y :
® g:4.38x + 10.68y

Fig. 7: Medida de um angulo, obtido pelo quociente do comprimento do arco
e o raio de duas circunferéncias com medidas 1 e 2.
Fonte: autores

Esta propriedade permite, portanto, definir “r” como sendo o quociente entre o
comprimento C de uma circunferéncia qualquer e a medida do seu diametro D, isto
€, duas vezes a medida do raio, ou seja: = = C/D. Destaca-se que esta é uma
definicdo qualitativa e ndo quantitativa de .

A pergunta natural que surge aqui é: quais as normas no plano que satisfazem
a propriedade angular para suas “circunferéncias” e qual a concretizagdo numérica
de © nesses casos?
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Consideremos, primeiro, o caso de uma norma induzida por um produto
interno, que sera entdo da forma ||P|| = (ax? + 2bxy + cy?)/?, coma >0, ¢ >0 e b?
< ac. Suporemos inicialmente b = 0, isto é (e1, e2) = 0 para a base subjacente, o que
significa a ortogonalidade dos vetores dessa base a respeito do produto interno
dado. Nesse caso, a “circunferéncia” de centro na origem e raio r, em relacdo a
norma induzida, tem como equacédo cartesiana ax?> + cy>=r>coma>0ec > 0.

Essa “circunferéncia”, que tem uma representacdo geométrica com o formato
de uma elipse, ao fazer variagbes nos coeficientes, como nas figuras 5 e 6, pode ser
parametrizada da seguinte maneira:

y(t) = <%> cos t, (%) sent |,t €[0,2m].

Fig. 8: “Circunferéncia” em que a norma induzida tem como equacéo
cartesiana x? + 2y? = 4, realizada no GeoGebra.
Fonte: autores

Na geometria do plano R? munido desse produto interno, sera possivel definir
angulo entre duas retas, se demonstrarmos a correspondente propriedade angular,
isto €, se demonstrarmos que 0 quociente entre 0o comprimento de um arco em
relacdo & medida do raio, nas circunferéncias indicadas, € constante.

No caso da parametrizagdo de um arco da elipse no intervalo [a , f] temos:
B
L(y) = rf (sen?t + cos? )¥%dt = r(B — a).
a

Portanto,

que é constante e coincide com o angulo euclidiano formado pelas retas que
passam pelo centro da elipse e que tem como vetor diretor, respectivamente, y(a) e

Y(B).

Nessa geometria, o valor de &, definido como o quociente do comprimento da
“circunferéncia” C pela medida do seu diametro D, € 0 mesmo que no caso
euclidiano!

Exercicio: Demonstrar que 0 mesmo acontece no caso em que b = 0.
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Podemos concluir que, no caso de uma norma induzida por um produto interno,
0 angulo definido através do produto interno coincide com o angulo definido a partir
da constatacao da propriedade angular correspondente.

6.1 A Propriedade Angular no Plano com as p-normas

A norma ||P|l, = (Ix|? + ly|P)Y/P, com P = (x,y) e para p # 2, € um tipico caso
de uma norma que nao pode ser induzida por um produto interno. Isso significa que
nao sera possivel definir angulo entre vetores como se faz num espaco de produto
interno. No entanto, € um bom exemplo para testar a proposta de definir angulo a
partir da constatacéo da propriedade angular.

Para essa norma, a p-circunferéncia com centro na origem e raio de medidar é
dado por:
p p
6, = (Coy) €RRI1xlP + Iyl =17} = {xyy e R [ + |2 = 1,

Observa-se que essa circunferéncia é simétrica em relacdo aos eixos x e .
Portanto, no intuito de calcular o valor de n para essa norma como sendo O
comprimento da circunferéncia dividida por 2r, o que denotaremos por m,, basta usar
0 arco correspondente ao primeiro quadrante.

O calculo desse comprimento pode ser feito mediante a formula integral do
calculo do comprimento euclidiano de uma curva parametrizada, substituindo
apenas a norma classica pela p-norma.

Uma parametrizacdo desse “arco de circunferéncia” pode ser feita a partir de
sua propria equacao cartesiana, a que € dada por:

y = (r? —xP)?, com x € [0,7],
obtendo, entao,
y(@®) = (t, P — tP)VP),t € [0,7],

e assim,
1-p
y'(t) = (L—(r" —tP)» tp—l).

Utilizando esta parametrizacdo, o comprimento da circunferéncia € dado por:
1/p

um=[ronda= [ (1+(555) ) @

resultando mp = mp(r) = 4L(y)/2r = 2L(y)/r, isto €&,

w0 O (14 () ) e
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Resta verificar que mp(r) ndo depende de r, e para tanto basta verificar que mp(r)
= np(1), 0 que pode ser feito, sem calcular a integral, mediante a substituicdo u = 1/r.

Concluimos que,

y =7Tp(1)=2jO (1+<1—t7’> > dt.

N&o podemos calcular analiticamente essa integral, no caso geral. De fato, ela
e imprépria em t = 1. Mas, em alguns casos particulares é possivel esse céalculo. Por
exemplo, para p = 1 temos n1 = 4(!!), e para p = 2 temos 2 = 7 (caso euclidiano).

Colocando na janela de entrada do GeoGebra, a integral, chamando este valor
de b, criando um ponto A = (p, b) e ativando o seu rastro, quando p varia, por meio
de um controle deslizante é possivel verificar, os valores calculados anteriormente
para m1 e m2, além de poder fazer conjecturas, por meio da exploracéo deste grafico,
obtido desta forma, apresentado na figura 9, a seguir.

» Janela de Algebra ¢+ Janela de Visualizacdao

Numero
b =4.31822

®p=2
Ponto
® A= (2 3.14159) 16
Reta
® fiy=3.14159

&

N

-4 =2 0 2 4 6 B 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 3

Fig. 9: Estimativa do valor de =, para p > 1.
Fonte: autores

Observe que em p = 2, mostrado no grafico anterior, o valor da segunda
coordenada de A (que pode ser observada na janela algébrica), € o valor de = com
cinco casas decimais. Note também que o ponto A, deslizante, em destaque, tem
um minimo local, mas nao é global, pois em p = 30, o grafico mostra-se abaixo da
reta x = n. Pode-se conjecturar, que este grafico tende a 2, quando p tende ao
infinito. Ainda, neste gréafico observa-se que em p = 1, tem-se o valor 4, como obtido
algebricamente. O grafico da figura 9, mostra também a tendéncia da norma, para
valores entre 0 e 1. Nota-se ainda, que existe um provavel maximo local, por volta
da 8,3-norma, no qual o valor de = fica em torno de 3,59033, com cinco casas
decimais. Todas estas observacdes experimentais serdo motivo de analise e estudo
para outro artigo, utilizando, inclusive, outros softwares como, por exemplo, 0
Matlab. Agradecemos ao Prof. Dr. Saulo Pomponet Oliveira (UFPR) quem nos
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chamou a atengdo para as potencialidades desses outros softwares e inclusive
corroborou com eles algumas de nossas conjecturas.

Uma outra parametrizacdo da p-circunferéncia em consideracao pode ser feita

. . . . . x\P  (y\P
imitando o caso da circunferéncia euclidiana: a partir de (;) +(;) =1

correspondente ao primeiro quadrante, podemos definir, parat € [0, /2],
y(t) = (rcos?/Pt, rsen?/Pt),

donde,
! 27' 2— 2— 1
lly' (ll, = (?) (cos?7Pt senPt + sen®* Pt cosPt)/?,
resultando, entéo,
4 /2
T, = (—) f (cos?7Pt senPt + sen® Pt cosPt)/Pdkt.
0

Note que a parametrizacdo da curva y dada anteriormente pode ser
considerada como uma espécie de coordenadas polares na p-norma.

Exercicio: Demonstrar que as duas versdes para o calculo do valor de m, coincidem
e fazer um estudo comparativo do comportamento grafico dessas parametrizacoes.

7. Resultados “Qualitativos” que Aproximam a Geometria de um Espaco

Normado, com a Propriedade Angular, da Geometria Euclidiana

Na geometria do plano munido de uma norma qualquer, os conceitos de ‘reta’ e
de ‘segmento de reta’ que adotaremos aqui serdo 0s mesmos que 0s da geometria
analitica euclidiana, isto €, no caso do plano, o lugar geométrico dos pontos que
satisfazem uma equacéo do 1° grau em x e y, ou melhor, uma equacéo da formay —
Yo = m(X — Xo), onde m € uma constante.

Isto pode ser justificado da seguinte maneira: se tomamos um ponto fixo (xo ,
yo) e outro variavel (x , y) da suposta “reta”, entdo, para que a inclinagdo em relagéo
ao eixo X, ha norma considerada seja constante, devemos ter que:

G, y) = (6 y0)l

= constante,
[1Cx, ¥0) — (X0, Yo)l
e assim,
y =yl _
| — x0|11(1, 0)| '

Esse argumento € valido, devido ao fato que a norma é invariante por
translagdes e, portanto, preserva distancias. A relacdo encontrada fornece, entao,

uma equacao do 1° grau para a equacgao da reta chamando de m a constante Yo

X—Xo
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No caso de um segmento de reta que une os pontos P e Q, temos suas
equacdes paramétricas dadas por: y(t) = P + t(Q — P) com t € [0, 1]. Nesse caso, &
facil ver que, se || || € uma norma qualquer, entdo, o comprimento desse segmento,
usando a féormula do comprimento de arco, € L(y) = [|Q — P|| = d(P,Q),sendo d a
distancia correspondente a essa norma.

Portanto, a menor distancia entre dois pontos é ainda o segmento que 0s une,
embora, em muitos casos, podem haver muitos caminhos de distancia minima,
como mostra facilmente a figura 10.

R

Y1t

A 4

Fig. 10: Percursos de distancia minima na 1-norma
Fonte: autores
Por outro lado, observe que se uma norma N satisfaz a propriedade angular,
entdo, é possivel, em geral e como ja indicado, definir ty = C/D = C/2r, em que C é 0
comprimento de uma circunferéncia qualquer, em relacdo a essa norma, e D seu
respectivo didametro, donde teremos que o comprimento da circunferéncia de raio r
sera dado por C = 2xnr, igual em forma ao caso euclidiano.

Um outro resultado positivo curioso é o0 seguinte: consideremos a
circunferéncia euclidiana com centro na origem e raio r, isto &, C,. = {(x,y) / x> +
y? = r?}, e calculemos seu comprimento C em relacdo a norma || Il

Observa-se que essa circunferéncia € simétrica em relagdo aos eixos x e y.
Portanto, para calcular C basta usar 0 arco correspondente ao primeiro quadrante e
multiplicar por 4. Nesse caso, usando a parametrizacao:

T
y(t) =r(cost,sent),t € [O, E]'

obtemos,

/2
Ly) = rf (cosPt + senPt)V/Pdt,
0

e assim,
/2
C = 4rf (cosPt + senPt)V/Pdt.
0

No caso especifico de p = 1, obtemos C = 8r, isto é, C = 2m1r pois w1 = 4 como
vimos, e para p = 2, obtemos C = 2nr = 2m2r como no caso euclidiano. Isto é, o
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comprimento da circunferéncia euclidiana na 1-norma e na 2-norma é o0 mesmo que
o da circunferéncia propria do espaco correspondente a essa norma.

Problema: Serd que para p qualquer, C = 2npr, sendo C o comprimento da
circunferéncia euclidiana na p-norma?

7.1 A Soma dos Angulos Internos de um Triangulo

No que segue, faremos uso da propriedade de uma norma ser invariante por
translacbes (ja usado na secdo anterior) para obtermos diversos resultados na
geometria do plano munido com esta norma. Por exemplo, “um angulo transladado
paralelamente mantém sua medida (em radianos)’. Também, a propriedade da
norma de que ||-ul|l = ||u|| implicara que “angulos opostos pelo vértice tem mesma
medida”.

Com essas duas propriedades € possivel resolver o seguinte exercicio.

Exercicio: Na geometria do plano munido de uma norma N que satisfaz a
propriedade angular, provar que uma reta que passa pelo centro de uma
“circunferéncia” qualquer, divide o plano em dois angulos iguais, sendo, portanto, a
medida de cada um igual a nn.

Disso segue que podemos obter a seguinte propriedade surpreendente.

No caso de um espaco normado com a propriedade angular, vimos que €&
possivel definir angulo entre duas retas, logo, é possivel também calcular a soma
dos angulos internos de um triangulo, formado sempre por segmentos de reta.

O surpreendente que pode ser verificado, transladando cada angulo o, e y do
triangulo a origem, o que nao altera sua medida em radianos, € que essa soma é
sempre igual ao valor de nn correspondente a essa norma! Isto &,

o+ p+y=nn.

Esse fato tem profundas consequéncias epistemoldgicas: serd que a geometria
subjacente a essa norma N é a euclidiana apesar de que o valor de nn
correspondente nao seja o euclidiano?
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Fig. 11: Soma dos angulos internos de um triangulo.
Fonte: autores

Esse exemplo, e muitos outros, mostra que as propriedades que estimulam a

imaginacdo em geometria sdo as que dependem do conhecimento qualitativo dos
conceitos e ndo de suas concretizacdes! A esse conhecimento temos acesso
através da logica, mas também, notoriamente, através da experiéncia matematica

guiada pela intuicdo e potencializada com os recursos tecnoldgicos digitais

modernos como 0s que a geometria din@mica nos fornece.
8. Resultados que Afastam a Geometria de um Espaco Normado, com a
Propriedade Angular, da Geometria Euclidiana: a face heuristico-experimental

da geometria
Com técnicas de geometria dindmica podem ser testados alguns resultados da
geometria euclidiana usando diversas normas, reforcando a potencialidade dessa

técnica para fazer “experimentos” e formular conjecturas em geometria.
A seguir, proporemos dois problemas que mostram que a geometria do plano

com a p-norma, para diversos valores de p, € diferente da do caso euclidiano. Os
problemas seréao formulados para p arbitrario, mas resolvidos analiticamente para a

norma soma, isto €, para p = 1, mostrando o caminho para p qualquer, o que pode

ser testado com o recurso do GeoGebra.
Comecaremos calculando o valor, em radianos, de um angulo 6 no primeiro
guadrante do plano. Consideremos, entdo, a 1-circunferéncia de raio r centrada na

origem O = (0, 0) no plano cartesiano, e a semirreta que parte de O e corta a 1-
circunferéncia no ponto P = (X, y) do primeiro quadrante. Chamemos de 6 o angulo

_1@» -0l

POQ, onde Q = (r, 0). Entéo,
0
T
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resultandoe=2—2r—x,emquex>0,y>0ex+y:r.

Aparentemente o angulo 6 depende de r contradizendo a propriedade angular,

no entanto, se calcularmos a declividade m do segmento OP obteremos que fz

— donde g =2-—2-=22 dependendo s6 de m, isto é, do angulo dado pela
m+1 m+1 m+1

declividade da reta, e ndo do raio.

Esse argumento sera usado varias vezes para resolver os problemas propostos
a seguir exemplificando-os na 1-norma.

Problema A: Em geral, para diversos valores de p, dado um tridangulo inscrito num
“circulo” com um de seus lados um diametro dele, o angulo no vértice oposto nem
sempre é np/2 (0 que sim é verdade no caso euclidiano p = 2). Qual a diferenca
desse valor para p qualquer?.

Vejamos o caso p = 1. Consideremos a 1-circunferéncia de centro O = (0, 0) e
raio r no plano cartesiano, e trazemos a semirreta que parte de R = (—r , 0) e corta
essa 1-circunferéncia no ponto P = (x , y) no primeiro quadrante. Chamemos, ainda,
de Q o ponto (r, 0), e consideremos o triangulo RPQ. Chamando de 6 o angulo no
vértice P, o 0 angulo no vértice Q e B o angulo no vértice R, temos que 6 + o + 3 =
m; = 4, donde 6 =4 — (a + ). Transladando os angulos a e § a origem, facilmente
podem ser calculados seus valores em radianos, resultandoa=1ef=1— f donde

p=2-=2
.

X . .
S Observa-se que 0 aproxima-se de % guando x aproxima-se de
zero.

A figura seguinte da um contraexemplo para o problema A, feito por meio do
GeoGebra, e € possivel, nesse caso, variar o ponto P = (x,y), obtendo diversos

valores para o angulo 6, o que mostra, a diferenca com o valor de % = 2.

0=2265>2

4
N PG )

// e
R(-2,0) 0(2, 0)

3 AL -1 '

Gl=127 N | /|H=1

| |/ |
IC=1270C =1

Fig. 12: Contra-exemplo para o problema A e para r = 2 na 1-norma.

Fonte: autores
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Problema B: Também, para diversos valores de p, os angulos na base de um
triangulo isGsceles nem sempre séo iguais.

Vejamos novamente o caso p = 1. Consideremos a 1-circunferéncia com centro
na origem e raio r e a semirreta que parte da origem e corta essa 1-circunferéncia no
ponto P = (X, y) do primeiro quadrante. Consideremos o tridngulo POQ onde Q é o
ponto (r, 0). Como os segmentos OP e OQ sao iguais na 1-norma, esse triangulo &
isésceles. Chamando de o 0 angulo em Q, B o0 angulo em P e 6 o angulo em O,

s 2
mostraremos que f # o. Javimosquea=1e6 =2 — Tx logo, sabendo que a + p +

0 =1 =4, obtemos que =1 +27x2 a e, portanto, > o se x > 0.

Exercicio: Fazer uma analise analoga com o GeoGebra, para o problema B, para
p=1.

Observacéao Final

Como pudemos apreciar, a matematica tem também uma face experimental e
heuristica, aqui potencializada pelos recursos da geometria dindmica, que envolve
raciocinios ndo dedutivos, mas indutivos, analdgicos, informais, importantes para a
pesquisa e descoberta em matematica.

Essa face deve ser enfatizada e incentivada no ensino em todos os niveis e,
em especial, na “formacdo” do matematico e do professor de matematica para o
aprimoramento de sua intuicdo e o despertar de sua imaginacao.

A pesquisa aqui desenvolvida para o estudo da geometria do plano cartesiano
munido de diferentes normas, pode ser realizada, também, numa fase avancada,
para o estudo da geometria intrinseca de superficies (ou, em geral, de variedades
diferenciaveis), cujos planos tangentes (espacos tangentes), estejam munidos de
uma norma nao necessariamente proveniente de um produto interno.

As variedades diferenciaveis cujos espacos tangentes estdo munidos de uma
norma que nao provém de um produto interno, sdo um caso das chamadas de
variedades de Finsler, contrastando com as variedades Riemannianas, cujos
espacos tangentes estdo munidos de uma norma induzida por um produto interno.
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