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Este trabajo proviene de una tesis de maestria en curso, del Programa
de Posgrado en Ensefanza de las Ciencias y las Matematicas del
Instituto Federal de Educacion, Ciencia y Tecnologia de Ceara - Campus
Fortaleza. El objetivo de este trabajo es desarrollar la secuencia de
Lucas en una practica docente, acercandose a su visualizacién 2D,
Resumen expandiéndose a la vision 3D soportada por el software GeoGebra.
Como base conceptual tenemos la Teoria de Situaciones Didacticas
(TSD) para orientar la practica docente y como metodologia utilizamos la
Ingenieria Didactica (DE), apoyando el estudio de esta tematica.
Palabras clave: Secuencia de Lucas, Ingenieria Didactica, Teoria de las
Situaciones Didacticas, GeoGebra.

This work comes from an ongoing master's thesis, from the Graduate
Program in Science and Mathematics Teaching at the Federal Institute of
Education, Science and Technology of Ceara - Campus Fortaleza. The
objective of this work is to develop the Lucas sequence in a teaching
practice, approaching its 2D visualization, expanding to the 3D vision
Abstract supported by the GeoGebra software. As a conceptual basis we have the
Theory of Didactic Situations (TSD) to guide the teaching practice and as
a methodology used Didactic Engineering (DE), supporting study of this
theme.

Keywords: Lucas Sequence, Didactic Engineering, Theory of Didactic
Situations, GeoGebra.

Este trabalho & proveniente de uma dissertacdo de mestrado em
andamento, do Programa de Pds-Graduagdo em Ensino de Ciéncias e
Matematica do Instituto Federal de Educagao, Ciéncia e Tecnologia do
Ceara - Campus Fortaleza. O objetivo deste trabalho € desenvolver a
sequéncia de Lucas em uma pratica de ensino, abordando sua
Resumo visualizagao 2D, expandindo para a visdao 3D com aporte do software
GeoGebra. Como base conceitual temos a Teoria das Situacdes
Didaticas (TSD) para nortear a pratica de ensino e como metodologia
utilizada a Engenharia Didatica (ED), amparando o estudo deste tema.
Palavras-chave: Sequéncia de Lucas. Engenharia Didatica, Teoria das
Situagdes Didaticas, GeoGebra.
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1. Introdugao

A Sequéncia de Lucas € investigada neste trabalho, tendo em vista que este
assunto é pouco abordado na disciplina de Historia da Matematica dentro da
graduacédo (Guedes e Alves, 2019). Deste modo, surgiu o interesse em explorar
esta sequéncia a partir da construgdo geométrica com suas visualizagées em 2D e
3D, visando estimular estudantes de um curso de licenciatura em Matematica a
investigar algumas definicdes referentes a sequéncia de Lucas a serem estudadas
na disciplina de Histéria da Matematica em sua formacgao inicial.

Dentre as definigdes que sdo encontradas na Sequéncia de Fibonacci, a
sequéncia de Lucas, se destaca pela forma mais clara nas aplicagbes e sua relagéao
direta com o numero aureo e suas poténcias. Vale a pena ressaltar que Lucas foi
quem associou e difundiu o nome de Fibonacci, mesmo sabendo que seus primeiros
escritos em referéncia a sequéncia de Fibonacci tenham sido como a série de Lamé
(Silva, 2017). Por esse motivo, destaca-se a importancia do estudo sobre essa
sequéncia.

Assim, o objetivo deste trabalho foi desenvolver a Sequéncia de Lucas em uma
pratica de ensino, abordando sua visualizacédo 2D, expandindo para a visdo 3D com
aporte do software GeoGebra, norteada pela Teoria das Situagbes Didaticas (TSD)
e pela Engenharia Didatica (ED), amparando a pratica do professor sobre seu
estudo.

A ED é uma metodologia de pesquisa originada na Franga e atrelada aos
estudos da Didatica da Matematica e pode auxiliar no desenvolvimento de
investigacbes sobre o processo de ensino e de aprendizagem da Matematica a
partir de situagdes didaticas realizadas em sala de aula.

Segundo Alves (2017), a ED enquanto campo de pesquisa proporcionou uma
evolucdo na investigacao cientifica em Educacdo Matematica, em que o
professor/pesquisador pode desempenhar agdes similares as de um engenheiro,
conciliando conhecimentos de diferentes ciéncias em realizacbes praticas e
planejamentos experimentais bem idealizados, elaborando hipéteses para despertar
a aprendizagem em seus alunos. Assim, a Engenharia Didatica torna possivel ao
professor, investigar conceitos tedricos, a fim de relacionar a teoria e a pratica em
sala de aula.

Com o aporte da ED para o desenvolvimento deste trabalho, o planejamento e
execucao deve seguir suas quatro fases, a saber: analises preliminares, concepgao
e analise a priori, experimentacdo e analise a posteriori e validagdo, descritas ao
longo das sec¢des deste trabalho.

Esta pesquisa ocorreu com trés alunos do 6° semestre de um curso de
Licenciatura em Matematica do Instituto Federal de Educacao, Ciéncia e Tecnologia
do Ceara (IFCE), na disciplina de Histéria da Matematica, sendo desenvolvida em
trés encontros de forma remota, devido ao cenario da pandemia COVID-19.

Para o desenvolvimento da situacéo didatica utilizou-se como recurso auxiliar o
software GeoGebra. Diaz-Urdanetta, Kalinke e Motta (2019) afirmam que o
GeoGebra é uma ferramenta dindmica e de facil utilizagédo, configurando-se em um
recurso que permite uma abordagem diferenciada, possibilitando a apresentacao de
varios tépicos de Matematica em uma unica interface, o que permite uma
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experimentacdo e visualizagdo de aspecto dessa disciplina com grande potencial
para desenvolver o conhecimento matematico do aluno.

Portanto, nas sec¢des seguintes apresentam-se a Teoria das Situagdes
Didaticas (TSD) como norteadora da sessao de ensino elaborada; as fases da
Engenharia Didatica (ED) para a concepgéo e organizagao deste estudo, trazendo a
discussdo do referencial tedrico a partir das analises preliminares, apontando a
definicdo da Sequéncia de Lucas e a Historia da Matematica na formacao inicial do
professor; a concepcdo e analise a priori da situacdo didatica, e por fim,
apresentam-se os resultados coletados a partir da experimentacao realizada, bem
como sua analise a posteriori e validacdo, finalizando com as consideragcbes dos
autores.

2. Teoria das Situagoes Didaticas

Nesta pesquisa foi utilizada a Teoria das Situag¢des Didaticas (TSD), criada por
Guy Brousseau, um dos pioneiros da Didatica da Matematica francesa. A TSD é
uma teoria que visa nortear sessbes de ensino a partir de situagdes didaticas ou
sequéncias didaticas previamente elaboradas pelo docente. Segundo Brousseau
(2008) a TSD suscita uma compreenséo da relagdo existente entre o trinbmio que
compde a esséncia do sistema didatico — aluno, professor e o saber — bem como o
meio (milieu) em que ocorre a situacao didatica.

Na TSD o trabalho executado pelo aluno é realizado a partir de uma situacao
didatica elaborada pelo professor, aproximando-o das habilidades de um
investigador, capaz de formular hipoteses, teorias e conceitos, ao passo que o
professor propicia situagdes favoraveis para que ele, ao agir, transforme aquela
informagao em conhecimento para si mesmo (Sousa, Azevedo e Alves, 2021).

Nesse sentido, o que Brousseau (2008, p. 20) chama de situagdo didatica é
‘um modelo de interagdo de um sujeito com um meio determinado”. Desta forma,
compreende-se que a situagao didatica é elaborada pelo professor intencionalmente
para que, a partir da interagdo entre o aluno e o meio, a situagao elaborada
provoque sua aprendizagem.

A TSD é organizada em fases ou dialéticas que norteiam o processo de
aprendizagem, sendo estas definidas por Brousseau (2008) como acao, formulagao,
validacéo e institucionalizagdo. De forma resumida temos, por definicéo:

e Acdo: momento que ocorre o primeiro contato do aluno com o problema
proposto, em que levanta seus conhecimentos prévios, buscando
informagdes ja conhecidas que o auxiliem na resolugao do problema;

e formulacdo: nesta fase ha uma permuta de informacdes entre o aluno e o
milieu. O aluno verbaliza suas ideias e conjecturas e comega a tragar uma
estratégia para solucionar o problema, mas ndo se utiliza do rigor
matematico;

e Validagdo: neste momento, o estudante busca validar suas hipétese e teorias,
procurando convencer o0s demais da validade/veracidade de sua
argumentagdo com relacdo a resposta elaborada dentro do sistema
previamente estabelecido;

e Institucionalizagdo: nesta etapa, o professor sintetiza, com o devido rigor e
formalidade o conteudo matematico a ser aprendido com a situagao proposta,
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a partir do que foi exposto pelos alunos nas fases anteriores, formalizando o
que foi validado pelos alunos.

Vale ressaltar que as trés primeiras fases ou dialéticas compdéem o que
Brousseau (2008) denomina de situagao adidatica, em que o estudante interage
com o problema sem nenhuma intervencdo do docente, a partir de seus
conhecimentos prévios, vivéncias e troca de informagdes com o milieu. Na fase de
institucionalizacdo, ocorre uma socializacdo e compreensao das ideias a partir da
intervencao do professor, em que mostra ao estudante a intengdo da atividade
proposta e valida as resolugdes realizadas pelos alunos, verificando e discutindo os
passos dos procedimentos executados durante as fases anteriores.

E importante destacar que, durante a institucionalizagdo, os erros também
devem ser apontados e discutidos em conjunto. Segundo Almouloud (2007, pp.40)
“[...] o professor deve fixar convencionalmente e explicitamente o estatuto cognitivo
do saber”. Alves (2016) reitera que:

Desse modo, tendo em vista tornar oficial determinado saber e indicar a
relevancia de incorpora-lo ao patrimoénio cultural da classe, o seguinte
teorema devera ser enunciado e, em adequagao ao publico de interesse
(alunos de licenciatura ou bacharelato), pode ser demonstrado (Alves,

2016, pp. 106).

Desta forma, temos o intuito de explorar a situagao didatica proposta a partir
da TSD, associada a Engenharia Didatica (ED), apresentada na secao seguinte.

3. Engenharia Didatica

A metodologia de pesquisa adotada para a realizacdo deste trabalho é a
Engenharia Didatica (ED). A escolha da ED deve-se a unido entre a teoria e a
pratica em sala de aula. Segundo Almouloud (2007), a ED estuda os processos de
ensino e de aprendizagem de um determinado objeto matematico.

A ED surgiu na década de 80, com intuito de ser uma metodologia investigativa
para auxiliar a Didatica da Matematica (DM). Esta metodologia organiza a pratica
docente, observando como as pesquisas podem ser utilizadas nos processos de
ensino e de aprendizagem de um determinado objeto matematico (Santos e Alves,
2017).

Artigue, Douady e Moreno (1995) afirmam que a ED pode-se dividir em dois
segmentos: microengenharia — que se refere aos fendmenos em sala de aula — e a
macroengenharia — que observa os fendmenos que ocorrem no processo de ensino
e de aprendizagem. No caso desta pesquisa, utilizamos uma microengenharia, com
o intuito de mostrar definicdes referentes a Sequéncia de Lucas para a formacao
inicial de professores de Matematica, investigando esse assunto nas aulas de
Histéria da Matematica.

Segundo Artigue (1996), o planejamento e execugao de uma ED segue a partir
de quatro fases, que sao (i) analises preliminares; (ii) concepgao e analise a priori,
(iii) experimentacéo, e; (iv) analise a posteriori e validacdo, que sdo descritas de
forma sucinta ao longo desta secgéo.

Nas analises preliminares foi realizada uma investigacdo a partir de
referenciais tedricos sobre a Sequéncia de Lucas, em que se fez um levantamento

histérico sobre 0 modo como ocorre sua abordagem na disciplina de Histéria da
Matematica. Neste caso, foi feito um levantamento especificamente em relacédo a
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criacdo da Sequéncia de Lucas, buscando reconhecer aspectos didaticos do
trabalho com este tema no ambito da sala de aula. Sabe-se que nesta fase ocorre
um resgate dos conhecimentos prévios, ou seja, os saberes adquiridos ao longo da
vida escolar.

Na fase de concepgao e analise a priori, segundo Alves et al. (2019), ocorre a
elaboragao da situacao didatica, pensada para responder os questionamentos ou
hipéteses levantadas a partir da analise preliminar. Assim, a partir das variaveis, o
estudo da sequéncia e da espiral de Lucas por meio de definicdes geométricas
podem fornecer ao pesquisador subsidios para a construgdo da situacéo didatica e,
a partir da vivéncia, por parte do aluno, superar os obstaculos encontrados no
processo de aprendizagem.

Apos estas etapas realizamos a experimentagcao situagcao didatica, com a
coleta de dados sobre o comportamento dos estudantes mediante a pratica da
atividade proposta, a partir da observacdo de elementos importantes em um
contexto didatico-metodolégico. No caso desta pesquisa, a situacdo didatica
proposta apresentada foi a construgao da Sequéncia de Lucas em 2D e 3D por meio
do software GeoGebra, a partir de uma perspectiva geométrica.

E por fim, com base na coleta de dados realizada, realizamos uma analise a
posteriori e validagao da situagao didatica vivenciada, buscando confronta-la com a
analise a priori previamente estabelecida, verificando se o que de fato foi
conjecturado é valido. Deste modo, foram realizados registros fotograficos,
gravagdes de audio e de video pelo Google Meet e dois questionarios utilizando o
Google Forms, como forma de catalogar informagdées sobre os trés encontros
virtuais realizados. Nesses encontros participaram um professor visitante para
aplicacao e trés estudantes de graduagéo do 6° semestre do curso de Licenciatura
em Matematica.

Além disso, foi estabelecido o contrato didatico com a turma para a aplicagao
da situacado didatica (Almouloud e Silva, 2012). Segundo Brousseau (1986), o
contrato didatico € necessario para haja um acordo entre o professor e o aluno,
durante as situagdes de ensino em sala de aula, configurando-se em um sistema de
obrigagdes reciprocas, para que o planejamento ocorra de forma efetiva.

Com relagao a analise a posteriori e validagao, de acordo com que foi coletado
na fase de experimentacdo, foi realizado um confronto com a analise a priori,
comparando os resultados esperados com os obtidos. A analise a posteriori
possibilita prever se o0 meio, se 0 cenario demarcado para o desenvolvimento das
sequéncias permite a determinacdo de informacdes representativas e nao
secundarias para a investigacao (Santos e Alves, 2018).

A partir disto, foram descritas as etapas da ED relacionadas a situacao didatica
proposta, referente a construcdo da Sequéncia de Lucas em 2D e 3D, analisando o
que foi exposto pelos estudantes.

3.1. Analises preliminares: Histéria da Matematica e a Sequéncia de Lucas

Na disciplina Historia da Matematica durante o curso de licenciatura em
Matematica sdo apresentados conhecimentos pertinentes ao desenvolvimento do
professor em formacgao inicial. Miguel e Brito (1996, pp. 50) defendem a abordagem
histérica da disciplina na formacgao dos professores de Matematica, ressaltando sua
contribui¢cdo na agao pedagogica do futuro docente, ao apontar que:
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[...] a participagdo organica da histéria na formagdo do Professor de
Matematica, destacando a contribuicdo da Histéria da Matematica na agao
pedagogica como um instrumento que permite a compreensao da natureza
dos objetos matematicos, a fungcdo da abstragdo, da generalizagdo, da
nogao de rigor, do papel da axiomatizagdo, dos modos de se entender a
organizagdo do saber além, da dimensdo estética, ética e politica da
atividade Matematica. (Miguel e Brito, 1996, pp. 50).

Partindo desta premissa, compreende-se que a medida que os futuros
professores conhecem a Historia da Matematica, estes tendem a contribuir e a
facilitar a compreensao dos fundamentos dessa ciéncia em sua pratica de trabalho.
Além disso, seu conhecimento nesta area pode-lhes servir de instrumento para
responder alguns entraves dos estudantes sobre a aplicagdo da Matematica.

Assim, neste trabalho procurou realizar uma conexao entre a relacdo de
recorréncia da Sequéncia de Lucas, em uma perspectiva histérica, com sua
construcdo geométrica no software GeoGebra, buscando contribuir de maneira
significativa para o docente em formacgao.

Francois Edouard Anatole Lucas nasceu em 04 de abril de 1842 e faleceu em
3 de outubro de 1891 em Paris, Franca (Guedes e Alves, 2019). Lucas foi um
estudioso que contribuiu no ramo da Matematica ludica, sendo o criador do famoso
jogo matematico Torre de Handi, bem como de outros quebra-cabegas. Em sua
contribuicdo aos estudos acerca dos numeros primos, encontrou manualmente o
maior numero primo, indicado por Eves (1969) com valor numérico de:

21%7 — 1 =170141183460460469231687303715884104727.

Com base nas relacdes da Sequéncia de Fibonacci, Lucas em 1878 criou sua
prépria sequéncia por recorréncia (1, 3, 4, 7, 11, 18, 29...). Entretanto, sua
sequéncia é pouco explorada na disciplina da Histéria da Matematica, diferindo a
sequéncia de Fibonacci apenas pelos valores iniciais, sendo definida, segundo
Honsberger (1985, pp. 111) por:

L, =L, ,+ L, ,n>=2

n

Contudo, com base nas relagdes ja demonstradas na sequéncia de Fibonacci,
LH=hA+ 5 fo= FfRL-FA =0
obtemos: ; isso implica, Em termos operacionais,
L, L, =1L, + Ly
necessitamos do termo ; assim, podemos tomar, isso implica,
Ly=L,-L, = 2.

Honsberger (1985, pp. 111) observa que “[...] a sequéncia de Lucas € sempre
correspondentemente maior do que a sequéncia de Fibonacci, com excecao para L4
L:lz = Jﬁz—l + Jﬁz+1
e fy”. Outra relagdo curiosa percebida no diagrama mostra que
.Essa sequéncia tem uma lei de recorréncia aritmética, em que os dois termos
L,=2el, =1
iniciais séao . Dessa forma, para se calcular o proximo termo deve-se

UNI&N Numero 63- Diciembre 2021 — Pagina 6



Engenharia Didatica na abordagem da Sequéncia de Lucas com aporte do GeoGebra: uma experiéncia no ensino
remoto
C. P. Souza Rodrigues Pinheiro, F. R. Vieira Alves, R. T. de Sousa, A. Senes Marins

Ly-Ly+ L, =2+1=3
somar os dois termos anteriores. Logo, encontra-se , COMO
terceiro termo. Para calcular o proximo termo, utiliza-se o mesmo raciocinio, assim
Ly=L,+L,=1+3=4

, sendo esta sequéncia organizada como na Tabela 1:

N 1 2 3 4 5 6

NO

Ly 1 3 4 7 11 18

Tabela 1. Termos iniciais da Sequéncia de Lucas
Fonte: Elaborado pelos autores (2021).

A partir do exposto na Tabela 1, pode-se inferir que a sequéncia de Lucas é
(p.q.p+q.p +2q,2p +3q,3p + 5q,...)
representada por (Hoggat e Venner, 1969).
Assim, de modo analogo, pode-se estender esta generalizagdo para a Sequéncia de
Fibonacci.

3.2. Concepcgao e analise a priori

O uso da Tecnologias Digitais da Informac¢do e Comunicagao (TDIC) como um
suporte para aulas de Matematica, € um método que difere da utilizacdo que se
resume em lapis e papel, ou o uso da internet somente como ferramenta de
pesquisa, tornando o processo mais dinamico, trazendo uma possibilidade de
interagdo dos estudantes durante o processo. Borba (2011), lembra que as
possibilidades experimentais dessas midias podem ser utilizadas para estudos,
podendo-se chegar a elaboragao e verificagdo de teorias, levando os estudantes a
desenvolverem suas ideias a ponto de criarem hipoteses.

Assim, para o desenvolvimento desta sequéncia de forma geométrica, utilizou-
se neste trabalho uma constru¢do que traz uma abordagem visual, em que a
Sequéncia de Lucas é apresentada com o suporte do software GeoGebra, em que
foi explorada sua visualizacdo nas dinamicas 2D e 3D, em encontros virtuais
referentes a disciplina de Histéria da Matematica com professores em formacao
inicial.

Partindo do estudo bibliografico sobre a sequéncia de Fibonacci e sua
generalizagao, a partir da lei de recorréncia para desenvolver a Sequéncia de Lucas
por meio de constru¢cdes geométricas, foi desenvolvida uma situacédo didatica de
ensino, fundamentada na TSD, com o propédsito incentivar os licenciandos na
criacdo de estratégias para solucionar uma situagao-problema, a partir de seus
conhecimentos preévios.

Situacao-problema: Como a sequéncia de Lucas pode ser visualizada a partir
do software GeoGebra? Diante dessa informacéo, apresente possiveis relagdes
entre as sequéncias através das construgdes, utilizando os comandos ja observados
por meio desse software.

A partir da situacao didatica proposta, faz-se uma previsao atitudinal do que se
espera como tomadas de decisdo e estratégias dos estudantes com base nas
dialéticas da TSD, para a construir a solu¢ao da situagao apresentada.

Acédo: A partir da apresentacao da situacao-problema, partindo da visualizagao
da sequéncia de Fibonacci na forma geométrica, sua representagdo no GeoGebra,
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bem como apresentagdo de suas ferramentas, espera-se que o estudante seja
capaz de enxergar a associagao entre a Sequéncia de Fibonacci e a Sequéncia de
Lucas a partir de sua lei de formacao inicial. Neste momento, ndo € importante que
o estudante saiba manipular os comandos, mas sim que o mesmo entenda o
objetivo da atividade e como ocorre a constru¢do, modificando os valores no
ambiente do software.

Como consequéncia, espera-se que os estudantes absorvam o problema
proposto e as informagdes previamente estabelecidas e realizem uma relagao entre
a sequéncia de Lucas e os quadrados para a construgdo do retdngulo de ouro, bem
como a lei de recorréncia de segunda ordem em que se encontra, utilizando apenas
os conhecimentos adquiridos durante a sua trajetéria escolar em etapas anteriores.
Nessa fase, é importante que os estudantes fagam relagdes entre as duas
sequéncias, pois isso ajudara nas possiveis formula¢des de respostas.

Formulacdo: Nesta fase, espera-se que os estudantes levantem as suas
primeiras conjecturas matematicas a partir do problema proposto, bem como a
relacdo entre as sequéncias vistas no GeoGebra. E interessante que neste
momento sejam feitas anotagdes por parte dos estudantes, ndo necessariamente
com rigor matematico, mas com o auxilio do GeoGebra.

Validacdo: Nessa fase espera-se que os estudantes ja tenham compreendido a
regra da lei de recorréncia e como essas sequéncias podem ser construidas por
meio de figuras geométricas. Através da visualizagdo dos quadrados da sequéncia
pode-se observar o comportamento padrao, tanto para a sequéncia de Fibonacci,
quanto para a sequéncia de Lucas, realizando uma comparagdo na construcio.
Assim, com as mesmas ferramentas que utilizamos para construgao da espiral de
Fibonacci, faz-se a constru¢cao da espiral de Lucas.

Institucionalizagdo: Conforme a TSD, nesse momento o professor deve
manifestar-se, apresentando um caminho didatico que esclarece o objetivo da
atividade, culminando na constru¢cdo do conhecimento do aluno, no caso da
compreensao do comportamento da Sequéncia de Lucas, bem como sua
visualizacdo no GeoGebra nas perspectivas 2D e 3D, apontando elementos e
informagdes importantes, possivelmente ndo observados pelos estudantes e, a
partir disto, realizar intervengdes sobre possiveis argumentos falhos ao processo de
aprendizagem.

A partir do exposto, a seg¢ao seguinte ilustra a etapa de experimentacédo, com a
descricao da situacao didatica aplicada e a coleta de dados deste trabalho.

3.3. Experimentagao

O processo de experimentacdo foi escolhido com uma perspectiva de
desenvolvimento da pratica do professor de Matematica. Assim, os encontros foram
pensados no ciclo do trabalho do professor, incorporando as atividades relacionadas
ao planejamento, ensino e reflexao.

Assim, os dados foram coletados a partir dos trés encontros virtuais. Para cada
encontro os estudantes receberam tarefas como pesquisar sobre a sequéncia de
Fibonacci e de Lucas, relacionando a uma discussdo e reflexdo sobre o tema
proposto. Além disso, ocorreram discussbes pelo aplicativo de mensagens
WhatsApp a respeito do desenvolvimento das tarefas.
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Esses encontros ocorreram no més de maio do ano de 2021, com duracgao
média de duas horas cada. Para obtencdo das informacdes a serem analisadas,
participaram um grupo composto por trés estudantes que desenvolveram as
atividades propostas, denominados por A1, A2 e A3 (aluno1, aluno2 e aluno 3),
como forma de preservar suas identidades. Além disso, houve a participagdo de um
professor para aplicagao do estudo sobre a sequéncia de Lucas.

No primeiro encontro virtual pelo Google Meet, ocorreu a fase de agao, em que
o professor apresentou as leis de recorréncias das sequéncias de Fibonacci e de
Lucas e em seguida construiu o retangulo aureo, que é a inspiragao para constru¢ao
geométrica da sequéncia de Fibonacci. Assim, a partir dessas informacdes A1
deduziu a seguinte afirmacao: “tendo em vista que os termos dessa sequéncia de
Fibonacci convergem para o mesmo numero de ouro que é igual a 1,61
aproximadamente.” Todas as informagdes foram retiradas dos &udios que
ocorreram durante os encontros virtuais.

Na fase da formulagéo, existe a troca de informacdo entre os estudantes.
Assim, ocorre um dialogo entre os alunos. Dessa maneira,

A1: Eu t6 em duvida em como comegar. Onde coloco o quadrado de lado 3
da sequéncia de Lucas de modo que fique em boa ordem com 0s préximos
quadrados? Por que o proximo termo da sequéncia é o de lado 4 e ndo vai
ter como colocar sem ficar uma parte em branco.

A2: Néao fica uma parte em branco pois vocé faz uma sobreposicdo, se
vocé quiser pode olhar a minha construgdo e a do A3 também, vai te
ajudar.

Apos esse dialogo, houve a validagdo dos resultados a partir da resposta
encontrada em consenso entre os alunos. Nesse mesmo encontro, os alunos foram
direcionados para construgao geométrica da sequéncia de Lucas numa visualizagao
2D, conforme a Figura1.
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Figura 1. Termos da sequéncia da Lucas utilizando o GeoGebra para uma visualizagao 2D.
Fonte: Registro do participante A2 (2021).

A partir dessa proposta, levantou-se por parte dos alunos, um questionamento
sobre a construcgdo inicial através dos quadrados de medidas 2, 1, 3. Essa questao
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desencadeou uma discussao através desse conceito, pois o objetivo era trabalhar a
lei de recorréncia através dos valores iniciais. Em relagdo a proposta realizada na
Figura 1, o A2 apresenta sua construgéo, descrevendo os passos realizados.

A2: Primeiro passo, na barra de ferramentas, op¢cdo — poligono regular,
para construir um quadrado, clicamos nos dois primeiros pontos, aparecera
uma janela pedindo a informagédo de quantos lados tera a figura, no nosso
caso serdo quatro. O segundo passo é construir os quadrados utilizando a
sequéncia de recorréncia, ou seja, o proximo quadrado sera a soma dos
dois quadrados anteriores. Inicialmente inserindo um quadrado de
comprimento lateral de 2 unidades, e outro de lateral de 1 unidade, logo o
proximo quadrado serda a soma das medidas dois quadrados construidos
anteriormente, a terceira figura sera um quadrado de lado 3 unidades.
Observando que o terceiro quadrado se sobrepbe aos outros, devido a
condicdo de existéncia. Utilizando a mesma estratégia anterior, obtém-se
0s proximos numeros representados pelos quadrados.

Observamos a partir das informacgdes que A2 mostra um conhecimento sobre a
Sequéncia de Lucas, objetivando a razdo aurea para a construgdo geométrica
proposta, promovendo a ideia para outro conhecimento que € a construgéo da
espiral para representar a sequéncia estudada. Veja o que relata o A2 sobre a

espiral de Lucas.

A2: Para construir a espiral, precisa-se de alguns termos da sequéncia,
portanto apdés 0s passos para criar pelo menos seis quadrados. A
construgdo dessa sequéncia de Lucas em forma de espiral, deve -se
selecionar na barra de ferramenta a opg¢ao - Arco circular, essa ferramenta
constréi um arco circular a partir do centro de dois pontos, para utiliza-la é
preciso primeiro clicar sobre o centro. Observa-se que, se o sentido dos
cliques for anti-horario o GeoGebra construira o menor arco definido pelos
trés pontos. Entao, usaremos sempre esse sentido.

Apos a aplicagao das ferramentas, sdo discutidas pelos alunos e professor,
algumas interpretagdes e sugestdes para construgdo dessa espiral. Apresenta-se na
Figura 2, a sequéncia em forma de espiral, lembrando que pode ser representada
por infinitos termos:

18

28

e l
Figura 2. Representacao da espiral de Lucas na visualizagao 2D.
Fonte: Registro do participante A2 (2021).
Py . - .
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Outra construcdo explorada, no segundo encontro virtual foi a visualizagado 3D
da sequéncia de Lucas no software GeoGebra. Observa-se sua construgdo por
meio da constru¢do de cubos, como mostra o A3. O participante A3 buscou
determinar a construgdo da sequéncia de Lucas em forma de espiral utilizando o

GeoGebra para uma visualizagdo 3D, conforme a Figura 3 abaixo:
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Ifiéﬁra 3. Construcdo da sequéncia de Lucas em uma visualizagio 3D.
Fonte: Registro do participante A3 (2021).

Na Figura 3, temos uma visdo frontal da sequéncia de Lucas no GeoGebra.
Assim, identifica-se a constru¢ao por meio de cubos, cujos lados séo relacionados
respectivamente a sequéncia numérica recorrente de Lucas, e que cada cubo
corresponde a um termo dessa sequéncia. Para a criagdo da espiral, utiliza-se a
ferramenta “Arco circuncircular’, que constréi um arco a partir de trés pontos, no

caso foram usados os vértices dos cubos para criacao desejada.

Na Figura 4, o participante A3 determinou a construgédo da sequéncia de Lucas

em forma lateral de espiral utilizando o GeoGebra para uma visualizagao 3D:
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Figura 4. Representagao da sequéncia de Lucas na lateral em 3D.
Fonte: Registro do participante A3 (2021).
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Na Figura 4, rotaciona-se a figura com o comando Girar Janela visualizagcao
3D, para uma observacdo de forma lateral, com um intuito de visualizar o
comportamento da espiral em relacdo aos eixos. Na Figura 5, o A3 buscou
determinar a construgcado da sequéncia de Lucas na visualizagao superior de espiral
utilizando o GeoGebra para uma visualizagéo 3D:

- ’ ’ o = 5 = & 3 A & € ¢ ¥ 1) e

Figura 5. Visualizagao superior da sequéncia de Lucas em 3D.
Fonte: Registro do participante A3 (2021).

Na Figura 5, rotaciona-se mais uma vez para a figura girar para uma
visualizag&do superior, com um intuito de observar o comportamento da espiral em
relacdo aos eixos. Desse modo, observa-se que a espiral continua de maneira
infinita com o mesmo padrao encontrado na Sequéncia de Fibonacci.

Por fim, no terceiro encontro, os participantes responderam a um questionario
com perguntas sobre as aplicagdes e suas principais dificuldades, bem como
apontamentos e sugestdes para melhorar a pratica em relagédo as construgbes da
sequéncia de Lucas nas visualizag¢des 2D e 3D.

3.4. Analise a posteriori e Validagao

Diante dos dados coletados, essa fase foi destinada para sua analise, a partir
das informagdes encontradas durante a aplicacao da situacao-problema, em que
ressaltamos alguns pontos para esta analise a posteriori.

Inicialmente foi solicitado aos estudantes que respondessem a um questionario
inicial via Google Forms, com duas perguntas:

01.Vocé costuma utilizar/ manipular o software GeoGebra para construgdes?

02. De acordo com seus conhecimentos prévios, vocé ja conhecia a sequéncia
de Lucas?

Quadro 1. Questionario inicial proposto aos participantes.
Fonte: Elaborado pelos autores (2021).

Com base nas respostas dos trés participantes temos que: com relagdo a
questao 1, os estudantes afirmaram nao ter o habito de explorar o GeoGebra, mas
que conheciam o software e na questdo 2, os participantes afirmaram de forma
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unanime que nao haviam estudado a sequéncia de Lucas durante a graduagao até
o presente momento. Finalizando a atividade proposta, os estudantes responderam
a um segundo questionario com as perguntas:

01. Quais as suas principais dificuldades encontradas para desenvolver a
situacao-didatica proposta?

02. O que vocé achou das construgcbes das sequéncias de Lucas na
visualizagéo 2D e 3D?

03. Indique sugestdes para melhorar a construcdo de outras sequéncias no
GeoGebra na visualizagdo em 2D e 3D.

Quadro 2. Questionario final proposto aos participantes.
Fonte: Elaborado pelos autores (2021).

Na pergunta 1, a principal dificuldade apontada pelos estudantes foi realizar a
transposi¢cdo do material em linguagem matematica no papel para uma linguagem
computacional, ou seja, a reproducao da situacédo no GeoGebra, pois os alunos néo
tinham tanta familiaridade com o software, gerando inseguranga ao realizar alguns
comandos.

Ja na pergunta 2, os estudantes relataram que acharam o assunto bem
intrigante, reforgcando que realmente este topico nunca havia sido estudado por eles.
Os alunos afirmaram que a construgao das visualizagdes 2D e 3D da sequéncia de
Lucas sdo bem interessantes, apontando o GeoGebra como diferencial para a
percepgao de alguns conceitos geométricos.

Por fim, nas respostas da questdo 3 foram elencadas algumas sugestdes por
parte dos estudantes como disponibilizar um tutorial sobre as ferramentas do
GeoGebra, antes de propor a construcdo desse tipo de sequéncia e estudar as
definicbes de sequéncia recorrente e linear. Estas sugestdes foram encaradas de
forma positiva e podem melhorar as aplicagbes, visando futuras formagdes com a
mesma sequéncia ou outras que utilizam a mesma lei de recorréncia.

Esperavamos que a construgdo da Sequéncia de Lucas por meio do
GeoGebra, facilitasse a visualizagao dos estudantes na forma geométrica, o que
ocorreu de fato. Mesmo com as dificuldades encontradas durante o processo de
construgcao nas dimensdes 2D e 3D, os alunos conseguiram resolver a situagao
didatica proposta, compreendendo a definicdo da lei de recorréncia dessa
sequéncia, bem como a utilizagdo de alguns comandos que foram utilizados no
GeoGebra, sendo um momento produtivo e gerando interesse pelo assunto.

4. Consideragoes Finais

Esse trabalho teve como objetivo mostrar uma abordagem visual a Sequéncia
de Lucas, promovendo sua identificacdo, descricao e exploragao visual em formato
2D e 3D, norteada pela Teoria das Situagdes Didaticas (TSD) e estruturada pela
Engenharia Didatica (ED), tendo o aporte do software GeoGebra, em que se buscou
desenvolver o conhecimento sobre esta para o estudo da sua lei de recorréncia.

Inicialmente foi realizado um estudo bibliografico sobre a Sequéncia de Lucas,
em que observamos que este assunto € pouco explorado durante a trajetoria
académica dos licenciandos em Matematica. Assim, trouxemos uma abordagem
sobre a lei de recorréncia desta sequéncia na situacao didatica desenvolvida.
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Na situacdo didatica proposta a Sequéncia de Lucas e suas particularidades
foram exploradas utilizando o GeoGebra. Nessa tarefa o discernimento do aluno na
compreensdo do funcionamento da lei de recorréncia e seu respectivo
comportamento a partir do software foram essenciais para seu aprendizado.

Para finalizar, houve a apresentacao do material produzido pelos estudantes,
durante os encontros virtuais, que validam as definicbes exploradas no processo
matematico e epistemoldgico da Sequéncia de Lucas, verificando a construgdo dos
conceitos utilizados durante esta pesquisa. Ao mesmo tempo, observamos também
o papel imprescindivel do professor durante o processo metodolégico, apresentando
definigbes importantes para o processo de ensino e de aprendizagem e
incentivando a participagao do aluno na constru¢do do conhecimento.

Por fim, as dificuldades encontradas neste estudo foram a auséncia da
exploracdo ou falta de conhecimento sobre este assunto e a escassez de
construgcdes e/ou representacbes geométricas desta sequéncia. Assim, esperamos
que esta pesquisa possa incentivar outros trabalhos relacionados ao estudo das
diferentes sequéncias numéricas em Matematica.
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