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La convivencia del infinito como adjetivo o proceso y como sustantivo ha
sido tan relevante como problemético a lo largo de la historia de la
humanidad. Este articulo inicia con una resefia de las dos acepciones
de la nocion de infinito: el potencial y el actual. Posteriormente se
presenta un breve desarrollo del devenir histérico alrededor de dicho
Resumen concepto y finalmente se analiza como se reproducen hoy en nuestras
aulas las antiguas discusiones en torno a su conceptualizacion, teniendo
en cuenta las dificultades recogidas de producciones escritas con
grupos de alumnos que inician su formacioén en el calculo en carreras de
ingenieria en la universidad.
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The coexistence of the infinite as an adjective or process and as a noun
has been as relevant as problematic throughout the history of humanity.
This article begins with a review of the two meanings of the notion of
infinity: potential and actual. Subsequently, a brief development of
historical evolution is presented around this concept and finally, how the
old discussions about its conceptualization are reproduced in our
classrooms, taking into account the difficulties collected from written
productions with groups of students who begin their training in Calculus
in engineering careers at the university

Keywords: Potential infinity, actual, learning.

Abstract

O convivio do infinito como adjetivo ou processo e como substantivo tem
sido relevante como problematico ao longo da histéria da humanidade.
Este artigo se inicia com uma resenha das duas acepc¢des da nocéo de
infinito: o potencial e o atual. Posteriormente, apresenta-se um breve
desenvolvimento do devir histérico a respeito do dito conceito para
Resumo finalmente analisar de que forma se reproduzem atualmente nas nossas
aulas as antigas discussdes a respeito da sua conceitualizagéo, levando
em conta as dificuldades coletadas de producdes escritas com turmas
de alunos que comecam a sua formacdo em calculo em cursos de
engenharia na universidade.

Palavras-chave: Infinito potencial, atual, aprendizagem.
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1. Introduccion

Este trabajo se enmarca en un proyecto de investigacion CAI+D (Curso de
Accion para la Investigacién y Desarrollo) de la Universidad Nacional del Litoral,
relacionado con la comunicacion del conocimiento cientifico en los primeros afios de
ingenieria y el trazado de estrategias para favorecer la comprension.

El paso del infinito visto como adjetivo o como proceso, que simplemente
significa ilimitado, sin fin, de recursividad permanente, al sustantivo, considerado
como unidad acabada o el todo, ha sido un proceso mas que interesante que ha
atravesado a la historia de la humanidad.

El presente articulo tiene por objeto explorar en la génesis de este concepto y Si
la complejidad de su significado y de su historia se reflejan en dificultades para el
aprendizaje en los alumnos de primer afio, en su mayoria de entre 18 y 20 afios, de
las carreras de ingenieria de la Facultad de Ingenieria y Ciencias Hidricas de la
Universidad Nacional del Litoral de la ciudad de Santa Fe, Argentina.

Desde la antigledad, tanto en teologia, filosofia, como en matematica los
hombres no han cesado de hablar sobre el infinito. Desde Santo Tomas de Aquino,
gue en su Summa Theologiae demostraba que aunque Dios era ilimitado, no podia
crear cosas absolutamente ilimitadas, pasando por las paradojas de Zenodn, el
surgimiento de los numeros irracionales, la teoria conjuntista de Cantor, la
reformulacion sobre bases rigurosas del nuevo analisis, emprendida en el siglo XIX
por Cauchy, Weierstrass, Dedekind, etc. hasta nuestros dias, se hace necesario
experimentar nuevos modos y procesos de tratamiento del infinito para poder dar
cuenta de los conflictos que el controvertido concepto genera para la ensefianza y el
aprendizaje de las matematicas.

El presente trabajo inicia, en el apartado dos, con una resefia de las acepciones
de la nocién de infinito sobre las que se enfoca la investigacion: potencial y actual.
Luego, se realiza un breve desarrollo del devenir histérico de ambas, asi como un
detalle de las controversias y dificultades que, a lo largo de la historia, se sucedieron
en torno al concepto.

Posteriormente, y ya desde la perspectiva de la didactica, se describe la
dificultad que conlleva el tema al presentarse como, en términos de algunos autores,
contraintuitivo y se resalta la importancia de la mirada a la historia como un aporte
para mejorar la comprension del concepto.

2. Las dos acepciones del concepto de infinito.

Para comprender las dificultades que conlleva el concepto de infinito para su
conceptualizacion, es necesario considerar el caracter de obstaculo que presenta la
nocion en su acepcion actual, en particular, desde el punto de vista historico-
epistemoldgico.

La matematica persiguio, desde siempre, la dificultosa tarea de enfrentar esta
nocion tan paradojica como de dificultoso acceso para el intelecto del hombre. En ese
sentido, “Casi podriamos decir que la matemética es el lenguaje que pretende hablar
del infinito, o la ciencia que pretende medir el infinito.” (Ortiz, 1994, p. 60).
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En pos de dar cuenta del rico y complejo concepto de infinito, se hace menester
recurrir a su evolucion histérica.

Ya desde la cultura griega la matematica concebia de manera critica el infinito,
dado que se lo intentaba pensar desde la intuicion que, a su vez, en la mayoria de los
casos, se apoyaba en concepciones que tenian al ambito finito como campo de
validez. Esta situacion derivd en profusas contradicciones y paradojas, entre las
cuales, la de Zendn de Elea es la mas conocida, y de la cual mas adelante se brinda
un breve detalle.

Para Platon y Pitdgoras, el infinito carecia de medida y estaba asociado al caos.
Anaximandro de Mileto, filosofo y gedgrafo de la Antigua Grecia y discipulo de Tales,
empleaba el infinito en términos de lo sin fin, lo indefinido, lo que no tiene limites. Tal
punto de vista, de lo que siempre se puede continuar, da origen a lo que se conoce
como infinito potencial.

Esta version del concepto ligada a la idea de recursividad permanente, de lo que
siempre se puede continuar, y de aparicion muy temprana tanto en el desarrollo de
las ideas como en el intelecto, fue la Unica reconocida por la concepcién aristotélica,
gue remite el infinito a lo que no se deja de recorrer y carece de limite, por lo que no
puede ser determinado y, por ende, no existe en si mismo. Como visién siempre
asociada al conteo y de la cual la expresiéon y asi sucesivamente, resulta un claro
reflejo, reind con exclusividad en la ciencia hasta fines del siglo XIX.

Otra acepcion de infinito es la que se asocia con la idea de totalidad completa,
de unidad, de un proceso ya finalizado. Esta nueva vision dio origen al infinito actual,
y cobro relevancia desde fines del siglo XIX, desempefiando un rol fundamental en la
matematica moderna a partir de la teoria de conjuntos de Cantor. A diferencia del
potencial, el infinito actual resulta de dificultosa comprension, ya que no se caracteriza
por apoyarse en la intuicién; de hecho, no es a través del sentido comuin que una
operacion con infinitas etapas pueda verse como un proceso finalizado.

Por ello, la comunidad cientifica estuvo, por largos periodos de tiempo, sumida
en discusiones y enfrentamientos como consecuencia de las especulaciones en torno
a uno y otro infinito. Se desarrolla a continuacién una cronologia de esta situacion
dividiendo el desarrollo histérico segun las distintas edades de la humanidad. En
virtud del tema eje del presente articulo, s6lo se expondran los principales referentes
de cada etapa histérica y solo en relacion a su concepcion del infinito.

3. Breve sintesis sobre las dificultades historicas en la concepcién del infinito.

3.1. La Edad Antigua.

En la antigiiedad, los origenes del infinito remitian a cuestiones de indole
teoldgica, mitoldgica y metafisica, ya que el infinito pertenecia al reino de Dios. En tal
sentido, “...San Agustin creia que soOlo Dios y sus pensamientos eran infinitos y Santo
Tomas de Aquino, por su parte, demostraba en el Summa Theologiae que, aunque
Dios era ilimitado, €l no podia crear cosas absolutamente ilimitadas”. (Ortiz, 1994, p.
62).
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En la busqueda del origen de todas las cosas, del inicio del todo, Tales de Mileto
impone el concepto de Arché, que empleaba para aseverar que el principio de todo
en la naturaleza era el agua.

Anaximandro (610 a. C. — 547 a. C) utiliza, como evolucion del Arché, al
concepto de Apeiron, inmortal e indestructible, inengendrado e imperecedero, del cual
se derivan todas las cosas. Todo sale y todo vuelve al Apeiron segin un ciclo
necesario. El infinito es el todo y absolutamente nada hay fuera de él. Tenia también
connotaciones en el campo de la religion y la ética: abarcaba lo divino y lo
incorruptible.

Otros filésofos de la época conjeturaban, en cambio, que el elemento basico del
universo debia ser el aire o el fuego y los pitagéricos se inclinaron por una vision, si
se quiere mas abstracta, que sostenia que era el nimero el punto de partida que se
ocultaba detrds de todo fendmeno. Para la escuela de Pitdgoras (569 a.C. — 475 a.
C.) los niumeros naturales eran elementos constituyentes de la realidad, la esencia de
todo. Como sostiene Ruiz, para ellos “...los nUmeros eran los atomos del mundo”
(Ruiz, 2003, p. 38).

Sin embargo, un escollo perturbador aparecia en el tranquilo mundo de los
numeros: la existencia de cantidades que eran inconmensurables entre si, esto es,
cuya razén no podia ser expresada por un nuamero entero o fraccionario, los
irracionales.

En intima relacion con el teorema de Pitagoras aplicado a un triangulo isosceles,
una breve demostracion de Aristoteles da cuenta que la hipotenusa no puede ser
multiplo de un cateto, pero tampoco una fraccion de él y, de este modo, no es un
namero en el sentido pitagérico que so6lo daba cabida a los actuales racionales
positivos.

El caos que esta revelacion significaba para la escuela de Pitagoras hizo que se
la ocultara, priorizando el secreto por sobre el hallazgo. Asi, el mundo discreto
apoyado en las ideas pitagéricas del nimero como origen del todo, comienza a ver
amenazado su imperio por el surgimiento de los inconmensurables o irracionales:
cantidades no expresables como una razén entre dos nimeros enteros. Otro de los
problemas de este tipo con los que se toparon fue el calculo de la longitud de la
diagonal de un cuadrado de lado 1.

Ante la necesidad de un tratamiento alternativo por parte de los matematicos de
la época al encontrarse con este escollo, “...el gran mérito de los pitagéricos fue (...)
transformar su teoria de proporciones en una de transformacion de areas, evitando
por poco el desastre.” (Diaz Garcia y Vilela Garcia, 2005, p. 8)

La postura pitagorica fue también refutada por los seguidores de Parménides de
Elea (nacido entre el 530 y 515 a.C.), del cual Zendn de Elea (490 a.C. - 430 a.C.) fue
el mas conocido discipulo y quien propuso argumentaciones para demostrar que los
conceptos de multiplicidad y divisibilidad eran inconsistentes.

Zenon utilizé de manera frecuente en sus criticas, y como eje de esquema de
pensamiento, la técnica de reduccion al absurdo, proceso dicotdbmico consistente en
partir de premisas opuestas a las que se defiende. La habilidad en el manejo de estos
modos de argumentar, le vali6 que Aristoteles lo considerara el inventor de la
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dialéctica. Y es en esta forma de razonamiento en la que dirigié sus paradojas, que
tantas controversias causaron en las concepciones de la épocay de las cuales, la del
veloz Aquiles que no puede dar alcance a la lenta tortuga es, quizas, la mas conocida:

Aquiles persigue a la tortuga a través de la parte de la recta numérica
correspondiente a los reales positivos. Aquiles comienza en una posicion digamos 0,
y la tortuga a una unidad de distancia, es decir, en “1”. Como Aquiles es el doble de
rapido que la tortuga, espera atraparla en la posicion “2”. Pero la esperanza de Aquiles
parece quedar tan solo en eso segun el razonamiento de Zenon en el cual, cuando

. . s s wam . ., 1 .
Aquiles esté en la posicion “1”, la tortuga estara en la posicion 1 + > Cuando Aquiles

.y 1 . . s 1 11 ,
llegue a la posicion 1+ p la tortuga estar4 en la posicion 1+ >t55 Y asi
sucesivamente.

. . . s . 1
Finalmente, cuando Aquiles alcance la posicion antigua de la tortuga 2 — e ella

llegara a la posicion 2 — ZL siempre un pequefio paso delante de Aquiles, y de esta

n+1’
manera aunque se acerquen mucho, los ligeros pies de aquél nunca daran alcance a
la tortuga.

En esta paradoja, Aquiles no podria alcanzar la tortuga dado que es imposible
realizar una infinidad de actos. Es decir, la suma de un ndmero infinito de intervalos
de tiempo positivos no puede ser finita.

Sus otras tres paradojas son conocidas como: la flecha, la dicotomia y el estadio.

Situaciones contradictorias de este tipo parecian probar, entonces, que el tiempo
y la distancia no podian ser continuos (si el espacio lo fuera, Aquiles no podria nunca
dar alcance a la tortuga) ni discontinuos (si el espacio lo fuera, la flecha, de otra de
sus paradojas, jamas se podria mover, ya que tendria que estar en un punto o en el
siguiente, sin que haya nada entre ambos puntos). En efecto, se arribaba a esta
dificultad por pensar que la distancia que separaba a Aquiles y la tortuga estaba
dividida en infinitas partes: si bien es cierto que es divisible tantas veces como se
desee, no esta, en realidad, infinitamente dividida, por lo que Aquiles no tiene que
acercarse al animal por medio de una cantidad ilimitada de pasos infinitamente
pequefios, sino a zancadas mas veloces y amplias que las del reptil. Ni siquiera el
tiempo en que se produce la carrera esta dividido en infinitos instantes.

Las ideas de Zendn resultaron un primer indicio para la consideracion
matematica del infinito actual y cobraron relevancia desde dos puntos de vista: por un
lado, marcaban el fin de la matematica estructurada de la Antigua Grecia y, por otro,
daban origen, 2000 afios mas tarde, a la teoria de sucesiones y series convergentes.
Ademas, tuvieron implicancias fundamentales en el desarrollo de la matemética, lo
gue le valié al mismo Zenon ser considerado uno de los precursores del calculo.

De este modo, el problema que el infinito originaba con sus planteos de
situaciones aparentemente contradictorias “...caracterizaron al mundo griego en lo
gue se denomind horror al infinito” (Lopez, 2014, p. 280).

Las paradojas de Zenon explicitaron los peligros de trabajar con el infinito,
situacion que no intimidd a la comunidad cientifica de entonces para ponerse manos
a la obra con tan compleja empresa. Como sostienen Diaz Garcia y Vilela Garcia, “La
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cuestion era dificil de resolver, y la primera solucion parcial vino de la mano de
Aristoteles” (Diaz Garcia y Vilela Garcia, 2005, p. 11).

3.1.1. La Academia de Platén y el Liceo de Aristoteles.

Desde la antigliedad se posicionaban en el centro de la escena las ideas de
Platon (427 a.C. - 347 a.C.) y Aristételes (384 a.C. - 322 a.C.) referidas al vinculo
entre punto y recta, paradojas, discusiones sobre la potencialidad y la cabida o no de
la actualidad del infinito.

En el siglo IV a.C. sus dos escuelas fundadas en Atenas tuvieron una marcada
incidencia en el desarrollo de la matematica en Grecia: la Academia de Platén y el
Liceo de Aristoteles, fundadas en el 387 y 335 a.C. respectivamente.

En Teeteto, uno de los cuatro Dialogos de la obra platdnica, se aborda el estudio
de ciertas cantidades inconmensurables que habian problematizado a los pitagoricos.

A Eudoxo de Cnido (390 a.C. - 337 a.C.), quizas el primer investigador y
matematico puro, inicialmente pitagérico y luego compafero de los discipulos de
Platén en la Academia, se debe el rigor l6gico en las demostraciones, la nocion de
tan pequefio como se quiera, y el método de exhaucion (utilizado en la visualizacion
del circulo como limite de poligonos regulares cuya cantidad de lados aumenta
infinitamente), siendo estas nociones claves en el concepto de infinito potencial.

intimamente relacionados con el infinito y la relacion entre lo discreto y lo
continuo, los irracionales provocaron, al igual que las paradojas de Zendn, tension el
mundo de las mateméticas.

Por su parte, Aristoteles rechazaba la idea del infinito, dado las contradicciones
gue el concepto planteaba, tales como la aniquilaciéon de los niumeros. Sostenia,
ademas, que no se podia arribar a lo continuo partiendo de lo discreto sin caer en
contradiccién con los métodos algebraicos y geométricos de los antiguos griegos.

En su vision aristotélica el infinito no es otra cosa que una cantidad que puede
hacerse mas grande o mas pequefia sin que dicho proceso se transforme en algo
concreto alguna vez. Aunque consideraba los dos tipos de infinito: el potencial,
concebido dependiente del tiempo, y el actual, independiente de él, marcé su clara
inclinacion por el primero de ellos.

En su postura,

. el problema del infinito, ante todo, era un problema del fisico que se
enfrentaba a la naturaleza. La discusion ontoldgica del infinito no concernia
al matematico, pues era claro que en las matematicas se trabajaba con
magnitudes arbitrariamente grandes y pequefas, pero para el estudioso de
la naturaleza, que trabajaba con el movimiento y el tiempo, esto no estaba
tan claramente estabelecido. (Recalde y Beltran, 2017, p. 224).

En este sentido, en su Libro Ill de Fisica afirma:

Mi argumento no les arrebata nada a los matematicos, aunque deniega la
existencia del infinito en el sentido de algo tan grande que no se puede ir mas
alld. Porque en realidad, ellos no necesitan utilizar el infinito, sino sé6lo que
una recta finita sea tan larga como quieran... asi que no habré diferencia para
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ellos en lo que respecta a las demostraciones. (Diaz Garcia y Vilela Garcia,
2005, p. 12).

En la concepcion de Aristoteles existian magnitudes que podian, o bien dividirse
indefinidamente (como el tiempo o el espacio), o bien aumentar también
indefinidamente, (como los numeros naturales), pero rechazaba la existencia de
conjuntos infinitos como un todo.

Las consecuencias que traia esta negacion aristotélica del infinito eran graves:
el tiempo tendria principio y finalizaria en algdn momento y el movimiento no seria
eterno, siendo esto ultimo uno de los conceptos claves en su fisica.

Tanto Arquimedes como Euclides (325 a. C — 265 a. C.) tuvieron una marcada
influencia finitista® o bien infinitista potencial®> devenida de la concepcion aristotélica.

El primero de ellos, hacia el siglo 1l a. C., en el conocido Axioma de Arquimedes:
“Dados dos nameros positivos a y b, existen nimeros naturales n y m tales que na>b
y mb>a ...” (Torres Hernandez, 2002, p. 42), deja en claro que las expresiones
infinitamente pequeiio e infinitamente grande carecen de sentido, en virtud de que,
por ejemplo: si la cantidad a fuese infinitamente pequefia, por mas que la sumemos
consigo misma muchas veces no superaria a b. Sélo en una de sus obras se
menciona el término infinito, lo cual revela como las normas académicas de la época
imponian evitar el conflicto con la tradicional postura finitista de Aristételes.

También Euclides estuvo fuertemente influenciado por esta vision. En sus
Elementos sentenciaba que El todo es mayor que las partes, lo que significaba una
manera explicita de negar el infinito actual.

3.2. La Edad Media.

Durante la Edad Media, si bien no se evidenciaron avances importantes
relacionados con el infinito matematico, el concepto entr6 de lleno y se establecio en
los razonamientos matematicos, siempre impregnado de la concepcion aristotélica.
Las discusiones sobre la naturaleza del infinito en la Edad Media tuvieron un caracter
esencialmente filosofico.

Cabe mencionarse una aproximacion no formal al método de induccién
matematica para la generacion de coeficientes binomiales, debida al matematico
arabe Al-Karaji (953 - 1029). Realiz6 la prueba para el caso n=1y, con la misma,
demostré el caso n=2, y asi hasta n=5, para luego afirmar que este proceso se podia
continuar de manera indefinida. Este hecho no hace mas que confirmar, una vez mas,
la vision potencial del infinito en la época, siempre exhibido como un proceso sin final.

En el siglo Xlll Ricardo de Middleton esgrimié el primer argumento de que el
universo puede expandirse sin limite sin que esto implique la existencia del infinito
actual.

1 Finitismo: negacién de toda posibilidad de continuar una operaciéon indefinidamente o sélo aceptar
consideraciones sobre conjuntos finitos.

2 Infinitismo potencial: argumentacion siempre bajo la idea de un proceso que se puede repetir o continuar
indefinidamente, pero no reconociendo la idea de completez o unidad de tales procesos.
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Mas tarde, promediando el siglo XlIl y durante el siglo XIV las controversias en
torno a ambas conceptualizaciones continuaron. El interés de los fildsofos de la época
se centr6 mas en el contexto de las magnitudes que en el de las colecciones y la
cardinalidad.

Como ya se menciond, el infinito actual, interpretado como unidad acabada,
cobro relevancia recién a fines del siglo XIX, desempefiando un rol fundamental en la
mateméatica moderna a partir de la teoria cantoriana de conjuntos. A diferencia del
potencial, el infinito actual resulta de dificultosa comprension, ya que no se caracteriza
por apoyarse en la intuicién; de hecho, no es a través del sentido comuin que una
operacion con infinitas etapas pueda verse como un proceso finalizado.

Por ello, la comunidad cientifica estuvo, por mas de 20 siglos, sumida en
discusiones y enfrentamientos como consecuencia de las especulaciones en torno a
uno y otro infinito.

3.3. La Edad Moderna.

La revolucién cientifica del siglo XVII supuso el cambio del concepto de ciencia
cualitativa, basada en la ldgica silogistica, por la ciencia cuantitativa basada en la
I6gica experimental. Esta renovacién del método cientifico a cargo de personajes
como Descartes, Kepler, Bacon y Galileo Galilei, entre otros, implic6 un cambio
paradigmatico radical para la ciencia.

En la transicion de la matematica del Renacimiento al mundo moderno se
encuentra un considerable numero de figuras, muchas de ellas provenientes de la
Europa occidental, que participaron de los progresos a futuro.

En lo que concierne al origen del Célculo, podemos citar el desarrollo de técnicas
infinitesimales para calcular areas y volimenes basados en los trabajos de los
matematicos griegos. Surgieron asi los indivisibles, la semilla de los infinitesimales,
de Galileo Galilei (1564-1642), Johannes Kepler (1571-1630) y Bonaventura F.
Cavalieri (1598-1647).

Diaz Garcia y Vilela Garcia exponen una paradoja vinculada con el infinito
descubierta en la Edad Media:

Sean dos circulos, uno de ellos con el doble de radio que el otro. La
circunferencia del circulo mayor sera entonces el doble que la del circulo
menor. Ambas circunferencias tienen un nimero infinito de puntos, pero la
mayor deberia tener un nimero mayor de puntos que la menor. Sin embargo,
dibujando un radio observamos que para cualesquiera puntos P, Q de la
circunferencia menor se corresponden exactamente un punto P’ y un punto
Q’ de la circunferencia exterior. Asi tenemos dos magnitudes infinitas que
son, al mismo tempo, iguales y distintas. Diaz Garcia y Vilela Garcia (2005,
p. 16)

2B
UNI&N NGmero 53 - Agosto 2018 — Pagina 127



Desarrollo historico e implicancias en el aprendizaje del infinito: conocer
para desarrollar estrategias que favorezcan su comprension.
Mario Garelik, Fabiana Montenegro

Pﬂ

Q Q'

Figura 1. Dos conjuntos infinitos.
Fuente: Diaz Garcia y Vilela Garcia (2005).

A principios del siglo XVII, Galileo Galilei, matemético, fisico, astrénomo y
fildsofo italiano, brind6 una solucidn a este problema proponiendo convertir el circulo
pequefio en el grande agregandole una cantidad infinita de agujeros infinitamente
pequefios, los indivisibles. Como se menciona en Sellés Garcia (2018), el mismo
Galileo sostiene, basado en la idea aristotélica de una indivisibilidad indefinida, que
una division que se pueda proseguir indefinidamente supone que las partes son
infinitas, pues de otro modo la subdivision finalizaria. Y si son infinitas son inextensas,
porque, de otro modo formarian una extension infinita. Y, si son inextensas, son
indivisibles.

Galileo introdujo con estas ideas un infinito actual, a diferencia de Aristételes,
para quien el infinito carecia de limites ya que un proceso de division del continuo
gue, por su propia naturaleza, nunca termina, no tiene final. La postura galileana
resultdé un tanto ambivalente: por una parte negaba al infinito actual por “vacio o por
ser producto de la Inquisicion”, pero, por otra, le daba cabida cuando consideraba que
un segmento de recta se constituia por una cantidad infinita de puntos y que el
continuo de la recta era el actual.

Hacia 1638, en su obra péstuma Discorsi e dimostrazioni matematiche intorno a
due nova scienze establecio la naturaleza paraddjica de los conjuntos infinitos
actuales y su imposibilidad de un tratamiento matematico. Sostenia que se puede
establecer una correspondencia biunivoca ya que, por ejemplo, cada nimero natural
gueda asociado a uno y sélo un cuadrado perfecto y viceversa.

Galileo encontré aqui la propiedad fundamental de los conjuntos infinitos: el
principio el todo es mayor que la parte no vale para conjuntos infinitos. Sin embargo,
no llegd a esta conclusion pero si a que no cabe establecer una aritmética de infinitos
ni de indivisibles y que los mismos son incomparables. De modo que las relaciones
de igualdad y desigualdad entre conjuntos son sélo validas en el campo finito.

Galileo no percibié este posible germen para la posterior teoria de conjuntos
desarrollada por Cantor: “Galileo, igual que Moisés, llegd a vislumbrar la tierra
prometida, pero no pudo entrar a ella” (Boyer, 2007, p 416).
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Como se menciona en Bombal, la conclusion que obtuvo Galileo sobre estos
hechos fue:

Esta es una de las dificultades que surgen cuando intentamos, con nuestra
mente finita, discutir el infinito, asignandole las mismas propiedades que
damos a lo finito y limitado. Creo que ésto es un error, pues no se puede
decir de [dos] cantidades infinitas que una sea mayor, menor o igual que otra.
(Bombal, 2010, p. 14)

Posteriormente Kepler y Cavalieri continuaron trabajando con la teoria de los
indivisibles hasta que en 1649 el Colegio Romano rechazo los indivisibles y prohibio
su ensefianza en los Colegios Jesuitas. Aunque la Iglesia buscé silenciar a Galileo
confinandolo a arresto domiciliario, no pudo detener el progreso del calculo
infinitesimal. Al contrario, impulsé un mayor esfuerzo de la comunidad matematica por
obtener rigurosidad y asi enfrentar las criticas de la época.

A mediados del siglo XVII John Wallis (1616-1703) establecié el simbolo que
utilizamos actualmente para el infinito (), llamado lemniscata, para representar el
hecho de que se puede recorrer dicha curva una y otra vez, infinitamente. También

. Z , 1 .-
considero el reciproco —, que utiliza para la nada.

Durante el siglo XVIII, el desarrollo del calculo infinitesimal provocé un
importante avance en relacion al infinito matematico. Si bien las técnicas de célculo
gue se iban desarrollando eran mas exactas, esto no impidié que continuaran las
contradicciones en las fundamentaciones. A modo de ejemplo, Newton y Leibniz
usaron cantidades infinitamente pequefias involucrando al infinito actual pero
intentando hacerlas compatibles con las practicas del infinito potencial aristotélico.

Segun Rey Pastor y Babini (1985, p. 82) el método de Newton referido a las
fluxiones, célculo de derivadas, con su esencia y notacién propias, resulté ser su
contribucion mas original. Newton present6 su obra en tres escritos: en 1669, 1671y
1676. Pretendio evitar los problemas mateméticos del continuo e infinitesimales, y
llevarlos al mundo fisico considerando cantidades variables que van fluyendo con el
tiempo (fluentes), y razones de cambio instantaneas de las fluentes (las fluxiones, hoy
derivadas de las fuentes con respecto del tiempo).

Tal como sucede en la naturaleza, para Newton las magnitudes se generaban
por el movimiento continuo, no eran un agregado de cantidades infinitesimales. En la
tltima de sus obras expresé la intencion de abandonar el uso de cantidades
infinitesimales y enuncié su teoria de las razones primera y ultima de cantidades
evanescentes anticipandose al concepto matematico de limite.

Mientras el enfoque de Newton fue fisico, el de Leibniz fue esencialmente
geométrico, incluso algebraico o l6gico. Lo novedoso del calculo infinitesimal de
Leibniz, se encuentra en la exploracion de lo infinito a partir de las diferencias de
diversos 6rdenes de infinitos y en considerar lo infinitamente pequefio como variacion.

Los estudiosos de la época poco comprendian la nueva nocioén de Leibniz
acerca de lo infinitamente pequefio. Leibniz elaboré reglas de igualdad y desigualdad
para el infinito, asi como también una operatoria basica para cantidades infinitamente
grandes o pequefias respecto de otras. Los numeros infinitos debian rechazarse pues
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el concepto de numero surge cuando se aplica el concepto de cantidad y la misma se
caracteriza como un entero que posee unidades.

Ante el interrogante sobre la comprension de los nimeros infinitos, sostuvo que
las respuestas eran légicamente absurdas porque violaban el principio de que el
entero es mayor que cualquiera de sus partes. De este modo, si no habia niumeros
infinitamente grandes tampoco debian considerarse numeros infinitamente pequenos:
los infinitesimales del calculo.

Newton y Leibniz no resolvieron los problemas logicos en los fundamentos de
sus métodos en el calculo diferencial e integral. Para ambos lo decisivo era la
coherencia de sus resultados y la fecundidad de los nuevos procedimientos,
suficientes para generar el progreso de una nueva disciplina matematica.

Fue Berkeley (1605-1753), obispo de Irlanda, quien evidencié esa falta de
rigurosidad mostrando inconsistencias con los infinitesimales al no cumplir el principio
de Arquimedes. Como sefiala Lopez (2014) el obispo hacia notar que los matematicos
no eran coherentes al trabajar con los infinitesimales debido a que al inicio los usaban
en los denominadores por ser diferentes de cero, pero luego si aparecian como
sumandos eran despreciados.

Durante los primeros afios del 1700 se sucedieron discusiones y debates en la
Académie des Sciences de Paris sobre la validez de los procesos del nuevo calculo.
Y aunque el Marqués de L'Hopital intenté formalizar el concepto intuitivo y la
operatoria de los infinitesimales, también recibio las criticas de Berkeley.

3.4. La Edad Contemporanea.

Hasta la primera mitad del siglo XIX, la comunidad cientifica en general y los
matematicos en particular, sélo reconocian el infinito potencial. Esto no resulta
sorprendente si se tiene en cuenta que los dos siglos anteriores estuvieron signados
“...por la busqueda de algoritmos de procesos potencialmente infinitos en contextos
geométricos y dinamicos; dichos algoritmos surgen como una extrapolaciéon del
algebra de los procesos finitos.” (Waldegg, 1996, p.109).

Se enumeran a continuacion algunas de las manifestaciones mas notables de
la preeminencia del infinito potencial durante los siglos XVIII y XIX:

Kant (1724-1804), en coincidencia con Aristoteles, sefialaba como insostenible
alcanzar, en lo sensorial y lo empirico, un limite absoluto, y con él, el infinito actual.

Gauss (1777-1855) negaba que una cantidad infinita pudiera verse como un
ente acabado, ya que, en matematica, el infinito era una mera forma de hablar, y su
significado, “un limite al que ciertas razones se aproximan indefinidamente, mientras
otras aumentan sin restriccion”.

Cauchy (1729-1857), por su parte, rechazaba el infinito actual al sostener que,
de aceptar la biyeccion entre el todo y una parte, se contradecia el axioma euclideo
gue sostenia que el todo es siempre mayor que una de sus partes.

Es recién a mediados del siglo XIX, mas precisamente en 1851, cuando el
matemético checo Bolzano (1781-1848), en su obra postuma Paradojas del infinito,
da los primeros pasos hacia la introduccién en matematica del infinito actual como
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objeto de estudio bien definido. Hasta ese momento se empleaba la nocién de
equivalencia para comparar la magnitud de dos conjuntos finitos: si los elementos de
dos conjuntos finitos A y B podian ponerse de a pares de tal modo que a cada
elemento de A le corresponda uno y solo un elemento de B, se decia que la
correspondencia es biunivoca y que Ay B son equivalentes.

La concepcion de Bolzano modifica el estado de situacion reinante hasta ese
momento afirmando que el concepto de equivalencia entre dos conjuntos es aplicable
tanto a conjuntos finitos como infinitos y acepta que los conjuntos infinitos pueden ser
equivalentes, incluso, a una parte de ellos mismos, reconociendo que es posible
establecer una biyeccion entre ellos y una de sus partes que permita establecer la
igualdad entre ambos, en clara contradiccion con el axioma euclideo.

En 1872, Dedekind fue el primero en vislumbrar en las paradojas de Bolzano,
una propiedad de los conjuntos infinitos, que establecié como definicion: Un sistema
S se llama infinito cuando es semejante a una parte propia de si mismo, en caso
contrario, se dice que S es un sistema finito.

El ejemplo del uso de la biyeccion de Bolzano entre los nimeros naturales y los
nameros cuadrados perfectos le sirvio para establecer la distincidbn entre estar
contenido y tener menor tamafio: el conjunto de los numeros cuadrados esta
contenido en el conjunto de los nimeros enteros, pero unos y otros tienen igual
tamano. Postulé entonces que a los conjuntos infinitos se les podria atribuir nimeros
transfinitos, incorporo la idea de potencia de un conjunto, dando asi lugar al concepto
de numero cardinal. Esta teoria de numeros transfinitos se convertiria en la base para
la introduccion de operaciones relacionadas con el infinito.

Es en esta instancia donde nace el mayor obstéaculo epistemoldgico en el devenir
de su obra que motivo que su propésito de aritmetizar el infinito quedase inconcluso.

Bolzano no deja de insistir en la relacion paraddjica entre dos conjuntos
infinitos: a partir de la existencia de una biyeccién, el hecho de concluir la
igualdad de dos conjuntos infinitos, desde el punto de vista de su
multiplicidad (o, como decimos desde Cantor, su equipotencia o
equivalencia) es extender de manera ilegitima una propiedad de los
conjuntos finitos a los conjuntos infinitos. (Waldegg, 1996, p. 111)

Estas contradicciones entre lo intuitivo del axioma euclideo mencionado y lo
empirico del establecimiento de la biyeccion como método de comparacién entre
conjuntos infinitos, hacen imposible la creacion y el desarrollo de una teoria
consistente, por lo que su obra quedd inconclusa.

A fines del siglo XIX apoyandose en los trabajos de Bolzano, el matematico ruso-
aleman Georg Cantor (1845-1918), trabajando en problemas de series
trigonomeétricas, llega a una clasificacion de conjuntos excepcionales e intuye que la
riqueza de éstos sera generadora de novedosos desarrollos mateméaticos.

Demuestra que existen diversos grados de infinitos, alejandose asi de la
creencia que establecia la existencia de un solo infinito inalcanzable y no real.
Coincidiendo con Galileo, sefialé6 como un obstaculo epistemoldgico que hasta ese
momento se haya pretendido extrapolar cuestiones matematicas del mundo finito a
los numeros infinitos.
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Cantor asegura que no debe distinguirse entre infinito potencial y actual, ya que
el mismo potencial supone la existencia de este ultimo.

Uno de sus primeros descubrimientos fue que el conjunto de los nameros
racionales puede ponerse en correspondencia biunivoca con los naturales y, por lo
tanto, es numerable.

Intuitivamente parece extrafio que los elementos del conjunto denso de los
racionales pueda acomodarse uno a uno con los elementos del conjunto discreto de
los enteros positivos que, ademas, es un subconjunto del primero. Un esquema visual
gue representa el planteo de Cantor, consistente en asignar un numero natural a cada
fraccion es el que se muestra la figura siguiente
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Figura 3. La biyeccidén entre naturales y racionales.
Fuente: scirescience.wordpress.com (2014)

Esta correspondencia biunivoca hacia sospechar que cualquier conjunto infinito
es numerable “pero el resultado de Cantor refuta esto: hay un conjunto, el continuo
de numeros reales, que no es equivalente a ningun conjunto numerable” (Courant y
Robbins, 2014, p. 111).

Este hecho produjo vacilaciones en Cantor: en 1873 le escribe una carta a
Dedekind planteandole la posibilidad de que el conjunto de los nimeros reales sea
numerable, pero en 1874 presenta dos demostraciones que no lo es. Intentd probar
que R", conn € N,n > 1, no es equivalente a R pero en 1887 demuestra que si lo
es.

En 1874 Cantor demostr6 la numerabilidad de los racionales, la no
numerabilidad de los reales y la numerabilidad del conjunto de los nameros
algebraicos, esto es de los niumeros reales que son soluciones de ecuaciones de la
forma anx" + an-1x""1+ . + aix +ao=0con ai € Z parai =0,..., n. Y con estos tres
resultados de numerabilidad puso en consideracion la presencia del infinito actual o
real, nocion que era rechazada desde Aristoteles en beneficio del infinito potencial.
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Retomando la idea de Bolzano de establecer una biyecciébn como principio
basico de comparacidon de dos conjuntos infinitos, sostiene que si es posible
establecer una biyeccion entre dos conjuntos, los mismos tienen igual potencia.

En 1878 caracteriz6 un conjunto finito como aquél cuya potencia es un entero
positivo y que todo subconjunto propio de un conjunto finito tiene una potencia menor
gue éste, mientras que un conjunto infinito tiene la misma potencia que algun
subconjunto propio. La equipotencia entre naturales y racionales echaba por tierra el
hasta entonces incuestionable postulado de que el todo siempre es mayor que la
parte.

Al demostrar Cantor que existe un conjunto, el continuo de numeros reales, que
no es equivalente a ningun conjunto numerable, establece que hay dos tipos
diferentes de infinito: el infinito numerable (de los enteros, por ejemplo) y el infinito no
numerable, del continuo. Se trataba entonces de establecer una jerarquizacién de
numeros transfinitos y una aritmética para ellos.

Segun Fava y Zo (1996) este descubrimiento representa uno de los momentos
cruciales en la historia de las Matematicas como cuando los griegos descubrieron que
la diagonal del cuadrado es inconmensurable con el lado del mismo.

Sus descubrimientos prosiguieron. Asi, en 1877 demostré que los puntos de la
recta real y los “puntos del espacio n-dimensional R" (con n>1) son equipolentes y en
1882 incorpordé los nameros infinitos 0 nimeros transfinitos en su obra Fundamentos
de una teoria general de conjuntos.

Numero transfinito es el término original que acuiid Cantor para referirse a los
cardinales transfinitos. Para conjuntos finitos el numero cardinal es el nUmero usual
de objetos del conjunto. Para conjuntos infinitos se introducen nuevos numeros
cardinales. El numero cardinal del conjunto de nimeros enteros lo anota como X,
puesto que los numeros reales no pueden ponerse en correspondencia uno a uno con
los enteros, el conjunto de los numeros reales debe tener otro niumero cardinal que
nota por c.

Acerca de la importancia del trabajo de Cantor:

Su éxito fue negar la afirmacion obvia de que el todo es mayor que cualquiera
de sus partes. Asi es que hay tantos niameros naturales como nimeros
pares, tantos nameros fraccionarios como nimeros naturales, siendo este
namero el nimero cardinal Alef cero. Ademas evidencié la existencia de un
nimero cardinal mas elevado, el niumero de puntos de una recta, igual al
nimero de puntos de un cuadrado, de un cubo o del espacio entero. (Lépez,
2014, p 293).

Cantor fue uno de los matematicos mas revolucionarios de su época pues
contradecia las concepciones intuitivas que durante mas de dos mil afios se
consideraron como principios basicos de la filosofia. Sus concepciones del infinito
significaron un desafio para la época y sus ideas un atentado a la intuicion de sus
contemporaneos. Tuvo grandes adeptos como Hadamard (1865 — 1963) y Hilbert
(1862 — 1943), quienes aplicaron la teoria de conjuntos de Cantor al analisis.

Al igual que Bolzano, enfrentd severas criticas por parte de reconocidos
matematicos de su época, como Weyl (1885 — 1955), quien considerd que la infinidad
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de infinitos de Cantor eran niebla en la niebla, Poincaré (1854 — 1912) catalogd a sus
ideas como una enfermedad de la que algun dia llegarian las Matematicas a curarse
y Kronecker (1823 — 1891) lo atacé personalmente calificAndolo de charlatan,
renegado y corruptor de la juventud. Sin embargo, mas tarde, recibio el
reconocimiento de Hilbert, quien afirm6: Nadie nos arrojara del paraiso que Cantor ha
creado para nosotros.

La teoria moderna de conjuntos creada por Cantor y sus seguidores, si bien se
inici6 en un proceso controversial, permitio definir con precisién al infinito y se
constituyé como referente en el estudio de los fundamentos logicos y filosoficos de la
matematica.

4. Repercusiones en el aprendizaje.

Los histéricos problemas epistemologicos, debates y controversias que presento
el concepto de infinito parecen reproducirse a escala en el proceso de aprendizaje.

Diversas y numerosas son las investigaciones que se proponen dar cuenta de
los inconvenientes que la polémica nocién acarrea en los procesos de ensefianza y
de aprendizaje: Waldegg, G. (1996), Penalva, M. C. (1996), Garbin, S. y Azcérate, C.
(2002), Sacristan Rock, A. (2003), etc.

En la practica aulica cotidiana pueden confirmarse los inconvenientes que
genera en los alumnos comprender el significado del concepto de infinito, en especial
del actual, mas todavia si se tiene en cuenta que dicha nocion interviene en varios
temas del curriculo de la asignatura Calculo | (con los tradicionales tres ejes
tematicos: calculo diferencial, calculo integral, sucesiones y series numéricas y de
potencias), en la que los autores de la presente investigaciéon desarrollan sus
actividades de docencia universitaria.

Los problemas se evidencian tanto en cada pregunta informal que sobre un tema
gue involucre el infinito se les efectia a los alumnos como en las producciones
escritas de los mismos en las instancias de evaluacion. Cabe aclarar que las
dificultades que se generan en el aprendizaje como consecuencia de la conflictividad
gue conlleva el concepto de infinito son numerosas y de la mas variada naturaleza,
sin embargo, en este articulo solo se presentan situaciones que reflejan los antiguos
debates antes mencionados en torno a su significacion.

Se brindan a continuacion algunas imagenes que ilustran la problematica para
comprender significativamente el concepto objeto de este trabajo.
k

Por ejemplo ante la consigna ¢ Es convergente la serie }.7° In (k+1

encontrarse con respuestas del tipo:

)?, fue comun
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Figura 4.
Fuente: Examen final Calculo 1. Facultad de Ing. y Cs. Hidricas (U.N.L.) (2017)

Puede observarse como las propiedades de asociacion y cancelacion de los
términos, validas en el campo finito, se extienden erroneamente como legitimas para
un namero infinito de sumandos. La transferencia de nociones validas en el campo
finito al infinito es una de las falencias mas comunmente observadas y actuaria como
una réplica de lo que el mismo Cantor aseguraba acerca de los motivos por los cuales
el infinito actual era de dificil aceptacion.

Otro caso lo ilustra la siguiente consigna:

Luego de hacer los célculos correspondientes, indique con cual(es) de las
n-1
siguientes alternativas se corresponde la expresion )7, ;

4n

a)l+i+i+... b) 1 c) ambas
4 16 64

La mayor parte de los alumnos opt6é por la opciéon (a) lo que podria ser un
indicador de como la potencialidad es lo tipico en la visualizacién del estudiante, por
sobre la actualidad que hubiera implicado la eleccion (b).

En otras evaluaciones, en las que el objetivo de la consigna se centraba en
percibir de qué manera los alumnos aprendian el concepto de convergencia
secuencial, fue comun encontrarse con expresiones del tipo como la que ilustra la
siguiente imagen:
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Figura 5.
Fuente: Examen final Calculo 1. Facultad de Ing. y Cs. Hidricas (U.N.L.) (2017)

Se observa como, aun sin expresar aproximacion al limite L, utilizan, en
referencia al entorno de L, términos tales como caen, se meten, entran, en una clara
postura potencialista.

5. Amodo de conclusion.

El concepto de infinito satura a todas las matematicas, dado que los objetos
matematicos generalmente se estudian no como individuos sino como miembros de
clases o agregados que contienen infinidad de objetos del mismo tipo [...]. Por esta
razén es necesario analizar al infinito matematico de un modo preciso (Courant y
Robbins, 2014, p. 104)

Gonzalez Urbaneja (2004), apoyado en textos de ilustres matematicos,
pedagogos, historiadores y profesores, resalta las mdltiples razones que
fundamentan la vinculacion permanente de la historia con la Didactica de la
Matematica.

Consideramos que, como educadores, conocer las intuiciones e ideas que
dieron lugar a conceptos, propiedades y demostraciones; los lenguajes y notaciones
en gue se expresaban; las dificultades que involucraban; los problemas cotidianos y
fendmenos fisicos o sociales que ayudaban a resolver; el marco histérico en que
aparecian, etc. contribuye en distintos aspectos al desarrollo de nuestra profesion.

Por un lado, facilita poner de manifiesto a los alumnos el proceso dinamico de
la actividad cientifica: zigzagueante, nunca acabado, critico. Por otro, ayuda a
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replantear el posicionamiento epistemolégico con el que se estudia esta ciencia y
evitar planificar su ensefianza como un producto dogmatico, inmutable, cerrado y
acabado.

Finalmente, y como sostienen Azcarate Giménez y Deulofeu Piquet (1996),
resulta conveniente contar con mas herramientas a la hora de concebir una primera
idea de los obstaculos que se especula encontrardn nuestros alumnos en la
adquisicion de un concepto, considerando las dificultades intelectuales que ha
supuesto su adquisicion a lo largo de su desarrollo epistemoldgico. Esto, a su vez,
permitira, desde la ensefianza, el trazado de estrategias didactico - pedagodgicas que
resulten un posible aporte para la adquisicion de aprendizajes satisfactorios en
términos de significacion.
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