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Este trabalho apresenta uma proposta numa abordagem de
investigacao historica, relativamente a um contexto de ensino superior,
para professores em formacdo inicial. Ademais, aborda relacbes
recorrentes bidimensionais definidas a partir dos valores da sequéncia
de Fibonacci. Assim, com inspiragdo num artigo de Harman (1981),
busca discutir propriedades matematicas dos numeros G(n,m) em
Resumo situagcbes didaticas de investigacdo envolvendo  aspectos
epistemoldgicos e histéricos de identidades desconsiderados por este
autor. Ademais, algumas das rela¢des e férmulas abordadas podem
ensejar futuras investigactes derivadas da generalizacdo do modelo de
recorréncia de Fibonacci.

Palavras-chave: Situacdes didaticas, Investigacdo historica, Relagdes
recorrentes, Numeros complexos de Fibonacci.

Este trabajo presenta una propuesta en un enfoque de investigacion
histérica, para un contexto de ensefianza superior, para profesores en
formacion  inicial. Ademé&s, aborda relaciones recurrentes
bidimensionales definidas a partir de los valores de la secuencia de
Fibonacci. Asi, con inspiracién en un articulo de Harman (1981), busca
discutir propiedades matematicas de los numeros G(n,m) en

Resumen situaciones didacticas de investigacion envolviendo aspectos
epistemoldgicos e histéricos de identidades desconsideradas por este
autor. Ademas, algunas de las relaciones y férmulas abordadas pueden
conducir a futuras investigaciones derivadas de la generalizacion del
modelo de recurrencia de Fibonacci.

Palabras clave: Situaciones didacticas, investigacion historica,
relaciones recurrentes, numeros complejos de Fibonacci.

This paper presents a proposal for a historical research approach to a
context of higher education for teachers in initial formation. In addition, it
addresses recurrent two-dimensional relationships defined from the
Abstract values of the Fibonacci sequence. Thus, inspired by an article by Harman
(1981), he seeks to discuss mathematical properties of numbers G(n,m)

in didactic research situations involving epistemological and historical
aspects of identities disregarded by this author. In addition, some of the
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relations and formulas discussed may lead to future investigations
derived from the generalization of the Fibonacci recurrence model.
Keywords: Didactic situations, historical research, recurrent relations,
complex Fibonacci numbers.

1. Introducéo

A proposigéo de atividades de investigacdo historica, no ambito da formacao
inicial de professores de Matematica, pode proporcionar e estimular uma percepcao
e 0 entendimento acerca do processo evolutivo em Matemética que, em certos casos,
pode ser observado por intermédio das etapas progressivas e gradativas sofridas por
um conceito cientifico ou um objeto tedrico conceitual ao decorrer dos séculos e, em
alguns casos, ao longo de algumas décadas (Alves, 2016a; 2016b; 2016c; 2017).

Por outro lado, quando se atém ao percurso evolutivo de um objeto, modelo
matematico ou nocao particular, de modo geral, ndo se aprecia/ encontra em fontes
histdricas, livros de Histéria da Matematica - HM (Estrada, 2000; Eves, 1969; Herz,
1998) que relatem tanto os elementos primordiais que concorreram para o estadio de
seu nascedouro, bem como, o estagio evolutivo hodierno e o interesse atual
concernentemente ao “estado de arte” do mesmo.

De modo patrticular, neste trabalho, sera discutido um modelo matematico cujo
estagio original se tornou conhecido pelo nome de Sequéncia de Fibonacci e que, por
intermédio de uma intencdo “pedagdgica” de Leonardo Pisano, costumeiramente é
lembrado pelo problema do nascimento, ad infinitum, de pares de coelhos imortais
mas, que, do ponto de vista do modelo numérico e suas propriedades praticas e
utilitarias, ja era conhecido e empregado no comércio pelos indianos alguns séculos
antes.

Numa abordagem historica, destaca-se que a quarta cruzada pregada pelo papa
Inocéncio Ill, ocorreu em 1204 e tinha como objetivo organizar um ataque contra 0s
mulcumanos no Egito e, em seguida, reconquistar a costa da Palestina. Todavia, a
Igreja e as nagdes ocidentais cristds nao tinham recursos financeiros para custear
esse plano. Desse modo, recorreram a Republica de Veneza com o propésito de
conseguir um meio que levasse os cruzados até o Oriente. Os cruzados, como ndo
tinham com que pagar a conta, “foram obrigados a aceitar que Veneza decidisse 0
roteiro das conquistas. A proposta da Republica era quitar a divida com a tomada de
Zara, um porto cristdo, mas rival dos venezianos no comércio do mar Adriatico” (Doré,
2000).

Assim, vale comentar que Leonardo nasceu por volta de 1175 no centro
comercial de Pisa, na Idade Média que abrange um cenario marcado pela influéncia
das cruzadas a sociedade europeia e pelo contato com o Oriente. Aléem do mais,
nesse contexto, surgem as Universidades de Padua, Napoles, Paris, Oxford e
Cambridge. Leonardo era um matematico atuante na atividade comercial, pelas quais
visitou o Egito, a Siria, a Grécia, a Sicilia, o sul da Franca e a Constantinopla.
Contudo, nessas viagens, ele conheceu métodos algébricos arabes e os nameros
indo-arabicos, logo, foi instigado a estudar aritmética. Em 1200, Pisano retorna a Italia
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e, em 1202, ele escreve a obra Liber Abbaci, na qual aborda questdes relacionadas
a Algebra e Aritmética, dentre essas, ele propde uma solucdo para o seguinte
problema: dado um par de coelhos, determine “quantos serao produzidos por este par
em um ano, se cada par de coelhos dar a luz a um novo par de coelhos a cada més,
comecando com o segundo més de sua vida. E assegurado que as mortes nio
ocorrem” (King, 1963).

Esse problema deu origem ao modelo de Fibonacci que é discutido nos livros
de Histéria da Matematica de forma pouco pormenorizada, na maioria das vezes,
apresentando apenas a sua recursividade unidimensional. A priori, as definicbes e
relacbes oriundas desse modelo, também sao exploradas nas pesquisas em
Matematica Pura (Alves, 2016a; 2016b; 2016c). Isso oportuniza a percepcao e a
compreensdo de um processo evolutivo desse modelo, posibilitando a sua
investigacdo no ambito da Didatica da Matematica.

De modo particular, podem ser listados 0s seguintes conjuntos NuMEricos:
{1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,233,377,610,987,1597,...,f,,...},

s Qs

{...,f_n,...,—34,21—13,8,—5,3,—2,1,—1,0,112,3,5,8,13,2134,... f },

1 'n»

{...,ff(ml)+f7ni,...,—8+5i,5—3i,—3+2i,2—i,—i,0,l1+i,2+i,3+2i,5+3i,8+5i,13+8i,...,fn+fn71i,...} e
{oofnt iy F Lnfmb ., 0141,241,1+ 21,3+ 41,5+ 61,4 + 3,10 + 9i,..., f £y + 600}

-n'—(m+

Preliminarmente, com origem num olhar atencioso dos quatro conjuntos acima,
uma preocupacdo matematica elementar consistiria na determinacédo da forma geral
dos seus elementos. Assim, tendo em vista a emblematica relagdo de recorréncia
unidimensional f ., =f ., +f,n>0, de segunda ordem, cujo interesse de discussédo no

meio cientifico foi devido ao matematico francés Francois Edouard Anatole Lucas
(1842 — 1891), pode-se instigar o interesse pela forma de determinacdo do termo
geral, correspondentemente, a cada conjunto h& pouco indicado.

O fato € que, de modo simplista, a determinacdo dos elementos dos quatro
conjuntos acima sao condicionados por uma regra ou definicdo formal. Por outro lado,
desde que se propugna o papel imprescindivel do estabelecimento de definicdes
matematicas formais para que se possa vislumbrar o processo evolutivo em
Matematica, assinala-se que o processo de extensdo e descricdo dos numeros de
Fibonacci, para indices inteiros, pode ser registrado, pela primeira vez na literatura
cientifica, por exemplo, no trabalho de Brother (1965). Brother (1965, p. 2) comenta a
processo evolutivo da sequéncia numérica para valores (indices) a esquerda de zero
(figura 1).

Figura 1. Extensdo dos numeros de Fibonacci para indices inteiros.
Fonte: Brother (1965, p. 2).
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Mas, antes de se deflagrar a se¢do subsequente, quando se atém aos
elementos do tipo 13+8i, de imediato, pode-se apropriar de uma notagédo geral da

forma f +f _ji, para neIN. O elemento que, eventualmente, chama atengdo nesse

caso, corresponde a presenca da unidade imaginaria i* = -1 e, assim, intuitivamente,
passa a exerga-la como um numero complexo (de Fibonacci). Posto isso, doravante,
serdo abordadas ideias relativas a situagfes didaticas, tendo em vista que se
pretende explorar a complexificacdo do modelo de Fibonacci no contexto da Didatica
da Matemética numa perspectiva de investigacdo historica.

2. Situacdes didaticas

A Didatica da Matematica (DM) teve seu marco inicial na Franga em 1970 e
ganhou destaque durante a reforma da Matematica Moderna atravées da criacdo dos
IREMs (Instituto de Pesquisa sobre Ensino da Matematica) e da aceitacao das teorias
piagetianas relacionadas ao desenvolvimento intelectual com énfase no aprendizado
de conceitos. Desse modo, segundo Pommer (2008), o Instituto oportunizava uma
formacao complementar para professores que possibilitava a concepc¢éao de recursos
para serem usados em situacdes de ensino. Dessa forma:

A didatica da Matematica é uma das tendéncias da grande area da educacao
matematica, cujo objeto de estudo € a elaboracao de conceitos e teorias que
sejam compativeis com a especificidade educacional do saber escolar
matematico, procurando manter fortes vinculos com a formacéo de conceitos
matematicos, tanto em nivel experimental da pratica pedagégica, como no
territério teérico da pesquisa académica. (Pais, 2002, p. 11).

Assim, a DM tem em seu escopo, investigar possiveis percursos metodolégicos
qgue proporcionem a transposi¢ao didatica de conceitos matematicos. Isso exige que
se compreenda como as concepgdes novas sao organizadas no cognitivo do aluno.
Segundo Artigue (2009, p.4), a aprendizagem efetiva-se durante um processo de
adaptacao do estudante ao milieu. Almouloud (2007, p. 35) explica que o milieu é um
grupo de situagdes adidaticas compostas por conhecimentos externos ao sujeito.

Brousseau (1976, p. 108) descreve, numa perspectiva da epistemologia
genética, que os estdgios de acomodacdo e assimilacdo do conhecimento, “se
assemelham as etapas de desenvolvimento dos conceitos pela lei de regulacéo que
os fazem aparecer, e que diferem da natureza exata das limitagbes que determinam
essa regulacéo”. Desse modo, o paradigma cognitivo piagetiano instigou a concepcéao
de teorias de ensino numa vertente da DM e que buscam identificar as fases de
compreensao da construcdo de conceitos matematicos. Dentre essas teorias, vale
destacar a Teoria das Situac¢des Didaticas (TSD) desenvolvida por Brousseau (1976).

A TSD abrange, em seus estudos, o aluno, saber e milieu e como estes trés
fatores estdo associados diante de uma situacao didatica. Brousseau (2008, p. 53)
esclarece que uma “interacéo torna-se didatica se, e somente se, um dos sujeitos
demonstra interagao de modificar o sistema de conhecimentos do outro (0s meios de
deciséo, o vocabulario, as formas de argumentacéo, as referéncias culturais)”.
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Uma maneira de simular as situagfes didaticas € a aplicagdo de situagbes-
problema elaboradas com enfoque na TSD. Conforme Almouloud (2007, p. 36), a TSD
€ sistematizada em quatro fases consecutivas: acdo, formulacdo, validacdo e
institucionalizacdo. Vale salientar que as trés fases iniciais sédo realizadas,
principalmente, pelos estudantes com a participacdo minima do docente. Por outro
lado, a institucionalizacéo é feita pelo professor a fim de avaliar o desempenho dos
alunos nas etapas anteriores.

Alves (2016¢, p. 62) explica que na fase de ac¢éo, os alunos decidem resolver a
guestdo proposta, para isso, o estudante mobiliza, de imediato, um pensamento
intuitivo e operacional. Enquanto na formulacédo, esse pensamento passa por um
processo de transicdo a fim de se estabelecer um raciocinio inferencial fundamentado
num modelo tedrico. Nesse sentido, o estudante chega a fase de validacdo com
argumentos mais elaborados recorrendo a uma linguagem matematica mais
apropriada e a métodos de demonstracdo matematica com a finalidade de validar ou
refutar as conjecturas elaboradas. Assim:

Um problema de validagdo € mais um problema de comparacdo, de
avaliacdo e de rejeicdo de evidéncias e da investigacao da demonstracao.
[...] Para uma abordagem de validacdo, o pensamento deve basear-se em
formulagbes anteriores. A linguagem desenvolvida, na dialética da
formulagdo, € menos especifica do que a da validacdo. A comunicacao
desempenha um papel importante em parte independente das questbes de
validade. (Brousseau, 1976, p. 110).

Além do mais, a TSD integra elementos de ordem epistemoldgica, cognitiva e
social inerentes a Didatica da Matematica, possibilitando o entendimento das
“interacOes sociais que ocorrem na sala de aula entre alunos e professores e das
condicdes e da forma com que o conhecimento matematico pode ser apropriado e
aprendido” (Teixeira e Passos, 2013, p. 157). Ademais, quando se compreende a
epistemologia como uma “teoria do conhecimento” (Abbagnano, 1998, p.338), é
relevante aceitar a concep¢do de Almouloud (2007, p. 149), que retrata a
epistemologia como uma investigacdo na estrutura do conhecimento cientifico que
considera sua génese historica assim como sua (re) construgao na estrutura cognitiva

dos aprendizes. Nesse contexto:

[...] vale a adverténcia do carater epistemolégico que reside em imprimir ao
raciocinio do estudante, o carater monossémico e inferencial, caracteristico
das teorias formais. [...] Assim como os teoremas e as teorias fundantes, que
conferem seu carater de certeza, se mostram entrelagadas com uma “teia
epistémica” de concepcdes e saberes que ndo sdo negligenciados pela
Didatica da Matematica. (Alves, 2016d, p. 140-141).

A vista disso, a TSD oportuniza a compreenséo de teoremas e propriedades
matematicos através de suas etapas de formulagdo e avaliacdo de conjecturas. I1sso
pode ser evidenciado na fase de institucionalizacdo da TSD, em que o docente retoma
a situacdo didatica e verifica as produgdes dos alunos no sentido de generalizar os
conceitos matematicos explorados em sala de aula e, consequentemente, ampliar o
repertorio cultural de “saberes mateméticos” (Alves, 2016c, p. 62).
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Por fim, um conjunto de situagGes-problema com enfoque na TSD possibilita a
realizacdo de situacdes didaticas numa abordagem de investigacdo historico-
evolutiva de relagcbes matematicas. Assim, a seguir serd apresentado o modelo de
Fibonacci e sua representacao historico-evolutiva no que diz respeito ao processo de
complexificagéo.

3. Os numeros complexos de Fibonacci no contexto de investigacao histérica

Na secéo atual, serdo apresentados e demarcados o0s elementos necessarios e
envolvidos numa proposta de situacao didatica no contexto de investigacao historica.
Pretende-se com essa proposta, realizar situacdes de ensino, no ambito de formacao
inicial de professores de Matematica, que oportunizem uma abordagem
epistemologica das definigbes e relagbes recursivas oriundas da complexificacdo do
Modelo de Fibonacci nas aulas de Historia da Matematica.

King (1963, p.16) explica que a génese do modelo de Fibonacci é
contextualizada pela situacao-problema, “Rabbit Problem”, proposta por Leonardo
Pisano em 1202 na obra Liber Abbaci sobre a reproducdo de pares de coelhos
imortais. Essa problematizacdo deu origem a sequéncia de Fibonacci {1, 2, 3, 5, 8,
....}. Conforme, Alves e Catarino (2016), essa sequéncia € representada pelo modelo
recursivo unidimensional f,=f ,+f ,vnel para f,=0ef =1.

n+1

No contexto histérico-evolutivo do MF, pode-se verificar um processo de
generalizacdo da SF sendo publicizado, inicialmente, na literatura de Brother (1965)
com a extensao da sequéncia para o conjunto dos nimeros inteiros. Além do mais, o
modelo unidimensional foi discutido por Koshy (2001), que investigou algumas
identidades unidimensionais, elaboradas por Francois Edouard Anatole Lucas (1842
—1891), inerentes ao MF.

A vista disso, este artigo, tem como campo epistémico, o processo de
complexificagdo do MF através da insercdo da unidade imaginaria “i” e sua
correspondente  representacdo algébrica bidimensional. Destarte, tém-se
representacdes complexas para os numeros de Fibonacci como, por exemplo, 0s
“nimeros de Fibonacci Gaussiano” e suas relacdes recorrentes apresentados por
Pethe e Horadam (1986) e os “inteiros gaussianos” que é uma descricao feita por

Berzsenyi (1977).

Desse modo, preliminarmente, pode-se vislumbrar a representacdo geomeétrica
da disposicao dos inteiros Gaussianos. Conway & Smith (2003, p. 15) acentuam que
“Gauss definiu a nocdo de niumeros complexos de modo analogo, em integralidade,
com os numeros reais”. E, de modo particular, um ndmero complexo (X+iy) é

considerado como um inteiro gaussiano se, justamente, suas partes real e imaginaria
sd0 numeros inteiros. Assim, como foi mencionado nos paragrafos anteriores, o
modelo dos numeros inteiros Gaussianos permitiu o surgimento de definigcbes
matematicas derivadas da SF original. Com efeito, o conjunto de trés definicbes, a
seguir, confirma um processo evolutivo, matematico e epistemolédgico ao decurso de
algumas décadas.
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Definicéo 1: Chamaremos de numeros Gaussianos de Fibonacci, os elementos
descritos pela seguinte relacdo de recorréncia Gf =Gf ,+Gf ,, onde

Gf, =i,Gf, =1 (Jordan, 1965).

Definicdo 2: Para ‘n’ e ‘m’ inteiros positivos, definiremos 0s nimeros gaussianos

m m ]
de Fibonacci por fomi = Z[k ]'lk ok (Berzsenyi, 1977).
k=0

Definicdo 3: Os numeros da forma G(n,m), devem satisfazer as seguintes
condicdes bidimensionais de recorréncia: G(n+2,m)=G(n+1m)+G(n,m); G(n,m+2)
=G(n,m+1)+ G(n,m), G(0,0)=0, G(1,0)=1 G(0,1) =i, G(L) =1+i
(Harman, 1981).

Na figura 2, observa-se a representacdo dos inteiros gaussianos e, a partir da
definicdo 2, pode-se compreender que 0S numeros gaussianos de Fibonacci
constituem um subconjunto dos inteiros gaussianos. Além disso, na definicdo 2,

consta uma relacdo que amplia o conjunto de indices da sequéncia dos numeros
Gaussianos. A definicdo 2 apesar de ndo se mostrar com evidéncia o carater de

com as condigdes:

. - . - (m)
recursividade unidimensional, pode-se observar que:f; ..+, 2)m =Z[ ]-W o A

k=0 k
m m ] m m ] m m ]
+Z 'Ik 'fn—Z—k = Z 'Ik '(fnfl—k + fn—Z—k) = Z 'Ik ’fnfk = fn+mi fn+mi = f(n—1)+mi + f(n72)+mi . Por outro
k=0 k k=0 k k=0 k
lado, na definicdo 3, o MF € apresentado com duas variaveis m e n.
. . . . 2 . . . .
— 44+ -3+ —242i —1+2 1428 2428 3428 442
- . . . | § . . . -
—44+i =3+i —-2+i -1+ 1414 241 3+1 441
4 -3 -2 1 0 1 2 3 1
. . . . —1 . . . .
—4—7 —-3-i -2—i —-1-1 1—3 2—1 3—1 1—1
L L L] L] L —'2? L L L] -
—4—-2 -3-2i —-2-2i —-1-2i 1-2¢ 2-2i 3-2¢1 4-2i

Figura 2. Descricdo geométrica de um conjunto que impulsionou o interesse pelas
representacdes dos numeros de Fibonacci no plano.
Fonte: Conway & Smith (2003, p. 15).
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Doravante, a partir da definicdo 3, serdo discutidas, de modo pormenorizado,
determinadas propriedades costumeiramente ndo explicitadas em artigos cientificos
em Matematica Pura. Nesse caso, as relacbes de recorréncia sao ditas
bidimensionais (Harman, 1981) e possibilitam a determinacédo de certas identidades
com uma interpretagcao geométrica discutida por este autor, pela primeira vez na
década de 90, do século XX.

Logo em seguida, serdo enunciados e demonstrados alguns resultados
primordiais para a discussdo e concepc¢do da situacao diatica, no contexto de
investigacdo histérica, envolvendo os nimeros da forma G(n,m), com n,m inteiros

guaisquer condicionados pelas relacdes recorrentes.

4. RelacOes recorrentes bidimensionais e propriedades

Nesta secao, a priori, serdao deduzidos um conjunto de propriedades (lema 1),
gue designa o teorema 1, oriundo de uma relacdo recorrente bidimensional
investigada por Harman (1981), Oliveira, Alves e Paiva (2017). Desse modo, a partir
da definicdo 3, pode-se verificar o lema e o teorema a seguir.

Lema 1: para os numeros de Fibonacci da forma G(n, m), valem as seguintes
propriedades: G(n,0)=f , GOm)=fi, GNnD=f +f ;i e GAm)=1f , +f,
(Oliveira, Alves e Paiva, 2017).

Demonstracgdo: para G(n0)=f, com origem na relagdoG(n+2,m)=G(n+1m)+
+G(n,m) e considerando o caso particular m=0..G(n+2,0)=G(n+10)+G(n,0), pelo
principio de inducdo sobre n, decorre o seguinte comportamento inicial: para
n=0..G(2,0)=G(L0)+G(0,0)=1=f,. Para outro valor, tem-se que:n=1..G(3,0)=G(2,0)
+G(10) =1+1=2=1f,. Pelo método de inducdo matematica, assume-se que
G(n,0)=f e G(n+10)=f ;. Por fim, tendo em vista a relacdoG(n +2,0)=G(n+10)+G(n,0) =
=f,, +f =f.,, obtém-se o resultado desejado.

Analogamente, para G(O,m)=fi, serd& empregado n=0, assim
G(0,m+2)=G(0,m+1)+G(0,m) e, para os valores particulares de m=0, pode-se ver
G(0,2)=G(0,1) + G(0,0)=1-i=f,i. Pode-se, no seguinte caso, observar que
m=1..G(0,3)=G(0,2)+G(0,1) =1-i+1-i=2i=f;i. De novo, pelo processo indutivo,
sdo considerados os passos iniciais indutivos, envolvendo a seguinte propriedade
G(O,m)=fi e G(O,m+1) =f_,,i.Porfim, pode-se escrever a seguinte expressdo
G(OmM+2)=GO0,m+1)+GOm)=f . i+fi=(f,+f)i=f _,i. Ou seja, vale que
G(O,m+2)=f1,,,i. Assim, segue o resultado desejado por indugdo matematica.

De modo anéalogo, pode-se verificar a propriedade G(n,1) =f, +f i, avaliando
G(n+2,m)=G(n+1m)+G(n,m) para m=1: G(n+21)=G(n+11)+G(n1), assim, com
n=0..6(2)=6(1)+G(0,)=1+2i=1+11+i)=f.G(0,)+f,.G(L1) e n=1.G@B1=
G(21)+G(1LY)=2+3i=1+2(1+i)=f,.G(0,1) +f;.G(1,), assumindo pelo passo indutivo
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GNY=Gn-1)+ G(n-21)=f +f ;i e Gh+L)=G(nD+Gn-1)=F,, +f .
obtém-se:G(n+2,1)= G(n+1D)+G(nY=f,.G0O1)+f,,.GLY)=Ff ,+f ..

Semelhantemente, para G(lm)=f , +f i, considera-seG(n,m+2)=G(n,m+1)+
+G(n,m) para n=1: G(,m+2)=G(m+1)+G(,m), desse modo, pode-se escrever
m=0..G6(12)=G(11)+G@1L0)=2+i=f,+f,i e m=1.G(13)=06(12)+C11)=3+2i=f, +f,i.
Assumindo, por inducdo matematica G(Ilm)=G(Im-1)+G(Am-2)=f , +fi e
GAm+1)=G(Am)+GAm-1)=f ., +f. i, logo, determina-se G(Lm+2)=G(Lm+1)+
+G(Lm) =1 gi+f

m+2I .

Teorema 1: Os numeros G(n,m) s&o descritos por G(n,m)="ff_ ., +ff, -1, para
dois inteiros n,m (Oliveira, Alves e Paiva, 2017).

Demonstracdo: Considerando o lema 1 e a relacdo recorrente
G(n,m+2)=G(h,m+1)+G(n,m), serd avaliado m=0..G(n2)=G(n1)+G(n0)=
=f +f L d+f =2 +1.1 ji=f -f;+f,,-fi. E, de modo similar, pode-se ver também
m=1..G6(n,3)=G(n,2)+G(nY =2f +f ji+f +f i=3f +2f ji=f -f, +f ., -fi. E, por
inducdo sobre ‘m’, tem-seG(n,m)=ff . +f . f i e G(hm+D)="Fff ,+f f . -i.
Finalmente, determina-se  G(nm+2)=G(n,m+1)+G(nm)="ff ., +f.fo.1+8 80 +5af 1=
=1, (F o ) +Fa (g +50) 1 =T f s + Tuafnes 1, iSto &, G(nm+2)=ff . +f .f

n'm+ me2 "1

O corolario seguinte permite uma descri¢cdo de recorréncia bidimensional para
os numeros G(n,m) em funcao da formula de Binnet, costumeiramente, indicada por
an _ Bn

o—p
Jacques-Phillipe Marie Binnet (1786 — 1856). Entretanto, Koshy (2007, p. 136)
observa que, ja em 1718, era empregada pelo matematico francés Abraham De
Moivre (1667-1754) (Tattersall, 2005, p. 30). Todavia, por intermédio de métodos
inovadores, que envolviam o uso de fungdes geradoras, Koshy (2007, p. 137) acentua
ainda o trabalho independente do matematico e engenheiro francés Gabriel Lamé
(1795 — 1870), no ano de 1844, tendo em vista a obtencdo da mesma férmula.

f =

n

(para ‘n’ natural), descoberta pelo matematico francés, em 1843,

Coroléario 1: Os numeros G(n,m) sao descritos, em funcédo da formula de
)_ (an+m+1 +Bn+m+1)(1+i) —Otan(B + ai)_amBn(a +B|)
(=)’
Demonstracdo: Considerando o teorema 1 e a formula de Binnet, conhecida
n n n_nn m+l _ pm+l n+l _ an+l m _am
P tem-se Gm)=ff,  +f f =] LB |G P fe TP P e
a-p a-p a-p a-p a-p
fazendo as contas, determina-se a seguinte férmula explicita para os termos:
(an+m+1 + Bn+m+1)(1+ |) _ (X,an (B + a') o amBn (a + BI)

(¢ —B)°

Binnet, por: G(n,m , para nmeIN.

por f =

G(n,m) =

, para nmeIN.
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Assim, o resultado anterior resulta de uma derivacéo da férmula de Binnet, para
0 caso bidimensional. Para concluir, é relevante recordar que na presente seccao,
foram apresentadas, pormenorizadamente, propriedades relacionadas com o0s
numeros definidos a partir da relacdo bidimensional. Assim, podem-se verificar
intrinsecas propriedades inerentes aos numeros presentes na SF. Na proxima secao,
serdo abordadas algumas situacdes-problema propostas a fim de se realizar
situacdes didaticas numa perspectiva de investigacao historica, capazes de permitir
e estimular um entendimento do estudante relativo ao processo de evolucédo e
generalizacdo do modelo de Fibonacci.

5. Situacdes-problema numa proposta de investigacao histérica

Brousseau (2008, p. 55) descreve as situagdes como recursos que oportunizam
uma comunicacao didatica. Desse modo, Pommer (2013, p. 22) sugere que as
situacdes didaticas sejam propostas através de situacdes-problema, de maneira que
conduzam o desenvolvimento inferencial do estudante durante a elaboracéo, partindo
de seus conhecimentos prévios, de estratégias de solugdes. Assim, neste topico, sera
apresentado um conjunto de situacdes-problema juntamente com uma predicédo dos
possiveis argumentos que o0s estudantes possam expresar durante a resolucgéo.

Com origem nas propriedades discutidas anteriormente, foram formuladas
algumas situacfes que devem suscitar uma acao investigativa por parte dos alunos
(professores em formacgao inicial), fruto da interacdo do trinGmio professor —
estudantes — conhecimento matematico. Todavia, vale recordar algumas identidades
(tabela 1) comentadas por Koshy (2001) e que foram descobertas pelo matematico
francés Francois Edouard Anatole Lucas (1842 — 1891).

Identidades unidimensionais de

Descricao Fibonacci

3 ) ‘. - - ’ . n
Soma dos ‘n’ numeros de Fibonacci de indice Zf
2i

par (E. Lucas, 1876). =fna =1, paraneiN.

T
[y

Soma dos ‘n’ numeros de indice impar (E.
Lucas, 1876).

Soma dos ‘n’ primeiros termos da sequéncia f—f _1 parancIN
de Fibonacci (E. Lucas, 1876). ; i =hz — P =

Soma dos ‘n’ primeiros quadrados dos termos % 2 _f . f aranelIN
da sequéncia de Fibonacci (E. Lucas, 1876). = P =

Tabela 1. Identidades elementares envolvendo os niumeros de Fibonacci.
Fonte: Koshy (2001).

A vista disso, segue a seguinte situacéo-problema |: decidir se o conjunto
numérico indicado por G(n,m) possui propriedades semelhantes, quando

comparado com o0 seguinte conjunto numerico {...,f ,...,—34,21,-13,8,-5,3,-2,1-1
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0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,...,f,,...}. Além disso, pode-se considerar o0 conjunto
{..,1+i,2+i,1+ 2i,3 + 4i,5 + 6i,4 + 3i,10 + 9i,24 + 25i,...} . Semelhantemente,
ao caso da formula de Binnet, pode-se determinar uma formula explicita para os
termos acima, sabendo que sédo obtidos por intermédio da relacdo bidimensional
G(n+2,m)=G(n+1,m)+ G(n,m)

: : IN?
G(n,m+2) =G(n,m+1) + G(n,m) com nme

descrita por {

Na fase de acdo, os alunos devem ser estimulados a determinar/definir os
valores iniciais dos elementos G(n,m) a fim de descrever de modo explicito um
elemento qualquer da sequéncia. Os valores iniciais sugeridos para este caso sao
dados porG(0,0)=0,G(10)=1G(0,2)=i,G(L1) =1+i. Os argumentos do teorema 1
podem ser aplicados. Na fase de formulacdo, vale assinalar que a formula
G(n,m)=ff.., +f..f, -1 possibilita uma descricdo mnemonica combinatéria, posto que,
tomando como referéncia a ordem das varidveis (n,m), na posicdo da primeira
variavel ‘n’, o primeiro termo correspondente ff , possui uma unidade inferior ao
indice do termo correspondente a variavel ‘m’. De modo semelhante, na posicéo da
segunda variavel ‘m’, quando se atém ao termo f__.f -i, na variavel correspondente,

n+l'm

detecta-se uma unidade inferior. Na validacdo, os alunos podem descrever 0s
n n
o -p

a-p

ndameros G(n,m), ou seja o teorema 1, em fung&o da formula de Binnet f =

Na situagcdo subsequente, sera explorado um raciocinio discutido pela primeira
vez por Brousseau (1963), distinguido pela identidade f & =(—D)""*f = (-D)"*f,
gue permite a extensao ao conjunto dos inteiros, relativamente ao conjunto de indices.
Nesse contexto, tem-se a situacdo-problema Il: considerando essa identidade e o
seguinte conjunto {-1—i,—6 — 6i,—2 — 2i,—5 — 5i,—i,—1+0i,...} , de modo semelhante a

situacao anterior, decida se € possivel determinar uma formula explicita para os
termos G(—n,—m).

Com origem na situagdo anterior e, por intermédio da equivaléncia
f . =CD", =(-D"*f, na agdo, os estudantes devem ser instigados a
determinar os termos do tipo G(—n,—m) = (-D)"™**f f  +f _,f_-i que possibilita
avaliar os numeros para quaisquer inteiros. De fato, durante a fase de formulacéo,
com origem no teorema 1, oS alunos devem verificar
G=n,—m)=f_ f o+l = (_1)n+1fnf—(m—l) + f—(n—l)(_l)m+lfm = (_1)n+lfn (-D" f(m—l) +(-1) f(nfl)(—:l-)rmlfm =
= (D)™™ (f f g+ faf ) = (D)™™ G(m-1n-1). Na validagdo, vale observar que o0s
nameros G(—n,—m) podem ser determinados, também, pela seguinte férmula
(™™ B A+ —a BB + o) — o "B (o + Bi)

(o=

formula de Binnet (corolario 1). Contudo, os alunos devem ser estimulados a

G(-n,—m) = , fazendo a substituicdo na
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investigar e compreender que a identidade G(—n,—m) = (-D)"*™**G(n, m) nédo pode
ser verificada.

Na situacéo-problema lll, tem-se o seguinte enunciado: sejam as identidades
unidimensionais de Fibonacci: f, +f, +f, +---+f =f , -1, f,+f, +f, +-+1f, =6, -1,
fi+f+fo++f  =f, e f2+,°+67+-+f° =1 -f, (tabela 1), verifiqgue se
identidades semelhantes podem ser inferidas dos numeros da forma G(n,m),

levando em consideracdo as relagbes recorrentes bidimensionais. Durante a
resolucdo, de modo semelhante ao caso das demonstracdes das identidades
indicadas, os estudantes devem verificar propriedades semelhantes para 0os nUmeros
G(n,m) recorrendo as relacbes bidimensionais (definicdo 3). Dessa forma, na etapa

de acdo e formulacéo, considerando a relagdo G(n+2,m)=G(n+1m)+G(nm) e fazendo
G(2,m) =G(Lm)+G(0,m), segue que:

G(L,m) = G(2,m) - G(0,m)
G(3,m) = G(4,m) - G(2,m)
G(5,m) =G(6,m) - G(4,m)
G(7 m) = G(8,m) — G(6,m)

G(2n+1m)=G(2n+2,m)-G(2n,m)

ApOs o0 cancelamento de alguns termos, os alunos devem encontrar
G(Lm)+G(3,m)+G(5,m)+--+G(2n+1m) =G(2n+ 2,m) -GO,m) ou ) G(2i+1m)=G(2n+2,m)-G(0,m)=

i=0

=Fo bt + Fonafn 1= F 1= B ofs + (s = DF, . Ou seja, ZG @i+1m)=tf, f .+ (.- Df -i.
i=0

E, de modo anéalogo, pode-se verificar para a soma dos termos de indice par ndo nulo

0 seguinte:

G(2,m)=G(3,m)-G(Lm)
G(4,m) =G(5m)-G(3,m)
G(6,m) = G(7,m) - G(5,m)
G(8,m) = G(9,m) — G(7,m)

é(Zn,m) =G(2n+1m)-G(2n-1m)

n
Assim, apos o cancelamento, tem-se queZG(Zi,m):G(2n+1m) G(Lm)=f
i=1

2n+1 m+1 + f2n+2f ‘|

i =Tl = Faneafis = fs + (ol = )V isto €, z G(2im) = (fy,1 — Dfns
i=1

+(f,,., —Df i que estabelece

Py
UNI&N NGmero 53 - Agosto 2018 — Pagina 111



Uma proposta de situacdo didatica no contexto de investigacao historica das relacGes recorrentes bidimensionais
para 0s numeros complexos de Fibonacci
Francisco Regis Vieira Alves, Rannyelly Rodrigues de Oliveira

semelhanga com a identidade f,+f +f+--+f, =f,,-1. Enquanto que

n
ZG(Zi+lm)=f2n+2fm+1+(f2n+3—1)fm-i preserva semelhancas em sua deducao com a
i=0

identidade f +f, +f. +---+f, , =f,.. Por outro lado, sabe-se que G(3,m)=G(2,m)+G(Lm)..
G(2m)=G(3m)-G(Lm) e G(2,m)-G(2,m)=(G(3,m)-G(Lm))G(2,m)=G(2,m)G(3,m)-G(2m)G(Lm).
Assim, tem-se que:

G(1m)? = G(Lm)G(2,m) — G(1,m)G(0,m)

G(2,m)? = G(2,m)G(3,m) — G(2,m)G(1,m)
G(3,m)? = G(3,m)G(4,m) — G(3,m)G(2,m)
G(4,m)? = G(4,M)G(5,m) — G(4,m)G(3,m)
G(5,m)? = G(5,m)G(6,m) — G(5,m)G(4,m)

G(n,m)? = G(n,m)G(n+1m) - G(n,m)G(n—1m)

Mais uma vez, efetuando o cancelamento dos termos adequados, deve seguir
que G(Lm)? +G(2,m)? + G(3,m)* + G(4,m)? +--- + G(n,m)? = G(n,m)G(n+ 1, m) — G(1,m)G(0,m).

De modo simplificado, escreve-se a identidade ZG(i,m)2 =G(n,m)G(n+1m) -
i=1
G(ALM)GO,m) =[A—Tf, . f )2 +f .6 F2 1+ (f f , +f 2 +f f f f )i, Por fim,
analogamente, os alunos podem determinar que ZG(i,m)=G(n+lm)+G(n,m)—G(O,m)—G(lm),
i=1

ou ainda, a seguinte identidade > G(i,m) = (f,., - Df,,,, + (f,.5 - 2)fi-

i=1

Na fase de validacdo da situacdo-problema Ill, espera-se que o0s alunos
compreendam que existe uma representacdo bidimensional correspondente as
identidades unidimensionais de Fibonacci (tabela 1). Além do mais, eles devem ser
estimulados na confrontagcdo dos argumentos utilizados no caso unidimensional,
empregado por E. Lucas, com o caso bidimensional. Na ultima situacao, propfe-se a
abordagem de algumas propriedades elementares envolvendo o carater de
divisibilidade do somatdrio dos nimeros Fibonaccianos com os nimeros Gaussianos
de Fibonacci.

Nesse sentido, segue a situacdo-problema IV: afirme ou infirme as seguintes
sentencgas: (a) a soma dos seis numeros consecutivos dos numeros complexos de
Fibonacci é divisivel por 4 e (b) a soma dos dez nimeros consecutivos dos himeros
complexos de Fibonacci € divisivel por 11. Durante a resolu¢do desse problema, na

5
etapa de acdo, deve-se considerar Zf

n+i
i=0

=4-f ,. De fato, pode-se ver que
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e

T
(=}

fn+| (f + fn+1) fn+2 + fn+3 + fn+4 + (fn+5) (f + fn+l) fn+2 + fn+3 + fn+4 + (fn+3 + fn+4) = fn+2 + fn+2 + fn+3 + fn+4 + (fn+3 + fn+4) =

=2(f,., +f .5 +f.)=2f ., +2f ,=4-f.,. Assim, no caso particular, constata-se a
validade para a sequéncia original.

9
Destarte, considerando a soma Zf

n+i
i=0

=11-1

n+6?

de modo similar, segue a

seguinte a soma Zf =(f +f +F o, +

n+H o n+l n+3
i=0

= 4'fn+4 + fn+6 + fn+7 + fn+8 + (fn+7 + fn+8) = 4'fn+4 + fn+6 + 2fn+7 + 2fn+8 = 4fn+4 + fn+6 (fn+5 + fn+6) + 2 ' (fn+6 + fn+7) =
=4 e 2 (Fs +f.)+2- (6 + .5 +5.6)=4f, +4f .5 +7f 5. E, assim, encontra-se

+f

+ f n+7

+ fn+4 + fn+5) f n+7

n+6 + fn+8 + fn+9 = 4fn+4 + f

n+6 t fn+8 + fn+9

9
mei =4f +7f . =11-f . Doravante, no momento de formulacdo, espera-se que

os estudantes verifiquem essas identidades unidimensionais para 0s numeros

5

G(n,m). Isto é, no caso deZG(n+i,m):G(n,m)+G(n+J,m)+G(n+2,m)+G(n+3,m)+G(n+4,m)+
i=0

+G(n+5,m), pode-se ver:

G(nm)=ff  +f..f, -
G(n+1m)=

G(n+2,m)=1f f +faf,
G(n+3m)=f f  +f f i

G(n+4,m)=f ,
G(n+5m)=

n+1 m+1 + fn+2fm

fof

n+5'm

n+5fm+1 + fn+6f ‘|

Assim, pode-se terZG(n+|m [anﬂj m+1+[2fnﬂj =4 ) (4 ) =

i=0
=4-(f 4 foa+fs-f,-)=4-G(n+4,m). Além disso, pode-se repetir o argumento
anterior, a fim de determinar que:
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Colocando em evidéncia os termos do tipo f ., e f

G(n,m) =f fm+1 +
G(n+1m)=

G(n+8m): n+8m+l+f

n+9'm

f..f

n+1'm

n+l m+1 t fn+21:m 1

G+2,m)=f ,f  +f f -i

+3'm

G(n+3,m) =1 3fn + friafy -
Gn+4,m)=1f _,f  +f cf, i
G(N+5,M) =y afs + Froohn i
G(n+6,m) =1 oy +f7fy i

Gin+7,m)="1 f  +f of -i

+8'm

f -

G(n +9, m) - fn+9 m+1 t fn+10fm 3

- e usando a identidade

9
anterior, pode-se deduzir que ZG(n+ i,m)=11-G(n+6,m), v m e IN. Assim, na fase de

validacdo, é possivel compreender veracidade da extensdo da identidades

5
unidimensionais relativas a divisibilidade dos somatorios mei=4-fn+4 e

9
>t =11-f ¢ para os nimeros da forma G(n,m).

=0

i=0

Descricao

Identidades

unidimensionais

Identidades bidimensionais

Soma dos nimeros de indice
par

Z f2| 2n+l

3 GM) = (- Dy +(E - D

Soma dos nimeros de indice
impar

n

z foia =Ton

i=1

n
D G(2i+1m) =ty 5 by s — D

i=0

Soma dos ‘n’ primeiros
nameros complexos de
Fibonacci

D GGm) = (f., = Df,y +(f,,s — 2,
i=1

Soma dos ‘n’ primeiros
quadrados dos numeros
complexos de Fibonacci

i G (i )2 = [(1- fhy) 2 +

+f f ]+(f2

n*'n+l" m+1

+ff 1

n+1 n*'n+2 m* m+1I

Soma dos 6 termos

consecutivos é divisivel por 4.

5
Z 1:n+i = 4'fn+4

ZSZG(n +i,m) =4.G(n + 4,m).

i=0

Soma dos 10 primeiros
termos consecutivos &
divisivel por 11.

ZQ: fn+i = 11fn+6

i=0

ZQZG(n +i,m)=11.G(n + 6,m).

i=0

Tabela 2. Identidades uni e bidimensionais oriundas do modelo de Fibonacci.
Fonte: elaboracdo dos autores.
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Finalmente, numa abordagem da institucionalizagdo da TSD, na tabela 2,
apresenta-se uma sintese comparativa de alguns dados discutidos a partir das
situagOes-problema propostas aos estudantes. Desse modo, 0s elementos
comparativos e o raciocinio por analogia oportuniza instigar o raciocinio inferencial
atinente a um modelo de recorréncia tridimensional para os nimeros complexos de
Fibonacci, isto é, os nimeros da forma G(n,m,p). A vista disso, numa perspectiva
epistemoldgica, pode-se compreender que o modelo de Fibonacci passa por um
processo de generalizacdo que, no contexto dessas situacfes didaticas, é estudado
através das relacdes recorrentes bidimensionais a partir da sequéncia original
Fibonacciana com a finalidade de explorar o aumento dimensional do Modelo de
Fibonacci e, com isso, caracterizando uma evolugdo na sua estrutura matematica
reconhecida no contexto de investigacao historica.

Considerag0es finais

Neste trabalho, foi apresentada uma proposta didatica de investigagao historica
concernentemente a um conceito que, de modo geral, ndo se mostra discutido pelos
autores de livros de Histéria da Matematica. Assim, com arrimo de algumas
propriedades e consequéncias do teorema 1, que proporciona uma formula explicita
para os numeros da forma G(n,m), foi derivado sua definicdo para indices inteiros

guaisquer e, a partir de um raciocinio analogo, empregado na determinacdo de
identidades classicas (tabela 2) oriundas da sequéncia de Fibonacci.

Ademais, na forma complexa de Fibonacci, os numeros da forma f, +f i

admitem propriedades que podem ser comparadas/confrontadas com os elementos
indicados no teorema 1, que sdo designadas por G(nm)=ff. ., +f .f. i e
G(-n,—m) = (-)™™!G(m-1,n-1). E, nesse caso, a formula variante de Binnet, possibilita
(an+m+l + Bn+m+l)(1+ |) _ anﬁm(B + (Xl) _ (XmBn((X + BI) o
(o =p)’
—n-m+1 —n—-m+1 H —Np—-m H -mp-n H
G(—n,—m)=(a +PB JA+1)—a Bz(ﬁ+al)—a B (o + Bi)
(o =B)

as descrigcbes generalizadas: G(n,m) =

,nm<0.

A prética profissional quanto a pesquisas na Didatica da Matematica, que podera
ser perseguida em futuras investigacbes, possibilita o estudo de relacdes
generalizadas de recorréncia tridimensional, G(n,m,p) =ff .., +f . ffal +fafaf

n'm+1'p n+1'm n+1'm+1'p
(Oliveira, Alves e Paiva, 2017), visando uma representacao n-dimensional para os
numeros de Fibonacci (Horadam & Phete, 1986; Horadam, 1999). Por exemplo, os
numeros da forma G(m;,m,,m,,...,m ,,m,), com relagdes de recorréncia semelhantes

ao caso de Fibonacci e valores iniciais convenientemente escolhidos, devem gozar
n
da seguinte propriedade generallzadaZG(i,mz,m3,...,mn):G(m1+2,m2,m3,...,mn)

i=1
-G(0,m,,m;,...,m )-G(lm,,m,,...m) e, semelhantemente ao teorema 1, a forma
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generalizada (n-dimensional) sera descrita como G(m;,m,,ms,...,m,) = (f, f, 1 af 1)
(o o fn afn e+ (o

m+1'm, * " 'my  +1'm, 41 m+1'm,+1" "

f. .f, )e,considerando as seguintes unidades

m,_+1'm,

imaginarias (e, =i.e, =je; =k,...,e,).

Por fim, ao longo do trabalho, buscou-se propor elementos capazes de suscitar
nos estudantes (futuros professores), uma percep¢ado ndo estatica (descricdo de um
conjunto de trés definicbes formais) do modelo de Fibonacci que preserva, séculos e
séculos de sua proposicdo em forma de problema, o interesse de especialista no
ambito da pesquisa em Matematica Pura (Catarino & Vasco, 2013; Catarino, 2014;
2016). E, através de uma transposicdo didatica, no contexto da Didatica da
Matematica, oportunizar a formacdo de uma concepcdo epistemologica sobre a
Historia da Matemética.

Por fim, a perspectiva da investigacdo historica apresentada neste trabalho,
envolveu um estudo de um artigo cientifico (Harman, 1981), em Matematica Pura que,
de modo padréo, apresenta e discute dados parciais e com poucos pormenores,
caracteristicos de um estilo cientifico e que comunica informagfes para um
determinado grupo de especialistas que possuiam o interesse na referida tematica,
nos anos 70 e 80, do século XX. Dessa forma, pode-se proporcionar aos estudantes
(professores em formac&o) um entendimento sobre o processo evolutivo atual da
pesquisa em torno do modelo de Fibonacci, na medida em que se busca propor
atividades de investigacdo que desenvolvem um trato pormenorizado de alguns
argumentos e algumas demonstracoes.
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