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El Teorema de Pitagoras tiene un papel fundamental en el desarrollo de
las matematicas. Dentro de sus muchas aplicaciones intentamos resaltar
el interés didactico de dicha proposicion en la ensefianza y aprendizaje
de las Matematicas y en particular de la Geometria. Se aborda su estudio
desde el punto de vista histérico y su demostracion como un problema
abierto, accesible y motivante, mediante la utilizacién de recursos vy
materiales apropiados como son los puzles pitagoricos. El estudio se
completa con la utilizacion de software libre de geometria dinamica en la
construccion de las demostraciones. Para ello presentamos un
muestrario de construcciones dinamicas disefadas con GeoGebra, que
complementan la utilizacién de los puzles pitagoricos para la prueba de
dicho teorema.

Palabras claves: Pitdgoras, demostracion, problema abierto, geometria
dinamica.

Resumen

The Pythagorean theorem has a fundamental role in the development of
mathematics. Among its many applications we try to stand out the
didactic interest of this proposition in the teaching and learning of
mathematics, and in particular the geometry. Its study is approached from
the historical point of view and its demonstration as an open, accessible
and motivating problem, through the use of resources and appropriate
materials such as Pythagorean puzzles. The study is completed with the
use of free software of dynamic geometry in the construction of
demonstrations. For this we present a sample of dynamic constructions
designed with GeoGebra, which complement the use of Pythagorean
puzzles for the proof of that theorem.

Key words: Pythagoras, proof, open problem, Dynamic Geometry.

Abstract

O teorema de Pitagoras tem um papel fundamental no desenvolvimento
da matematica. Entre muitas das suas aplicacdes, procuramos destacar
o interesse didatico dessa proposicdo no ensino e aprendizagem da
matematica e, em particular, da geometria. O seu estudo é abordado
numa perspectiva histéricae a sua demonstracdo como um problema
Resumo aberto, acessivel e motivador, usando recursos e materiais apropriados,
como os puzzles pitagéricos. Em suplemento ao estudo, apresenta-se
um conjunto de demonstragdes construidas através de um software livre
de geometria dindmica (GeoGebra), que complementa o uso dos puzzles
pitagodricos para a prova deste teorema.

Palavras-chave: Pitagoras, prova, problema aberto, geometria dinamica.
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El Teorema de Pitagoras, un problema abierto
Manuel Barrantes Lépez, Maria Con§uelo Barrantes Masot,
Victor Zamora Rodriguez, Alvaro Noé Mejia Lopez

Introduccién

El Teorema de Pitagoras ha jugado un papel fundamental en el desarrollo de las
matematicas. Y, aunque muchas son sus aplicaciones, nuestro enfoque intenta
resaltar el interés didactico de dicha proposicion en la ensefanza y aprendizaje de
las Matematicas, y en particular de la Geometria.

Por una parte, su estudio puede ser abordado desde el punto de vista histérico o
puede ser tratado como un problema abierto, accesible a los alumnos y a la vez
motivante, mediante la utilizacién de recursos y materiales apropiados como son los
puzles pitagoricos. El teorema también se puede extender, con el uso de los puzles,
a los casos en los que los lados del triangulo no son lados de cuadrados sino lados
de otras figuras geométricas.

Por otra, ampliamos este estudio mediante la utilizacion de software libre de
geometria dinamica. Para la prueba de dicho teorema, hemos elaborado un
muestrario de construcciones dinamicas disenadas con GeoGebra, que
complementan la utilizacion de los puzles pitagéricos.

Los alumnos, mediante estas propuestas, no solo profundizaran en el
conocimiento de la proposicion pitagorica, sino que, ademas, las actividades daran
lugar a que tengan que realizar: reconocimiento de figuras geométricas, calculos de
areas, semejanzas, logica matematica, calculos y desarrollos numéricos u otros
contenidos que puedan surgir en la realizacion de las tareas; por ejemplo, en la
ultima fase, los alumnos pueden adquirir un buen manejo de GeoGebra.

Las distintas sugerencias van dirigidas a profesores de Secundaria.
Encontraremos actividades adecuadas para alumnos, en las que se puede tener un
contacto con la proposicibn de manera empirica o informal; sugerimos
demostraciones formales y resultados al alcance de los alumnos y otras actividades
dirigidas a estudiantes para profesores y ensefantes en general, orientadas a
reconocer la importancia que tiene dicha proposicién no sélo en la Didactica de la
Geometria, sino en relacion con otras areas de las Matematicas. Cada uno, como
profesional de la ensefianza, debera escoger lo mas adecuado al nivel de su interés.

1- La proposicioén pitagoérica y la historia.

En un triangulo rectangulo, la suma de los cuadrados de los catetos es igual al
cuadrado de la hipotenusa.

Esta celebre proposicion, conocida como el Teorema de Pitagoras, la proposicion
pitagoérica o la proposicion 47 del primer libro de los Elementos de Euclides, ha
jugado un papel fundamental en el desarrollo de las matematicas. Y, aunque
muchas son sus aplicaciones en este campo, nuestro trabajo va orientado
principalmente a resaltar el interés didactico de dicha proposicion en la ensefianza y
aprendizaje de las Matematicas y en particular de la Geometria.

No es nada nuevo afirmar que la introduccién de la historia de las matematicas en
las actividades del aula enriquece bastante la ensefianza de esta materia. Una
directa aproximacion al aprovechamiento matematico se puede conseguir
proponiendo al alumnado diferentes demostraciones clasicas de la proposicion o
problemas relacionados con ella, transportando a éstos a la época en las que fueron
realizadas. Para ello, ademas de comentar la biografia del autor, diferentes autores
(Bergua, 1958; Clark, 1986; Laing, 1989; Nelsen, 1993; Rosenthal,1994; Schuré,
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1995; Ericksen, Stasiuk, y Frank 1995; Savora, 1996; Caniff, 1997; Barrantes, 1998,
Strathern, 1999; Gonzalez, 2001, 2008) tratan de estudiar o conocer la vida de
Pitagoras y los pitagoricos presentando diferentes demostraciones de la proposicion
a lo largo de la historia, que son curiosas o pertenecen a algun matematico
conocido; asi como las repercusiones y aplicaciones de dicha proposicién para el
avance de las Matematicas.

También muchas otras demostraciones y pruebas pueden encontrarse en la
extensa bibliografia que existe sobre este tema, de la que podriamos resaltar los
articulos de Yanney y Calderhead (1896, 1897, 1898, 1899) y un numero
suficientes de paginas web que se indican en la webgrafia final. Sin embargo,
Loomis (1968) es una fuente importante en las que podemos encontrar informacion
acerca de las distintas demostraciones del Teorema de Pitagoras. En éste se
presentan 370 pruebas o demostraciones con sus correspondientes figuras
realizadas de forma artesanal y sus demostraciones formales.

Es bien destacado que la traduccion de la tablilla de arcilla babilonia Plimpton
322 nos muestra que el teorema era bien conocido por los matematicos babilonios
muchos siglos antes de que naciera Pitagoras (Gillings, 1972,); similar afirmacion
realiza Eves (1976, p. 62), aunque matizando que ... la primera prueba general
podria deberse a Pitagoras, prueba respecto a la cual, este autor, conjetura que
podria ser del tipo de diseccién, similar a la de la figura 1.

Esta demostracion es muy facil de realizar, recortando y colocando las figuras de
los dos cuadrados de los catetos y de la hipotenusa adecuadamente, para que los
alumnos observen que se cumple la proposicion pitagorica. Flores (1992) realiza
esta demostracion, de una manera mas formal, mediante el calculo de las areas de
las figuras correspondientes de los dos cuadrados e igualacion de las areas totales.

Figuras 1y 2. ; Demostracién original de los pitagéricos?

Para ilustrar que la proposicidon era conocida por gedmetras anteriores a los
pitagoéricos, seria estimulante que el profesor trabajara con la demostracion
atribuida al hindu Bhaskara que nos muestra Loomis (1968) con el numero
353.Dicha demostracion también esta recogida en la relacion de pruebas del
teorema realizadas con puzles (ejemplo 3) y GeoGebra, de las que hablaremos mas
adelante.

Por ultimo, citar a Meavilla (1989), que incluye la demostracion del matematico
arabe del siglo IX Thabit Ibn Qurra. Se ofrece una sucesion de figuras en las que
determinados elementos cambian de forma, se dividen, se desplazan y dan lugar a
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nuevas configuraciones mediante las cuales el alumno descubre la proposicion,
como si estuviera viendo un comic sin palabras. La demostracion de Thabit Ibn
Qurra también la hemos realizado mediante un puzle de tres piezas y con
GeoGebra, como veremos posteriormente.

2- El teorema de Pitagoras y la metodologia de laboratorio.

De todos es sabido que los materiales didacticos representan un papel muy
importante en la ensefanza/aprendizaje de la Geometria en todos los niveles. Su
correcta utilizacion, asi como las actividades adecuadas para cada nivel, posibilitan
que los alumnos adquieran conceptos, establezcan relaciones y conozcan diferentes
métodos geométricos de acuerdo con su evolucion intelectual.

Los materiales y actividades que presentamos no estan orientados solamente a
los alumnos de Educacion Secundaria, sino también a los estudiantes para
profesores (EPPs). Creemos que, si nuestro objetivo es plantear una metodologia
activa en nuestras aulas y que los EPPs se conciencien de ello, los profesores
debemos ser los primeros en asumir ese tipo de metodologia. En esta linea, en
Barrantes y Barrantes (2017) se presenta una forma distinta de trabajar la didactica
de la Geometria basada en la idea de laboratorio, entendida como la oportunidad de
experimentar y forma de produccién propiciadora de las actividades de investigacion.

Seria conveniente analizar los problemas aburridos y estériles que planteamos a
los alumnos, debido a la serie de restricciones que se imponen absurdamente a
dichos problemas, con las que solamente se consigue delimitar sus posibilidades.
En el caso de la propiedad pitagorica, las actividades de aula, muchas veces,
quedan reducidas a: comprobar si varias ternas de cuadrados cumplen la propiedad;
realizar la demostracion cuadriculando los cuadrados de los catetos y la hipotenusa
y a la aplicacion o realizacion de ejercicios numéricos con unas técnicas de
resolucién prefijadas.

Sin embargo, el teorema de Pitagoras puede ser presentado y trabajado como
una situacion abierta que admite muchas mas posibilidades y formas de trabajo que,
a su vez, dan lugar a nuevas cuestiones que predisponen a los alumnos para
conocer nuevos conceptos y concebir el teorema desde una perspectiva mas amplia
y enriquecedora.

Los puzles de madera son un material con el que se pueden hacer una serie de
actividades que trabajan, de forma motivadora, la propiedad pitagérica como un
problema abierto accesible a los alumnos y motivante, en el sentido de que todos
quieren manipularlos para resolver el problema. Los puzles pueden ser de un grosor
aproximado de un centimetro y, atendiendo a las actividades que podiamos realizar
con ellos, se pueden clasificar en tres tipos diferentes:

- Puzles que proponen diferentes demostraciones de la propiedad pitagorica.

- Puzles que amplian el teorema de Pitagoras a casos en los que los lados del
triangulo no son solamente lados de cuadrados.

- Puzles que verifican que la propiedad pitagdrica se puede seguir cumpliendo
incluso cuando el triangulo no sea rectangulo, bajo ciertas condiciones que hay que
precisar.

UNISN NUmero 54- Diciembre 2018 — Pagina - 95 -



El Teorema de Pitagoras, un problema abierto
Manuel Barrantes Lépez, Maria Con;uelo Barrantes Masot,
Victor Zamora Rodriguez, Alvaro Noé Mejia Lopez

Estos materiales se disefian para que sean los alumnos quienes los descubran,
identifiquen las relaciones entre las diferentes figuras, y construyan sus propias
demostraciones.

Describimos a continuacion algunos de estos puzles, asi como las actividades
que se pueden realizar con ellos.

3- Puzles que proponen diferentes demostraciones de la propiedad pitagorica.

De estos puzles describiremos tres que, atendiendo al numero de piezas de las
que constan los llamaremos puzles de seis piezas, puzles de cinco piezas y puzles
de tres piezas. Sin embargo, los alumnos pueden construir sus propios puzles, para
ello basta con que las piezas seccionadas en los cuadrados de los catetos encajen
en el cuadrado de la hipotenusa (Barrantes, 1998)

3.1. Puzle de seis piezas.

Este consta de seis piezas de madera (fig. 3) que son: un triangulo rectangulo,
tres cuadrados de lados los catetos y la hipotenusa del tridngulo respectivamente, un
paralelogramo de lados el cateto menor y la hipotenusa, y un paralelogramo de
lados el cateto mayor y la hipotenusa.

. - # .

Figuras 3 y 4. Puzle de seis piezas

Las actividades van encaminadas a que el alumno observe que las areas de los
dos paralelogramos son iguales a las areas de los dos cuadrados menores, con lo
que la demostracion es inmediata mediante las colocaciones siguientes:

A.1- Se colocan los tres cuadrados y el triangulo sobre la caja base (figura 4).

A.2- Se colocan los dos cuadrados mayores, el triangulo, y el paralelogramo
menor en la caja base (figura 5).El alumno debe relacionar el area del paralelogramo

y el del cuadrado menor.

\Y
Figuras 5 y 6. Puzle de seis piezas
A.3- Se coloca en la caja el triangulo, el cuadrado mayor, el cuadrado menor vy el
paralelogramo mayor. Igualmente, el alumno debe relacionar el area del parale-
logramo mayor y del cuadrado mediano (figura 6).
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A.4- Por ultimo, se coloca en la caja el triangulo, los dos paralelogramos y los dos
cuadrados pequefio y mediano y se debe relacionar el area de los dos
paralelogramos con el area del cuadrado mayor (figura 7).

A.5- Asi pues, la ultima actividad de los alumnos sera extraer una conclusién
general de las actividades anteriores que relacione las areas de los tres cuadrados.

Figura 7. Puzle de seis piezas

Los alumnos deben llegar a la conclusion de que el area de cada paralelogramo
coincide con las areas de los cuadrados sobre los catetos y que como el area de los
dos paralelogramos juntos coincide con la del cuadrado mayor se cumple el teorema
de Pitagoras.

3.2. Puzle de cinco piezas.

Las cinco piezas de las que consta este puzles son dos triangulos rectangulos
iguales y tres cuadrados de lados, respectivamente, iguales a los catetos y la
hipotenusa de los triangulos rectangulos. Como base se utilizan dos cuadrilateros
(fig.8) de lado mayor la suma de las diagonales de los dos cuadrados menores y los
otros tres lados son iguales a los lados del triangulo rectangulo.

W

d

Figura 8. Puzle de cinco piezas

sl

Figuras 9 y 10. Puzle de cinco piezas
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La demostracion con este puzle es mas intuitiva que con el anterior pues consiste
en cubrir primeramente la base con los dos triangulos y los dos cuadrados menores
(catetos), y posteriormente con los dos triangulos y el cuadrado mayor (hipotenusa)
(figuras 9 y 10). Como en las dos actividades cubrimos el misma area queda
demostrado que la suma de las areas de los cuadrados de los catetos sera igual al
area del cuadrado de la hipotenusa.

Figuras 11 y 12. Puzle de tres piezas.

3.3. Puzle de tres piezas.

Las piezas de este puzle son dos triangulos rectangulos iguales y una pieza
pentagonal (fig.11) que junto con los dos triangulos encajan perfectamente en una
caja que equivale a los dos cuadrados de los catetos del triangulo rectangulo. En
este caso, la demostracion consiste en formar con las tres piezas primeramente los
dos cuadrados de los catetos, es decir, colocar las piezas en la caja, y después,
sacando las piezas de la caja, formar el cuadrado de la hipotenusa (figura 12).

Este puzle es atribuido por Meavilla (1989) a Thabit Ibn Qurra. Su principal
curiosidad radica en que es el puzle de menor numero de piezas que nos permite
mostrar la propiedad pitagdérica. Su demostracion también aparece en el estudio
posterior que veremos sobre las pruebas de teorema mediante GeoGebra.

4. Puzles que amplian el teorema de Pitagoras a casos en los que los lados del
triangulo no son solamente lados de cuadrados.

Se puede ampliar la proposicion a los casos en los que los lados del triangulo no
son lados de cuadrados sino lados de otras figuras geométricas. Esto es, la
propiedad pitagorica no es valida unicamente para los cuadrados de lados los
catetos y la hipotenusa, sino para cualquier poligono construido sobre los lados del
triangulo rectangulo, siempre que los tres poligonos, asi construidos, sean
semejantes entre si. En efecto, como la relacion de superficies entre figuras
semejantes solo depende del cuadrado de uno de sus lados, las areas de las figuras
semejantes construidas sobre los lados se van a poder expresar como kb?, ka?, kc?,
donde el valor de k va a depender de la forma de la figura.

Si las figuras son semejantes se va a verificar que
kb? + ka? = kc?

donde a, b, y ¢ son los catetos e hipotenusa, respectivamente, del triangulo
rectangulo. Para mostrar esta generalizacion al caso de triangulos hemos construido
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unos puzles de tres piezas: un triangulo rectangulo y los dos triangulos que se
obtienen al dividir el primero por la altura (fig. 13).

LA
Figuras 13 y 14. Puzle tridAngulos para la generalizacién del teorema

Evidentemente los tres triangulos son semejantes (fig. 14) pues basta colocarlos
en posicion de Thales (dos lados de uno contienen respectivamente a dos lados del
otro triangulo y el tercer lado del primero es paralelo al tercer lado del otro) v,
ademas, superponiendo los dos pequefios (catetos) sobre el grande (hipotenusa),
por construccion, la suma de las areas de los dos menores es igual al area del
mayor con lo que se cumple la generalizacion del teorema para dichos triangulos
(fig. 15y 16).

Figuras 15y 16. Triangulos sobre los catetos y sobre la hipotenusa para la generalizacion
del teorema.

Basandonos en esta generalizacion, en Barrantes (1998) se muestran diversos
puzles (fig.17 a la fig. 20) donde los poligonos: triangulos, cuadrados, trapecios y
octégonos construidos sobre los catetos han sido troceados en piezas. El alumno
debera trasladar estas piezas para comprobar que la suma de dichas areas coincide
con el area del poligono construido sobre la hipotenusa y viceversa, probando asi la
generalizacion.

Posteriormente, el alumno puede disefiar sus propios puzles sobre geoplanos,
mallas cuadradas o triangulares, y construirlos después sobre cartéon, madera fina o
gruesa, obteniendo asi sus particulares demostraciones de la generalizacion del
teorema. Podemos hacerles observar que si nos fijamos solamente en los casos de
los cuadrados obtenemos como caso particular el Teorema de Pitagoras conocido
por todos (fig.18).

La generalizacion de la propiedad no es solo para poligonos, sino para figuras
cualesquiera que verifiquen la condicion de semejanza. Asi pues, los alumnos
pueden comprobar que se verifica para semicirculos, cuartos de circulos, segmentos
o sectores circulares.
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Figura 18. Puzle cuadrado

R ——

Figura 19. Puzle trapecios

—

Figura 20. Puzle octégono irregular

En este caso, como el troceado en puzles ya no es posible, podemos calcular las
areas de dichas figuras derivadas del circulo. De esta forma, las actividades
consistirian en construir estas figuras sobre los catetos y la hipotenusa, verificando
bajo qué condiciones se sigue cumpliendo la propiedad pitagérica (fig. 21).
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A partir de aqui, surge un tipo de actividades que llamamos de figuras mixtas en
las que se conjugan formas poligonales con formas circulares. En este tipo de
actividades, surgen figuras geométricas muy creativas y originales, sobre los lados
del triangulo rectangulo, que amplian la propiedad pitagérica una vez mas (fig. 22).

Figuras 21 y 22. Generalizacién a figuras con lados curvos

Cuando los alumnos han manejado suficientemente los materiales, podemos
formalizar la generalizacion, como se hace en Zarate (1996) y Vasquez (2012) en
donde se demuestra la ampliacion a: triangulos equilateros, semicirculos,
rectangulos semejantes y el teorema general para toda terna de figuras semejantes
trazadas sobre los lados de un triangulo rectangulo. Todas estas demostraciones
son sencillas y adecuadas para los niveles de Secundaria.

5. Ampliacion a triangulos no rectangulos

Otro camino posible a seguir es la generalizacion del teorema de Pitagoras a
triangulos cualesquiera mediante el teorema de Pappus.

Dicho teorema afirma:

Dado un triangulo cualquiera (fig. 22), construimos dos paralelogramos p1 y p2 cualesquiera sobre
los lados de un angulo A que llama angulo base. Consideramos el segmento H, cuyos extremos son
el vértice A y la interseccion de las rectas que contienen a los lados Ll y L2 de los paralelogramos pl y
p2. Si construimos sobre el lado opuesto a A un paralelogramo p3 con lados paralelos y congruentes
a H entonces la suma de las areas de p1y pZ2 es igual al area del paralelogramo p3, es decir:

area p1 + area p2 = area p3

Figura 22. Teorema de Pappus

Para probar esta propiedad, se pueden construir puzles sobre mallas cuadradas
teniendo en cuenta las hipdtesis del teorema, o bien mostrar a los alumnos los
puzles ya construidos (figuras 23 y 24) y que éstos extraigan las condiciones bajo las
que se vuelve a verificar la propiedad pitagérica.
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Figura 24. Puzle de Pappus

La demostracion formal de esta generalizacion aparece en Flores (1992) y en
Loomis (1968) y esta basada en congruencias de paralelogramos. Por su simplicidad
puede ser, también, revisada por los alumnos de Secundaria.

Para concluir este apartado, es interesante resaltar que, con las actividades
anteriormente mencionadas, el alumno no solo trabaja la propiedad pitagérica, sino
que ademas interioriza y refuerza otros contenidos geométricos como son: el
conocimiento de las diferentes figuras geométricas que tiene que manejar, la nocion
o el célculo de areas, la semejanza y sus propiedades, y otros conceptos 0 nociones
geométricas que pueden surgir en la realizacion de las actividades practicas y
teoricas.

6- El teorema de Pitagoras y el software de Geometria Dinamica

La geometria dinamica la entendemos como un ambiente computacional de
construccion geométrica, basado en la geometria euclidiana. Este recurso se
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fundamenta en la tecnologia y las herramientas que nos proporciona, ya que a
través de ellas podemos movilizar las figuras geométricas para que adquieran
dinamismo (Cabrera y Campistrous, 2007) como anteriormente hemos hecho con los
puzles.

Asi pues, las tecnologias proporcionan herramientas que pueden ayudar,
potenciar y hacer evolucionar de un modo provocador la ensefianza de la geometria.
Los procesadores geométricos han sido el primer paso en esa direccion (Costa,
2001). Un procesador de geometria dinamica es todo software que permite dibujar
figuras en funcion de sus relaciones geométricas, y no de su apariencia. Sus
construcciones son dinamicas, es decir, permiten interactuar (mover, modificar,) con
las construcciones realizadas, haciendo que las relaciones geométricas se
mantengan.

Con esta concepcion de la ensefianza de la geometria, se evitan las figuras
rigidas que se corresponden con una unica forma de representacién y se apuesta
por que los alumnos se hagan una idea general de las figuras y que puedan
comprender las propiedades geométricas, mediante un gran numero de
representaciones. Los softwares de geometria dinamica sirven de plataforma para
que los profesores incursionen en este campo de las matematicas y se potencian las
posibilidades de representacion y dinamismo (Lopez, Alejo y Escalante, 2013). Con
el paso del tiempo han surgido una gran variedad de procesadores con
funcionalidades propias de la geometria clasica de los que nosotros hemos
seleccionado GeoGebra.

GeoGebra es un software libre y de acceso abierto con una estética muy
accesible y atractiva y un lenguaje adecuado para los dicentes. El uso de GeoGebra,
a través de la guia del profesor y las experiencias de aprendizaje que suministra,
permite generar experiencias de aprendizaje en las que los alumnos se pregunten el
por qué, y el qué sucederia frente a ciertos hechos geométricos, aportando una
oportunidad para que éstos tengan una completa apreciacion de la naturaleza y el
proposito de la demostracion matematica.

Asi pues, hemos realizado una investigacibn para implementar, las
demostraciones del teorema de Pitagoras que hemos construido en los puzles
(vistas anteriormente) y algunas mas, mediante GeoGebra de forma que tengamos
un recurso mas para trabajar el Teorema de Pitagoras.

El proyecto se realizé en dos fases. La primera fase fue de revisidn de
demostraciones, ademas de las que teniamos, con la finalidad de buscar las
adecuadas a los diferentes niveles educativos de la Secundaria. Para ello se
revisaron textos, articulos y paginas de internet, algunas de las cuales se citan en
las referencias y la webgrafia de este articulo. La segunda fase fue util
principalmente para realizar la seleccidon definitiva de las demostraciones y para ir
perfilando su clasificacién. La formacién de las variables (nivel educativo y tipo de
demostracion: geométrica y algebraica) fue un proceso que se sustentd en la
revision bibliografica realizada, asi como en los objetivos de la investigacion.

Dentro de la extensa revision, el texto de Loomis (1968) ha servido como guia
principal junto a las demostraciones encontradas en Internet y en el repositorio de
materiales de la pagina oficial de GeoGebra (ver webgrafia). Al igual que en la
primera parte de este articulo, en este apartado también se han tenido en cuenta
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aquellas demostraciones de matematicos famosos a lo largo de la historia, y que han
causado un impacto en el campo de las matematicas.

En esta parte de la investigacion, la presentacion se hace mediante una ficha en
la que se incluye: imagenes de GeoGebra de la demostracion correspondiente, el
procedimiento generalizado utilizado para su construccidn, una explicacion
justificativa y la demostracion formal, como veremos posteriormente en los ejemplos.

La codificacion de las construcciones dinamicas se realizé en base a las variables
Asi, los digitos corresponden: El primero, enumeracion de las pruebas en un orden
ascendente. El segundo asigna un | o Il si la prueba es geométrica o algebraica. El
tercero es el nivel académico A, B y C para los contenidos de 1°, 2° y 4° de la ESO,
respectivamente.

GEOMETRICAS ALGEBRAICAS
1° ESO 2°ESO 4° ESO
1.Puzle1: Hipotenusa/cateto menor = 3 7.Euclides 19.Bashkara
2.Puzle 2: 30° < A <60°y 30 °< B < 60° 8.Liu Hui 20.Chou-Pei-Suan
3.Puzle 3: Cateto mayor/cateto menor =2 | 9.Platén 21.Pappus
4.Puzle 4: Triangulo rectangulo isosceles | 10.Dobriner 22 Vieta
5.Puzle 5: Lados 3,4y 5 11.Perigal 23.Garfield
6.Caso Particular (Loomis 4) 12.0zanam 24 Leonardo da Vinci
13.J. Adams 25.H. Boad
14 Hoffmann 26.Loomis 108
15.Loomis 2 27.Thabit IbnQurra (a)
16.Loomis 26 28.Thabit IbnQurra (b)
17.Poo-Sung-Park
18.A. G. Samosvat

Cuadro 1. Demostraciones estudiadas del Teorema de Pitagoras

En el estudio general seleccionamos un total de 97 construcciones de las cuales
hemos escogido 28 demostraciones del Teorema de Pitagoras, realizadas con
GeoGebra, como podemos ver en el cuadro 1.
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En dicho cuadro aparecen 6 pruebas dirigidas a 1° ESO (son basicamente
pruebas puzles). Las 12 pruebas geométricas dirigidas a 2° ESO y las 10 pruebas
algebraicas de 4° ESO, son pruebas realizadas por matematicos célebres o
personalidades de otros campos que han tenido la tentacion de realizar una prueba
de dicho teorema.

Como muestras para el lector, hemos seleccionado cuatro pruebas del cuadro 1
que se corresponden con los numeros 4, 20, 19 y 26, y que desarrollamos a
continuacion.

Si el lector esta interesado, el resto de las pruebas clasificadas pueden ser
consultadas de manera electrénica en el Libro de GeoGebra Pruebas del Teorema
de Pitagoras, en la pagina web https://www.GeoGebra.org/m/j6wRRyxB.

7- Ejemplos de fichas de demostraciones del teorema.

A continuacion, se muestran los ejemplos de las construcciones dinamicas
construidas nombrados anteriormente, cada una en su propia ficha y explicada en
base a su contenido.

Ejemplo 1: Tridngulo rectangulo isésceles Cddigo: 4.1. A
Momentos

o |

Procedimiento:

Podemos observar que las piezas del cuadrado de la hipotenusa corresponden a
un tangram cuadrado de siete piezas. Luego basta con construir las piezas del
geoplano cuadrado tomando como lado del cuadrado la hipotenusa. El triangulo
base, que aparece en morado, es la pieza, triangulos grandes del tangram. Asi
pues:

1. Se construye el triangulo rectangulo ABC (morado)
2. Se construyen un tangram cuadrado de siete piezas de lado la hipotenusa.

3. Podemos resolver a partir del cuadrado de la hipotenusa o a partir de los
cuadrados de los catetos trasladando las piezas correspondientes.

Explicaciéon: Esta demostracion es valida solo en el caso de que el triangulo
rectangulo inicial es isésceles por la construccion del tangram.

Demostracion: Se puede hacer una demostracion formal, hablando
matematicamente, pero en este caso hemos decidido hacer la prueba a partir de las
propiedades del tangram.
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La demostracion es obvia mediante el traslado de las piezas del puzle; pero si
queremos hacerla numéricamente basta con tomar como unidad de medida el
triangulo pequefio rojo, podemos observar que el cuadrado, el paralelogramo y el
triangulo mediano miden 2 unidades y los triangulos grandes 4 unidades. Luego el
area del cuadrado sobre la hipotenusa seria 16 unidades. Tomando las medidas de
los cuadrados sobre los catetos, en la segunda figura, obtenemos que miden, cada
uno, 8 unidades, lo que demuestra el teorema.

Ejemplo 2: Chou Pei Suan Ching (Loomis 253) Cédigo: 20. 11.C

Chou Pei Suan Ching es una obra matematica de datacion discutida, aunque se
acepta mayoritariamente que fue escrita entre el 500 y el 300 a. C. Se cree que
Pitagoras no conocid esta obra, aunque una demostracion similar es atribuida a los
pitagoricos por Eves (1976).

Procedimiento
1. Se construye el triangulo rectangulo ABC (rosa)

2. Se refleja con respecto a la hipotenusa obteniendo otro triangulo rectangulo
(verde)

3. Se rota el rectangulo resultante 90° a la derecha y se traslada hacia arriba
(amarillo, morado)

4. Asi nos quedan construidos los cuadrados que se forman (blancos)

Momentos
2 \\
o2
N
\\\ c \
b N b* b \\(\
N
N

Explicacién

Después de que se reflejan, rotan y trasladan los tridngulos rectangulos, se
construyen 2 cuadrados blancos de lados igual a los catetos del triangulo ABC. En
la segunda figura, después de trasladar todos los tridngulos a las esquinas del
cuadrilatero, se forma un cuadrado de lado igual a la hipotenusa del triangulo inicial.
Por lo tanto, el area de este cuadrado va ser igual a la suma de los dos cuadrados
formados al inicio. Es decir, el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los
cuadrados de los catetos.

Demostracion
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Sean a y b los catetos del triangulo rectangulo ABC y ¢ su hipotenusa, ademas,
A1 es el area del primer cuadrado antes de hacer la traslaciéon y A2 el area del
segundo cuadrado, al obtener sus areas se obtiene:

Al=4(a.b/2)+a*+b? A2=c*+4(a.b/2)

Como son el mismo cuadrado se obtiene que:
4(@a.b/2)+a?+b?>=c?+4(a.b/2)=>c*=a?+b?

Ejemplo 3: Demostracion de Bashkara (Loomis 36). Caddigo: 19.11. C

Es del tipo algebraica para 4° de la ESO. Bhaskara es también conocido como
Bhaskara Il o como Bhaskaracharya, que significa Bhaskara el maestro. Nacié en
1114, y es probablemente el matematico hindu de la antigedad mejor conocido.
Era monje dedicado a las matematicas y a la astronomia y aporté una demostracion
sencilla del Teorema de Pitagoras en su trabajo Bijaganita (calculo de raices).

Momentos

Procedimiento.

El cuadrado sobre la hipotenusa se divide, como indica la figura 11, en cuatro
triangulos equivalentes al dado y un cuadrado de lado igual a la diferencia de los
catetos.

Explicacion.

Las piezas son reordenadas facilmente para formar una figura que resulta ser la
yuxtaposicion de los cuadrados sobre los catetos. Esta prueba, también, puede ser
utilizada en los primeros cursos de la ESO como una demostracion geométrica del
tipo particion de los cuadrados, como podemos ver en la figura 18.

Demostracion.

Sean a y b los catetos del triangulo rectangulo ABC y c¢ su hipotenusa, ademas,
A1 (area total de los dos cuadrados) es el area de los 4 triangulos de ladosayb y el
cuadrado (cuyo lado mide b-a) construidos inicialmente y A2 el area del cuadrado
construido sobre la hipotenusa. Al comparar sus areas se obtiene:

Al=4(a.b/2)+(b-a)3} A2 = c?
Como A1 = A2 por construccion, se tiene que:
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4(@.b/2)+(b-a)=c* = c*=a?+Dhb?

Ejemplo 4: Prueba Loomis de ampliacién del Teorema. Caddigo: 26.11.C

Es una prueba de tipo algebraica y es una extensién del teorema clasificada en
Loomis (1968) con el numero 108 (algebraicas). En 1933, Loomis, matematico
estadounidense, plantea una extension del Teorema de Pitdgoras en la que
establece que la relacion pitagérica se mantiene para cualquier poligono regular
construido a partir de triangulos isésceles construidos sobre el triangulo inicial. La
propiedad pitagorica no es valida unicamente para los cuadrados de lados los
catetos y la hipotenusa, sino para cualquier poligono construido sobre los lados del
triangulo rectangulo, siempre que los tres poligonos, asi construidos, sean
semejantes entre si.

Momentos

= C>.:>.

Procedimiento:
1. Se construye el triangulo rectangulo ABC (blanco)

2. Se construyen poligonos regulares sobre sus lados: triangulos, cuadrados,
pentagonos, hexagonos, heptagonos, etc.

3. Se comparan las areas de estos poligonos para comprobar la relacidon
pitagorica.

Explicacién: La misma relacidn pitagdrica establecida con los triangulos vy
cuadrados construidos a partir de los lados de un triangulo equilatero, es mantenida
si construimos sobre los lados del triangulo equilatero poligonos regulares. Es decir,
cualquier poligono regular de lado igual a la longitud de la hipotenusa de un triangulo
rectangulo es igual a la suma de los poligonos regulares construidos de lados igual a
la longitud de los catetos del triangulo rectangulo.

Demostracién: En efecto, como la relacion de superficies entre figuras
semejantes solo depende del cuadrado de uno de sus lados, las areas de las figuras
semejantes construidas sobre los lados se van a poder expresar como kb?, ka?, kc?,
donde el valor de k va a depender de la forma de la figura. Si las figuras son
semejantes se va a verificar que kb? + ka? = kc?, donde a, b, y ¢ son los catetos e
hipotenusa, respectivamente, del triangulo rectangulo.

En el primer caso, como los triangulos son equilateros la constante k vale:
k = V4 de la raiz cuadrada de 3
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en las demas figuras regulares:
k= n/(4tg(180/n)) donde n es el numero de lados
8- Conclusiones

La hipétesis de nuestra investigacion es que el teorema de Pitagoras es un
problema abierto entendido como un problema que posibilita al alumno conocer
diferentes demostraciones clasicas de la proposicion pitagérica a la vez que se
revaloriza la importancia de la prueba pitagorica, haciéndoles observar la cantidad
de personas famosas, matematicos o no, que se han preocupado por ella.

Pero estas demostraciones no las aprende el alumno a la manera clasica del lapiz
y el papel, sino mediante distintos materiales como son los puzles o los recursos
informaticos, tipo GeoGebra, de manera que el profesor y los alumnos trabajen la
propiedad pitagdrica de una forma activa y dindmica pudiendo ademas seleccionar,
entra la gran variedad de pruebas que ofrecemos e incluso realizando sus propias
demostraciones.

Entendemos que la geometria dinamica se ha convertido en un recurso que,
combinado con el correcto uso que haga el profesor, puede favorecer el aprendizaje
en los alumnos debido al dinamismo en las construcciones, lo que permite que haya
una interaccion entre el conocimiento, el alumno y el docente a través de las
construcciones geométricas.

Las actividades dinamicas permiten explorar visualizaciones de la prueba
pitagorica, favoreciendo la construccion de conocimientos, a través de la
manipulacion directa de los puzles o del software de geometria dinamica; acciones
que serian mas trabajosas utilizando lapiz y papel. Los alumnos experimentan
dificultades y logros de actividades que, aunque parecen actuales, han sido
planteados y resueltos hace muchos siglos.

La realizacién de estas actividades debe producir un cambio en las concepciones
de los profesores y alumnos hacia una nueva mirada de la Geometria, distinta de la
tradicional de libro y pizarra, en la que el alumno es el eje del aprendizaje de una
materia basica en su vida diaria y laboral (Barrantes y Barrantes, 2017)

Evidenciamos de esta manera la importancia y posibilidades que tiene el Teorema
de Pitagoras dando lugar a un sin numero de demostraciones y aplicaciones que lo
convierten en un auténtico problema abierto de la ensefianza y aprendizaje de la
geometria.
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https://www.GeoGebra.org/m/j6wRRyxB
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El Libro de GeoGebra “Pruebas del Teorema de Pitagoras”, creado por Alvaro Mejia,
contiene 28 applets que contienen pruebas dinamico-geométricas y dinamico-
algebraicas sobre la relacion pitagorica. Esta es la pagina base de los resultados
de la investigacion.

https://www.GeoGebra.org

Es la pagina oficial de GeoGebra, software de geometria dinamica que permite el
trazado dinamico de construcciones geométricas de todo tipo asi como la
representacion grafica, el tratamiento algebraico y el calculo de funciones reales.

http://recursostic.educacion.es/gauss/web/

Es la pagina web del Proyecto Gauss que brinda al profesorado una gran variedad
de items didacticos y de applets de GeoGebra, que cubren todos los contenidos
de matematicas de Primaria y de Secundaria.

http://recursostic.educacion.es/descartes/web

La web del Proyecto Descartes ofrece materiales didacticos interactivos, basados en
la visualizacion y en la interaccion con los elementos matematicos, para los
niveles de Primaria, ESO y Bachillerato

http://docentes.educacion.navarra.es/msadaall/GeoGebra/

La pagina Webs interactivas de Matematicas, agrupa diversos temas de los
curriculos de Matematicas de ESO y Bachillerato en la que, mediante graficos
interactivos, el alumno recibe una ayuda significativa para la comprensiéon de la
matematica.

http://www.xente.mundo-r.com/ilarrosa/GeoGebra/

El sitio web Actividades con GeoGebra incluye actividades de matematica realizadas
con GeoGebra en la que se facilitan recursos para la ensefianza de la geometria
a nivel de la ESO y de Bachillerato.

http://tube.GeoGebra.org/student/b615817#

El Libro de GeoGebra Proofs Without Words creado por Steve Phelps, contiene 30
demostraciones visuales del Teorema de Pitdgoras en formato de Hojas
Dinamicas.

http.//www.GeoGebra.org/m/1988309

En el Libro GeoGebra Puzzles Pitagoricos, creado por Matias Arce, contiene applets
con varios de los puzles pitagoricos mas famosos de la historia.

https.//www.GeoGebra.org/m/BnPMKV3z

El Libro de GeoGebra Teorema de Pitagoras, creado por Vicente Martin Torres,
contiene 30 applets que tratan sobre demostraciones visuales del Teorema de
Pitagoras.

https://es.scribd.com/document/224732256/Teorema-de-Pitagoras-Algunas-
demostraciones-del-pdf

Pagina de Fco. Javier Garcia Capitan. Demostraciones resultantes de relaciones de
semejanza de triangulos. Demostraciones basadas en propiedades métricas de la
circunferencia, en la comparacion de areas y por diseccion.

http.//www.cut-the-knot.com/pythagoras/

Pagina de Alexander Bogomolny dedicada al teorema de Pitagoras y sus muchas
demostraciones.

http.//www.mathworld.wolfram.com/PythagoreanTheorem.html

Pagina de Eric Weisstein, en la que ademas de algunas demostraciones, puede
encontrarse una extensa bibliografia.

http.://elcuadradodelahipotenusa.blogspot.com.es/
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https://es.scribd.com/document/224732256/Teorema-de-Pitagoras-Algunas-demostraciones-del-pdf
http://www.cut-the-knot.com/pythagoras/
http://www.mathworld.wolfram.com/PythagoreanTheorem.html
http://elcuadradodelahipotenusa.blogspot.com.es/

El Teorema de Pitagoras, un problema abierto
Manuel Barrantes Lépez, Maria Con§uelo Barrantes Masot,
Victor Zamora Rodriguez, Alvaro Noé Mejia Lopez

Este blog incluye 25 demostraciones del teorema dentro de los diferentes contextos
histéricos.

http://www.cut-the-knot.org/pythagoras/index.shtml.
Pythagorean Theorem. Una coleccion de 118 enfoques para probar el teorema.
Muchas de las pruebas estan acompanadas por ilustraciones interactivas de Java.
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