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Se presenta un trabajo de revision y analisis dirigido a caracterizar,
desde una perspectiva didactica, el escenario y las experiencias de
aprendizaje que conforman un curso de resolucion de problemas
geométricos en ambientes de geometria dinamica; especificamente el
caso de experiencias vinculadas a la demostraciéon en Geometria. Las
tareas se organizaron segun el esquema: Construir > Explorar ->
Resumen Conjeturar - Validar. La resolucion de problemas fue la principal
estrategia de ensefianza y aprendizaje junto con el uso del Cabri Il y el
plegado de papel. Se corrobora la importancia de acercar los futuros
profesores de matematica a la didactica de la Geometria escolar.
Palabras clave: Didactica de la Geometria, demostracion geométrica,
formacion inicial de profesores de matematica, razonamiento geométrico
de Van Hiele.

A review and analysis work is presented aimed at characterizing, from a
didactic perspective, the scenario and the learning experiences that make
up a course of solving geometric problems in environments of dynamic
geometry; specifically the case of experiences related to the
demonstration in Geometry. The tasks were organized according to the
Abstract scheme: Build - Explore - Conjecture - Validate. Problem solving was
the main teaching and learning strategy along with the use of Cabri Il and
paper folding. The importance of bringing future teachers to the didactic
of school geometry is highlighted.

Keywords: Didactic of Geometry, geometric demonstration, pre-service
mathematics teachers, Van Hiele Theory.

Um trabalho de revisdo e analise é apresentado visando caracterizar, a
partir de uma perspectiva didatica, o cenario e as experiéncias de
aprendizagem que compdem um curso de resolucdo de problemas
geométricos em ambientes de geometria dinamica; especificamente o
caso de experiéncias relacionadas a demonstracdo em Geometria. As
tarefas foram organizadas de acordo com o esquema: Build > Explore
- Conjecture -> Validate. Resolugdo de problemas foi a principal
estratégia de ensino e aprendizagem, juntamente com o uso do Cabri ll e
dobra de papel. A importancia de trazer futuros professores de
matematica para a pedagogia da geometria escolar é corroborada.
Palavras-chave: Didatica geométrica, demonstragdo geométrica,
formacéo inicial de professores em matematica, Teoria de Van Hiele.

Resumo
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1. Introduccioén

La preparacidon para ensenar Geometria es un asunto que involucra a los
formadores de los futuros profesores de Matematica y, en este sentido, se han
puesto en juego ciertas acciones dirigidas al desarrollo de competencias para la
ensefianza de la Geometria en estudiantes de instituciones de formacion docente,
como puede apreciarse en Iglesias (2000), quien asumio6 el disefio y desarrollo de
una propuesta integrada por elementos innovadores y de comprobado potencial
didactico en el proceso de ensefianza y aprendizaje de la Geometria, tales como:
(a) el uso de un software de Geometria Dinamica; (b) la aplicacién del modelo de
razonamiento geométrico de Van Hiele, y (c) el enfoque de resolucién de problemas.
Esta propuesta se materializo a través de un curso sobre Resolucion de Problemas
Geométricos Asistido por Computadora (en adelante, RPG-AC), el cual fue
incorporado, como curso optativo de integracion al disefio curricular 1996, aun
vigente, de la especialidad de Matematica en la Universidad Pedagdgica
Experimental Libertador, Instituto Pedagdgico de Maracay (UPEL Maracay).

De modo que, ante la necesidad de comprender los diversos aspectos
epistemologicos, cognitivos y didacticos relacionados con la demostracion en
ambientes de Geometria Dinamica, se ha llevado a cabo un trabajo de revision y
analisis documental dirigido a caracterizar, desde una perspectiva didactica, el
escenario y las experiencias de aprendizaje que conforman el curso de RPG-AC;
experiencias especialmente vinculadas a la demostracion en Geometria.

Cabe senalar que la integracion de los componentes antes mencionados en un
programa de formacion de futuros profesores de Matematica se justifica porque el
modelo de razonamiento geométrico de Van Hiele ha brindado a los docentes de
Matematica una teoria coherente para entender y orientar el proceso de ensefianza
y aprendizaje de la Geometria (Jaime y Gutiérrez, 1990; Corberan, 1994; Gutiérrez,
2000; De Villiers, 2010; Aravena Diaz y Caamaino Espinoza, 2013) y, ademas, su
aplicacién es significativa en el disefio y desarrollo de ambientes de aprendizaje
asistidos por los software de Geometria Dinamica (SGD) (lglesias, 2000). Estos son
herramientas tecnoldgicas que permiten propiciar la construccién del conocimiento
geométrico a través de diferentes etapas: (a) exploracién de construcciones
geométricas, (b) el reconocimiento de patrones o regularidades (propiedades
invariantes en una construccion sometida a una transformacién), (c) la formulacion
de conjeturas y (d) la validacion de tales conjeturas. Asi, pues, en correspondencia
con la evolucion historica de la Geometria, los participantes evidenciarian que la
intuicion precede a los aspectos formales del conocimiento geométrico,
sustituyéndose asi la aproximacion excesivamente rigurosa y axiomatica a la
Geometria en el ambito escolar (Luengo Gonzalez, Blanco Nieto, Mendoza Garcia,
Sanchez Pesquero, Marquez Zurita y Casas Garcia, 1997), que ha ocasionado
rechazo a esta area de la Matematica. Asimismo, la resolucion de problemas
geométricos esta estrechamente vinculada con el desarrollo de las habilidades
asociadas con cada uno de los niveles de razonamiento geométrico propuestos en
el modelo de Van Hiele y con el uso de un SGD, asumido este como una
herramienta para elaborar y explorar construcciones geométricas.

También es importante tener en cuenta que los conocimientos matematicos
son algo mas que la simple sucesion logica de definiciones y deducciones que
constituyen el marco formal del asunto. Segun Mills y Tall (1988), en la investigacion
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matematica, en primer lugar, es necesario desarrollar una estructura en la cual se
vinculan ciertas ideas antes que ellas se ordenen en una sucesion logico - deductiva
precisa; por consiguiente, es fundamental proporcionar a los estudiantes las bases
cognitivas sobre las cuales los teoremas puedan ser construidos y demostrados.

En este orden de ideas, a continuacidn se abordara la caracterizacion de las
experiencias de aprendizaje que han conformado el curso de RPG-AC (lglesias,
2014), teniendo como referencia las actividades propuestas en tres (3) de los
talleres realizados, como se muestra la Tabla 1, enfatizando en las construcciones
geométricas con regla y compas en un ambiente de Geometria Dinamica (AGD), por
tratarse de un asunto presente en cada uno de estos talleres.

Fases de Taller n°1 Taller n° 2 Taller n® 3
Aprendizaje
Informacion Revisar una presentacion Leer y analizar el articulo | Siguiendo el esquema de
sobre la caracterizacion y “Explorando angulos y construir, explorar,
relevancia historica de las triangulos con doblado de conjeturar y validar, se
construcciones geométricas papel’ (Arrieche e plantearon problemas
con regla'y compas en el Iglesias, 2010). relacionados con el
proceso de ensefianza y estudio de las
aprendizaje de la Geometria. definiciones y
Orientacion Realizar algunas Realizar la construccion propiedades de los
Dirigida construcciones con regla y de la herramienta cuadrilateros conciclicos

compas, haciendo uso del
Cabri — Géométre Il y, luego,
elaborar las macros
correspondientes.

triangular tanto con
doblado de papel como
en un ambiente de
Geometria Dinamica.

Explicitacion

Analizar las construcciones
geométricas con regla 'y
compas previamente
realizadas, lo cual implicaba
la identificacion de las
definiciones y propiedades
geométricas involucradas en
cada una de tales
construcciones

Analizar las
construcciones
geométricas previamente
realizadas y dar
respuesta a las preguntas
planteadas en el articulo.

Orientacion Libre

Aplicar los conocimientos
geométricos en la realizacion
de construcciones
geométricas con regla 'y
compas, dados los objetos
iniciales y los objetos finales,
sin presentar, en forma
explicita, un procedimiento
que conduzca a una
construccién consistente

Seleccionar la
construccién de un objeto
geométrico con doblado
de papel y, luego, realizar
la construccion
equivalente con regla y
compas en un AGD.

Integracién

Presentar, por escrito y en
forma oral, los aspectos
relevantes del trabajo
realizado en las fases
previas.

Presentar, por escrito y
en forma oral, los
aspectos relevantes del
trabajo realizado en las
fases previas.

o circunscribibles y
cuadrilateros inscribibles.

Tabla 1. Actividades didacticas propuestas en los talleres que conformaron el curso de RPG-AC
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2. Las Construcciones con Regla y Compas en un Ambiente de Geometria
Dinamica
Las construcciones con regla y compas han ocupado un puesto relevante en la

ensefianza de la Geometria tanto por su utilidad practica como por su contribucion
al desarrollo tedrico.

Euclides, matematico griego, nos legd una manera de organizar el
conocimiento aritmético y geomeétrico, haciendo uso del método axiomatico; es
decir, “una presentacion logica de la Geometria en la forma de una cadena de
proposiciones basadas en unas cuantas definiciones y suposiciones iniciales”
(Sifieriz, 2000, p. 194). Cabe recordar que, en la antigua Grecia, la Geometria
abandondé su caracter empirico—practico, adquiriendo asi un caracter légico—
deductivo; teniéndose como punto de inflexién la publicacion de una obra
compilatoria del conocimiento matematico intitulada Elementos. En la version
actualizada y traducida al espafol por la Editorial Gredos, los Elementos son un
conjunto de 132 definiciones, 5 postulados, 5 nociones comunes o axiomas y unas
465 proposiciones distribuidas en 13 libros. Estos trece libros abarcan los siguientes
temas (libros): (a) Geometria Plana (I al IV). (b) Proporcionalidad (V y VI). (c)
Aritmética (VII al IX). (d) Inconmensurabilidad (X). (e) Geometria del Espacio (XI al
XI).

Entre los métodos utilizados en los Elementos destaca el procedimiento de
construccion de figuras con regla y compas; tales construcciones - como lo sefala
Siferiz (2000) - no tenian por objetivo “la realizacion efectiva de la construccion,
sino mostrar por un encadenamiento Iégico de proposiciones que algo es construible
con regla y compas” (p. 195). Las primeras tres proposiciones del Libro | sirven para
ilustrar la metodologia de trabajo empleada en los Elementos de Euclides y el uso
de la regla y el compas: (I.1) Construir un triangulo equilatero dado uno de sus
lados. (1.2) Transportar un segmento a un punto dado (como extremo). (1.3) Dados
dos segmentos, cortar del mayor un segmento igual al menor. Cabe sefalar que,
para los antiguos gebmetras griegos, la regla era ilimitada, sin marcas y tenia un
solo borde y el compas era un instrumento que solo trazaba circunferencias de
centro dado pasando por un punto dado; en otras palabras, ningun instrumento
podia usarse para transportar distancias. Esto significa que la regla no podia
marcarse, y que el compas habia de tener la caracteristica que si una de sus patas
se levantaba del papel, el instrumento se cerraba. A diferencia del compas euclideo,
el compas moderno conserva su abertura y, por tanto, puede utilizarse para
transportar distancias. Es necesario indicar que las primeras tres proposiciones del
Libro | de Euclides establecen la equivalencia entre el compas euclideo y el compas
moderno.

Dada la relevancia historica del tema, el primer taller del curso de RPG-AC se
centré en el estudio de las construcciones geométricas con regla y compas en un
ambiente de Geometria Dinamica, ya que, esto permitiria a los participantes: (a)
Familiarizarse con los botones de herramientas disponibles en el Cabri Géometre |l
(en adelante, Cabri Il). (b) Realizar una construccion consistente con regla y compas
de un(os) objeto(s) geométrico(s), a partir de un(os) objeto(s) inicial(es) dado(s). (c)
Reconocer relaciones geométricas entre los objetos que conforman una
construccion con regla y compas. (d) Identificar las definiciones y propiedades
geométricas involucradas en cada una de las construcciones realizadas.
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Para ello, las actividades propuestas — como se muestra en la Tabla 1 — se
organizaron siguiendo las fases de aprendizaje propuestas en el modelo de Van
Hiele; destacando que una vez realizada una exposicion sobre la caracterizacion y
relevancia histérica de las construcciones geométricas con regla y compas en el
proceso de ensefianza y aprendizaje de la Geometria, se entregd una hoja de
trabajo que contemplaba las actividades dirigidas y las actividades libres. Para su
descripcion es necesario tener en consideracibn que en una construccion
geométrica, se pueden identificar los siguientes elementos: (a) Objetos iniciales (lo
dado), (b) Procedimiento de construccion que incluye los objetos auxiliares, y (c)
Objetos finales (lo que se quiere construir). Ademas, en los SGD, los objetos
geométricos suelen ser clasificados atendiendo a dos criterios distintos, pero
relacionados entre si: modo de construccion y grados de libertad (Bainville, 2003).

En atencion al modo de construccion, se establece la siguiente clasificacion:
(a) Objetos Elementales, entre los cuales se distinguen los objetos libres (punto,
recta y circunferencia) y los objetos definidos por puntos (segmento, recta definida
por dos puntos, semirrecta, vector, triangulo definido por tres puntos no alineados,
poligonos y circunferencia definida por el centro y otro punto). (b) Objetos
construidos: son todos aquellos objetos que pueden construirse haciendo uso de los
botones construcciones y macro-construcciones.

En atencién a los grados de libertad que poseen al ser desplazados sobre la
hoja de trabajo, los objetos se clasifican en: (a) Objetos bases: Los objetos libres y
los puntos construidos por objetos. (b) Objetos dependientes: Los objetos
construidos (salvo los puntos definidos por objetos) y los objetos definidos por
puntos. Esto es relevante, ya que, por ejemplo, al trazar la mediatriz de un
segmento dado, haciendo uso del Cabri Il, se establece una relacion de
dependencia entre el segmento dado (objeto inicial que funciona como un objeto
base) y su correspondiente mediatriz (objeto dependiente).

Actividades dirigidas: Lea atentamente el procedimiento sefalado en cada una de
las actividades propuestas vy, luego, apliquelo haciendo uso del Cabri Il
1. Construccion de un “compas’. OBJETO(S) INICIAL(ES) DADO(S)
2. Trazado de una recta perpendicular en
el punto medio de un segmento.
3. Construccién de un angulo que mida 60°
usando solamente regla y compas.

4. Construccion de un angulo que mida 45° PROCEDIMIENTO DADO
usando solamente regla y compas.
5. Trazado de la bisectriz de un &angulo

dado.
6. Divisiébn de un segmento de recta en n OBJETOS FINAL(ES) POR
partes iguales. CONSTRUIR

Tabla 2. Actividades dirigidas propuestas en el Taller n® 1 del curso de RPG-AC

En las actividades dirigidas, como se muestra en la Tabla 2, a partir de los
objetos iniciales, se indica el procedimiento a seguir para construir el objeto
deseado; por ende, los participantes solo necesitan seguir el procedimiento indicado
y utilizar adecuadamente los botones de herramientas disponibles en el Cabri Il para
realizar una construccion consistente. Sin embargo, el docente debe procurar que
los estudiantes centren su atencion en las relaciones existentes entre los objetos
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que conforman tal construccién y este es el punto clave para aproximarse al proceso
de demostracion en Geometria. Para ilustrar lo aqui planteado, se tomara como
referencia la actividad dirigida n° 6, Division de un segmento de recta en n partes
iguales:

1. Trace el segmento AB.

2. Trace una semirrecta con origen en el punto A y que no esté contenida
en el segmento AB.

3. Con el compas, haga centro en A y con una abertura arbitraria, trace
un arco de circunferencia que corte a tal semirrecta en el punto 1. Utilizando la
misma abertura de compas, haga centro en 1 y trace un arco de circunferencia que
corte a la semirrecta en el punto 2. Asi, sucesivamente, hasta trazar n divisiones en
tal semirrecta.

4. Enumere los puntos de corte del 1 al n.

5. Une el punto n con el punto B.

6. Trace rectas paralelas al segmento nB que pasen por los puntos n — 1,
n-2,..2,1.

7. Determina los puntos de corte de estas rectas paralelas con el
segmento AB.

8. ¢En cuales definiciones y propiedades geométricas se sustenta esta
construccion?

Figura 1. Divisiéon de un segmento en n partes iguales (en este caso, n = 6).

Esta actividad requeria de la aplicacion de los criterios de semejanza para
triangulos, ya que, los triangulos Aii’, con i: 1, 2, 3, 4, 5 y A6B son semejantes (ver
Figura 1). Cabe sefalar que, al revisar las construcciones realizadas por los cinco
grupos de trabajo, se observd que siguieron el procedimiento dado y las
herramientas utilizadas se corresponden con lo requerido en cada uno de los pasos
como se muestra en la Tabla 3; solo hubo variaciones en el numero de partes en las
que dividieron el segmento AB.

Instrucciones dadas | Herramientas empleadas
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1. Trace el segmento AB. A Punto
B Punto
Segmento: A, B
2. Trace una semirrecta con origen Semirrecta: A
en el punto A y que no esté contenida en | Punto
el segmento AB. Punto
Segmento:
3. Con el compas, haga centroen A | C4 Circulo (Compas): A, _
y con una abertura arbitraria, trace un 1 Punto (Punto(s) de interseccion): _, _
arco de circunferencia que corte a tal Cz Circulo (Compas): 1, _

Punto (Punto(s) de interseccion): _,

semirrecta en el punto 1. Utilizando la . RS
. ) 2 Punto (Punto(s) de interseccion): _,
misma abertura de compas, haga centro Cs Circulo (Compas): 2

en 1y trace un arco de circunferencia Punto (Punto(s) de interseccién): _, _
que corte a la semirrecta en el punto 2. | 3 Punto (Punto(s) de interseccién): _,
Asi, sucesivamente, hasta trazar n C4 Circulo (Compas): 3, _

divisiones en tal semirrecta. Punto (Punto(s) de interseccion): _, _

4 Punto (Punto(s) de interseccion): ,

4. Enumere los puntos de corte del
P Cs Circulo (Compas): 4, _

Taln Punto (Punto(s) de interseccion): ,
5 Punto (Punto(s) de interseccion): ,
Cs Circulo (Compas): 5, _
Punto (Punto(s) de interseccion): _,
6 Punto (Punto(s) de interseccion): ,

5. Une el punto n con el punto B. Segmento: B, 6

6. Trace rectas paralelas al Ls Recta (Recta paralela): 5, _
segmento nB que pasen por los puntos | L4 Recta (Recta paralela): 4, _
n-1,n-2,..2 1. Ls Recta (Recta paralela): 3, _

Lo Recta (Recta paralela): 2,
L4 Recta (Recta paralela): 1,

7. Determina los puntos de corte de | &' Punto (Punto(s) de interseccion): _,
estas rectas paralelas con el segmento | 4' Punto (Punto(s) de interseccion): _, _
AB. 3 Punto (Punto(s) de interseccion): ,

2' Punto (Punto(s) de interseccion): ,
1 Punto (Punto(s) de interseccion):

Tabla 3. Correspondencia entre el procedimiento dado y las herramientas empleadas

En cuanto a las respuestas dadas a la pregunta: En cuales definiciones y
propiedades geométricas se sustenta esta construccion?, pudiera decirse que el
grupo n° 1 hace referencia a la aplicacion de la generalizacion del teorema de
Thales, aunque no lo aplican en forma explicita; previamente realizan un resumen
del procedimiento empleado (entre corchetes), lo cual es un rasgo atribuido a los
esquemas de argumentacion factico: “[Cuando la semirrecta que tiene origenen Ay
no contiene el segmento AB, es dividida en (n) partes iguales con la longitud del
segmento auxiliar PQ y luego se traza el segmento Bn, procedemos a trazar rectas
paralelas a Bn que pasen por todos y cada uno de los puntos en lo que hemos
dividido la semirrecta An]. Entonces el teorema de Thales nos permite asegurar que
los puntos de interseccidn entre las paralelas al segmento Bn estan dividiendo en n
partes iguales al segmento AB”. Cabe recordar que la generalizacion del teorema de
Thales establece que: Si dos rectas r y s en un plano se cortan por varias rectas
paralelas, la razén de dos segmentos cualesquiera de una de ellas es igual a la
razon de los segmentos correspondientes en la otra. Los segmentos que se
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determinan en una de ellas son proporcionales a sus correspondientes en la otra
recta.

El grupo n° 2 trabajé con la divisién del segmento AB en tres partes iguales
(ver Figura 2), siguiendo el procedimiento indicado por la facilitadora del curso de
RPG-AC.

Figura 2. Division de un segmento en tres partes iguales (grupo n° 2)

Noétese que los puntos D, 1y F no estan alineados y, por ello, los angulos
< D1A y < F12 no son angulos opuestos por el vértice, aunque en ciertos casos
pareciera que si lo son. Por ende, como se comenta en la Tabla 4, donde se da a
conocer la justificacion dada por el grupo n° 2, se basan en premisas falsas,
posiblemente dejandose llevar por su percepcion visual, en vez de las relaciones
existentes entre los objetos geométricos que intervienen en la construcciéon
realizada. Ademas, sirve para ilustrar como es posible establecer conclusiones
validas a partir de premisas falsas, permitiendo probar lo que se pide (en este caso
que AD = DE = EB).

Justificacion dada

Observaciones

1. Los segmentos A1y 12 son congruentes;
por hipétesis (por construccion ambos segmentos
tienen longitud PQ)

2. El segmento 1F es congruente con el
segmento D1; por hipotesis “segmento auxiliar”

3. Elangulo D1A es congruente con el angulo
F12; por ser angulos opuestos por el vértice

4. Los tridngulos A1D y 21F son
congruentes; criterio de congruencia LAL,
afirmaciones 1,2y 3

5. Los angulos AD1 y 2F1 son congruentes;
por partes correspondientes de triangulos
congruentes, afirmacion 4

6. Larecta DF es una secante del segmento
AB y la recta GF; por hipotesis

7. Elsegmento ABy la recta GF son paralelos;

El segmento 1F es radio de la
circunferencia C2 (1, PQ) y D1 no
es radio de circunferencia alguna;
aunque, en la Figura 2, pareciera
que la circunferencia C1 (A, PQ)
pasa por D. Ademas, los puntos D,
1y F no estan alineados vy, por ello,
los dngulos < D1A y < F12 no son
angulos opuestos por el vértice.

Por lo tanto, no es posible garantizar
que los triangulos AD1 y 2F1 son
congruentes por el postulado LAL y
que, por partes correspondientes
de triangulos congruentes (PCTC),
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Si una recta es secante de otras dos y sus angulos
alternos internos son congruentes, entonces las
rectas son paralelas, afirmaciones 5y 6

8. Los segmentos ED y F2 estan contenidos
en el segmento AB vy la recta GF respectivamente,
por informacion de la figura

9. Los segmentos AD y F2 son congruentes;
afirmacion 4.

10. Los segmentos ED y F2 son paralelos;
afirmaciones 7y 8

11. Los segmentos D1 y E2 son paralelos; por
hipotesis

12. Los segmentos los segmentos DF y E2 son
paralelos; afirmaciones 2 y 11

13. El cuadrilatero DF2E es un
paralelogramo; afirmaciones 10 y 12

14. Los segmentos DE y F2 son congruentes;
propiedad de paralelogramo, afirmacion 13

15. El segmento DE es congruente con el
segmento AD; afirmaciones 9y 14

16. La recta DF es paralela al segmento B3; por
hipotesis

17. El angulo D1A es congruente con el angulo
B3A; definicion de angulos correspondientes

18. El angulo G32 es congruente con el angulo
B3A; son el mismo angulo

19. El &ngulo G32 es congruente con el angulo
F12; afirmaciones 3, 17 y 18

20. Los angulos 12F y 32G son congruentes;
angulos opuestos por el vértice

21. Los segmentos 12 y 23 son congruentes;
hipétesis

22. El triangulo 23G es congruente con el
triangulo 12F; afirmaciones 19, 20 y 21; criterio
de congruencia LAL

23. Los segmentos G2 y 2F son congruentes;
afirmacion 22

24. Los segmentos G2 y BE estan contenidos en
el segmentos AB y la recta GF respectivamente; por
informacion de la figura

25. Los segmentos G2 y BE son paralelos;
afirmaciones 7 y 24

26. Los segmentos E2 y BG son paralelos;
hipétesis

27. El cuadrilatero BE2G es un
paralelogramo; afirmaciones 25 y 26

28. Los segmentos BE y G2 son congruentes;
propiedad de los paralelogramos, afirmacion 27

29. Los segmentos BE y DE son congruentes;
afirmaciones 14 y 22

30. Los segmentos AD, DE y EB son
congruentes; afirmaciones 15y 29

los angulos AD1 y 2F1 lo sean.

Por lo cual, no estan dadas las
condiciones para aplicar el teorema
AIP (dngulos alternos congruentes —
rectas paralelas) en 7 y garantizar
que los segmentos ED y F2 son
paralelos en 10. Por lo tanto, se van
estableciendo conclusiones validas
a partir de premisas falsas, siendo
posible llegar a lo que se pide
demostrar:

AD =DE =EB

Nétese que la demostracion estuvo
centrada en probar que los
triangulos AD1, 2F1 y 2G3 son
congruentes y que los cuadrilateros
DF2E y BE2G son paralelogramos,
lo cual hubiera sido valido, si por el
punto 2 hubiesen trazado una
paralela al segmento AB (ver
afirmaciones n°® 13, 22 y 27 y Figura
2).

Sin embargo, se considera que
utilizan un esquema de
argumentacion analitico, ya que,

construyen una cadena légico —
deductiva sustentada en
definiciones y propiedades

geomeétricas conocidas.

Tabla 4. Justificacion dada por el grupo n°® 2 en la actividad dirigida n°® 6

Los integrantes del grupo n° 3 siguieron las instrucciones y emplearon las
herramientas de construccion adecuadas, pero no respondieron la pregunta
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formulada con lo cual no es posible la identificacion de esquema de argumentacion
alguno.

El grupo n°® 4 procedié a dividir al segmento AB en nueve partes iguales,
observandose, al revisar la construccién, que existe correspondencia entre los
pasos del procedimiento de construccion y las herramientas empleadas. A partir de
la construccion y aplicando el teorema PAC garantizan por el criterio de semejanza
AA que los triangulos indicados son semejantes y, por partes correspondientes de
triangulos semejantes, que los pares de lados correspondientes son proporcionales:

“Por el teorema de Thales, sean AB y An dos rectas que se intersecan en el
punto A, asimismo dichas rectas cortan a un conjunto n de rectas paralelas,
formando asi  AAT11, AA2'2, A A3’3, AA4’4, AAS’S, A AG’6,
AAT7, AA88, A ABn. Estos triangulos tienen un angulo comun A, ademas los
angulos con vértice en los puntos 1°, 2’, 3', 4, 5°, 6’, 7, 8', B son iguales por ser
angulos correspondientes entre rectas paralelas cortadas por una secante. Por
el segundo criterio de semejanza (AA), se tiene
AT1~AA22~AA33 ~AA44 ~AASS5~AAG6 ~AAT7T7~AA88~AABN, en
consecuencia:

Al 12 23 34 45 56 67 78 8n

Al 1223 34 45 56 67 78 8B

Por ende, queda determinada asi la division del AB en n partes
proporcionales”.

Sin embargo, no demuestran que A1’ = 12" =23 =34 =45 =56 =67 =
7’8’ = 8'B. Se considera que seria sencillo hacerlo conociendo que, por ser radios de
circunferencias congruentes, los segmentos A1, 12, 23, 34, 45, 56, 67, 78 y 8n son
congruentes y operando aritméticamente se llega a lo que se quiere demostrar.
También, se observan ciertas imprecisiones en el uso del lenguaje porque hablan de
angulos iguales en vez de angulos congruentes, asi como la division del segmento
AB en n partes proporcionales en vez de su division en n partes iguales. Se observa
el uso de un esquema de argumentacion analitico, asumiendo como hipétesis las
condiciones que se deducen de la construccién realizada. Cabe sefalar que el
teorema PAC establece que: Si dos rectas paralelas son cortadas por una secante,
cada dos angulos correspondientes son congruentes; el criterio de semejanza AA
sefala que: si dos triangulos tienen dos pares de angulos correspondientes
congruentes, entonces ambos triangulos son semejantes vy, por partes
correspondientes de tridngulos semejantes, los tres pares de lados
correspondientes son proporcionales.

El grupo n° 5 dividié el segmento AB en cuatro partes iguales, siguiendo el
procedimiento indicado; en cuanto a la justificacion dada, esta es similar a la
presentada por el grupo n° 4; por ende, se estaria en presencia de un esquema de
argumentacion analitico sustentado en las relaciones entre los objetos que
intervienen en la construccion (radios de circunferencias congruentes y rectas
paralelas cortadas por una secante).

Cuatro de los cinco grupos reconocieron que la division de un segmento en n
partes iguales se sustenta en la generalizacion del teorema de Thales. Este tema
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junto con la semejanza de triangulos fue estudiado por los participantes en el curso
de Geometria Il.

Actividades libres: Describa un procedimiento para realizar una construccion
geométrica consistente con Ry C que les permita construir la figura geométrica sefialada.

1. Construccion de un tridngulo dadas las OBJETO(S) INICIAL(ES) DADOS
longitudes de sus tres lados.

2. Construccion de un triangulo dadas las
longitudes de un par de lados y la
medida del angulo comprendido entre
ellos.

3. Construcciéon de un triangulo dadas las
medidas de un par de angulos y la
longitud del lado comprendido entre
ellos.

4. Construcciéon de un cuadrado ABCD
(objeto final) dado uno de sus lados
(objeto inicial).

5. Construccién de un tridngulo equilatero
ABC dado uno de sus lados.

6. Construccion de un rombo PQRS dadas OBJETOS FINAL(ES) DADOS
sus diagonales PR y QS.

PROCEDIMIENTO POR
ESTABLECER

Tabla 5. Actividades libres propuestas en el Taller n° 1 del curso de RPG-AC

En las actividades libres, como se muestra en la Tabla 5, a partir de los objetos
iniciales, los participantes tienen que establecer un procedimiento que les permita
realizar una construccion consistente con regla y compas del (los) objeto(s) final(es).
Por ende, los participantes requieren establecer relaciones entre lo conocido y lo
que les piden construir a partir de lo que conocen (definiciones y propiedades), para
lograr establecer el procedimiento a seguir y, ademas, garantizar que el objeto
construido es el esperado y no otro. Para ilustrar esta situacién, se tendra como
referencia la actividad libre n° 4, construir un cuadrado ABCD (objeto final) dado uno
de sus lados (objeto inicial), la cual admite diferentes formas de construccion y, por
ende, diferentes formas de validacion. En la Tabla 6, a modo de ejemplificacion, se
muestra el procedimiento de construccién n° 1.

Al revisar los informes escritos y los correspondientes archivos .fig (con la
opcion “mostrar la descripcion”), se noto lo siguiente: (a) Cada uno de los grupos de
trabajo inicia la construccién, teniendo en cuenta el objeto inicial: un lado del
cuadrado; (b) ademas, en la descripcién del procedimiento empleado para construir
el cuadrado, dado uno de sus lados, emplean un vocabulario apropiado; (c) las
herramientas empleadas se corresponden con lo establecido en cada uno de los
pasos que conforman el procedimiento de construccion; (d) no justifican que la
construccion realizada sea consistente; en algunos casos, se limitan a verificar
empiricamente que el cuadrilatero construido es un cuadrado, ya sea, midiendo la
longitud de cada uno de sus lados o marcando a cada uno de sus angulos internos.
Cabe decir que, en el Cabri ll, cuando se marca un angulo que resulta ser un angulo
recto, se coloca la marca acostumbrada.

Construccién n° 1
Procedimiento | Comentarios
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Dado un segmento de extremos Ay B

Se traza una recta L1 perpendicular al
segmento AB en A. Entonces el angulo con
vértice en A es un angulo recto.

Con el compas, haciendo centro en A
y pasando por el punto B, se traza una
circunferencia C1 que corta a la recta L1 en
D. Asi, los segmentos AB y AD son
congruentes por ser radios de una misma
circunferencia.

Se traza una recta L2 perpendicular al
segmento AD en D. De modo que el angulo
con vértice en D es un &ngulo recto.

Con el compas haciendo centro en D
y pasando por el punto A, se traza una
circunferencia que corta a la recta L2 en C.
Asi se cumple que AD = DC (por ser radios
de la circunferencia Co).

Se traza el segmento CD.

Este procedimiento garantiza que, en
el cuadrilatero ABCD se cumple que:

AB=AD=DC y que los angulos
< DAB y < ADC son rectos.

Haria falta probar que AB = AD = DC
= CD y que los angulos < DCB y < CBA son
angulos rectos.

En efecto, se conoce que, en un plano
E, las rectas AB y L2 son perpendiculares a
la recta L1y, por ende, se tiene que AB || Lz
Como, ademas, AB = DC y el segmento DC
estd contenido en la recta L2, se cumple
que, en el cuadrilatero ABCD, Ilos
segmentos AB y DC son paralelos y
congruentes vy, por tanto, tal cuadrilatero es

un paralelogramo. Asimismo, se conoce que
en un paralelogramo ambos pares de lados
y angulos opuestos son congruentes, con lo
cual se establece que: AD = BC, m (< DCB)
=90°y m (< CBA) = 90°.

Tabla 6. Construccion de un cuadrado dado uno de sus lados

Grupo n® 1

Grupo n° 2

Figura 3. Verificacion empirica de los atributos relevantes de un cuadrado

En la Figura 3, notese que el grupo n° 1 verifica (marcandolos) que los angulos
internos del cuadrilatero ABCD son rectos, mientras que el grupo n°® 2 verifica que
los lados de tal cuadrilatero son congruentes entre si. Ambos grupos, segun el caso,
no verifican que se satisfaga el otro atributo relevante para que el cuadrilatero ABCD
sea un cuadrado [los lados de un cuadrado son congruentes entre si (grupo n® 1) y
sus cuatro angulos internos son rectos (grupo n° 2)].

La construccién realizada por el grupo n°® 4 también se corresponde con las
realizadas por los grupos n° 1 y 2; pero, en este caso, no realizan verificacion
alguna (ni de la longitud de cada uno de los lados del cuadrilatero ABCD, ni de la
medida de cada uno de sus angulos internos).
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El grupo n°® 5 presentd la siguiente descripcion del procedimiento de
construccion empleado:

1.  |Se coloca el lado AB (lado del cuadrado que se da como dato) en la
posicién de la base.

2. Por los extremos del segmento AB se trazan dos rectas
perpendiculares al segmento.

3. Mediante dos arcos de circunferencia con el radio de la longitud del
segmento dado, se traza una por el punto A y la otra por el punto B, cortando las
rectas perpendiculares.

4.  Se unen los cuatro puntos y se obtiene el cuadrado pedido.

Cabe preguntarse: ;Qué significa que “se coloca el segmento AB en la
posicion de la base™? ;Esto significa que lo colocan en posicion horizontal?
Pareciera que la presentacion de las figuras geométricas en posiciones clasicas es
una idea arraigada en la mente de los profesores en formacion, a pesar de lo
discutido en clases. Sin embargo, en el informe escrito, el grupo n° 5 agrega a la
descripcion el siguiente comentario (asi lo denominan):

“‘Notese que la figura construida es un cuadrado, ya que, al partir de un lado
para construir los otros tres, trazamos rectas perpendiculares a dicho segmento
dado y luego sobre ellas copiamos la medida del segmento inicial AB con el
compas, los segmentos AD y BC son congruentes entre si por ser (radios de)
circunferencias de un mismo radio, y que su vez son congruentes con el
segmento AB. Luego unimos los puntos D y C que (y el segmento DC) es
congruente con el segmento AB, en conclusion al ser todos sus lados iguales y
poseer cuatro angulos rectos por ser los segmentos DA perpendicular con el
segmento AB, CB perpendicular con AB y los segmentos DA perpendicular con
el segmento DC, CB perpendicular con DC, con lo que por definicion el
paralelogramo es un cuadrado”.

Lo colocado entre paréntesis y en negritas ha sido agregado para mejor
seguimiento de las ideas aqui planteadas. En el comentario, dan por cierto que los
angulos con vértice en los puntos C y D son rectos y CD = AB (lo que falta por
demostrar); pero no lo demuestran como una consecuencia légica de las relaciones
establecidas entre los objetos que conforman esta construccion. Pudiera decirse
que los integrantes del grupo n° 5 manifiestan un esquema de argumentacién
factico, al centrar su comentario en un recuento del procedimiento de construccion
del cuadrado ABCD.

El grupo n° 3 siguié una construccion distinta a las previstas por los
investigadores, ya que se limitd a trabajar con las herramientas que le permitiera
trazar lineas rectas y circunferencias (tal como si estuvieran trabajando con regla y
compas en un entorno de lapiz y papel); cabe advertir que en el Cabri Il se dispone
de botones de herramientas que permiten trazar de manera inmediata, por ejemplo,
rectas perpendiculares o rectas paralelas, lo cual no es posible si se esta trabajando
solo con regla y compas (sin emplear las escuadras disponibles en un juego
geométrico) (ver Figura 4). Este grupo no realizé verificacion empirica alguna, ni
justifico la validez de esta construccion.
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C5

Tt

Figura 4. Construccién de un cuadrado realizada por el grupo n° 3

3. Construir, explorar, conjeturar y validar

Teniendo en cuenta que los estudiantes para profesores de Matematica, desde
una perspectiva del aprendizaje situado, necesitan participar en tareas cercanas al
quehacer matematico, susceptibles de ser puestas en practica en el ambito de la
educacién basica, las tareas matematicas propuestas en el curso de RPG-AC se
han organizado siguiendo el esquema:

Construir > Explorar - Conjeturar - Validar

Esquema que ademas ha sido tomado en consideracion por otros educadores
matematicos como Alsina Catala, Fortuny Aymemi y Pérez Gomez (1997), Perry
Carrasco, Camargo Uribe, Samper de Caicedo y Rojas Morales (2006) y Flores
(2007). Como se mostro en la Tabla 1, en el curso de RPG-AC se ha enfatizado en
las construcciones geométricas con regla y compas haciendo uso de un SGD como
el Cabri Il y las construcciones geométricas con doblado de papel, ya que para
realizar una construccién consistente, se requiere tener en cuenta las relaciones
existentes entre los elementos que conforman una construccidén (objetos iniciales,
auxiliares y finales), para garantizar que se ha construido el objeto esperado, a partir
de las condiciones dadas.

Segun Alsina Catala et al. (1997, p. 126), “el analisis de cuestiones métricas o
algebraicas con la ayuda de Cabri permite inducir descubrimientos muy interesantes
siguiendo, esencialmente, el proceso: Disefar - Explorar ->Modelizar-> Conjeturar
- Definir &> Argumentar - Demostrar’. Por ello, identifican siete (7) tipos de
actividades geométricas con Cabri: (a) Disefio (manejar las herramientas
disponibles en el software); (b) Exploracion (seguir o elaborar procedimientos para
construir figuras geométricas, incluyendo el reconocimiento de atributos relevantes);
(c) Modelizacion (encontrar una estructura matematica que dote de sentido a una
construccion o transformacién geométrica); (d) Formulacién de conjeturas (hallar
una afirmacion formal a partir de un descubrimiento); (e) Definicion (nombrar y
asignar caracterizaciones); (f) Argumentacion (dar conjeturas en una manera
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descriptiva), (g) Acercamiento deductivo (validar haciendo uso de inferencias
l6gicas). Si bien los autores distinguen entre argumentacion y acercamiento
deductivo (demostracidon), reconocen el papel que juegan las practicas
argumentativas en una clase de Geometria ya que entre los indicadores de la
argumentacion (como Cabri — actividad), mencionan formular razonamientos
basados en casos y generalizaciones simples, hacer sentencias declarativas y
explicitar experiencias interesantes. Estos indicadores servirian de base para
establecer razonamientos deductivos con inferencias logicas que permitan probar
una conjetura.

Asimismo, Perry Carrasco et al. (2006), al presentar una caracterizacién de la
actividad demostrativa a través de manifestaciones de desempefio de las acciones
realizadas por los participantes en un curso de Geometria Plana en la Universidad
Pedagogica Nacional (Bogota — Colombia), reconocen el fuerte lazo que habria que
establecer entre la producciéon de una demostracion formal y algunas acciones de
caracter heuristico vinculadas con el proceso para la produccién de una justificacion
(explicacion, prueba y demostracién formal). Ademas, sefalan que la argumentacion
es el razonamiento asociado a todas las acciones que conforman la actividad
demostrativa y, por ello, sirve de puente entre las acciones de proceso y producto.

Para Perry Carrasco et al. (2006, p. 27), entre las acciones de caracter
heuristico, se encuentran:

1. Visualizacion: “Mirada sobre la representacion grafica que se enfoca”.

2. Exploracién: “Accidn visible sobre la representacion grafica para
estudiar una situacion con un propésito especifico relacionado con la solucién del
problema”.

3. Conjeturacion: “Establecimiento de un enunciado, del que se tiene
seguridad, expresado en forma general, como una implicacién”.

4. Verificacion: “Acciones visibles sobre la representacion grafica para
poner a prueba la conjetura establecida”.

5. Analisis:  “Formulacion de relaciones de dependencia entre
propiedades geométricas presentes en la situacion”.

Flores (2007) diseiid un experimento de ensefianza con profesores de
Matematica del bachillerato en México, haciendo uso del Geometer's Sketchpad,
que incorpor¢ actividades de construccion, de analisis y de discusion. Segun el
autor,

Las actividades de construccion incluyen la explicacion del por qué funciona
la construccion, es decir, implican un proceso de formacion y prueba de
conjeturas; éstas son las mas importantes de la propuesta, pues en ellas se
tiene que poner atencién a las relaciones entre los elementos que las
conforman y el proceso de construccion en si (p. 74).

Por ende, en el taller n°® 3 del curso de RPG-AC, siguiendo el esquema de
construir - explorar - conjeturar - validar, se plantearon problemas relacionados
con el estudio de las definiciones y propiedades de los cuadrilateros conciclicos o
circunscribibles y cuadrilateros inscribibles. Se trata de un tema no contemplado en
los programas de los cursos de Geometria | y Geometria Il, pero que se
consideraba susceptible de ser abordado por los participantes en funcién de los
conocimientos previos. Este taller se organizé en torno a siete (7) actividades; en la
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Tabla 7, a modo de ilustracién, se muestran las dos primeras. Cabe sefalar que,
para la realizacion del taller n° 3, los participantes del curso de RPG-AC se
reorganizaron y conformaron tres grupos de trabajo.

Las actividades propuestas en el taller n°® 3 comparten ciertos rasgos que
Flores (2007) considera relevantes para las actividades a ser realizadas en un AGD:
las propiedades geométricas pueden obtenerse como conjeturas a partir de la
exploracion de las construcciones realizadas, pero la validacion de tales conjeturas
no es inmediata; aunque, por lo general, exigen la puesta en practica de
conocimientos y habilidades geométricas vinculadas con la Geometria Plana
(conceptos y propiedades que se estudian en los cursos previos del area de
Geometria).

N° Actividades

Comentarios

Construya una circunferencia con
centroen O yradior.

Trace una cuerda AB correspondiente
a dicha circunferencia.

La cuerda AB subtiende dos arcos de
1 circunferencia: ACB y ADB.
Construya el cuadrilatero ACBD. Se
dice que el cuadrilatero ACBD es
conciclico o circunscribible.
Establezca la definicion de cuadrilatero
conciclico.

Se pretendia que, a partir de la
construccion del cuadrilatero ACBD, se
estableciera la definicion de cuadrilatero
conciclico, lo cual exige el reconocimiento
de sus atributos relevantes. Uno de ellos:
los vértices de un cuadrilatero conciclico
pertenecen a una misma circunferencia.

Mida cada uno de los angulos internos
del cuadrilatero ACBD.

Sume las medidas de sus angulos
opuestos. ¢Qué concluye? ;Puede
validar tal conjetura?

Teniendo como referencia el cuadrilatero
previamente construido, se marcan cada
uno de sus angulos internos vy, luego, se
miden, obteniendo que las sumas de las
medidas de los angulos opuestos de un

cuadrilatero conciclico es 180°. La clave de
2 la validacién de esta conjetura esta en
reconocer que, por ejemplo, la diagonal AB
descompone al cuadrilatero ABCD en dos
triangulos, asi como conocer y aplicar la
propiedad que los angulos inscritos a un
mismo arco de circunferencia son
congruentes.

Los tres grupos demostraron tener dominio técnico de las herramientas
disponibles en el Cabri Il; se observa como el grupo n° 1 construyd una
circunferencia con centro en O y radio r, donde r es la longitud de un segmento
auxiliar, para asi usar la opcién Circulo (Compas): O, r ; mientras que, los grupos n°
2 y 3 emplearon la opciéon Circulo: O, P, donde O es el centro de la circunferencia y
P un punto por el cual pasa. También se observa que el grupo n° 1 traz6 la cuerda
AB y ubicé los puntos C y D, pero no marcé - en forma explicita - los arcos ACB y
ADB, cual si lo hicieron los grupos n° 2 y 3. Para construir el cuadrilatero ACBD, los
grupos n° 1y 3 trazaron cada uno de sus lados AC, CB, BD y AD, mientras que el
grupo n° 2 empled la opcidn poligono: ACBD. También se observa que quiza
teniendo en cuenta la siguiente actividad, los grupos n° 1 y 3 trazaron la otra
diagonal CD del cuadrilatero, asi que también que el grupo n°® 3, procedié a marcar
diversos angulos (ver Figura 5).
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Figura 5. Construccién del cuadrilatero conciclico ACBD realizada por el grupo n® 3

Al leer las definiciones de cuadrilatero conciclico, se observa que los tres
grupos reconocen que sus veértices pertenecen a una misma circunferencia v,
ademas, los grupos n°® 2 y 3 establecen que un cuadrilatero conciclico esta inscrito
en una circunferencia, con lo cual lo reconocen como parte de la clase de los
poligonos inscritos en una circunferencia.

La actividad n° 2 establecia lo siguiente: Mida cada uno de los angulos internos
del cuadrilatero ACBD. Sume las medidas de sus angulos opuestos. ¢;Qué
concluye? ¢Puede validar tal conjetura? Al marcar y medir los angulos internos de
un cuadrilatero conciclico o circunscribible (ver Figura 6), se observa que la suma de
las medidas de sus angulos opuestos es 180°; por ende, se puede decir que: En un
cuadrilatero conciclico o circunscribible, los angulos opuestos son suplementarios.

Resultado: 180,00 °

Ato| anutar [[avb | = |[180.00°
o) o oo e [ ]t 0] ] ] 1]

Figura 6. En un cuadrilatero conciclico o circunscribible, los angulos opuestos son
suplementarios (verificacion empirica)

UNI&N Namero 55-Abril 2019 — Pagina 175



La Demostracion en Geometria desde una Perspectiva Didactica
M. Iglesias y J. Ortiz

En los informes escritos dieron las siguientes respuestas: (Grupo n° 1) De la
medicion de los angulos opuestos de un cuadrilatero conciclico se concluye que son
suplementarios; (Grupo n°® 2) Concluimos que la suma de las medidas de los
angulos opuestos es 180°% es decir, los angulos opuestos son suplementarios.
Segun esto en un cuadrilatero conciclico se cumple que sus angulos opuestos son
suplementarios; (Grupo n° 3) Que la adicion de los angulos opuestos de un
cuadrilatero conciclico son suplementarios. Cabe sefalar que, con el Cabri Il, es
posible marcar y medir los angulos internos del cuadrilatero ACBD vy, luego, con la
opcion calculadora, seleccionar las medidas de los pares de angulos opuestos,
calcular su suma y obtener como resultado 180°. De esta manera, si se arrastra el
vértice de uno de los angulos, se observa que varia su medida, pero la suma sigue
siendo 180° (ver Figura 6). Esto ayuda a convencerse que el resultado obtenido no
es fortuito, sino que puede ser entendido como una propiedad que satisfacen los
cuadrilateros conciclicos. Asi, una vez establecida la conjetura, cada uno de los
grupos se dedico a validarla; de esta manera, se evidencia dominio de los usos
heuristicos del Cabri Il.

El grupo n° 1, teniendo en cuenta la figura abajo indicada (ver Figura 7),
presento la siguiente justificacion:

1. Podemos observar que los <« BCD =«BAD por ser angulos inscriptos a
una misma circunferencia. Angulos a los cuales llamaremos (1).

2. De igual forma podemos concluir que los angulos <« CBA =«CDA a los
cuales llamaremos (2).

3. Ahora podemos concluir que los angulos « ACD =«ABD a los cuales
llamaremos (3).

4. Por ultimo podemos concluir que los angulos « CAB =«CDB a los
cuales llamaremos (4).

5. Ahora bien toda esta relacion de congruencia de los angulos nos va a
permitir validar la conjetura que los angulos opuestos de un cuadrilatero
conciclico son suplementarios. Ya que si consideramos el triangulo 4 CAD
podemos detallar que /la suma de la medida angular de los éangulos 3, 2 con el
angulo de vértice A es igual a 180 por propiedad de los triangulos y por la
relacion de congruencia que hemos establecido antes la suma de la medida
angular de 2 y 3 es igual al angulo con el vértice B, por lo tanto los angulos con
vértice en A y B son suplementarios, y un analisis analogo establece que los
angulos con vértices en D y C son suplementarios.

Justificaciéon basada en la identificacion de pares de angulos inscritos a un
mismo arco de circunferencia y la aplicacion de la propiedad que establece que dos
0 mas angulos inscritos a un mismo arco de circunferencia son congruentes. En los
primeros cuatro pasos de la prueba, identifica cuatro pares de angulos congruentes
por la razén antes mencionada. Luego, conociendo que la suma de las medidas de
los angulos internos de un triangulo, establece que, en el A ACD:

m (< CAD) + m (< 3)+m (< 2)=180°,
donde, por el postulado de adicion de angulos, m (< 3) + m (< 2) = m (< CBD);
llegando a que: m (< CAD) + m (< CBD) = 180°. Nétese que, segun la Figura 7
elaborada por el grupo n° 1, en el A ACD, se tiene que: <3 =<ACDy <2 =<ADC;
mientras que en el ABCD, <2 =<CBAvy<3=<DBA.
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A

D

Figura 7. Cuadrilatero conciclico elaborado por el grupo n° 1, en el cual se basan para
probar que los angulos opuestos son suplementarios

El grupo n° 2 inicia la prueba sefialando que “utilizaremos la relacion entre
angulos inscritos y centrales que abren el mismo arco de circunferencia” y escriben
las siguientes igualdades:

m (< BDA) = sm(< BOA) y m (< ACB) = m(< AOB)
Sumando estas ecuaciones se obtiene:
m (< BDA) + m(< ACB) = %m(< BOA) + %m(< AOB)
m (< BDA) + m(< ACB) = %(m (< BOA) + m(< AOB)); por propiedad
distributiva
m (< BDA) + m(< ACB) = %(360°); los dos arcos forman la circunferencia

m (< BDA) + m(< ACB) = 180° ; operando

Quedando demostrado que en un cuadrilatero conciclico los angulos
opuestos son suplementarios.

Figura 8. Cuadrilatero conciclico elaborado por el grupo n° 2, en el cual se basan para
probar que los angulos opuestos son suplementarios.
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En la Figura 8, se observa que < BDA esta inscrito en el arco de
circunferencia BDA y < BOA es el correspondiente angulo central, asi como también
< ACB esta inscrito en el arco de circunferencia ACB y < AOB es el correspondiente
angulo central. Cabe recordar que un angulo central es cualquier angulo con vértice
en el centro de la circunferencia y, en consecuencia, sus lados estan determinados
por radios de tal circunferencia; mientras que un angulo inscrito a un mismo arco de
circunferencia tiene vértice en un punto perteneciente a tal arco y sus lados cortan a
la circunferencia en los extremos del arco. Ademas, aplican que la medida de un
angulo inscrito a un arco de circunferencia es la mitad de la del correspondiente
angulo central. Noétese que, aunque no lo sefialan en el desarrollo de la prueba, los
angulos centrales < BOA y < AOB se asumen como diferentes, ya que se considera
la orientacidn con respecto a las agujas del reloj siendo por ello que afirman que

m (< BOA) + m (< AOB) = 360°.
El grupo n°® 3, teniendo como referencia la figura mostrada en la Figura 9,

identifico hipotesis y tesis y, procedié a presentar la siguiente prueba siguiendo el
esquema de afirmaciones y razones.

1. El cuadrilatero ABCD es conciclico; por hipétesis.

2. Por construccion auxiliar se traza la diagonal CD, dividiendo el
cuadrilatero en cuatro triangulos.

3. Asi por propiedad de la cuerda se tiene:

Con respecto a la cuerda AC. <8 =<5
Con respecto a la cuerda CB. <7 =< 2
Con respecto a la cuerda AD. < 6 =< 3
Con respecto a la cuerda DB. <1 =<4

Entonces sustituyendo: EI <1 por el <4, el <3 por el <6, <5 por el <8 y el <2
por el <7.

4. Tomando el AACB:

m (<C) + m (<7) + m (<8) = 180° ; por suma interna de angulos de un
triangulo.

m (<C) = 180°- m (<7) — m (<8); despejando m (<C).
5. Tomando el AADB:

m (<D) + m (<4) + m (<6) = 180° ; por suma interna de angulos de un
triangulo.

m (<D) = 180°- m (<4) — m (<6); despejando m (<D).

6. Asim (<ACB)+ m (<ADB)=180°, ya que, sustituyendo se tiene:
180°- m (<7) —m (<8) + 180°- m (<4) —m (<6) = X

-m (<7)—m (<8) —m (<4) — m (<6) + 360° = X

360°-X=m (<7) + m (<8) + m (<4) + m (<6)

360°- X = 180°

360°- 180° =X
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7. Asi se cumple que m(<ACB)+ m(<ADB)=180°
8. Tomando el AACD:

m (<A) + m (<6) + m (<8) = 180° ; por _suma interna de anqulos de un
triangulo.

m (<A) = 180°- m (<6) — m (<8),; despejando m (<A).
9. Tomando el ABCD:

m (<B) + m (<4) + m (<7) = 180° ; por suma interna de angulos de un

triangulo.
m (<B) = 180°- m (<4) — m (<7); despejando m (<B).
10. Asim (<CAD)+m (<CBD)=180°. Sustituyendo se tiene:

180°- m (<6) — m (<8) + 180°- m (<4) — m (<7) = 180°
360°- m (<6) —m (<8) —m (<4) —m (<7) = 180°
180°=m (<6) + m (<8) + m (<4) + m (<7).

11. Ser verifica que m (<CAD) + m (<CBD)=180°

12. Queda demostrado entonces que m (<ACB) + m (<ADB)=180° y
m (<CAD) + m (<CBD)=180°; por pasos 7 y 11.

Figura 9. Cuadrilatero conciclico elaborado por el grupo n° 3, en el cual se basan para
probar que los angulos opuestos son suplementarios

Cuando hacen referencia, en el paso 3, a la propiedad de la cuerda, se refieren
a que una cuerda de una circunferencia determina dos arcos; asi, por ejemplo, la
cuerda AC determina los arcos CBA y CPA (donde el punto P pertenece a la
circunferencia, pero no al arco CBA); y que, ademas, dos o mas angulos inscritos en
un mismo arco de circunferencia son congruentes como lo son < CBAy < ADC con
respecto al arco CBA. También aplican que la suma de las medidas de los angulos
internos de un triangulo es igual a 180°. En los pasos n° 6 y 10, calculan las sumas
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de las medidas de los pares de angulos opuestos del cuadrilatero ACBD, en funcién
de las relaciones establecidas en los pasos 4 y 5, asi como 8 y 9 respectivamente.

Se considera que los tres grupos presentaron pruebas de la conjetura
formulada en la actividad n® 2 y que manifestaron un esquema de argumentacion
analitico, procurando presentar una serie de afirmaciones encadenadas l6gicamente
y debidamente justificadas, haciendo referencia a definiciones y propiedades
geométricas conocidas.

4. Consideraciones Finales

El curso de RPG-AC ha sido asumido como un escenario formativo e
investigativo, ya que, por una parte, forma parte como curso optativo de integracion
del plan de estudio del componente de formacidén especializada de la especialidad
de Matematica en la UPEL Maracay vy, por otra parte, es el contexto donde se ha
abordado el estudio de las competencias matematicas y didacticas que ponen en
juego los participantes cuando realizan ciertas tareas (Iglesias, 2014).

Desde la planificacion de las actividades de ensefianza y aprendizaje que lo
conforman, el curso de RPG-AC se ha sustentado en el planteamiento de tareas
didactico — matematicas, orientadas a la resolucion de problemas geomeétricos,
haciendo uso de un SGD como el Cabri |l o al disefio de una unidad didactica con
contenidos geométricos para educacion media (lglesias y Ortiz, 2015).

Asi, teniendo como referencia el mapa de ensefianza y aprendizaje (MEA)
propuesto por Orellana Chacin (2002) y los componentes del analisis didactico para
la fase de disefio (Gémez, 2007; Rico y Fernandez-Cano, 2013; Ortiz, Iglesias y
Paredes, 2013), se planificaron tres talleres relacionados con los siguientes temas:
(a) construcciones geométricas con regla y compas; (b) equivalencia entre dos
maneras distintas de construir una figura; (c) cuadrilateros conciclicos y
cuadrilateros inscribibles (ver Tabla 1).

De esta manera, se ha valorado el papel que han jugado las construcciones
con regla y compas en el desarrollo tedrico y las aplicaciones practicas de la
Geometria Euclidiana, procurando que asi lo entiendan los participantes en el curso
de RPG-AC. En este sentido, se considera clave identificar en una construccion
geométrica los siguientes elementos: (a) lo dado (objetos iniciales); (b) el
procedimiento de construccién (incluyendo los objetos auxiliares); (c) lo que se
quiere construir (objetos finales). En atencion a los elementos conocidos y lo
planteado en las fases de aprendizaje del modelo de Van Hiele, las actividades se
clasificaron en actividades dirigidas y actividades libres. Ademas, en estas
actividades se emplearon los métodos de construccion mencionados por Siferiz
(2000): (a) el método de los dos lugares; (b) el método de la figura auxiliar y (c) el
método de la figura semejante.

Para desarrollar la nocién de equivalencia entre una construccion con doblado
de papel y una construccion con regla y compas de una misma figura geométrica, se
lograron identificar tres ideas matematicas relevantes: (a) superposicion de figuras
geométricas; (b) correspondencia entre figuras geométricas y (c) puntos y rectas
construibles (Arrieche e Iglesias, 2010; Iglesias, 2014).

Las actividades se organizaron siguiendo el esquema construir - explorar >
conjeturar - validar, el cual se considera apropiado para emprender acciones de
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caracter heuristico como las planteadas por Alsina Catala et al. (1997) y Perry
Carrasco et al. (2006), especialmente cuando se sigue un enfoque de resolucion de
problemas y se incorpora el uso de un SGD.

La resolucibn de problemas geométricos vinculados con los temas
seleccionados para cada uno de los talleres planificados fue la principal estrategia
de ensefianza y aprendizaje junto con el uso del Cabri Il y el plegado de papel (en el
taller n° 2).

Con el disefio de una unidad didactica con contenidos geométricos, basandose
en la nocion de analisis didactico, se ha pretendido que los participantes — como
profesores en formacion - abordaran la problematica relacionada con la ensefianza
y el aprendizaje de la Geometria escolar (lglesias y Ortiz, 2015); problematica
entendida, atendiendo a lo propuesto por Azcarate Goded (2004) como un ambito
de investigacion profesional (AlIP).

Bibliografia

Alsina Catala, C., Fortuny Aymemi, J.M. y Pérez Gémez, R. (1997). ;Por qué
Geometria? Propuestas didacticas para la ESO. Sintesis, Madrid.

Aravena Diaz, M. y Caamaio Espinoza, C. (2013). Niveles de razonamiento
geométrico en estudiantes de establecimientos municipalizados de la Region del
Maule, Talca, Chile. Revista Latinoamericana de Investigacion en Matematica
Educativa, 16 (2), 139 — 178.

Arrieche, B. e Iglesias, M. (2010). Explorando angulos e triangulos com dobraduras
em papel. Boletim GEPEM, 57, 105-117.

Azcarate Goded, P. (2004). Los procesos de formacion: En busca de estrategias y
recursos. Ponencia presentada en el Octavo Simposio de la Sociedad Espafiola
de Investigacién en Educacion Matematica. Universidade da Coruia.

Bainville, E. (2003). Cabri Géométre Il Plus. Manual del usuario. Cabrilog, Grenoble,
Francia.

Corberan, R. (1994). Disefio y evaluacion de una propuesta curricular de
aprendizaje de la Geometria en ensefianza secundaria basada en el Modelo de
Razonamiento de Van Hiele. C.I.D.E., M.E.C., Madrid.

De Villiers, M. (2010). Algumas reflexdes sobre a Teoria de Van Hiele. Educacéo
Matematica Pesquisa, 12 (3), 400 - 431.

Flores, A.H. (2007). Esquemas de Argumentacion en Profesores de Matematicas del
Bachillerato. Educacion Matematica, 19 (1), 63-98.

Gomez, P. (2007). Analisis didactico. Una conceptualizacion de la ensefianza de las
matematicas. En P. Gémez (Ed.), Desarrollo del conocimiento didactico en un
plan de formacion inicial de profesores de matematicas de secundaria (pp. 31-
116). Departamento de Didactica de la Matematica de la Universidad de Granada,
Espania.

Gutiérrez, A. (2000). Aportaciones de la investigacion psicolégica al aprendizaje de
las matematicas en secundaria. UNO: Revista de Didactica de las Matematicas,
24,23 - 33.

Iglesias, M. (2000). Curso de Resolucion de Problemas Geomeétricos Asistido por

Computadora. Trabajo de grado de maestria no publicado. Universidad

UNI&N Namero 55-Abril 2019 — Pagina 181



La Demostracion en Geometria desde una Perspectiva Didactica
M. Iglesias y J. Ortiz

Pedagogica Experimental Libertador, Instituto Pedagodgico Rafael Alberto
Escobar Lara, Maracay.

Iglesias, M. (2014). La Demostracion en Ambientes de Geometria Dinamica. Un
Estudio con Futuros Docentes de Matematica. Tesis Doctoral no publicada.
Universidad Pedagdgica Experimental Libertador, Instituto Pedagdgico Rafael
Alberto Escobar Lara, Maracay.

Iglesias. M. y Ortiz, J. (2015). Competencias didacticas exhibidas por futuros
profesores de Matematica. En J. Sanoja de Ramirez y Z. Paredes (Eds.),
Memorias de la VIII Jornada de Investigacion del Departamento de Matematica y
VIl Jornada de Investigacion en Educacion Matematica (pp. 352 -
367).Universidad Pedagdgica Experimental Libertador, Instituto Pedagdgico de
Maracay, Venezuela. Recuperado el 16 de octubre de 2018 de
http://www.asovemat.org.ve/memorias.php

Jaime, A. y Gutiérrez, A. (1990). Una propuesta de fundamentacion para la
ensefanza de la geometria: El modelo de Van Hiele. En S. Llinares y M.V.
Sanchez (Eds.), Teoria y Practica en Educacion Matematica (pp. 295 — 384).
Sevilla: Alfar.

Luengo Gonzalez, R., Blanco Nieto, L., Mendoza Garcia, M., Sanchez Pesquero, C.,
Marquez Zurita, L. y Casas Garcia, L.M. (1997). Proporcionalidad Geométrica y
Semejanza. Sintesis, Madrid.

Mills, J., Tall, D. (1988). From the visual to the logical in mathematics.Bullettin of
I.LM.A., 21 11/12 Nov — Dec, 176 — 183.

Orellana Chacin, M. (2002).;Qué ensefiar de un Tépico o de un Tema? Ensefianza
de la Matematica 11(2), 21- 42.

Ortiz, J., Iglesias, M. y Paredes, Z. (2013). El analisis didactico y el disefio de
actividades didacticas en matematicas. En L. Rico, J.L. Lupianez y M. Molina
(Eds.), Analisis Didactico en Educacion Matematica. Metodologia de
Investigacion, Formacion de Profesores e Innovacion Curricular (pp. 293 — 308).
Comares, Granada, Espafia.

Perry Carrasco, P., Camargo Uribe, L., Samper de Caicedo, C. y Rojas Morales, C.
(2006). Actividad demostrativa en la formacion inicial del profesor de
matematicas. Fondo Editorial de la Universidad Pedagdgica Nacional, Bogota,
Colombia.

Rico, L. y Fernandez-Cano, A. (2013). Analisis Didactico y Metodologia de
Investigacion. En L. Rico, J.L. Lupianez y M. Molina (Eds.), Analisis Didactico en
Educacion Matematica. Metodologia de Investigacion, Formacion de Profesores e
Innovacién Curricular (pp. 1 - 22). Comares, Granada, Espanfa.

Siferiz, L. E. (2000). Los griegos, la heuristica, la regla y el compas. En R.S. Abrate
y M. D. Pochulu (comps.), Experiencias, propuestas y reflexiones para la clase de
Matematica (pp. 193 — 215). Universidad de Villa Maria; Argentina.

UNI&N Namero 55-Abril 2019 — Pagina 182


http://www.asovemat.org.ve/memorias.php

La Demostracion en Geometria desde una Perspectiva Didactica
M. Iglesias y J. Ortiz

Autores:

Martha de las Mercedes Iglesias Inojosa: Profesora de Matematica
con Maestria en Ensefianza de la Matematica y Doctorado en Educacion;
Integrante del Centro de Investigacion en Ensefianza de la Matematica
Usando Nuevas Tecnologias y del Nucleo de Investigacién en Educacion
Matematica de la UPEL IP. de Maracay; Miembro de la Asociacion
Venezolana de Educacién Matematica.mmiglesias@gmail.com

José Ortiz Buitrago: Profesor de Matematica con Doctorado en
Educacién Matematica. Coordina la linea de investigacion en
Pensamiento Algebraico y Educacién Matematica. Investigador adscrito a
la Unidad de Investigacién del Ciclo Basico de la Facultad de Ciencias
Econdmicas y Sociales de la Universidad de Carabobo, Nucleo Aragua y
el Nucleo de Investigacion en Educacién Matematica de la UPEL IP. de
Maracay. Miembro de la Asociacién Venezolana de Educacion
Matematica. joseortiz.facesuc@gmail.com

UNI&N Namero 55-Abril 2019 — Pagina 183


mailto:mmiglesias@gmail.com
mailto:joseortiz.facesuc@gmail.com

