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En este articulo se presenta un analise epistemolégico de un concepto
de la teoria matematica de las superficies, denominada Primera Forma
Cuadratica. Ante el caracter reconocidamente abstracto de ese
concepto, utilizaremos algunos elementos clasicos constituyentes de la
Ingenieria Didactica - ED para la investigacion de la ensefianza del
objeto matematico en cuestion. De este modo, presentaremos
Resumen definiciones que nos permitan el calculo y la comprension del concepto.
Ademas, utilizaremos el software GeoGebra, para evidenciar la
interpretacién y significacion visual de los conceptos previos
involucrados, ayudando asi, de forma cualitativa en el proceso de
ensefanza y aprendizaje del concepto.

Palabras clave: Primera forma cuadratica. Superficies. GeoGebra.
Ingenieria Didactica.

In this article, we discuss an epistemological analysis of a concept of the
vast mathematical theory of surfaces, called the First Quadratic Form
Faced with the admittedly abstract character of this concept, we will use
some classic elements of Didactic Engineering - ED to investigate the
teaching of the mathematical object in question. In this way, we will
Abstract present definitions that allow us to calculate and understand the concept.
In addition, we will use GeoGebra software to highlight the interpretation
and visual meaning of the previous concepts involved, thus helping, in a
qualitative way, the teaching and learning process of the concept.
Keywords: First quadratic form. Surface. GeoGebra. Didactic
Engineering.

Abordamos nesse artigo uma analise epistemoldgica de um conceito da
teoria matematica das superficies, denominado Primeira Forma
Quadratica Diante do carater reconhecidamente abstrato desse
conceito, utilizaremos alguns elementos classicos constituintes da
Engenharia Didatica — ED para investigagdo do ensino do objeto
matematico em questdo. Desse modo, apresentaremos definigdes que
Resumo nos permitam o célculo e a compreensdo do conceito. Além disso,
utilizaremos o software GeoGebra, para evidenciarmos a interpretagao
e significagao visual dos conceitos prévios envolvidos, auxiliando assim,
de forma qualitativa no processo de ensino e aprendizagem do conceito.
Palavras-chave: Primeira forma quadratica. Superficies. GeoGebra.
Engenharia Didatica.
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1. Introducao

Este artigo foi elaborado no &mbito de uma pesquisa preliminar e em andamento
de uma dissertagdo do Mestrado em Ensino de Ciéncias e Matematica, que busca
utilizar a metodologia de pesquisa denominada Engenharia Didatica. Baseado nessa
metodologia, o nosso objetivo nesse artigo € a realizacido de uma analise preliminar
de um importante conceito de Geometria Diferencial, intitulado primeira forma
quadratica.

A Geometria Diferencial - GD ¢é a area que estuda as propriedades geométricas
de curvas, superficies e suas generalizagcdes, utilizando as técnicas do calculo
infinitesimal. Essa area da Matematica apresenta forte interacdo com outras areas da
ciéncia, desde sua origem, com a cartografia, passando pela Teoria da Relatividade,
até os dia de hoje, onde é crescente o estudo de temas relacionados a Analise e a
Fisica (Paiva, Alves, 2018).

Devido a esse carater de interdisciplinaridade essa area tem mostrado grande
vitalidade e se desenvolvido em varias dire¢cdes do conhecimento e com consideravel
volume de pesquisa (Da Silva, 2009, p. 44). Contudo, apesar de sua relevancia,
Grande, Nunes e Silva (2015, p. 3) relatam um déficit de pesquisas relacionadas ao
ensino e aprendizagem de GD:

No que tange as pesquisas em Educagdo Matematica sobre o ensino e
aprendizagem de alguns tépicos da Geometria Diferencial observou-se uma
escassez de trabalhos e pesquisas ligados ao assunto, o que se pode sugerir
a possibilidade de investigagdes e uma maior exploragado do tema em sala
de aula por parte dos professores, com uma ampla gama de aplicagbes e
conteudos que podem ser envolvidos em seu estudo.

Além disso, os autores também enfatizam as diversas possibilidades que a
exploracao do ensino dessa area ofereceria:

Além da possibilidade de relacionar diversos conteudos, por meio do
contexto histérico e suas aplicagcbes, a Geometria Diferencial permite a
exploragéo da intuicdo geométrica e da analogia com conceitos ligados a
Fisica por meio da elaboracdo de conjecturas e hipéteses objetivando a
construgdo do conhecimento matematico, sendo que o tratamento desses
objetos se torna, com isso, uma valiosa experiéncia no ambito do ensino e
aprendizagem da Matematica (Grande, Nunes e Silva ,2015, p.3)

Por essa razdo, pretendemos ao longo desse artigo realizar uma analise
epistemologica desse conceito relacionado a superficies, o conceito de primeira forma
quadratica. Portanto, iniciaremos esse artigo expondo uma sucinta descrigdo da
metodologia de pesquisa que norteia a nossa analise.

Posteriormente, apresentaremos uma pequena digressao histérica que destaca
nomes de grandes matematicos que introduziram o conceito de superficies e primeira
forma quadratica, destacaram suas propriedades basicas e propuseram problemas
relacionados a esses objetos matematicos.

Por meio dessa fundamentacao pretendemos iterar o ponto de vista defendido
por Alves, Borges Neto e Maia (2012, p. 54) que enfatizam “a relevancia do estudo
da Matematica, por meio de sua Histdria e Epistemologia”. Além disso, introduziremos
uma fundamentacgéo teodrica, estabelecendo o formalismo matematico subjacente do
estudo desse conceito.
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Posteriormente, aprofundaremos uma discussao acerca de como a construgao
dinamica de conceitos geométricos, por meio da utilizagdo do software GeoGebra,
facilita o entendimento das definicbes desses conceitos. Em seguida, utilizaremos
essas construcdes no ambito do ensino de superficies, com uma énfase no conceito
primeira forma quadratica.

Para realizarmos tal estudo, enfatizaremos e descreveremos situagdes em que
a visualizacdo de determinadas propriedades e a exploragéo perceptual garantido
pelo emprego da tecnologia, no contexto do ensino, atribuam significados intuitivos,
tacitos e heuristicos a determinados conceitos abstratos (ALVES, 2012, 2013a;
2013b; 2015; 2016, 2017). Por fim, tratraremos de conclusdes e oportunas
ponderagdes decorrentes deste trabalho.

1. Engenharia Didatica — ED

A Engenharia Didatica, vista como metodologia de pesquisa, € caracterizada
segundo Almouloud e Coutinho (2008, p.66) como “um esquema experimental
baseado em "realizagdes didaticas" em sala de aula, isto €, na concepc¢éo, realizagao,
observagao e analise de sessdes de ensino.”

Ainda segundo os autores, a metodologia caracteriza-se também como
pesquisa experimental pelo registro em que se situa e modo de validagao que lhe sédo
associados: a comparagcdo entre as analises iniciais e finais da pesquisas,
denominadas de analises a priori e analises a posteriori. Tal tipo de validacdo € uma
das singularidades dessa metodologia, que pode ser feita internamente, sem a
necessidade de aplicacdo de um pré-teste ou de um péds-teste. A sistematizacao
prevista pela ED, é composta por quatro fases: analises prévias, analises a priori,
experimentagao, analise a posteriori e validacao.

Na primeira fase, as analises previas, na perspectiva de Artigue (1995), o
pesquisador determina as principais dimensées que definem o problema a ser
estudado e como se relacionam com o sistema de ensino, por exemplo: as dimensodes
epistemoldgicas, cognitivas e didaticas. A fase posterior, analises a priori, € a etapa
em que o pesquisador elabora e analisa uma sequencia de situacbes didaticas
(Almouloud,2007).

Do mesmo modo, Alves (2018,,p.13) retrata esta perspectiva, descrevendo que
a dimensdo epistemolodgica abrange as “caracteristicas do saber em jogo”, a
dimenséao cognitiva explora “as caracteristicas cognitivas do publico alvo” e por fim a
dimenséo didatica que averigua “as caracteristicas relacionadas ao funcionamento do
sistema de ensino”.

Por essa razdo, nas analises prévias , pretendemos investigar a génese do
campo epistémico matematico de GD e os respectivos conceitos matematicos desse
campo, realizando assim uma analise epistemologica do objeto matematico primeira
forma quadratica.
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Experimentacado pode ser definida como a etapa que em ocorre a aplicagao da
sequéncia didatica’ , ou seja, € a etapa para garantir os resultados praticos com a
analise tedrica .(Almouloud, 2007).

Por fim, a analise a posteriori e a validagao refere-se ao tratamento das
informacdes obtidas por ocasiao da aplicacdo da sequéncia didatica, a etapa em que
ocorre efetivamente a fase experimental da pesquisa (Almouloud, 2007).

Em relagcdo ao ambito de interesses da ED, assinalamos o entendimento e
controle epistemoldgico, por parte do pesquisador, o permite o estudo das
“representacdes epistemoldgicas” (Artigue, 1989, p. 1). Tal controle, segundo Artigue,
funciona no sentido de: nos auxiliar a retomada da historicidade dos conceitos
cientificos matematicos; e nos auxiliar compreender o papel das nogdes matematicas,
como o rigor, cultivado no ensino atual.

Assim, a vista do apresentado, determinamos que a utilizagao de tal metodologia
é crucial, devido seus critérios sistematicos e pressupostos que permitem o
desenvolvimento adequado da pesquisa, além de permitir compreender de forma
diferenciada o nosso fenbmeno de interesse.

Vale ressaltar que nesse trabalho, iremos nos restringir apenas a analise prévia
e construcdo de situagdes/analises a priori que permitem realizar a constru¢ao das
sessdes de ensino que detém a possibilidade de realizagdes didaticas em sala de
aula, no contexto do ensino de GD.

Por esse motivo, analisaremos de acordo com ALMOULOUD (2007, p.172), a
saber: estudo da organizagdo matematica da Geometria Diferencial conjuntamente
a uma analise didatica do conceito primeira forma quadratica.

De modo especifico, nos ateremos ao estudo das géneses historicas
envolvendo o conceito de primeira forma quadratica (apresentada na sec¢ao 2); sua
funcionalidade atual na Matematica (limitagcbes para o uso didatico); obstaculos
relativos ao conceito de primeira forma quadratica, conceitos reconhecidamente
complexos vinculados ao conceito de primeira forma quadratica.

Apos esta pequena descrigdo do método utilizado em nossa investigagao,
abordaremos, no proximo segmento, uma exposicao histérica da génese do conceito
de primeira forma quadratica.

2. Enfoque histoérico

Do ponto de vista de Eves (2004), a génese em torno do estudo de superficies,
ocorreu por volta de 1772,quando Leonhard Euler (1707-1783),realizou um estudo da
curvatura das sec¢des planas de uma superficie?, escrevendo sobre o problema de se
determinar quando uma superficie pode ser desenvolvida isometricamente (isto &,

" Definiremos que uma sequéncia didatica pode ser formada por um certo nimero de aulas planejadas e
analisadas previamente com a finalidade de observar situagbes de aprendizagem, envolvendo os conceitos
previstos na pesquisa didatica.

2 Essas s&0 as curvas na superficie que sdo obtidas pela intersecgéo da superficie com um plano normal a ela.
Uma bela apresentagéo desse assunto foi também elaborada pelo menos conhecido soldado francés Jean
Baptiste Marie Meusnier (1754-1793).
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sem distorcé-la) sobre um plano. O matematico descobriu que a condigdo necessaria
para que isso ocorra € que a superficie seja regrada (ou seja, folheada por retas).

O autor também menciona uma das mais significativas observagdes de Euler
acerca da teoria de superficies encontra-se num fragmento sem importéancia: “Et quia
per naturam superficierum quaelibet coordinata debet esse functio binarium
variabilium 3. Apartir dessa observagdo que € o reconhecido o fato das coordenadas
(x,y,z) dos pontos de uma superficie serem fungdes de duas variaveis
independentes.Entretando nem Euler nem seus contemporaneos seguiram essa idéia
de estudar superficies através da representacédo das coordenadas x, y, z em termos
de funcdes de duas variaveis.

A aplicacédo de tal idéia s6 ocorreu em 1827 ,quando o matematico Carl
Friedrich Gauss (1777-1855) na sua obra Disquisitiones generales circa supetrficies
curvas utilizou tal representacao paramétrica sistematicamente. As variaveis u e v
foram definidas como “coordenadas curvilineas” sobre a superficie.

Além disso,0 matematico também introduziu a forma diferencial quadratica ds?,
hoje conhecida como primeira forma fundamental, que essencialmente exprime as
distancias sobre a superficie, e escreve ds2 em termos de trés funcoes E, Fe G de u
e v o que lhe permite escrever equagdes para as curvas geodésicas* (Eves,2004).

A seguir, explanaremos algumas definigdes que nos permitam o calculo e a
compreensao dos conceitos relacionados a primeira forma quadratica .

3. Fundamentacgao teérica
Seja X : U ¢ R? — R3 uma superficie parametrizada regular .O plano tangente
a X em ponto (uyvy) € o conjunto de todos os vetores tangentes
aX em (ug,v,), denotado por T,,X, onde q = (u,,v,) € U. A aplicagdo desse plano
tangente da superficie, V q € U, dada por:
I,:T,X >R

w— I,(w) =<w,w >=|w|?

€ denominada a primeira forma quadratica de X em gq. Teneblat (2008)
representa um vetor w e T,X € da seguinte forma:

w = a X, (uy, vy) + b X, (ug, vy),0onde a, b € R.

Portanto,

3 Dada uma superficie de qualquer, a natureza das suas coordenadas devem ser uma funcdo binaria.
4 Estas s@o as curvas na superficie com a propriedade que qualquer segmento suficientemente pequeno é o
caminho mais curto entre os seus extremos.
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I; (W) = a® < Xy, Xy, > (ug, vp) + 2ab < Xy, X), > (ug, v) + b* < X, Xy, > (ug, vp) *
Adotando a subsequente notacao:
E(ug, vo) = < Xy, Xy > (ug, vo),
F(ug, vo) =< Xy, Xy > (ug, o),
G (ug, vo) = < Xy, Xy > (ug, vp),
teremos que a primeira forma quadratica * pode ser reescrita por:
I; (W) = a®E(ug, vo) + 2ab F(ug, vo) + b*G(ug, vy),

com E(u,v) >0 e G(u,v) > 0 para todo (u, v),pois os vetores X,, € X, nao se
anulam .

Variando (u, v), temos fungdes E (u,v), F(u,v) e G(u, v) diferenciaveis, que sao
denominadas coeficientes da primeira forma quadratica .

Propriedade (1): Seja X : U — S uma parametrizagéo de uma superficie e seja
e X*: U — S” outra parametrizacdo de uma superficie distinta, taisque E = E*, F =
F*,G = G*emU .Entdo aaplicagdo ¢ = E* o E"1: E(U) — S* é uma isometria local,
ou seja, existe uma deformagdo em X que a torna, a superficie X* (Do Carmo,2012,
p.263) .

Figura 1 — Esquema de aplicagdo isométrica

Fonte :Manfredo (2012, p. 264).
Para o melhor entendimento dessa propriedade, exibiremos e ilustraremos um

exemplo: deformacéo de duas superficies isométricas: a catendide e a helicoide. A
parametrizagdo da catendide é dada por X(u,v) = (acoshv cosu,a coshv sen u, av)

UNI&N Namero 55- Abril 2019 — Pagina 128



Um estudo da Primeira Forma Quadratica: Uma proposta de construg¢ao dindmica
Ana Carla Pimentel Paiva, Francisco Régis Vieira Alves

emque 0<u<2m, —oo< v< o ,com 0s respectivos coeficientes da primeira
forma fundamental :

E(u,v) = a?cosh®v , F(u,v) =0, G(u,v) = a?(1 + senh?v) = a%cosh?v .

Enquanto, a parametrizacdo da helicoide é dada por por X*(u*,v*) =
(v*cosu*,v'senu’,au*), em que 0 <u*<2m , —oo < v* < oo. Definiremos uma
reparametrizacao da helicéide para podermos usar a propriedade:

u'=u;v'=asenhv,emque 0<u<?2m,—0< v< ®©

Assim, teremos: X*(u,v) = (a senh v cosu,asenh v sen u,au), € 0s respectivos
coeficientes da primeira forma coincidirdao com os coeficientes obtidos na catendide,
E = (u,v) = a%cosh®v , F x(u,v) =0, G = (u,v) = a’cosh?v . A figura abaixo, ilustra
as etapas dessa deformacao.

g

(=)

Figura 2 - Deformacgéao isométrica do helicéide no catendide.
Fonte: Do Carmo (2012, p. 267/268).

Ainda observe que, “se X e X* sdo superficies isométricas, entdo as
propriedades geométricas das superficies, que dependem apenas da primeira forma
quadratica, sdo preservadas pela isometria” (Teneblat, 2008, p.147). Dentre as
propriedades que dependem da primeira forma quadratica, Teneblat (2008, p. 141)
destaca as seguintes:
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Propriedade (2) : Seja X(u, v) uma superficie parametrizada regular. Se a(t) =
X(u(0),v(®),t €I <R, éuma curva diferenciavel da superficie, entdo, para to, t; €
I,t, <t,ocomprimento de t,at; € dado por:

[l ®ldt = [ To@®) dt,

onde usamos o fato de que a'(t) € um vetor tangente a superficie em que q(t) =

(u(®), v(1)).

Propriedade (3): Se duas curvas da superficie a(t) = X(u(t),v(t)) e B(r) =
X(u(r),v(r)) s&o tais que (u(ty),v(ty)) = (u(ry),v(ry)) , entdo o angulo 6 com que
as curvas se intersectam € dado por :

_ (@' (to).B' (1))
C0S 0 = S eIl (ol

Em particular, o angulo formado pelas curvas coordenadas de X(u,v) em
(ug, vo) € dado por :

(X Xy )
1 X 1%y

F(uO,Vo)

cosO = .
\/E(uo’VO)G(uo’Vo)

(uOJ vO) =

Propriedade(4): Seja X : U ¢ R? — R3 uma superficie parametrizada regular e
D c U umaregido de R? , tal que X restrita ao interior de D € injetiva. A area da regiao
X (D) é dada por ;

A(X(D)) = j EG — F? dudv

Em que E , F, G sao os coeficientes da primeira forma quadratica de X.

Apés essa reduzida fundamentagao matematica do conceito primeira forma
quadratica de superficie e suas respectivas caracterizagcdes, observamos a utilizagao
de diversos conceitos relacionados ao Calculo de Varias Variaveis - CVV. Alves
(2012; 2013a; 2013b; 2015; 2016; 2017) defende a exploragédo grafico-geométrica
desses conceitos matematicos relacionados a CVV,e o desenvolvimento de uma idéia
intuitiva do conceito, como forma de facilitar o entendimento do mesmo.

Por esse motivo, na proxima secdo, abordaremos, de acordo com o0 que

assinalamos na introdugdo desse artigo, as potencialidades das constru¢des
dindmicas que auxiliem a visualizagado desses conceitos.

4. O ensino com construgdes dinamicas por meio do software GeoGebra

Conforme Nascimento (2012, p. 125), o uso de recursos tecnoldgicos digitais
no contexto escolar constitui uma linha de trabalho que necessita se fortalecer, pois
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‘ha uma consideravel distancia entre os avangos tecnoldgicos na produgdo de
softwares educacionais livres ou proprietarios e a aceitagdo, compreensao e
utilizacao desses recursos nas aulas pelos professores.” Muitos professores ainda se
utilizam da metodologia tradicional cuja principal caracteristica € a repeticdo dos
conceitos, em que o conhecimento € apenas memorizado e reproduzido (Anastasiou
e Alves ,2003).

Faria, Souza e Fernandes (2015, p.68) defendem uma mudanga na postura
desses profissionais, em especial, os que lecionam as disciplinas de matematica,
declarando que é papel desses docentes a busca por metodologias que motivem os
alunos a aprender, declarando que:

o docente deve buscar novos conhecimentos para aprimorar a sua formagao,
sobretudo dos recursos tecnoldgicos disponiveis em sua escola e assim criar
métodos didaticos aplicaveis a sua disciplina, adequando a realidade dos
discentes e fazendo-os perceber a Matematica de modo diferente.

Nascimento (2012, p. 03) explana acerca da utilizagcdo dos recursos
tecnolégicos no ensino de geometria, manifestando que “a proposta do uso de
softwares de geometria dindmica®, no processo de ensino-aprendizagem em
geometria pode contribuir em muitos fatores, especificamente no que tange a
visualizagdo geométrica”.

Dentre os softwares de geometria dinAmica, o GeoGebra permite a exploragao
das propriedades graficas e geométricas dos objetos matematicos, permitindo assim
o trabalho, com estudantes, das idéias intuitivas de conceitos de GD. (Grande, Nunes
e Silva, 2015).

Em consonancia, Ferri, Calejon e Schimiguel (2013) defendem que o software
tem a capacidade de aumentar o componente visual da matematica atribuindo um
papel importante na assimilacdo de conceitos e tornando o ambiente de
aprendizagem mais atrativo.

Santos e Breda (2018, p.31) salientam que “o0 GeoGebra permite a manipulagao
de objetos no plano, no espago e a representagédo de fungdes vetoriais reais uni ou
bidimensionais de duas variaveis reais.” Meier e Da Silva (2015, p. 137) esclarecem
que por meio dessa manipulagdo, com sua movimentagéo dos objetos contruidos na
tela do computador, “os alunos observam os resultados obtidos, inicialmente de forma
empirica, porém apos determinado tempo é possivel estimular o desenvolvimento da
argumentagao, que visa explicar as regularidades percebidas”.

Devido a essas potencialidades da utilizacdo do GeoGebra, propomos o
emprego das propriedades visuais do software, para uma ressignificacdo de
conceitos, 0 que exige conhecimentos matematicos mais sofisticados,

> Por Geometria Dinamica pode-se entender como a geometria assistida por computador, em que os objetos
matematicos, como retas, angulos e tridngulos, podem ser movidos e manipulados, ao contrario da geometria em
que os objetos sdo construidos com instrumentos euclidianos, como régua ndo graduada e compasso. (Grande,
Nunes e Silva, 2015).

UNI&N Namero 55- Abril 2019 — Pagina 131



Um estudo da Primeira Forma Quadratica: Uma proposta de construg¢ao dindmica
Ana Carla Pimentel Paiva, Francisco Régis Vieira Alves

proporcionando diversas possibilidades no que diz respeito ao estudo de primeira
forma quadratica. Dessa forma, na segdo seguinte, apresentaremos algumas
construgdes dinamicas, cuja manipulada e exploragao didatica, estimulam a intuicéo
geométrica auxiliando, dessa forma, na redugéo da abstragdo do conceito de primeira
forma quadratica e facilita a aprendizagem relacionada ao mesmo.

5. Uma proposta de construgao dinamica

Apresentaremos uma proposta de utilizagdo do GeoGebra baseado no ponto
de vista de Alves (2012; 2013a; 2013b; 2015; 2016; 2017) que defende a utilizagcédo
do software GeoGebra de forma a contribuir para uma ressignificagdo de conceitos,
estabelecendo o conjecturas e verificando geometricamente suas veracidades,
propiciando assim um processo de exploragdao e investigacdo matematica.Em
conssonancia, com base e amparo na ED , delinearemos questbes (situagdes
problema), formularemos determinadas hipéteses, que detém a possibilidade de
serem investigadas, a posteriori, de modo empirico.

Construgao (1) :Considere a superficie X (u,v) = (senu, cos u,v), com —10 <
u<10, —10 < v < 10, que descreve um cilindro reto, sendo obtida por meio da
rotagdo da reta x = (1,0, v) em torno do eixo Oz .

[
b e h@ LN D Q

X = Curva ((g1 (u) ,g2(u), 0, u, 10, 10) N e
— (&a(v).g2(u).0), (-10=su<10)

X, =(0.0.1)
A = Ponts (X.)
- (0.75, -0.67, 0) O]

B = Ponte(X.)

— (-0.93,-037, 0) o

Ei=AA

Figura 3 — Construgéao do cilindro no software GeoGebra
Fonte : Elaborado pelos autores

Tomaremos o ponto A (0.75,—0.67,0) para a analise e obtencdo do
coeficientes da primeira forma quadratica , para isso, inicialmente calcularemos a
derivada da superficie X em relacéo as variaveis u e v .Para isso, deveremos calcular
as derivadas das coordenadas separadamente, denominado as fungcdes coordenadas
de f, em que n designa a coordenada e as derivadas por g,, g, as derivadas relativas
au e g; aderivada relativaa v .
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Note que nao definimos a derivada da terceira coordenada da superficie em
relacdo a u , nem a derivada da primeira e segunda coordenada em relagdo a v ,por
assumirem valores nulos. Assim calculamos no GeoGebra, apenas as derivadas
diferentes de zero, encontrando X,, = (cos(u),—sen (u),0), e em relagdo a segunda
variavel X,, = (0,0,1). Na figura abaixo, se encontra o protocolo de construgdo para o
calculo de tais derivadas.

Mome Descrigdo Valor
1 Fungdio fq fi{u) =senfu)
2 Fungdo 3 fa{u) = cos(u)
3 Funcdio gq Derivada de f; cosfu)
4 Funcgdo g5 Derivada de f5 sanfu
5 Funcdo fg 2(w) =
I Funcdo gs Derivada de f5 galv) =1

o -
7 ;:.:;r:étr'ca X, Curval(gq{u), g5(u), 0), u,-10, 10) Xy:(cos(u), -sen(u), 0)
8 Ponto X,(0, 0, 1) X,=(0,0 1)
=] Ponto A Ponto sobre X, A= (0.75,-0.67,0)
10 Ponto B Ponto sobre X, B=(-0.93, -0.37, 0)
11 MNumero Eq AN E;=1
12 Numero Fq Xy A F, =0
13 Namero G Ky X, G =1
14 Numero E5 BB Ex=1
15 Nimero Fay X, B Fy =0
16 Superficie X Superficie(sen(u), cos{u), v, u, -10, 10, v, X{u,v) = (sen(u),

P ’ -10, 10) cos(u), v)

Figura 4 — Protocolo de construgao para o calculo das derivadas parciais do cilindro
Fonte : GeoGebra

Ao analisarmos a derivada da superficie em relacdo a u , constatamos que se
trata de uma funcédo que depende do ponto escolhido, no caso o ponto 4, enquanto
que a derivada em relagéo a v , se trata de um vetor constante logo independe do
ponto escolhido. Assim, com base nas ferramentas do software, calculamos os
coeficientes da primeira forma quadratica no ponto A, obtendo E;(u,v)=1 ,
Fi(u,v) =0, G(u,v) = 1. Assim, como foi definido anteriormente, a primeira forma
quadratica sera dada por: I, (W) = a®* 4+ b* ,emquea,b ER.

Veja que ao propor essa construgdo podemos, no GeoGebra, variar o ponto A
e analisar o comportamento dos coeficientes da primeira forma quadratica. Por
exemplo, variar o valor do ponto A, tomando um ponto B(—0.93,—-0.37,0) podemos
observar na figura 4, por meio dos calculos dos produtos internos, que os valores
dos E, F e G ndo variam, ou seja, apesar da derivada em relagdo a u nao ser uma
funcdo constante ,0s coeficientes da primeira forma quadratica sdo funcgdes
constantes,ou seja, independem do ponto escolhido.
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Além disso, observa-se que os valores obtidos nos coeficientes da primeira
forma quadratica do cilindro coincidem com os coeficientes da primeira forma
quadratica do plano X (u,v) = py + uw; + vw, , (u,v) € R%, ondep, € R3ew; , w,
s&o vetores ortonormais de R® . Apresentando as seguintes derivadas parciais X,, =
w; = (1,0,0) e X, = w, = (0,0,1). Se analisarmos as derivadas parciais desse plano,
constatamos que se tratam de fungdes que independem do ponto escolhido, obtendo
E=1,F=0,G=1.Vejana figura 5, um exemplo de tal plano.

£ GeoGebra Classic

l; -A/;\(I'.?",:!:‘g‘-"AQ)AEXABCc{;) S ¢
@ a=(0y N Hiagoec s
@ B=(100

@® |C=(631,-1785)

PRRE Plano(A.3 B, C)

— -1.76x - 5.69 - 535z = -5.35

Figura 5 — Exemplo de planos formado por um ponto e dois vetores
ortogonais distintos
Fonte : Elaborado pelos autores

Utilizando o fato dos coeficientes da primeira forma quadratica do cilindro e o
plano assumirem valores constantes e congruentes, concluimos que estas superficies
sao isométricas. Intuitivamente, podemos pensar no plano como uma folha de papel
plana que pode ser enrolada em um cilindro, sem deformacao.

Figura 6 — Idéia intuitiva da transformacgao
isométrica do plano em um cilindro
Fonte : Nunes(2010,p.37)
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Veja que por meio dessa construgcéo, assumimos o ponto de vista de Valente
(1993), oportunizando o desenvolvimento de uma constru¢gdo do conhecimento, com
o aprendiz no centro do processo educativo compreendendo conceitos e
reconhecendo a sua aplicabilidade em situagdes por ele vivenciadas, defendendo a
utilizacdo do computador como ferramenta facilitadora nesse proceso por auxiliar na
descricao, reflexao e depuracao de ideias.

Construgao(2) : Proseguiremos, analizando a superficie obtida pela rotagao da
curvaa = (3+rcosu,r senu,0) em torno dos eixos xy, denominada de toro, cuja a
aplicagdo € dada por: X =((3+rcosu)cosv ,(3+rcosu)senv,u) em que
adotamosr=18e 2n<u<2mn, -3n<v<3m.

2 Toro 1 - GeoGebra o X
(& ][A L~ o] &)=+ Sc Q=

r=18 = S| \7\ 4 7N
o y— i 2 B

a=Curva(3 +r cos(u),rsen(u),0 u, <2

x =3+ 1.8 cos(u)
—  y=18sen(u) -628<us
z=0

b = Superficie (3 + r cos(u)) cos(v), (}1
@ (3 + 1.8 cos(u)) cos(v)
Ly (3+ 1.8 cos(u)) sen(v)
1.8 sen (u)

Q@ | A=(235-420)

®
Q

Figura 7 — Construgao do toro no software GeoGebra
Fonte : Elaborado pelos autores

Para o calculo das derivadas parciais, devido ao fato das fungdes coordenadas
possuirem duas variaveis, o protocolo de construgdo dessa superficie torna-se mais
dificultoso, fazendo-se uso de uma interface do GeoGebra denominada Calculo
Simbdlico, representada pelo simbolo abaixo:

x= Calculo Simbadlico (CAS)

Figura 8 — Simbolizagédo da funcdo CAS no software
GeoGebra
Fonte : GeoGebra

Veja que, essa fungdo do GeoGebra assenta o pesamento de Almouloud et al.
(2004, p.94), que atesta que os ambientes informaticos na educagao proporcionam
ao aluno condigdes favoraveis a aquisicdo de conhecimento e a superacdo das
dificuldades na aprendizagem, por proporcionar o calculo de operagdes complexas.
Veja na figura 8, o uso da ferramenta CAS para o calculo das derivadas parciais, vale
lembrar que designamos as fung¢des coordenadas de forma analoga a primeira
construgao.
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Derivada (f; (u. v) ., u)

— —: cos (v) sen (u)

Derivada (f; {u, w) . v)

]

- — : cos (u) sen (v) — 3 sen (v)

Derivada (f2 (u, v) , u)

L

- — : sen (u) sen (v)

Derivada {fz {u, v) . v)
— : cos (u) cos(v) + 3 cos (v)
Derivada (f3 {u, w) . u)
9
- — g cos (u) sen (v)
Derivada (f3 {u, v) . v)

= 9
- — g cos (v) sen (u)
Entrada...

Figura 9 — Utilizagcao da funcédo CAS do software GeoGebra para o calculo
das derivadas parciais do toro
Fonte : Elaborado pelos autores

Considerando os dados apresentados na figura 9, concluimos que X, =
9 . 9 . . 9 . 9 . . 9
(_E cosvsmu,—g smusmv,—g cosusmv), e X, = (_E smusmv,gcosucosv +

9 .
3COSU,—E cosvsinu ).

Por meio dessas derivadas , calculamos no GeoGebra, os coeficientes da

2
primeira forma quadratica desta parametrizagdo obtendo: E(u, v) = (—E) = (1.8)? =

324, F(u,v)=0 e G(uv)=3+18cosu)>= (3+3.24cosu)? . Além disso,
podemos  definir a primeira forma como I, (w) =3.24a*+ b*(3+
3.24 cos u)?.0Observe que se variamos o ponto A ,0s coeficientes da primeira forma
quadratica variam seus valores, pois nem todos séo fungdes constantes ,nesse caso
o valor da primeira forma quadratica varia do ponto escolhido.

Nao detalharemos o calculo desses coeficientes, pois ao realizarmos essa
construg&o, temos como objetivo elencar outra potencialidade do software no ensino
de primeira forma quadratica, que remete a visualizacdo e um melhor entendimento
de um dos conceitos integrantes do calculo do referido conceito, a derivada parcial.
Por esse motivo, na figura abaixo, exibimos o comportamento das derivadas do toro.
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L]

X, = Supsrfices [~ 1.5 ceni[u) séni(v) — 3 en (v}, 18 coi [u) eotfv) 3 e[} 00, B350

) [ 1.8 cos{u) sen(v] '|-.m:.|)

18 confu) con(v) + 3 coilv)

a

a

Figura 10 — Representacao das derivadas parciais do toro no software GeoGebra
Fonte : Elaborado pelos autores

Note que o grafico da derivada em relagdo a u , se trata de uma esfera ,
enquanto que a derivada em relacédo a v , se trata de uma curva planar. Segundo
Guzman (2002) por meio dessa construgcado dessa construgao grafica, no GeoGebra,
podemos observar a continuidade das derivadas em um determinado ponto e explorar
a nocgao do conceito. Entretanto vale ressaltar que para essa exploragao, os alunos
devem possuir uma boa fundamentagao dos conceitos de dominio, imagem, raizes,
pontos criticos, extremos, intervalos de crescimento e decrescimento, concavidade,
pontos de inflexao, limites no infinito e assintotas.

Dessa forma, constatamos que, por meio do GeoGebra, podemos elaborar
diversas abordagens, com diferentes viés em relagdo ao ensino de primeira forma
quadratica. A vista disso, apresentaremos na construgdo a seguir, uma proposta
relacionada ao conceito de primeira forma quadratica, priorizando as propriedades
descritas por Teneblat (2008), no caso a propriedade referente ao calculo da area da
superficie.

Construgao(3):Considere a superficie denominada de sela, cujo a fungéo que

a descreve é dada por : f(u,v) = %\/% (16 u? + 36)(16 v2 + 9) — 144. Observe, na

figura abaixo, a representagcdo dessa superficie e o calculo dos respectivos
coeficientes da primeira forma quadratica.
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€3 GeoGebra Classic - a X
(M)t ~ 2D P B> A @ LN P Sc Q=
EllA % i e Hin@De# i 8
Fungio
Fungdo de Vérias Varidveis
O Euwv) =0+au?
O F(uv) = —4uv
O | Guv) =225+4¢?
O fi(uv) =3u
O fuv) = 15v
O | fuv=uw-v

Namero

Superficie

+

Figura 11 — Representacio da superficie sela e os valores dos coeficientes da primeira
forma quadratica
Fonte : Elaborado pelos autores

A vista do que mencionamos anteriormente, a finalidade dessa construgéo € a
utilizacao do software para o calculo da area da superficie. Para isso, precisamos
obter a expressao definida na propriedade *:

A(X(D)) = ﬂm dudv

Veja na figura abaixo, que utilizamos a janela CAS para o célculo da expressao
que deve ser integrada, e que além de nos fornecer a expressao, os comandos
realizados nessa janela nos permitem obter os valores algébricos, como esta exibido
para o ponto (0.6 — 1.3).

7 Geoebrs Classic -

o
Lt o |[ o=
B~ b @Ooe N =] e - Q
L E(uv) i [E] &2 B =
. 261
28 Fungdio de Varias Varidveis
, Gluv)
as O E(uv) = 9+4u?
a
L E(uv) Gluv) O Fluw) — —duv
- 2229 o Glu,v) = 2.25 + 4 v
Fluwy
3 11
324 S v = 3 \"'RE (16 u? + 36) (162 +9) — 144
- 25 5
X (D) = \/E(u.v) Gluv) — Fluv) fi(wv) = 3u
5
~ X{(D)= 1% 129 O f(uv) = 15v
G O ) = o —v?
Nimero
u=06
= -G

v=-15

— 3 > 3 a

Figura 12 — Representagao do calculo da expressao VEG — F? dos
coeficientes da superficie sela
Fonte : Elaborado pelos autores
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Ap0s o calculo de tal fungéo basta escolhermos o intervalo de integracéo para o
calculo da area da superficie. Conforme definido na propriedade*, por se tratar de
uma integral dupla, e inexistir, no software, comando direto para o calculo de tal
operagao, nos baseamos nos algoritmos definidos em Avila e De Aratjo (2012), para
contornar tal obstaculo.

Q GeoGebra Classic

5 A L e @O 4N [

funcéo 1/ 4 sqri(144u® + 576v* + 25602 v +

- A . - - ;
/ ] 1 \/l M u? + 576 v + 250 u? 02 + 180 dudu
Jg S

G111 / 1 ) In(—4v T 04+ 6l v+ 36 uf + 1T £ 45 ,
= / : o VBTw o 36w T T T 05 4 & (~36.u? —45) AV o r T v+ 1) [yl
Ja 2 2 8 4

= NERTE

e Lo (=12 VA 49 4+ V61202 + 1341 EA9 EES
V1207 + 1341 — — (—36u” — 45)In Vi — o Ve YVdu A 542.557
8 ’ Viu? +9

Figura 13 — Calculo da area da superficie de sela
Fonte : Elaborado pelos autores baseado em Avila e de Arautjo(2012)

Através dessa construcdo, pretendemos por meio da visualizacdo e das
operagdes desenvolvidas, incitar os conhecimentos intuitivos sobre a integral, e exibir
uma das aplicacdes relacionadas ao conceito de primeira forma quadratica.

Além disso, notamos que por meio dessa e das demais construgoes
apresentadas, podemos mobilizar conhecimentos prévios(fungéo, produto interno,
derivada, etc),necessarios para o entendimento do conceito em questao, e realizar
uma articulagdo entre os conceitos algebricos e suas respectivas configuragdes
geométricas.

6. Consideragoes finais

Por meio desse estudo visamos sugerir uma proposta de ensino de um conceito
de Geometria Diferencial, alicercado por uma pesquisa fundamentada nos principios
da Engenharia Didatica. Inicialmente, constatamos que apesar da relevancia desse
conceito, a quantidade pesquisas relacionadas ao ensino do mesmo € infima.

Para a fundamentagcdo da pesquisa embasamos o conceito primeira forma
quadratica histéricamente e matematicamente, para que entendessemos a forma
como o0 mesmo se desenvolveu. Apos essa fundamentacdo histérica/matematica
notamos que as operagdes necessarias para o calculo do conceito, requeriam o uso,
de modo frequente, tanto do conhecimento matematico, bem como das nossas
habilidades de visualizagado e percepcao. Diante do exposto e da complexidade do
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conceito, concluimos que essas caracteristicas poderia indicar uma
dificuldade/entrave na aprendizagem do mesmo. Assim, tendo em vista essa
problematica, buscamos meios que faciltassem a compreensdo do conceito,
empregando a sistematizagéo da ED.

Por essa razao decidimos utilizar um software que priorizasse a visualizacdo do
conceito em questdo. Dessarte, norteados pelas investigacdes de Alves (2012;
2013a; 2013b; 2015; 2016; 2017), optamos pela a realizagédo de uma breve analise
acerca de que modo a utilizagdo do software GeoGebra poderia colaborar com o
ensino do conceito primeira forma quadratica, analizando as interfaces do software
que melhor o elucidavam.

Em seguida, elaboramos construgdes dindmicas que proporcionassem um
desenvolvimento intuitivo estabelecendo conexdes com os conteudos necessarios
para o entendimento do conceito de primeira forma quadratica, visto que, esses séo
complexos e abstratos.

Dessa forma, concluimos que, por meio do GeoGebra priorizamos
manipulagdes geométricas ao invés de execugdes de natureza algébrico-analiticas,
trazendo uma abordagem diferente dos livros que abordam esse conceito, que
embora tragam nogdes intuitivas, requerem nas atividades apenas o calculo dos
conceitos sem a interpretagdo geométrica devida. Essa analise nos proporcionou a
obtencdo de elementos que nos permitem considerar primordial a utilizagdo do
GeoGebra na elaboracdo e desenvolvimento de atividades destinadas a
compreensao dos significados do conceito primeira forma quadratica.
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