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Una de las principales dificultades en el estudio de la inferencia
estadistica es la comprension del concepto de distribucion muestral. En
este trabajo se resumen de las principales dificultades descritas en la
investigacion sobre el tema y se analiza su comprensién por estudiantes
de Educacién Secundaria y Bachillerato. Con esta finalidad se estudian
la media y el rango de cuatro valores proporcionados por estudiantes de
Resumen tres cursos diferentes a una tarea relacionada con la distribucion
binomial. Los resultados muestran una comprension razonable del valor
esperado, aunque algunos estudiantes muestran el sesgo de
equiprobabilidad. La comprension de la variabilidad en el muestreo es
pobre, pero mejora con la edad.

Palabras clave: Distribucion muestral, comprensién, Educacion
Secundaria y Bachillerato

A main difficulty in the study of statistical inference is the understanding
of the concept of sampling distribution. In this work, we summarize the
main difficulties described in the research on the subject and analyze its
comprehension by secondary and high school students. For this purpose,
the mean and range of four values provided by students of three different
Abstract courses to a task related to the binomial distribution are studied. The
results show a reasonable understanding of the expected value, although
some students show the equiprobability bias. The understanding of
sampling variability is poor, but improves with age.

Keywords: Sampling distribution, understanding, secondary and high
school.

Uma das principais dificuldades no estudo da inferéncia estatistica é a
compreensao do conceito de distribuicdo amostral. Neste trabalho,
resumimos as principais dificuldades descritas na pesquisa sobre o tema
e analisamos sua compreenso por alunos do Ensino Médio. Para tanto,
estuda-se a média e o intervalo de quatro valores fornecidos por alunos
de trés cursos diferentes a uma tarefa relacionada a distribuicao
binomial. Os resultados mostram uma compreensao razoavel do valor
esperado, embora alguns alunos mostrem o viés de equiprobabilidade. O
entendimento da variabilidade e pobre, mas melhora com a idade.
Palavras-chave: Distribuicdo amostral, compreensao, Ensino Médio.

Resumo
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1. Introduccioén

La comprensién del muestreo y de las caracteristicas de las muestras es parte
de la cultura estadistica pues establece un vinculo entre estadistica y probabilidad y
permite comprender las situaciones de muestreo que aparecen en la vida cotidiana
(Burrill y Biehler, 2011).

El actual disefo curricular espanol (MECD, 2015) incluye el estudio del
muestreo ya desde el comienzo de la Educacion Secundaria Obligatoria y el de la
distribucion muestral en el Bachillerato de Ciencias Sociales. Dicha distribucién
muestral es un concepto fundamental en la inferencia frecuencial, donde se utiliza
para la construccion de intervalos de confianza y la realizacion de contrastes sobre
los parametros que describen las poblaciones.

Sin embargo, la investigacién previa describe errores en la comprensién de
este concepto por parte de los estudiantes. En este trabajo se describen las
principales dificultades asociadas al tema y se presentan los resultados del analisis
de una tarea dirigida a la evaluacion de las mismas en estudiantes espafoles de
Educacién Secundaria Obligatoria y Bachillerato.

2. Principales dificultades en la comprensién de distribuciones muestrales

Son varios los trabajos que analizan las dificultades de los estudiantes con la
distribucion muestral, por ejemplo, Ben-Zvi, Bakker y Makar (2015) o Makar y Rubin
(2018). Una de las principales es que los estudiantes no siempre diferencian las tres
distribuciones que intervienen en un proceso de muestreo (Harradine et al., 2011,
Kadijevich, Lipson, 2003). Consideremos, para describirlas, la tarea presentada en
la Figura 1, tomada de Gomez. (2014) que hemos usado en este trabajo y también
en nuestra investigacion previa (Begué, Batanero y Gea, 2018).

Tarea. Un profesor vacia sobre la mesa un paquete de 100 chinchetas obteniendo los siguientes

resultados: 68 caen con la punta para arriba » y 32 caen hacia abajo 2 Supongamos que el
profesor pide a 4 nifos repetir el experimento, lanzando las 100 chinchetas. Cada nifio vacia una
caja de 100 chinchetas y obtendra algunas con la punta hacia arriba y otras con la punta hacia
abajo. Escribe en la siguiente tabla un resultado que te parezca probable para cada nifio:

Daniel Martin Diana Maria
Punta arriba: Punta arriba: Punta arriba: Punta arriba:
Punta abajo: Punta abajo: Punta abajo: Punta abajo:

Figura 1. Tarea de lanzamiento de chinchetas (Gémez, 2014)

En una situacion de muestreo se parte de una poblacion, en la que estudiamos
una cierta variable aleatoria, que queda especificada por una distribucién tedrica de
probabilidad. En la tarea mostrada en la Figura 1, consideramos un experimento
aleatorio con dos tipos de sucesos: que la chincheta caiga hacia arriba (éxito) o
hacia abajo (fracaso) y nos interesamos por la variable aleatoria “nUmero de éxitos
en n ensayos”, que se describe mediante la distribucion Binomial B(n,p). Dicha
distribucion depende de dos parametros: n=numero de ensayos y p= probabilidad
de ocurrencia del éxito. Por tanto, la variable “numero de chinchetas que caeran
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hacia arriba en la caja” sigue la distribucién binomial B(100, 0,68).0Otros ejemplos de
la distribucion binomial serian el nimero de partidarios a un cierto partido politico en
un grupo de personas, el numero de productos defectuosos en un lote o el numero
de aprobados de una clase en un examen.

Si tomamos una muestra aleatoria de la poblacion, obtenemos algunos valores
de la variable, pero no todos. Por ello, podemos considerar una variable estadistica
en la muestra con su correspondiente distribucion de datos. En la tarea propuesta
en la Figura 1, si cuatro alumnos vacian sucesivamente la caja de chinchetas, cada
uno puede obtener un valor diferente del numero de chinchetas con la punta hacia
arriba; por ejemplo, se podrian obtener los valores 67, 65, 70, 71. Estos cuatro
valores constituyen una muestra de cuatro elementos de la distribucién binomial
B(100, 0,68) y tiene una distribuciéon diferente de la distribucidn en la poblacién. Asi,
mientras la media en la poblacién de partida p seria igual a 68, la media x de los
datos de esta muestra es igual a 68,25. Si no conociésemos el valor de y, se usaria
X para estimar su valor.

La muestra anterior 67, 65, 70, 71, es s6lo una de las posibles muestras de
cuatro valores de la distribucion binomial B (100, 0.68) en cada una de las cuales la
media muestral podria variar. Por tanto, se puede definir una nueva variable
aleatoria X para describir todas las posibles medias muestrales citadas. La
distribucion de esta nueva variable se denomina distribucion muestral de la media y
permite la construccion de intervalos de confianza o la realizacion de contrastes de
hipotesis. Estas mismas tres distribuciones aparecen en cualquier otro problema de
muestreo; por ejemplo, nos podemos interesar por la media en una poblacion
normal y entonces tendriamos la distribucion normal en la poblacion, la distribucion
de datos en una muestra y la distribucion de la media de una poblacion normal. El
trabajo conjunto con estas distribuciones tiene una gran complejidad conceptual, por
lo que los alumnos las suelen confundir.

Por otro lado, los estudiantes parecen comprender que la media de la muestra
se acerca a la de la poblacion. Pero no entienden las implicaciones del tamafio de la
muestra sobre la variabilidad de la media muestral. Tversky y Kahneman (1982)
hablan de insensibilidad al tamafo de la muestra, que seria uno de los sesgos
asociados a la heuristica de la representatividad, también descrita por estos autores.

Shaughnessy, Ciancetta y Canada (2004) investigaron la comprension del
muestreo en una poblacién binomial de 272 estudiantes (10-19 afios), pidiéndoles
dar el numero de sucesos de un cierto tipo en una muestra de 10 elementos y otra
de 100 elementos. Los autores identifican tres niveles progresivos en el
razonamiento sobre el muestreo: 1) el nivel de razonamiento aditivo (el mas
frecuente), que consiste en considerar las diferentes muestras como subconjuntos
disjuntos de la poblacién y utilizar en las estimaciones unicamente, la frecuencia
absoluta, sin tener en cuenta la proporcion del suceso; este es el nivel mas
frecuente de los estudiantes de acuerdo a Saldanha y Thompson (2002),; 2) el nivel
de razonamiento proporcional, en el que se utilizan proporciones al realizar
estimaciones y se comprende el valor esperado de la distribucién muestral; y 3) el

UNI@N Numero 56- Agosto 2019 — Pagina 102



Distribuciones muestrales en poblaciones binomiales:
Dificultades de comprension por estudiantes de Educacién Secundaria y Bachillerato
Begué, N., Batanero, C., Gea M.M. y Diaz-Levicoy, D.

nivel de razonamiento distribucional (el menos frecuente) donde se integran las
ideas de valor esperado y de variabilidad, al realizar estimaciones.

En Begué, Batanero y Gea (2018) planteamos a un grupo de estudiantes de
Educacién Secundaria Obligatoria, cuatro tareas de muestreo, una de las cuales es
la presentada en la Figura 1. En el trabajo actual nos restringimos a unta tarea, pero
completamos el anterior con un grupo de estudiantes de Bachillerato y con el
estudio de las diferencias de comprensidn mostradas en los tres grupos de
estudiantes.

3. Metodologia

El estudio que describimos en este trabajo se llevd a cabo con tres grupos de
estudiantes: 157 de segundo curso de Educacion Secundaria Obligatoria (13-14
afnos; en total 9 grupos), 145 de cuarto curso de Educacién Secundaria Obligatoria
(15-16 anos; en total 8 grupos) y 234 de 2° curso de Bachillerato. Todos los alumnos
cursaban sus estudios en centros publicos diferentes en las ciudades de Huesca y
Zaragoza; estos centros y los profesores de los estudiantes colaboraron en nuestro
trabajo con autorizacion de los directores.

Se propuso a los estudiantes la tarea presentada en la Figura 1, que
completaron individualmente por escrito, como una actividad en la clase de
matematicas. Las respuestas obtenidas (cuatro valores de la distribucion binomial
B(100, 0.68) para cada estudiante), se codificaron. Para cada estudiante se obtuvo
la media aritmética y el rango de los cuatro valores dados, que se analizan a
continuacion.

4. Comprension del valor esperado en la distribucién muestral

Como se ha indicado, en la tarea mostrada en la Figura 1, el numero de
chinchetas que caen con la punta hacia arriba es una variable aleatoria binomial,
B(100, 0,68). En consecuencia, el numero esperado de chinchetas que caeran con
la punta hacia arriba en la muestra de 100 elementos es np = 68 y su desviacion

tipica, o = \/np (1 —p )= 4,66. Al tratarse de un valor grande de ensayos, se puede
aproximar esta distribucion mediante la distribucion normal N (68, 4.66).

La distribucion muestral de la media puede entonces aproximarse también
mediante una distribucion normal N(68, 6/4), es decir N(68, 2.33) ya que la suma
de valores de una distribucion normal es también normal y la media se obtiene a
partir de una suma dividida por una constante. Utilizando dicha aproximacién normal
de la distribucién de la media muestral obtenemos el intervalo que contiene el 95%
de los valores centrales, que es [63,3-72,7]. Consideraremos, entonces, que los
estudiantes tienen una buena comprension del valor esperado de la distribucién
muestral si la media de los cuatro valores propuestos se situa en este intervalo. Por
ejemplo, seria adecuada la respuesta del estudiante que indica los valores 67, 65,
70, 71, puesto que su media es 68,25. Pero no lo seria la del estudiante que
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responde 32, 43, 57, 50, pues su media es 45,5, muy alejada de la media teorica de
la poblacion.

2°ESO  4°ESO  2° Bach
(n=157) (n=145) (n=234)

Estimacion aceptable del valor esperado [63.3-72.7] 28,6 331 44,3

Equiprobabilidad [45- 55] 26,8 23,4 17,7
Otros valores 38,2 38,7 38,0
No completa 6,4 4,8 4,7

Tabla 1. Porcentaje de estudiantes por grupo segun valor medio de las cuatro estimaciones

En la Tabla 1 presentamos el porcentaje de estudiantes cuyos valores medios
en la respuesta a la tarea planteada se situan en el intervalo de estimacién
aceptable o en otros intervalos. Hemos considerado, en especial, los estudiantes
cuyo valor medio se acerca mucho al 50%, al proporcionar cuatro valores muy
cercanos al mismo. Dichos estudiantes no se guian por el valor dado en el
enunciado de la tarea para estimar la probabilidad de que la chincheta caiga con la
punta hacia arriba. Estarian considerando los dos posibles sucesos como
equiprobables, es decir, caerian en el sesgo de equiprobabilidad, descrito por
Lecoutre (1992).

Observamos que solo el 28,6% de los estudiantes de 2° curso de Educacién
Secundaria Obligatoria el 33,1% de los de 4° curso y el 44,3% de los de Bachillerato
dan respuestas cuyos valores medios se incluyen en el intervalo aceptable de
estimacion, aunque el porcentaje de respuestas aceptables va aumentando con el
curso. Hay un porcentaje apreciable de estudiantes que caen en el sesgo de
equiprobabilidad, aunque dicho porcentaje disminuye con el curso escolar. El
numero de alumnos que no responde o que proporciona otro tipo de valores es
similar en todos los grupos.

4. Comprension de la variabilidad. Distribucion muestral del rango

Al responder a la tarea planteada, no solo es importante que la media de los
cuatro valores se acerque a la tedrica, sino que se debe tener en cuenta una
variabilidad adecuada de los elementos de la muestra, que se puede deducir del
rango obtenido a partir de los cuatro valores dados. La distribucidn muestral del
rango en muestras de cuatro elementos no es normal, ni tampoco
aproximadamente, pero se puede simular facilmente, como mostramos en la Figura
2. Dicha figura muestra la simulacién de los rangos obtenidos en 10000 muestras
aleatorias de cuatro elementos de la distribucion binomial B(100, 0,68), utilizando el
programa Fathom. A partir de esta distribucion muestral empirica podemos ver que
el 95% de los valores centrales del rango varian entre 3 y 18, intervalos que incluye
las respuestas de variabilidad aceptable.
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Quatro valores dela B(100, .68)| Hstooram™

1000 A

N Hﬂﬂln

0
0 5 10 15 20 % 30 <

percentile [T rango]1=3
percentile [TT 10T rangol1=18
mean [rangol]=95312

Figura 2. Distribucién muestral empirica de los rangos en muestras de 4 elementos de la B
(100, 0,68)

Fuente: producida por los autores

Variabilidad 2°ESO 4°ESO 2°Bach
(n=157) (n=145) (n=234)

Estimacion aceptable [3-18] 20,3 29,5 40,8

Estimacion de una variabilidad muestral excesiva >18 62,4 56,6 42,8

Alta concentracion <3 10,8 9 11,8

No completa 6,4 4,8 4,7

Tabla 2. Porcentaje de estudiantes por grupo segun intervalo en que se situa el rango de las
cuatro estimaciones

Los resultados del analisis de los rangos de los cuatro valores producidos por cada
estudiante se presentan en la Tabla 2, donde vemos que son minoria los
estudiantes que conceden una variabilidad adecuada en este item, a pesar de que
se consideran 100 repeticiones del experimento, lo que seria una muestra grande.
Por tanto, los estudiantes no alcanzan el razonamiento distribucional sobre el
muestreo (Shaughnessy et al, 2004), pues no tienen en cuenta simultdneamente el
valor esperado y la variabilidad. En general, los estudiantes conceden una
variabilidad excesiva al muestreo, en contra de lo que indica la teoria estadistica,
aunque también en lo que se refiere a la variabilidad la comprension parece mejorar
con la edad. Esto lo vemos en la disminucion del porcentaje de estudiantes con
variabilidad excesiva con el curso y el aumento de las respuestas con variabilidad
aceptable.

5. Significacion de las diferencias
Con objeto de analizar si las diferencias entre los resultados en Bachillerato y los

obtenidos en los cursos anteriores son estadisticamente significativas, presentamos
en la Tabla 2 las medias y desviaciones tipicas del valor medio y el rango de dicho

UNI$N Numero 56- Agosto 2019 — Pagina 105



Distribuciones muestrales en poblaciones binomiales:
Dificultades de comprension por estudiantes de Educacién Secundaria y Bachillerato
Begué, N., Batanero, C., Gea M.M. y Diaz-Levicoy, D.

valor medio en las cuatro estimaciones de cada estudiante en cada uno de los
grupos con el error de muestreo y el numero de estudiantes que responden al item
en cada grupo. Observamos muy poca diferencia en el valor medio, siendo el
correspondiente al 4° curso algo mas alto, es decir, mas proximo a la probabilidad
tedrica, aunque aun muy diferente de ella. Por el contrario, hay una diferencia
notable, de casi 7 puntos, en el rango de las cuatro estimaciones, entre los
estudiantes de Bachillerato y los de 2° y de 4 puntos con los estudiantes de 4°
curso, que indica que sus estimaciones tienen menor variabilidad.

Curso N Media D. tipica. Error muestreo
Media oo 147 56,920 13,7228 1,1318

4° 138 58,899 11,6006 ,9875

Bachiller 234 57,579 16,7599  1,0956
Rango % 147 32,07 22,499 1,856

4° 142 26,68 20,764 1,743

Bachiller 234 22,55 20,680 1,352

Tabla 3. Estadisticos de la media y el rango por curso

Para comprobar si estas diferencias observadas son estadisticamente significativas
se ha realizado la prueba del analisis de varianza tomando el grupo de estudiantes
como variable independiente. Al analizar la diferencia de medias se obtuvo un calor
F= 0,672 con 2 g.I. que no fue estadisticamente significativa, mientras que el
analizar la diferencia de rangos se obtuvo F:9,095, con 2 g.l. que corresponde a un
valor p<0,001 y por tanto estadisticamente significativo. En consecuencia, la
comprensién de valor esperado es similar en los grupos; en general buena, salvo el
grupo de estudiantes que razona de acuerdo al sesgo de equiprobabilidad. Por otro
lado, parece que al progresar el curso los estudiantes visualizan mejor la
disminucién de variabilidad en las muestras grandes

5. Implicaciones didacticas

Los disefios curriculares actuales permiten comenzar la enseianza del muestreo
desde la etapa secundaria, donde la tarea que analizamos en este trabajo puede ser
implementada y discutida con los estudiantes, para hacerles comprender sus ideas
correctas e incorrectas sobre el muestreo.

El analisis de los resultados del estudio, aunque muestra mejora de la comprension
con el curso, también indica que queda un camino para recorrer si queremos que los
estudiantes alcancen plena comprension del concepto de distribucion muestral. Hoy
dia es sencillo realizar actividades de simulacién; en nuestro caso, hemos mostrado
la simulacion de la distribucion muestral del rango utilizando Fathom, pero también
hay muchos recursos interactivos de simulacién en internet. Es importante invertir
un tiempo de ensefianza en la exploracion de estos recursos con los estudiantes, ya
que los posibles errores de comprension del muestreo y distribucidn muestral, se
arrastran posteriormente en el estudio de la inferencia.
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