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Problema
Julio y Zoila representan las cantidades de canicas que tienen, haciendo
agrupaciones y reagrupaciones de trios y usando solamente los simbolos

Ir.A

Julio dice que tiene I Ar canicas y Zoila dice que tiene I rI
canicas. ¢Cual de estos numeros es par?

Este problema surgi6 en una clase a futuros profesores de primaria. Se origina
al reflexionar sobre el conteo y el uso de simbolos para representar cantidades,
e ilustra la importancia de dar sentido a la regla, muy conocida y usada, de
reconocer la paridad de un numero con solo observar la paridad de su cifra

correspondiente a las unidades.

Los simbolos usados fueron adoptados en una clase presencial con estudiantes
de profesorado de primaria, al buscar una forma de representar las cantidades
de los elementos de ciertos conjuntos, usando muy pocos simbolos, que no sean
parte de los que normalmente usamos. La experiencia fue adaptada para una
clase remota en estos tiempos de confinamiento, y su realizaciéon fue muy
satisfactoria. La intenciéon es brindar a los futuros profesores de primaria una
vivencia que los lleve a imaginar lo que significa para los nifos representar
cantidades usando los conocidos simbolos 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 y 9 cuyos
nombres tienen que memorizar para identificarlos. Es natural preguntarse ¢ Por
qué tienen esas formas esos simbolos?, s Por qué tienen esos nombres? Si bien
es cierto que hay una historia explicativa, también es cierto que pudieron ser
otros simbolos y otros nombres y que finalmente llegan a los nifilos como formas

y nombres arbitrarios que tienen que memorizar y utilizar.
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Entonces decidimos imaginar con los estudiantes que no conocemos el sistema
de numeracion decimal y procedimos a representar la cantidad de elementos de
algunos conjuntos de nuestro entorno, creando ciertos simbolos arbitrarios y

poniéndoles nombres también arbitrarios. Asi:

e Para representar la cantidad de elementos de los conjuntos que tienen
tantos elementos como el conjunto de cabezas que normalmente tienen
las personas, sugirieron usar el simbolo y llamarlo MI.

e Para representar la cantidad de elementos de los conjuntos
que tienen tantos elementos como el conjunto de brazos que normalmente
tienen las personas, sugirieron usar el simbolo I- y llamarlo DERF.

e Para representar la cantidad de elementos de los conjuntos que tienen
tantos elementos como el conjunto de alas que normalmente tienen las
personas (o sea, la cantidad de elementos del conjunto vacio), sugirieron
usar el simbolo A y llamarlo TER.

Con este convenio, ya pudimos usar estos simbolos para representar la cantidad
de elementos de varios conjuntos; por ejemplo,

» Para representar la cantidad de vocales que tiene la palabra
sol, usamos el simbolo I , porque tiene tantos elementos como el

conjunto de cabezas que normalmente tienen las personas. Asi, tal
conjunto, que lo llamamos S, tiene MI elementos.

» Para representar la_cantidad de vocales que tiene la palabra luna,
usamos el simbolo r , porque tiene tantos elementos como el conjunto
de brazos que normalmente tienen las personas. Asi, tal conjunto, que lo
llamamos L, tiene DERF elementos.

Pero, ;como representar la cantidad de elementos de conjuntos con mas
elementos?

Por ejemplo, ;como podemos representar la cantidad de vocales que tiene la

palabra tierra?
i
Este conjunto, que lo llamamos T, es a e y ninguno de los simbolos

creados representa la cantidad de sus elementos.

Surgié la idea de considerarlos como grupo y asi tendriamos MI grupos; pero no
podiamos decir que el conjunto T tiene MI elementos, porque es claro que no
tiene la misma cantidad de elementos que el conjunto S y esto deberia reflejarse
en la expresion simbdlica. Se observé que en este caso, al hacer la agrupacion,
teniamos MI grupos y ningun “elemento suelto” (o sea, un conjunto vacio de
“‘elementos sueltos”) y para eso podiamos usar el simbolo A
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Asi, el numero de elementos del conjunto T quedo representado por IA que
leimos MI TER.

Para que quede claro lo que representa cada simbolo, segun su posicién,
graficamos y esquematizamos de la siguiente manera:

Ox

1A

Ml TER

El aspa x representa a los “elementos sueltos”, que - como podemos observar a
la izquierda - no existen, al haber hecho la agrupacion, y por eso tenemos TER
elementos sueltos y MI grupos con los elementos i, e, a. A los conjuntos con
esta cantidad de elementos los llamaremos frios

De esta manera, se puede representar, por ejemplo, la cantidad de elementos
que tiene el conjunto de dedos de una mano de una persona normal. Como este
conjunto tiene tantos elementos como el conjunto de vocales del alfabeto
espafol, usemos este para facilitar la ilustracién:

Ol x
2 T

o

Vemos que hay Ml trios y DERF elementos sueltos. Ml DERF
En este contexto, surgi6 el siguiente problema

Problema . Usar la simbologia adoptada (los simbolos de TER, Ml y DERF) para

expresar el numero de canicas que tiene Pedro, si estas estan representadas en
el siguiente conjunto:
o
o

o

: |
Solucién
Hacemos las agrupaciones del caso:

O

(50
s
%

UNISN Afio XVI - Nimero 60- Diciembre 2020 — Pagina 291



Creando una representaciéon numérica.
Experiencias didacticas con profesores de primaria en formacion.
Uldarico Malaspina Jurado

Y observamos que hay MI canicas sueltas y varios trios de canicas. Como
ninguno de nuestros simbolos expresa por si solo esa cantidad de trios,
procedemos a agrupar los trios. Los rectangulos nos serviran para visualizar trios
de trios. Entonces afnadimos otra columna a nuestro cuadro de la derecha para
anotar que observamos MI rectangulos (o sea MI trio de trios), DERF “trios
sueltos” y Mi canicas sueltas. Asi tenemos el codigo MI DERF MI, con sus
simbolos correspondientes.

h X
S0 TR
Q’ MI DERF M

A partir de este problema, hicimos ejercicios para expresar en forma simbdlica
determinada cantidad de elementos, usando solamente TER, Ml y DERF y
agrupaciones y reagrupaciones como las mostradas (ejercicios de codificacion);
y otros ejercicios, en los que, partiendo de codigos con TER, Ml y DERF, se tenia
que mostrar un conjunto con la cantidad de elementos que expresaban tales
cédigos (ejercicios de decodificacion).

En la clase presencial, un ejercicio interesante fue escribir en la pizarra una lista
ordenada de simbolos que representen cantidades de elementos de conjuntos,
partiendo de A , hasta llegar a un simbolo que represente el total de los

dedos, en las manos y en los pies, que normalmente tienen las personas.
Cada simbolo de la lista fue escrito por un estudiante diferente. Pronto fueron
desprendiéndose de la necesidad de hacer codificaciones para cada caso y se
generd una gran interaccion en el aula. Se llego a una lista como la siguiente:

A 1A

I i BT

I 114

(4 18]
El 11T
[ F ITA
rA i1l
i 21 F
g5 CAA
WAYAY FA 1
i
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Con esta lista en la pizarra — o en una diapositiva, en el caso de la exposicidon
remota — pedi que la observen y

Expresen algunas emociones sentidas al construir la lista.
Mencionen algunas regularidades que encuentren.
Expresen algunas propiedades que conjeturen.

Inventen algun problema

Fue una experiencia muy interesante y a continuacibn comento algunas
reacciones a estos pedidos:

Emociones
Algunas emociones expresadas por los estudiantes fueron
» Tensidn inicial, porque al inicio parecia muy dificil.
» Entusiasmo al ir viendo que la lista se iba construyendo.

> Alegria al ir descubriendo una “técnica” para escribir el siguiente numero
de la lista.

Regularidades

lista “terminara en TER”, por la regularidad que observé:
la secuencia de simbolos del extremo de la derecha (el de
los “elementos sueltos”) tiene un patrén de repeticion que

es : AII‘ :

1A\
Una estudiante manifestd que el siguiente numero de la @ 1A

—
o
—

rAA

Notarlo en la figura de la derecha. 1A rA

rA
Otra estudiante observé que “los simbolos que estan al A
lado del ultimo, siguen otro patrén de repeticion: I
i1 . rrr. AAA ]
{
-
A
1
Propiedades I
AN

Una propiedad que encontraron fue:

“Los numeros que terminan en A son
multiplos de tres”
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Hice notar que habiamos quedado en no usar
nombres del sistema decimal — como “tres” — y que 4
la expresion “multiplo” no la habiamos definido, pero . e
que a estas alturas podiamos darnos una “licencia”, r ‘ I@
pues la observacion era muy buena. Pedi la @ 11
explicacion y “abusando de la licencia”, el grupo que 11 L1E
hizo esta observacion dijo: “en la lista se ve que el LE 1 T@)
tres, el seis, el nueve, el doce, el quince y el r@ 1Tl
1
[T

a1

dieciocho terminan en TER”, e hicieron las marcas 1 rr
correspondientes en la lista!, como en la figura del rﬂ@
lado. m@ rAl

AT
Esta fue una excelente oportunidad para comentar

lo importante que es la observacion de casos particulares, pues puede llevar a
conjeturar una propiedad como la enunciada; sin embargo, hice notar que para
aceptar ese enunciado como una propiedad general, se requiere mas que la
verificacion de casos particulares y pedi pensar en las razones que expliquen
que siempre que se tenga una cantidad que sea multiplo de tres, su
representacion, usando TER, Ml y DERF, terminara en TER.

Una razon que dieron fue: “es igual a lo que ocurre con la base diez: los numeros
que son multiplos de diez, terminan en cero, y el TER es como el cero”

Aplaudi la observacidon y repregunté ;,y por qué ocurre eso cuando
representamos cantidades en la base diez?

Luego de discusiones en los grupos, se llegd a la conclusion que la propiedad
enunciada es cierta porque si un numero termina en TER, es porque no tiene
elementos sueltos, lo cual quiere decir que todos los elementos estan agrupados
en trios (sin importar que algunos o muchos de estos trios estén reagrupados en
trios de trios, o en trios de trios de trios, etc.). Entonces, lo que se tiene es una
cierta cantidad de trios, que es un multiplo de tres. Quienes observaron la
similitud con el sistema decimal, explicitaron la analogia entre las agrupaciones
y reagrupaciones en trios y las agrupaciones y reagrupaciones en decenas.

Problemas

Las discusiones anteriores, grupales, intergrupales y con toda la clase, facilitaron
la creacién de problemas usando la simbologia adoptada para representar
cantidades de elementos de conjuntos.

Un primer problema que propusieron fue
Escribir el siguiente numero de la lista.

Comentaron que mas bien se trataba de un ejercicio y fue rapidamente resuelto,
usando los patrones de repeticion que ya habian sido explicitados cuando pedi
que encuentren regularidades. Asi, tal numero fue escrito:

ria

! Hice el comentario que en la lista también deberia marcarse el primero, pues el cero es multiplo de tres,
pero no nos detuvimos en esto. Lo tratariamos en su oportunidad.
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Ademas, por terminar en TER, se verificd que es un multiplo de tres.

Otro problema creado fue:

¢ Cobmo reconocer si un numero es par, Si esta escrito con los simbolos
TER, MI, DERF?

Otro grupo, motivado por este problema y pensando en proponer a niios un caso
concreto, cred el problema con el que inicio este articulo y que reproduzco a
continuacion:

Julio y Zoila representan las cantidades de canicas que tienen, haciendo
agrupaciones y reagrupaciones de trios y usando solamente los simbolos

IrA

Julio dice que tiene I Ar canicas y Zoila dice que tiene I I-I
canicas. ¢;Cual de estos numeros es par?

Ciertamente, este problema puede resolverse haciendo las decodificaciones
correspondientes; pero sin entrar a ese detalle, una estudiante manifesté que
siendo el DERF como el dos del sistema decimal y el Ml como el uno, el numero
que termina en DERF es par y el que termina en Ml es impar. Esto no fue
aceptado en el aula, porque algunos estudiantes encontraron la respuesta
identificando los numeros en la lista y verificaron que el que termina en DERF,
en el sistema de numeracion decimal corresponde al 11, que es impar, y el que
termina en MI corresponde al 16, que es par. Surgié entonces la interrogante
¢por qué en el sistema de numeracion decimal si se cumple la regla y no se
cumple en nuestro sistema de agrupaciones y reagrupaciones de trios?

Luego de trabajar en grupos, uno de ellos observé que en el sistema decimal las
agrupaciones y reagrupaciones son de diez en diez, o sea agrupaciones y
reagrupaciones de un numero par de elementos; asi lo unico que determina si
un numero es par o impar es el numero de “elementos sueltos”, es decir, el de
las unidades; en cambio con TER, MI y DERF, las agrupaciones vy
reagrupaciones son de tres en tres; o sea de un numero impar de elementos y
entonces la regla ya no puede funcionar igual.

Felicité por esa importante observacién e invité a pensar en por qué ya no puede
funcionar asi en nuestra representacion numeérica. Luego de intercambios de
ideas en cada grupo, uno de ellos sostuvo: “Es porque cualquier cantidad de
decenas siempre es un numero par; en cambio, cualquier cantidad de trios no
siempre es un numero par (por ejemplo 3 trios es impar, pero 4 trios es par); y
por eso, para saber si un numero es par o impar, con TER, MIl, DERF, no

podemos basarnos solo en el numero de ‘elementos sueltos’ ”.

Otro estudiante, resumiendo el trabajo que continud haciendo su grupo, afiadio:
“ademas, impar mas par da impar, como en I Ar
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y por eso es impar; en cambio, impar mas impar es par, como en I rl

y por eso es par’. Para aclarar este razonamiento, otra integrante
del grupo mostro los dibujos que hicieron:

Explicd: “en el primero se ve una cantidad impar de trios (que es impar) y una
cantidad par de elementos sueltos. Como impar mas par es impar, la cantidad
total es impar. En cambio, en el segundo dibujo, se ve que también hay una
cantidad impar de trios (que ya vimos que es impar), pero una cantidad impar de
elementos sueltos, y como impar mas impar es par, la cantidad total es par”.

Después de estas ilustraciones, y como en ambos casos habia un numero impar
de trios, pedi que me mostraran casos con un numero par de trios.

Un grupo mostro los siguientes casos:

Las ilustraciones y explicaciones me parecieron buenas y suficientes y todos
quedamos contentos por los trabajos realizados. Se percibia un ambiente
emocional muy agradable.

Hice notar la importancia del pensamiento matematico en este proceso de
aprendizaje y también que quedaba pendiente, en el marco de los conocimientos
y las competencias matematicas de los profesores, establecer un criterio general
que permita, observando un numero escrito con los simbolos de TER, Ml y
DERF, reconocer si tal nUmero es par. Les manifesté que con las observaciones
e ilustraciones hechas, ya se habian dado pasos importantes para establecer tal
criterio.

Comentarios
e Esta experiencia continué con el uso de TER, Ml y DERF para la

comparacién de numeros naturales (orden lexicografico), y para efectuar
operaciones de adicion, sustraccion y multiplicacién de estos numeros.
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Mas aun, los usamos para representar numeros racionales, empezando
por representar numeros menores que MI, usando expresiones “con
punto”, que algunos llamaron “expresiones tresimales”, por analogia a las
expresiones decimales.

e Tanto en las clases presenciales como en la clase remota, los
participantes destacaron la importancia de haber vivido estas
experiencias de la representacion numérica, por haberlos hecho pensar
vivencialmente en las dificultades que pueden tener los nifios ante
experiencias similares y usando diez simbolos y no solo tres. Considero
que este tipo de experiencias contribuye a fortalecer la actitud empatica
de los profesores para con sus estudiantes y, por ello, que es fundamental
considerarlas en los programas de formacién inicial y continua de los
profesores.

e Fue dificil para los participantes “desprenderse” de los conocimientos que
ya tienen sobre la representacion numérica y las operaciones en el
sistema decimal, pero fue una experiencia valiosa de jugar con reglas que
se van construyendo comprensivamente y asi ir descubriendo
propiedades, entendiendo criterios y creando sus propios algoritmos, a
diferencia de seguir mecanicamente indicaciones para obtener
resultados.

e Como lo he tratado de evidenciar en este articulo, estas experiencias
también permitieron expresar emociones positivas en el proceso de
aprendizaje, tanto verbalizandolas, como manifestandolas gestualmente.
Parte fundamental de los procesos de aprendizaje de las matematicas,
que provoca emociones positivas en los estudiantes, es explicitar
aspectos muy importantes del pensamiento matematico — y en particular
del pensamiento numérico — como son el descubrir regularidades
(patrones), el hacer conjeturas, el fundamentar (justificar), y el resolver
problemas creados por ellos mismos. Destaco una vez mas, la
importancia de prestar atenciéon a los procesos de aprendizaje y la
importancia de las competencias didactico-matematicas de los profesores
para optimizar esos procesos.
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