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Herramientas de Razonamiento Automatico en GeoGebra:
qué son y para qué sirven'
Tomas Recio, Steven Van Vaerenbergh, M. Pilar Vélez

El popular programa de matematica dinamica GeoGebra incluye herramientas
para la verificacion matematica rigurosa y el descubrimiento automatico de
proposiciones generales sobre figuras geométricas. En este trabajo se presenta,
en primer lugar, una breve descripcion de tales herramientas, para centrarse a
continuacion en una reflexiéon sobre su potencial impacto educativo, a través de
Resumen un nuevo disefio de tareas escolares en el ambito de la ensefianza de la
geometria, que aprovechen las nuevas caracteristicas de GeoGebra y
contribuyan a guiar al estudiante en la indagacién, conjetura y descubrimiento de
propiedades geométricas en una construccién dada.

Palabras clave: geometria dinamica, razonamiento automatico, geometria
elemental, GeoGebra

The popular dynamic mathematics program GeoGebra now includes tools for the
mathematically rigorous proof and discovery of general statements on geometric
figures. This article will, first, present a short tutorial on these automated
reasoning tools. Then it reflects on their potential educational impact, through a
Abstract new design of school tasks that could profit from GeoGebra’'s new features,
guiding the student towards the inquiry, conjecture and discovery of geometric
properties on a given figure.

Keywords: dynamic geometry, automated reasoning, elementary geometry,
GeoGebra

O popular programa de matematica dinamica GeoGebra agora inclui
ferramentas para a prova matematicamente rigorosa e a descoberta de
declaragbes gerais sobre figuras geométricas. Este artigo apresentara primeiro
um breve tutorial sobre essas ferramentas de raciocinio automatizadas. Em
seguida, ele reflete sobre seu potencial impacto educacional, por meio de um
Resumo novo design de tarefas escolares que poderiam se beneficiar dos novos
recursos do GeoGebra, orientando o aluno para a investigagdo, conjectura e
descoberta de propriedades geométricas em uma determinada figura.
Palavras-chave: geometria dindmica, raciocinio automatizado, geometria
elementar, GeoGebra

! Basado en la comunicacién: Herramientas de Razonamiento Automético en GeoGebra: qué son y para qué
sirven. Actas Congreso Iberoamericano, Formacion IB: La educacion ante el nuevo entorno digital. Diciembre
2019. ISBN 978-84-948417-1-2 http://formacionib.org/congreso-entorno-digital/actas.html, a cuyos organizadores
los autores quieren agradecer el permiso concedido para su reproduccion y ampliacion aqui.
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1. Introduccion

El popular programa de matematica dinamica GeoGebra? ofrece, como
cualquier otro sistema de geometria dinamica, algunas notables posibilidades y
mejoras para apoyar la ensefianza de la geometria del plano euclideo y para
mejorar la construccién y la exploracion de objetos geométricos, arrastrando
elementos de la figura. Pero, ademas, recientemente, se han agregado a
GeoGebra, desde la version 5.0, algunas caracteristicas especificas que permiten la
verificacion matematica rigurosa y el descubrimiento automatico de proposiciones
generales sobre figuras de geometria euclidea construidas por el usuario, las
llamadas Herramientas de Razonamiento Automatizado (GGb-ART = GeoGebra
Automated Reasoning Tools, si consideramos estas siglas respondiendo al nombre
de las herramientas en inglés), o de Demostracion Automatica de Teoremas (DAT).

Aunque es conocida, entre los expertos en este campo, la existencia de
programas de geometria dinamica ofreciendo, de modo experimental o para un
numero muy limitado de usuarios, unas determinadas prestaciones DAT, la
accesibilidad, gratuidad y la portabilidad de GeoGebra, su disponibilidad en tabletas,
teléfonos inteligentes y computadoras, via web u offline, su difusion mundial —sobre
todo en el ambito educativo—... hace que la inclusibn de estas técnicas
revolucionarias en GeoGebra suponga un fendmeno cualitativamente distinto, al
conllevar un alto potencial de impacto en el mundo académico.

El objeto de este trabajo es, por un lado, realizar --como en (Botana et. al.,
2020), donde el lector podra encontrar mas informacion-- una breve presentacion de
las funciones de DAT en GeoGebra, para, a continuacion, reflexionar sobre el
posible uso educativo de estas prestaciones, en particular, a través del analisis de
algunos resultados de experiencias recientes que hemos desarrollado con nuestros
estudiantes, relativas al uso de técnicas de DAT.

2. Razonamiento automatico con GeoGebra

La herramienta basica de razonamiento automatico en GeoGebra3, es la
extension simbdlica del ya existente comando Relacion. Inicialmente este comando
tenia un caracter meramente numérico (véanse Kovacs, 2015a, 2015b): tras
seleccionar el usuario dos objetos geométricos en una construccion e invocar el
comando Relaciéon (entre ambos objetos), GeoGebra respondia mostrando la
posibilidad, o no, de que se dieran determinadas relaciones entre ellos, tales como
la perpendicularidad, el paralelismo, la igualdad o la incidencia*, siempre que la
verificacidn numérica de tales propiedades superase cierto umbral.

2 www.geogebra.org

3 GeoGebra Discovery, accesible en https://github.com/kovzol/geogebra-discovery , operativa sobre GeoGebra
Classic 5 --para ordenadores y portatiles, sobre Windows, Mac o Linux-- y sobre GeoGebra Classic 6, sobre un
navegador, en la pagina http://autgeo.online/geogebra-discovery/, por tanto, valido también sobre tabletas y
teléfonos inteligentes.

4 Véase una lista completa de las relaciones entre objetos investigadas por el comando Relacion en
https://wiki.geogebra.org/en/Relation_Command
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Asi, dos rectas o segmentos pueden ser consideradas como paralelas para
Relacion, si tomando un vector en cada uno de estos objetos, ambos resultaran ser
“aproximadamente proporcionales”, donde “aproximadamente” tiene que ver con el
numero de digitos que el usuario ha elegido, en las Preferencias de la aplicacion,
para realizar calculos en la sesién con GeoGebra. En la Figura 1 se muestra la
construccion de un triangulo ABC, donde D, E son los puntos medios de los lados b,
a, respectivamente, y donde f es la recta que pasa por D, E. En la barra de Entrada
se introduce el comando Relacion(f,c) para estudiar la existencia, si es caso, de
alguna propiedad entre la recta fy el lado c.
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® B =(4.82, 1.46)
(4.72, 4.86)
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(2.82, 3.18) b
(4.77, 3.16) E,
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mognNre oM
oy oy

-
[=]

Entrada: (f,c) o

Figura 1: Construccion de la recta f que pasa por los puntos medios de dos lados del
triangulo ABC.

En la Figura 2 se incluye el mensaje de respuesta a este comando, que indica
que la recta pasando por D, E y la que pasa por los vértices A, B son, al menos para
esta figura y de manera aproximada, paralelas. Por ultimo, la Figura 3 muestra el
resultado de pulsar el icono Mas... que aparece en la Figura 2: se trata de la
comprobacién rigurosa de la validez general del teorema que dice que la recta que
pasa por los puntos medios de dos lados de un triangulo (no degenerado, con A, B
vértices diferentes) es paralela a la recta descrita por el tercer lado. Tal
comprobacién se basa en la ejecucion de determinados algoritmos que involucran,
sin que el usuario lo perciba, diversos aspectos de geometria algebraica
computacional avanzada. Véanse, para mas detalles técnicos, Botana et. al. (2015)
o Recio y Vélez (1999).
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Figura 2: La respuesta al comando Relacién(f,c).
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Figura 3: El resultado de pulsar el icono Mas... que aparece en la Figura 2.

Ademas, ha de sehalarse que la potencia computacional de las herramientas
DAT de GeoGebra no se limita a situaciones tipicas del ambito escolar, sino que es
capaz de encontrar y probar relaciones geométricas mucho mas sofisticadas. Asi,
en la Figura 4 (de Hohenwarter, Kovacs y Recio, 2019a), mostramos cémo el uso de
la Relacion permite descubrir y verificar que, en un triangulo arbitrario ABC, el
simétrico del vértice A respecto al punto medio del lado opuesto, el circuncentro y el
simétrico del ortocentro O respecto de A, estan alineados, resolviendo asi el
Ejemplo 230 del clasico texto de Chou sobre demostracion automatica en geometria
(Chou, 1987).
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Figura 4: A la izquierda: el comando Relaciéon muestra la alineacion del simétrico de A
respecto al punto medio del lado opuesto, del circuncentro y del simétrico del ortocentro O
respecto de A. A la derecha, tras pulsar Mas..., Relaciéon indica que esa alineacién es valida
con toda generalidad (es decir, de manera exacta y para cualquier triangulo), siempre que el
triangulo ABC no colapse a una recta o un punto.

Los comandos Comprueba y DemuestraDetalles funcionan de manera similar,
excepto que es el usuario quien debe introducir la tesis conjeturada (ej. este punto
esta en esta recta), obteniendo como respuesta la verdad o falsedad de su conjetura
y, en el caso afirmativo, proporcionando algunas condiciones geométricas
adicionales que deben verificarse para que la afirmacion dada si sea generalmente
correcta. Estas son las llamadas condiciones de no-degeneracién, que
habitualmente prescriben que determinados objetos del input (por ejemplo, los
vértices de un triangulo definido libremente) no deben coincidir o alinearse, etc. para
que la relacion conjeturada sea verdadera.
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Figura 5: Verificacion, con el comando DemuestraDetalles, de la pertenencia del simétrico de
A respecto de D, a la recta generada por el circuncentro y por el simétrico del ortocentro O
respecto de A.

En la Figura 5 se observa que la alineacion del simétrico de A, respecto del
punto medio D del lado opuesto, con el circuncentro y el simétrico del ortocentro
respecto de A es cierta siempre que los tres vértices del triangulo no estén
alineados o los dos vértices A, B no coincidan.

Una caracteristica especial de estas herramientas de razonamiento automatico
de GeoGebra es la capacidad de descubrir teoremas, es decir, de encontrar
hipétesis necesarias para que se verifique cierta tesis inventada. Por ejemplo,
supodngase que, en el ejemplo anterior, se construye la misma figura (Figura 5) pero
olvidando situar D en el punto medio del lado AB. A pesar de ello el usuario sigue
creyendo que los tres puntos simétricoA, circuncentro, simétricoO estan alineados.
Naturalmente, el enunciado es falso; pero si se quiere saber donde es preciso ubicar
D para que la tesis sea cierta, se puede usar el comando EcuacionLugar sehalando
que se desea encontrar el lugar de D para la alineacion de esos tres puntos.
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Figura 6: A la derecha el punto D; se ha tomado libremente y el comando EcuaciénLugar
permite generalizar el ejemplo 230, si se reubica D1en la recta a.

La respuesta, como se puede verse en la Figura 6, seiala que el punto D ha
de situarse en la recta de color rojo, es decir, la paralela a la recta dada por el
circuncentro y el simétrico del ortocentro, pasando por el punto medio de AB, lo que
generaliza el ejemplo de Chou, ya que permite colocar D en toda una recta, no solo
en el punto medio del lado AB. Véase la Figura 7, donde se comprueba la verdad de
la tesis en una construccién con el punto D sobre la recta a, pero no en el punto
medio del lado.

Un ejemplo de otra naturaleza distinta se incluye en la Figura 8, que recoge
tres pantallazos de un teléfono moévil, mostrando, a la izquierda, la construccion
inicial, un simple cuadrado, sobre el que se ejecuta el comando Descubrir(B). Este
comando busca, de manera automatica y combinatoria, toda una serie de posibles
relaciones geométricas entre los elementos de la construccion en los que se incluya
el punto B para, a continuacién, verificar la verdad o falsedad de las mismas. En el
centro de la figura se muestra el mensaje con el resultado de la ejecucion del
comando; y a la derecha, la visualizacion --también producida de modo automatico
por GeoGebra-- de las propiedades obtenidas.
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Figura 7: Descubriendo un nuevo teorema: si el punto D1 se toma en la recta paralela a
rectacircuncentrosimetricoO1 pasando por el punto M medio del lado B; C4, entonces el
simétrico del vértice A7 respecto de D7 esta en esa misma recta.

En cierto sentido, las herramientas que se acaban de mostrar son una suerte
de oraculo, al que el usuario debe interrogar: si el usuario pregunta, el oraculo
responde.

Pero las herramientas de razonamiento automatico que estan siendo
implementadas en GeoGebra van un paso mas alla en la mecanizacion del
pensamiento geométrico: se trata de desarrollar un gedmetra mecanico, que debe
ser capaz de observar e indagar de manera auténoma, las propiedades geométricas
de una figura. Esto ya lo hace, en GeoGebra-Discovery, el comando Descubre, pero
s6lo en torno a un punto elegido por el usuario para centrar la tarea de
descubrimiento.

De manera mucho mas general, la version de GeoGebra que se denomina GA
0 geémetra “amateur” *° parte de una figura dada a la que, de manera sistematica y
programada (con el posible control, en un futuro, por el usuario, de algunas
opciones), va anadiendo diversos elementos (por ejemplo, los puntos medios de los
lados de un triangulo dado, las rectas que conectan los vértices con estos puntos

5Disponible en http://autgeo.online/ag/ . Mas informacién en https://github.com/kovzol/ag
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medios, etc.). A continuacion, el GA produce de forma combinatoria --pero que
puede ser controlada por el usuario, para evitar una complejidad exponencial-- una
coleccion de proposiciones relativas a la colinearidad, paralelismo, etc. entre los
diversos elementos existentes (originalmente o afnadidos) en la figura. Finalmente,
este protocolo de generacion de conjeturas aplica las herramientas de razonamiento
automatico para verificar la certeza o falsedad de tales proposiciones.

13:10 Gd 5% & -- Q= %N 96%M 13:10 Gd 5% =l 96% M 1310 Gd 5 & - o=l 96% M
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Figura 8: Tres imagenes de la pantalla de un teléfono mévil, mostrando la ejecucion del
comando Descubrir(B), donde B es el vértice de un cuadrado.

La figura 9 muestra un ejemplo de input del GA. Se trata de un triangulo
arbitrario ABC, con puntos medios de los lados D, E, F, del ortocentro G y de los
pies de las perpendiculares H, I, J. Ademas, se incluyen los puntos medios entre los
vértices y el ortocentro, K, L, M. Finalmente el circuncentro N se incluye como
interseccion de las mediatrices de dos lados. Se trata de que GA encuentre, sin mas
interaccién humana, sin mas pistas, el teorema que establece las igualdades

ND=NE=NF=NH=NI=NJ=NK=NL=NM

esto es, que los puntos D, E, F, H, |, J, K, L y M son conciclicos y que el centro de
dicho circulo es N. Es el bien conocido teorema de los nueve puntos®.

% https://es.wikipedia.org/wiki/Circunferencia_de los _nueve puntos
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Figura 9: Una entrada del GA:Geédmetra Amateur o Automaético.

Ahora el usuario tiene sélo que seleccionar algunas relaciones (de las que
ofrece un pequefio menu de posibilidades que aparece bajo la imagen) que desea
que GA explore. Por ejemplo, elige equality of distances between two points y pulsa
el boton de start discovery. A continuacion, GA produce, en menos de 26 segundos
en un ordenador portatil’, una lista de 129 “teoremas", entre los cuales se
encuentran las igualdades arriba sefaladas, que forman parte de los resultados 64--
71, 84--90, 100--105, 114--118, 120--123, 124--126, 127--128 y 129, tal como se
enumeran en la Figura 10.

Bla~3 004N = e Q

Select relations to check:
Collir

The following theorems can be proven:

1. AE=CE 14. AK=IK 27. BL=GL 40.CM=GM  53. DJ=LM 66. DN=HN 79. EL=FM 92. FH=KL 105. FN=MN  118. HN=MN
2. AE=DF 15. AK=IK 28. BL=HL 41.CM=HM  54. DK=EL 67. DN=IN 80. EM=FL 93. FI=KL 106. GK=IK 119. IK=IK
3. AE=EH 16. BD=CD 29. BL=IL 42. CM=IM 55. DK=FM 68. DN=IN 81. EM=GK 94. FK=GL 107. GK=JK 120, IN=IN
4. AE=EJ 17.BD=DI 30. CD=DI 43. DE=FH 56. DL=EK 09. DN=KN 82. EM=IK 95. FK=HL 108. GL=HL  121. IN=KN
5. AEFKM 18. BD=DJ 31.CD=DJ 44. DE=FI 57. DL=GM 70. DN=LN 83. EM=IK 96. FK=IL 109. GL=JL 122, IN=LN
6. AF=BF 19. BD=EF 32. CD=EF 45. DE=KL 58. DL=HM 71.DN=MN  84. EN=FN 97. FL=GK 110. GM=HM 123, IN=MN
7. AF=DE 20. BD=LM 33. CD=LM 46. DF=EH 59. DL=IM 72. EF=LM 85. EN=HN 98. FL=IK L1 GM=IM  124. IN=KN
8. AF=FH 21. BF=DE 34. CE=DF 47. DF=E] 60. DM=FK 73. EH=E] 86. EN=IN 99. FL=IK 112. HL=JL 125. IN=LN
9. AF=Fl 22. BF=FH 35. CE=EH 48. DF=KM 0l. DM=GL 74. EH=KM 87. EN=IN 100. FN=HN 113 HM=IM  120. IN=MN
10. AF=KL 23. BF=FI 36. CE=EIJ 49. DI=DJ 62. DM=HL 75. EJ=KM 88. EN=KN 101. FN=IN 114. HN=IN 127. KN=LN
11. AK=EM 24. BF=KL 37. CE=KM 50. DI=EF 63. DM=JL 76. EK=GM 89. EN=LN 102, FN=IN 115, HN=IN 128. KN=MN
12. AK=FL 25. BL=DM 38. CM=DL 51. DI=LM 64. DN=EN 77. EK=HM 90. EN=MN 103. FN=KN  116. HN=KN  129. LN=MN
13. AK=GK 26. BL=FK 39. CM=EK 52. DI=EF 65. DN=FN 78. EK=IM 91. FH=FI 104.FN=LN  117. HN=LN

Finished, found 129 theorems among 4095 possible statements.
Elapsed time: Oh Om 26s

Figura 10: Resultados del GA:Geémetra Amateur o Automatico.

7 Por ejemplo, en un Lenovo ThinkPad de 8 nucleos, Intel(R) Core (TM) i7-8550U CPU @ 1.80GHz, con 16 GB
RAM (de 2018).
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Obsérvese que dicha figura, ademas, de modo automatico, representa con el
mismo color aquellos segmentos que tienen la misma longitud, lo que facilita al
usuario el descubrir algunos otros resultados, tal vez, inesperados, como las
igualdades AK=GK=IK=JK de las que se deriva que A, /, J y el circuncentro G son
conciclicos.

3. GeoGebra, una calculadora geométrica en el aula

Es preciso aclarar que, en la versién actual de GeoGebra, el programa no
aporta una prueba visible o legible de la validez de los resultados obtenidos usando
las herramientas DAT: simplemente contesta afirmativa o negativamente o muestra
las condiciones que deben afadirse para que sea cierto un determinado enunciado
geométrico. Pero debe reiterarse que la correccidon de tales afirmaciones esta
matematicamente verificada y es valida en todos los casos, lo que es, tanto
epistemologica como psicolégicamente, una verdad de nivel superior y
completamente diferente a la alcanzada simplemente manipulando una coleccion de
casos particulares obtenidos al arrastrar la construccion dada a diversas posiciones
y observando visualmente que en todos estos casos se verificaba cierta propiedad,
que ha sido hasta la fecha la forma clasica de trabajar con los sistemas de
geometria dinamica.

No es posible, por las limitaciones de extension de este trabajo, incluir mas
detalles sobre otras herramientas DAT en GeoGebra, remitiendo al lector a Kovacs,
Recio y Vélez (2018) para una presentacién completa.

La novedosa tecnologia que se ha descrito en la seccion precedente, aunque
ya fue imaginada en los afios 80 (Howson y Wilson, 1986), tiene aun pendiente el
desarrollo de un marco teorico y de una metodologia sistematica para su aplicaciéon
en el aula, que contribuya a colaborar en la resolucion de viejos, pero vigentes,
desafios en la educacion matematica (Sinclair, Bartolini, de Villiers y Owens, 2016).
Asi se constata que estas nuevas herramientas, ya consolidadas a nivel técnico con
notable calidad, todavia estan en una fase inicial en lo que se refiere a su uso en el
contexto educativo, véanse Kovacs, Recio, Richard y Vélez (2017), Recio, Richard y
Vélez (2019), y Hohenwarter, Kovacs y Recio (2019b), para algunas referencias,
detalles y propuestas.

Téngase en cuenta que el uso de programas de Geometria Dinamica, incluso
sin la inclusion de las herramientas DAT, ya plantea, para algunos expertos (Lin et
al. 2012), determinadas preocupaciones, ante la posibilidad de que el uso de estos
programas conlleve el que los alumnos no sientan la necesidad de realizar
argumentaciones para corroborar aquellas propiedades que ellos ya observan que
se mantienen y visualizan en cualquier figura que resulte de arrastrar una
construccion inicial.

Ahora, a este fendbmeno debemos afiadir el efecto de las herramientas DAT,
que convierten al programa GeoGebra en una suerte de “calculadora geométrica”,
que sefiala a los alumnos cuales son las propiedades que se verifican en una figura
y que responde sobre la certeza o falsedad de aquellas relaciones que el alumno
conjeture. En este contexto, jes posible concitar el interés de los alumnos en la
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busqueda de razones que expliquen que las tres alturas de un triangulo se
encuentran siempre en un punto, cuando su teléfono de bolsillo —con la app
GeoGebra— garantiza ya, con un algoritmo matematico, que si lo hacen? ;Puede
ser atractivo para los estudiantes el calculo manual del producto 2.345 X 678,
cuando saben que su calculadora de bolsillo puede darles inmediatamente la
respuesta correcta 1.589.9107?

La respuesta no esta clara, para los autores de este articulo. Pero piensan que
es urgente abordar su busqueda. Por ejemplo, investigando en un nuevo disefio de
tareas escolares en el ambito de la ensefianza de la geometria, que aprovechen las
nuevas caracteristicas de GGb-DAT, para guiar al estudiante en la busqueda,
formulacion y validacion de propiedades geométricas sobre una construccién dada.

Asi, en Hauer, Kovacs, Recio y Vélez (2018) se esboza ya una aproximacién al
aprendizaje basado en la indagacion (IBL) mediante GGb-DAT, planteando algunas
posibles tareas de investigaciéon abierta en geometria utilizando GGb-DAT,
reflexionando sobre su potencial educativo y sus carencias. El trabajo concluye,
entre otras cosas, que a pesar de que la tecnologia DAT parece estar madura para
soportar dichas actividades, su utilizacion en el aula esta todavia en una fase
experimental, lo que dificulta la propuesta de su implementacion en el aula. Por ello
ese articulo plantea determinadas lineas de trabajo futuro acerca de la integracion
de GGb-DAT en el disefio de tareas IBL, tales como investigar sobre si el uso del
GG-ART como herramienta auxiliar en la experimentacion y formulacion de
conjeturas por parte de los estudiantes, colabora realmente con el aprendizaje por
indagacion, lo que requiere analizar en qué medida se cumplen los criterios para un
IBL valido.

En la misma direccion, en Recio, Richard y Vélez (2019) se describe una
experiencia en esta linea que los autores de ese trabajo han llevado a cabo en sus
universidades (Universidad de Cantabria (Espafa), Université de Montréal (Canadd)
y Universidad Antonio de Nebrija (Espafa)) con 75 estudiantes de cursos de
formacion inicial de profesores de matematicas de secundaria. En primer lugar, los
alumnos recibieron una sesion informativa y practica sobre el uso de las
herramientas de DAT de GeoGebra (unas dos horas de duracién). A continuacion,
fueron distribuidos en grupos de dos o tres alumnos, para que abordaran la
realizacion de una serie de tareas (cuyo contenido detallado puede consultarse en
http://www.geogebraARTexperience.tk ) durante las siguientes dos o tres semanas,
fuera del horario de clase. Por ejemplo, la primera de esas tareas planteaba a los
alumnos la consideracion de la siguiente pregunta:

¢Qué condiciones debe verificar un triangulo para que dos
bisectrices de sus angulos interiores sean perpendiculares? Justificar
y responder a las cuestiones que siguen.

Para abordar tal pregunta el grupo de alumnos fue guiado a través de una
serie de actividades con GeoGebra, que aqui recogemos de modo muy sumario,
tales como trazar un triangulo ABC y las bisectrices de B y C, para luego pedir a los
alumnos que desplacen el otro vértice A y analicen aquellas posiciones en las que
las bisectrices se “aproximan” a una relacidn de perpendicularidad. Tras recoger
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datos sobre la ubicacién 6ptima de A, se propuso a los alumnos usar una de las
herramientas DAT, que senalé que la perpendicularidad se alcanza sélo cuando el
vértice A se encuentra en la misma recta BC (y se trata, por tanto, de un triangulo
degenerado). Por ultimo, se requirié a cada alumno que justificara matematicamente
esta respuesta, concluyendo la imposibilidad de la perpendicularidad de las
bisectrices... etc.

Esta misma mecanica se desarroll6 en las otras dos actividades planteadas: al
alumno se le pidié que dibujara una figura con GeoGebra, que observara, que
experimentara, que preguntara a la maquina, que volviera luego sobre el dibujo y
reflexionara sobre la respuesta obtenida para tratar, con esta ayuda, de encontrar
un argumento geométrico que la justificara.

En general se puede decir que los alumnos reaccionaron con una valoracion
muy positiva (gratamente sorprendidos) ante la presentacion inicial de las
herramientas DAT, pero en el desarrollo de las distintas tareas los alumnos
claramente se encontraban mas comodos usando un razonamiento visual o
mediante argumentaciones tradicionales, mas proximas a su experiencia personal
previa y al peso de la tradicion matematica, que utilizando las técnicas DAT, con un
efecto de black box que les dificultaba aprovechar completamente su potencial de
ayuda al razonamiento.

Por todo ello se quiere concluir este trabajo realizando una llamada a la
comunidad educativa sobre la necesidad de estudiar, en profundidad, el
aprovechamiento de las nuevas herramientas GGb-DAT, lo que tal vez pudiera
conllevar la introduccion de cambios sustanciales en la ensefianza de la geometria,
al igual que la aparicion y generalizacién del uso de la calculadora de bolsillo ha
supuesto —se reconozca o no— una modificacion profunda —aunque aun no
totalmente culminada-- no sélo en cdmo se han de resolver determinados problemas
sino, sobre todo, en qué tipo de técnicas y problemas han de considerarse como
objetivos de una ensefianza de las matematicas que tenga en cuenta las nuevas
tecnologias.

Este es, en definitiva, jel reto que se debe plantear y que aqui se plantea!
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