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Ecuaciones y sistemas de ecuaciones lineales.

Apoyos visuales al resolver problemas
Uldarico Malaspina Jurado
Pontificia Universidad Catdlica del Peru
umalasp@pucp.edu.pe

Problema

Para entrar a ver un partido de futbol, por 1 adulto y 5 nifios menores de 12 arios,
se paga 70 soles; y por 3 adultos y 1 nifio menor de 12 afios se paga 98 soles.
¢ Cuanto se debe pagar por un adulto solo?’

Este problema es una variacion de un problema propuesto por un profesor de la
region Amazonas, del Peru, y para su solucién, asi como de otros problemas que
presento en el articulo, pongo énfasis en el apoyo visual, mediante segmentos
de recta.

El problema, es el numero 7 de la secuencia que presento en este articulo y
surgié como parte de una conferencia sobre creacion y resolucion de problemas
en la ensefanza y aprendizaje de las matematicas, a pedido de profesores de
matematicas de la regibn Amazonas. desarrollada en Julio, en forma no
presencial, por la situacion de pandemia que vivimos. Un antecedente importante
es una charla similar a profesores de primaria.

Experiencia con profesores de primaria

En una charla-taller no presencial, ofrecida a profesores de educacion primaria,
debia ilustrar el uso de la recta numérica en la resolucion de problemas de
adicién y sustraccion. Comencé con un problema muy sencillo, que en este
articulo llamaré Problema 1, y los otros seguiran numeracion correlativa.

Problema 1. Juan se prepara para una carrera y cada dia, por la mafana corre
4 kilometros y por la tarde corre 3 kilometros. ¢ Cuantos kildmetros
corre Juan, en total, cada dia?

Expliqué que resulta util asociar segmentos de la recta numérica a los numeros
dados, considerando un extremo del segmento en el punto que representa al O
y el otro extremo en el punto que representa al numero y mostré la siguiente
representacion, usando los numeros que se dan como informacion en el
problema:

! Se sobreentiende que el precio de la entrada por cada adulto es fijo y, similarmente, el precio de la
entrada por cada nifio.
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Recurriendo a la intuicidn, y siempre buscando interaccién con los profesores,
usé la traslacién de segmentos en la recta numérica para mostrar la siguiente
ilustracién de una solucién del problema:

Kilometros que corre Kilbmetros que corre
Juan por la mafiana:4  Juan por la tarde: 3

—r——
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Kilébmetros que corre Juan
en total, cada dia. Se
deduce que es 7
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Propuse, entonces, un segundo problema, cuya solucion ya no es tan evidente:

Problema 2: Por la compra de un libro y un cuaderno se paga 60 soles. Si por el
libro se paga 50 soles mas que por el cuaderno. ¢ Cual es el precio
del libro y cual es el precio del cuaderno?

Para resolverlo, seguimos relacionando los numeros dados en la informacion del
problema con segmentos asociados a la recta numérica. Como los numeros son
un poco grandes, prescindi de la recta numeérica especifica y usé solo los
segmentos asociados a los intervalos, teniendo en cuenta que por el libro se
paga mas que por el cuaderno. Asi, usé la siguiente representacion,
considerando un segmento de longitud 60, correspondiente al pago total (60
soles), que es la primera informacion que se da en el problema.

Lo que se paga por el libro y el
cuaderno, en total (60 soles)

fr N\

e e

\ y N J
Y ) 4

Lo que se paga Lo que se paga

por el libro por el cuaderno

Nuevamente, apoyado en la intuicidn, usé la congruencia de segmentos para
representar el segmento correspondiente al pago por el cuaderno, como parte
del segmento correspondiente al pago del libro y asi hacer evidente en la
representacion la diferencia de precios del libro y del cuaderno
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Lo que se paga por el libro y el
cuaderno, en total (60 soles)

A
'4 B )
. Lo que se paga
Lo que se paga por el libro por el cuaderno:
A A
’ ‘- -
S
N A J
v v
También representa Diferencia entre lo que se paga
lo que se paga por por el libro y lo que se paga por
el cuaderno el cuaderno (50 soles)

Asi, como la longitud del segmento mas grande es 60 (representando el pago de
60 soles), el segmento que representa los 50 soles de diferencia tiene longitud
50. Por otra parte, los dos segmentos (de color purpura) que representan el pago
por el cuaderno son de la misma longitud, en consecuencia, la suma de las
longitudes de los dos segmentos de color purpura es 10. Por consiguiente, cada
uno es de longitud 5 y representa 5 soles. Asi, el precio del cuaderno es 5
soles y el del libro es 55 soles.

Lo que se paga por el libro y el
cuaderno, en total (60 soles)

\

b 4 v

Lo que se paga por el
cuaderno. (Se dedujo que es
5 soles)

Lo que se paga por el
libro. (Se dedujo que es
55 soles)
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Sugeri que los profesores inventen problemas similares y que me los envien, con
sus soluciones. Ya en la sesidén algunos profesores propusieron verbalmente
algunos problemas, pero fue muy agradable sorpresa recibir, dias después, por
correo electronico, un problema con una solucion similar a la expuesta, enviado
por la profesora Vicky Terrones Salas, que fue creado por ella y — segun me dijo
— a partir de una situacion real, considerando la edad de su sobrina Emily. Lo
copio a continuacion:

Comentarios

Problema 1:
La edad de Emily y Vicky suman 40 afios. Se sabe que la edad de Vicky es 24 afios mas que la edad de Emily.

éCudntos afios tiene cada una?

Edad de Emily y Vicky en total (40 afios) 1
Observemos:

[ \ El segmento que se ve de rojo representa 24

aios, el total es 40 aios; y los dos segmentos

Edad de Vicky azules son de la misma longitud, se deduce

que la suma de los segmentos de azul es 16; y
| | edadde Emily en consecuencia cada uno representa 8 afios.

Asi, la edad de Emily es 8 afios y la edad de
Vicky es 32 afios.

| |

24 afos

Para comparar la edad de Emily con la edad de Vicky, ubicamos el segmento de la edad de
Emily sobre el segmento de la edad de Vicky.

o

Ciertamente, hay otras maneras de resolver estos problemas, inclusive con
apoyos visuales similares a los usados; por ejemplo, en el Problema 2, en lugar
de representar inicialmente el pago total, representar los precios del cuaderno y
del libro:

] -
\ J
Y v
Lo que se paga Lo que se paga
por el cuaderno por el libro

Como lo que se paga en total es 60 soles, ubicamos los segmentos de forma
adyacente y tenemos un segmento que le asignamos longitud 60.
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Lo que se paga por el libro y el
cuaderno, en total (60 soles)

A
‘4 \

w J
h 4

Lo que se paga

por el cuaderno

Lo que se paga

por el libro

Para evidenciar que por el libro se paga 50 soles mas que por el cuaderno,
copiamos el segmento que representa el precio del cuaderno, sobre el segmento

que representa el precio del libro

Lo que se paga por el libro y el
cuaderno, en total (60 soles)

A
‘4 \

Diferencia entre el precio del libro y
el precio del cuaderno (50 soles)

e N\
l
: h 4
Lo que se paga Lo que se paga
por el cuaderno por el libro

Entonces, de manera similar a la solucion expuesta antes, como la longitud del
segmento mas grande es 60; como ya encontramos que una porcion de este
segmento es de longitud 50 (representando los 50 soles de diferencia entre los
precios); y como los dos segmentos (de color purpura) que representan el pago
por el cuaderno son de la misma longitud, se deduce que la suma de las
longitudes de los dos segmentos de color purpura es 10. En consecuencia, cada
uno es de longitud 5 y representa 5 soles. Asi, el precio del cuaderno es 5
soles y el del libro es 55 soles.

Es importante evidenciar la estrecha relaciéon de cada una de las soluciones con
un enfoque algebraico:

Con la primera solucion:

Usamos como informacién de partida que el pago total, por el libro y el cuaderno,
es 60 soles.

Entonces, si y representa el precio del libro y x representa el precio del cuaderno,
tenemos que

y+x=60. (1)

Otra informacion que se da en el problema, es que por el libro se paga 50 soles
mas que por el cuaderno; luego,
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y=x+50 (2)
Reemplazando esta expresion para y en la ecuacion (1), tenemos
(x +50) +x =60;
de donde, 2x + 50 = 60,
2x =10
Y finalmente, x = 5.

Asi, concluimos que el precio del cuaderno es 5 soles y consecuentemente, el
precio del libro es 55 soles.

Con la segunda solucion:
Se usa una variable para representar el precio del cuaderno. Digamos x.

Como el precio del libro es 50 soles mas que el del cuaderno, el precio del libro
sera x + 50. Ahora, usando la informacion que por el cuaderno y el libro se paga
60 soles en total, se obtiene que

x + (x +50) =60,
de donde, 2x+50=60, 2x=10, x=5

y asi, se obtiene que el precio del cuaderno es 5 soles y, consecuentemente, el
del libro es 55 soles.

Es una conjetura a verificar con estudios especificos, que la comprension de las
soluciones algebraicas de los problemas que conlleven ecuaciones de primer
grado, sera mayor en los estudiantes, si previamente han tenido experiencias de
resolverlos usando segmentos de recta, con el enfoque que hemos ilustrado. En
esta linea estan las propuestas en la metodologia Singapur.

Experiencia con profesores de secundaria

Ante la invitacion que recibi de la Unidad de Gestion Educativa Local de
Utcubamba (region Amazonas del Peru) para una video-conferencia sobre
creacion y resolucion de problemas a profesores de matematica de secundaria,
pedi que me enviaran algunos problemas que ellos suelen usar en su region, en
sus clases de matematica, para considerar alguno de ellos, en la video-
conferencia, como problema inicial en la forma de creacion de problemas por
variacion. En esta forma de crear problemas, el nuevo problema se obtiene
haciendo modificaciones a un problema inicial conocido (Malaspina, 2017, 2018).
Para ello, es fundamental resolver el problema dado y luego, preferentemente,
teniendo en cuenta el nivel académico en el que se aplicaria, crear un problema
que ayude a comprender y resolver el problema inicial (al que llamamos un
problema pre, respecto al inicial), o crear un problema mas desafiante que el

problema inicial (al que llamamos un problema pos, respecto al problema inicial).
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Entre los problemas que me enviaron, seleccioné el siguiente, para considerarlo
como problema inicial:

Problema 3. Pedro, Hugo y Olber son 3 estudiantes de la |.E. San Pablo, que
toman desayuno en el kiosco de su colegio. Pedro compra una taza
de quinua con 2 panes con queso Yy paga 3,50 soles. Hugo compra
2 tazas de quinua con un pan con queso y paga 4.00 soles ¢ Cuanto
pagara Olber si compra una taza de quinua con un pan con queso?

Ciertamente, un primer paso es resolver el problema y ante la experiencia
anterior, usando apoyos visuales mediante segmentos de recta, expliqué la
siguiente solucion, previas aclaraciones similares a las hechas para el Problema
2 de este articulo; siempre, buscando interaccion con los participantes, lo cual
se lograba, por el gran interés de ellos.

Lo que paga Hugo por 2
tazas de quinua y 1 pan con
queso; en total (4,00 soles)

Lo que paga Pedro por 1 taza
de quinua y 2 panes con
queso; en total (3,50 soles)

A A
f \ ' 4 \
@ 2'a v 4 w

Lo que se paga por
1 taza de quinua

Lo que se paga por
1 pan con queso

*

\ J
) 4

Lo que se pagaria por 3 tazas de quinua y 3 panes con queso (7,50 soles)

En la ultima representacion, vemos que el segmento de longitud 7,5 es la unién
de 3 segmentos verdes y 3 segmentos purpura. Como cada uno representa el
precio de 1 taza de quinua y el precio de 1 pan con queso, respectivamente,
vemos que 1 taza de quinua y 1 pan con queso se repite 3 veces. Por todo ello
se paga 7,50 soles; en consecuencia, por 1 taza de quinua y 1 pan con queso,
Olber pagaria la tercera parte; o sea 2,50 soles, y asi queda respondida la
pregunta en el requerimiento del problema.

Para ilustrar la creacion de problemas por variacion, pensando en posibles
problemas cuya soluciéon ayude a comprender y resolver el problema dado (o
sea en problemas pre, respecto al problema 3) para estudiantes que se estan
iniciando en la solucion de este tipo de problemas, con este enfoque de
representaciones mediante segmentos, sugeri los siguientes:

Problema 4. (Problema Pre 1) Pedro, Hugo y Olber son 3 estudiantes de la I.E.
San Pablo, que toman desayuno en el kiosco de su colegio. Pedro compra
una taza de quinua con 2 panes con queso y paga 3,50 soles. Hugo compra
2 tazas de quinua con un pan con queso y paga 4,00 soles ¢ Cuanto pagara
Olber si compra 3 tazas de quinua y 3 panes con queso?
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Es claro que, en este caso, lo unico que se ha modificado es el requerimiento del
problema 3, con la intencidon de que el estudiante perciba que lo que se le esta
pidiendo obtener es justamente la suma de lo que han pagado Pedro y Hugo,
pues ellos en total han comprado 3 tazas de quinua y 3 panes con queso. Percibir
esto resulta importante para resolver el problema 3, en donde el requerimiento
es sobre el precio de 1 taza de quinua y 1 pan con queso.

Problema 5 (Problema Pre 2) Para entrar a un estadio. a ver un partido de futbol,
por 2 adultos y 3 nifios menores de 12 afios, se paga 60 soles; y por 3
adultos y 2 nifos menores de 12 afnos se paga 80 soles. ¢ Es verdad que
por 5 adultos y 5 nifios menores de 12 afios se debe pagar 150 soles?

En este caso, se ha cambiado la informacién del "Problema 3, se mantiene el
caracter extra matematico del contexto, pero en una situacion diferente, y el
requerimiento también es diferente, aunque con la misma idea de ayudar al
estudiante a percibir la importancia de sumar adecuadamente, considerando
globalmente la informacion dada. Otra mirada a este problema es concluir que si
por 5 adultos y 5 nifios menores de 12 afios se pagara 150 soles, por 1 adulto y
un nifio menor de 12 anos se pagaria la quinta parte; o sea 30 soles, y esto lleva
a contradicciones en las representaciones que se hagan, con segmentos, de la
informacion que se da en el problema. (jAnimese a hacerlo, estimado lector!)

Pensando en posibles problemas mas desafiantes que el problema dado (o sea
en problemas pos, respecto al Problema 3), siempre, para estudiantes que se
estan iniciando en la solucion de este tipo de problemas y con este enfoque de
representaciones mediante segmentos, sugeri los siguientes:

Problema 6 (Problema Pos 1) Pedro, Hugo y Olber son 3 estudiantes de la I.E.
San Pablo, que toman desayuno en el kiosco de su colegio. Pedro compra
una taza de quinua con 2 panes con queso y paga 3,50 soles. Hugo compra
2 tazas de quinua con un pan con queso y paga 4.00 soles. Cuanto se
debe pagar por una taza de quinua?, ;Cuanto se debe pagar por un pan
con queso?

En este problema, solo cambia el requerimiento, en relacion al Problema 3.
Ciertamente, responder a este requerimiento demanda avanzar mas respecto a
lo obtenido al resolver el Problema 3. Una idea es utilizar esa respuesta (que por
una taza de quinua y un pan con queso se paga 2,50 soles) para reemplazarla
en la informacion dada, por ejemplo, en la compra de Pedro.

Lo que paga Pedro por 1

Lo que se paga por 1 taza de quinua taza de quinua y 2 panes con

y 1 pan con queso (2,50 soles) queso; en total (3,50 soles)
A

T — e — —

Lo que se paga por
1 pan con queso.
Se deduce que es 1,00 sol
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Como un segmento verde y un segmento purpura representan 2,50 soles, en la
representacion de la derecha queda claro que el segmento purpura
individualizado representa 1,00 sol, pues asi se completa el total de 3,50 soles
que paga Pedro. Con este resultado, se deduce que por 1 taza de quinua se
paga 1,50 soles.

Y el siguiente problema es el que figura al inicio de este articulo:

Problema 7 (Problema Pos 2) Para entrar a ver un partido de futbol, por 1 adulto
y 5 nifios menores de 12 afos, se paga 70 soles; y por 3 adultos y 1 nifio
menor de 12 afios se paga 98 soles. ¢ Cuanto se debe pagar por un adulto
solo?

En relacién al Problema 3, se mantiene el contexto extra matematico, pero con
una situacién diferente; en consecuencia, se ha cambiado la informacion y el
requerimiento; mas aun, el total de adultos considerados no es el mismo que el
total de nifios considerados, como ocurre en el Problema 3, con el total de tazas
de quinua y el total de panes con queso, lo cual no permite obtener de manera
sencilla el pago total por 1 adulto y 1 nifo. Por las limitaciones de tiempo, no
pude recoger propuestas de los participantes para resolver este problema
usando los apoyos visuales con segmentos, pero di algunas sugerencias, a partir
de la solucion que yo habia desarrollado previamente, y manifesté mi deseo de
recibir soluciones en esta linea de trabajo, sin recurrir directamente al enfoque
algebraico.

Fue muy satisfactorio recibir la solucion que me envid, de Utcubamba, la
profesora Yanina Condo Llerena, en la que se percibe el uso de la
representacion, mediante segmentos de recta, de la informacion dada, y luego
un manejo interesante de este tipo de representacion. Afade 4 segmentos, que
representan el pago por la entrada de un nifo, a la representacion del pago de
los 98 soles y ahi hace dos lecturas de la misma representacion, usando las
representaciones iniciales de los pagos. Tales lecturas la llevan a expresar el
pago de la entrada de un adulto como una suma de 14 con el equivalente a 2
entradas de nifos. Luego, por reemplazo, obtiene los valores requeridos en el
problema.

A continuacion, copio la solucién enviada.
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Comentarios finales

1. Como lo manifesté al comentar la experiencia didactica con profesores de
primaria, considero también que la comprensiéon de las soluciones
algebraicas de los problemas que conlleven sistemas de ecuaciones de
primer grado, sera mayor en los estudiantes, si previamente han tenido
experiencias de resolverlos usando representaciones de la informacion
mediante segmentos de recta. Estas contribuiran a una mejor
comprension de los métodos en los que se usa la “suma miembro a
miembro en las ecuaciones” y las sustituciones. Ciertamente, son
conjeturas a estudiar con mas detenimiento, pero se tienen ya bases
suficientes para usar otro registro de representacion y no restringirse a la
representacion puramente simbdlico-algebraica.

2. Una tarea interesante, en el marco del desarrollo de competencias
didactico-matematicas de los profesores, es explicitar las interrelaciones
que hay entre las soluciones de los problemas 3 a 7, usando las
representaciones mostradas, y las habituales soluciones simbdlicas,
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algebraicas. Ciertamente, también es una ocasion para hacer esto con
otros problemas creados, que conlleven sistemas de ecuaciones lineales.

3. La participacion entusiasta manifestada por los profesores participantes
en ambas experiencias didacticas a distancia, son una muestra de su
interés por seguir aprendiendo, aun en condiciones tan dificiles como las
que vivimos en la actual crisis generada por la COVID 19, y estimulan mas
el compromiso de matematicos, educadores e investigadores de contribuir
al fortalecimiento de las competencias didactico-matematicas de los
profesores.
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