-
U N I@?N ISSN: 1815-0640
Numero 62. Agosto 2021

REVISTA IBEROAMERICANA D€ EDUCACION MATEMATICA Pag inas 1-25

Se o0s Egipcios tivessem o0 GeoGebra?
Um passeio na historia da raiz quadrada

Liliana da Costa, Jodo Domingos Junior, Daniele Alves

Fecha de recepcion: 27-08-2020
Fecha de aceptacion: 22-04-2021

En este articulo daremos un paseo por algunos métodos utilizados a lo
largo de los siglos para calcular la raiz cuadrada, destacando aquellos
gue valoran su representacion geomeétrica. El método egipcio es el objeto
central de la investigacion. A partir de ella, con la ayuda de GeoGebra,
se formulan algunas conjeturas que luego se demuestran. La
aplicabilidad de estas ideas en el aula puede hacerse en varios
momentos de la educaciéon basica y se hace posible con el uso de
GeoGebra como facilitador en el proceso de ensefianza-aprendizaje.
Palabras clave: Raiz cuadrada, Historia de las matematicas, egipcios,
GeoGebra

Resumen

This paper will take a walk through some methods used throughout the
centuries to calculate the square root, highlighting those that value its
geometric representation. The Egyptian method is the central object of
the research. From it, with the help of GeoGebra, some conjectures are
Abstract formulated and later proved. The applicability of these ideas in classroom
can be done in several moments of the basic education and becomes
possible with the use of GeoGebra as a facilitator in the teaching-learning
process.

Keywords: Square Root, Mathematics History, Egyptians, GeoGebra.

Neste artigo serd feito um passeio por alguns métodos utilizados ao
longo dos séculos para o calculo de raiz quadrada, destacando aqueles
gue valorizam sua representacdo geométrica. O método Egipcio é o
objeto central da pesquisa. Partindo dele, com a ajuda do GeoGebra,
algumas conjecturas sao formuladas e, posteriormente, provadas. A
aplicabilidade dessas ideias em sala de aula podera ser feita em diversos
momentos da educacgéo basica e se torna possivel com a utilizagdo do
GeoGebra como um facilitador no processo de ensino-aprendizagem.
Palavras-chave: Raiz quadrada, Histéria da Matematica, Egipcios,
GeoGebra.

Resumo

1. Introducéo
No atual curriculo de Matematica da Educacdo Basica a referéncia a raiz

guadrada de um namero surge apenas no ambito do estudo dos numeros reais. A
acessibilidade ao uso de calculadoras e outros recursos computacionais fez com
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gue se deixasse de sentir a necessidade do ensino de algoritmos que permitam o
calculo de valores aproximados de raizes quadradas irracionais.

Para um jovem estudante que, para calcular vk (para algum namero real k),
apenas precisa apertar uma sequéncia bem simples de teclas da calculadora do seu
celular, este calculo € um processo que lhe aparece pronto e que |he da a falsa ideia
de que a matematica é algo instantaneo. Devemos instigar no aluno a curiosidade
pelos processos que foram utilizados em outros tempos e por outros povos, e
estabelecer um paralelo com o que a tecnologia nos permite fazer, nos dias de hoje.

Ao levar a Historia da Matematica para a sala de aula, permite-se a criacao de
momentos em que 0S processos particulares da construcdo do conhecimento
matematico por diversos povos ao longo dos séculos sao explicados e
interpretados, numa perpectiva humanista e humanizadora. Assim, a Matematica
revela-se uma pratica coletiva, de trocas constantes, dindmina e dialética e que
permite e inspira uma atividade colaborativa tanto no que se refere ao dominio
proprio como com outras areas do conhecimento e da vida quotidiana.

Segundo D'Ambrosio,

As idéias matematicas comparecem em toda a evolucdo da humanidade,
definindo estratégias de acdo para lidar com o ambiente, criando e
desenhando instrumentos para esse fim, e buscando explicacdes sobre o0s
fatos e fendbmenos da natureza e para a propria existéncia. Em todos os
momentos da histéria e em todas as civilizacbes, as ideias matematicas
estdo presentes em todas as formas de fazer e de saber. (D’AMBROSIO,
1999, p. 97)

E, tendo presente esta ideia, elaborou-se este artigo que podera dar origem ao
desenvolvimento de propostas de atividades a serem aplicadas em sala de aula
para alunos que estejam tanto nos anos finais do Ensino Fundamental quanto no
Ensino Médio.

Na proxima secdo, Representacdes, iremos apresentar parte da discussao
feita por Duval do que se entende por representacdo e da utilizacdo da tecnologia
para explorar diferentes representacdes de um mesmo objeto matematico. Na secéo
seguinte, Processos de determinacdo da raiz quadrada, faz-se uma viagem no
tempo, elencando varios métodos que foram utilizados por diferentes povos, em
diferentes momentos, para o célculo de valores aproximados de raizes quadradas,
dando especial destaque aqueles que utilizam processos de pensamento
geométrico. Na penultima secdo, Como os Egipcios calculavam raizes quadradas, é
dado especial destaque ao processo utilizado pelos egipcios para o calculo de
algumas raizes quadradas, que esta registrado no papiro de Rhind, e colocamos
algumas questfes que serdo comentadas na ultima secdo, Complementando os
célculos dos egipcios. Aqui, 0 uso do método dos egipcios em simultaneo com a
utilizacdo do software GeoGebra conduziu a varios guestionamentos no sentido de
melhorar as aproximacoes obtidas. Algumas desses questionemnetos deram origem
a conjeturas e a proposicdes que sdo por nés provadas. Finalmente, o artigo
termina com Algumas consideracdes finais.
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2. Representacdes

Tanto a significagdo como a representacdo estdo associadas, e dependem,
ndo s6 do sujeito/objeto em si, mas de conceitos, carateristicas e propriedades, de
crencas e convicgbes . Segundo Ribeiro (2008), na literatura, encontramos
referéncia a varios tipos de representacdo: mental, social, visual, espacial, etc. Mas,
todas elas séo, a priori, mentais.

Etimologicamente, ‘representagdo’ provém da forma latina ‘repraesentare’ —
fazer presente ou apresentar de novo. Fazer presente alguém ou alguma
coisa ausente, inclusive uma idéia, por intermédio da presenca de um
objeto. (...)a representacdo é um processo pelo qual institui-se um
representante que, em certo contexto limitado, tomara o lugar de que
representa (Makowiecky, 2003, p.3-4)

Neste sentido, e ainda de acordo com Mackowiecky, pode pensar-se a
representacdo como algo que substitui 0 outro, como a traducdo mental de algo
exterior e que esta diretamente relacionada ao processo de abstracdo, sendo uma
forma de expressar a percepcédo do outro (seja objeto, imagem, palavra). Assim, ela
€ 0 produto do resultado de uma pratica simbdlica ou ndo. “A representacao do real,
ou o imaginario €, em si, elemento de transformacédo do real e de atribuicdo de
sentido ao mundo”.

As primeiras representacbes feitas pelo homem terdo resultado de
conhecimentos que ele foi adquirindo e que terdo surgido da sua vivéncia e da
utilizacdo dos sentidos associados a objetos reais, de conceitos que assim iam
sendo construidos e de saberes reusultantes da pratica, sobretudo no que respeita
a forma e ao tamanho. Por isso, desde a antiguidade, as representacdes sao
utilizadas para resolucéo de problemas do quotidiano.

Muitas dessas representacdes eram registradas em diversos suportes que se
desgastaram e deterioraram e, por esse motivo, bastante informacao foi perdida ao
longo do tempo. Alguns exemplos conseguiram chegar aos nossos dias, com
gualidade suficiente para poderem ser interpretados. Isso ocorreu com as placas de
ceramica da Mesopotamia, gravadas em escrita cuneiforme (c.1700 a.C), que eram
um instrumento de contabilidade, e também com 0s papiros egipcios escritos em
hieroglifos, nomeadamente os Papiros Matematicos de Rhind e de Moscow, que
apresentam alguns problemas aritméticos e outros relacionados a arquitetura e
construcdo das piramides.(Katz, 2010, p. 4-36)

De acordo com Bastos (2016), o homem, jA com posse de um maior conjunto
de ferramentas foi percebendo que as representacfes seriam fruto de “uma
combinacgao entre o real e a imaginacao”. Ja ndo existiam “apenas problemas soltos
a respeito das necessidades humanas, mas um conjunto de caracteristicas que
permitiam estruturar conhecimentos”(Bastos, 2016, p.5).

No Renascimento, com a mudanca de olhar sobre a importancia e o papel do
homem no mundo, as representacdes comecam a ter uma maior relevancia. Flores
indica que

(...) anteriormente o conhecimento do mundo e dos homens estava sob o

poder das entidades religiosas, (...) com a descoberta da razdo o sujeito do
conhecimento passa a conhecer e a representar 0s objetos do
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conhecimento. A questdo da representacdo passa, entdo, a ser
problematizada enquanto expressao iconografica da relagéo entre o sujeito
do conhecimento e o objeto dado a conhecer, criando principios da
representacao sob o] aspecto de fundamento tedrico,
epistemologico.(Flores, 2003, p.116)

Mudado o paradigma, houve também uma mudanca de atitude, o homem
renascentista procura construir o conhecimento, relacionando e explicando
fenbmenos e, também, representando-os. A representacdo passa a ter varias
manifestades e a sua importancia vai sendo reconhecida.

Na matematica, a intuicAo geométrica e o discurso deixam de ser as
referéncias para o conhecimento.

O que se percebe é a presenca de uma organizacdo de signos que traz
para o saber o que seria uma linguagem, os discursos e descricdes em
diferentes linguas (por conta de inimeros povos e culturas) séo traduzidos
por uma uniformidade de simbolos e operagdes” (BASTOS, 2016, p.7).

No campo da geometria, novas definigbes surgiram, e com elas o
aparecimento de novas geometrias que iam para além da percepcdo e das
representacdes imediatas. Com a formalizacdo e teorizacdo da matematica, novas
axiomaticas foram sendo propostas e, desse modo, novos campos de constru¢do do
conhecimento foram surgindo, alguns dos quais propiciam representacdes que vao
para além da intuicdo. Assim, o papel das representacbes em matematica
ultrapassa a mera estruturacdo do conhecimento, contribuindo para avancos e
criacdo de novas areas de estudo e pesquisa. Contudo, certamente elas possuiam
estreita e importante relagdo com o desenvolvimento do raciocinio matematico visto
gue seu papel no processo de ensino-aprendizagem e compreensdo da Matematica
foi, e sempre serd, estimulado e valorizado.

Assim, usando representacfes de um dado objeto matematico, € possivel
reconhecer e estudar as suas caracteristicas e indicar propriedades por ele
satisfeitas e, consequentemente, estruturar novos conhecimentos e, também,
elencar novas representacfes. No entanto, as representacdes mais apropriadas
para servir de base aos raciocinios matematicos tém sido para muitos um grande
problema.

E reconhecido que a pratica de um ensino virado para a automatizacdo e mera
compreensao de noc¢des, recorrendo a uma Unica representacdo, se tem mostrado
inadequada para que haja uma aprendizagem efetiva. O professor precisa criar
contextos que priveligiem conexdes e, também, fomentar o recurso a diferentes
registros de representacdo. Essa coordenacdo surge como condicdo fundamental
para todas as aprendizagens de base. Por isso, € impossivel falar em matematica
sem referir as diferentes representacbes de conceitos e objetos e, ponto
fundamental para a compreensdo da matematica, na distincdo estes e suas
representacoes.

Para Duval (2012) torna-se imperioso distinguir a conceitualizacao que se pode
ter sobre um objeto, das producdes que dele se fazem, ou seja as representacoes
mentais das semidticas. Exemplificando, prossegue
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Uma figura geométrica, um enunciado em lingua natural, uma férmula
algébrica, um grafico sao representagbes semidticas que exibem sistemas
semidticos diferentes. Consideram-se, geralmente, as representacfes
semidticas como um simples meio de exteriorizacdo de representacfes
mentais para fins de comunicacdo, quer dizer para torna-las visiveis ou
acessiveis a outrem. Ora, este ponto de vista é enganoso. As
representacdes ndo sdo somente necessarias para fins de comunicacéao,
elas sdo igualmente essenciais a atividade cognitiva do pensamento.
(Duval, 2012, p. 269)

Um aspeto de primordial importdncia ao ensinar um conceito, e que 0
professor deve ter sempre presente, € que nao se confundam as representacdes
com os objetos matematicos e que estes possam ser identificados por cada uma
das suas possiveis representacdes, tornando-se para isso necessaria a utilizacdo
de um conjunto de varios registros de representacao semioética, destacando: figuras,
diagramas, gréficos, escritas simbdlicas e a lingua natural. Duval salienta a
importancia de “que o objeto ndo seja confundido com suas representacdes e que
seja reconhecido em cada uma de suas representacdes possiveis.” (Duval, 2012, p.
270).

Para que um sistema semiotico seja considerado um registro de representacao
€ necessario reconhcer nele trés atividades cognitivas fundamentais, a saber: a
formacdo de uma representacdo identificavel, o tratamento e a conversdo. A
conversdo, sendo uma transformacdo externa ao registro inicial, e que inclui a
representacdo de uma representacao lingistica ( natural ou simbdlica) em uma
representacao figural ( ilustracéo, gréafico, diagrama) é de primordial importancia.

Mas ndo podemos deixar de ter presente que uma representacdo apenas
refere parte do conhecimento do objeto representado. Assim, “as figuras e, de
maneira geral, todas as representacfes analdgicas, podem representar somente
estados, configuracBes ou produtos de operacdes, ndo acbes ou transformagdes”
(Bresson, 1987, apud Duval, 2012, p. 280). Mas, “as figuras permitem representar a
totalidade de relacbes entre os elementos que constituem o objeto ou a situagao”
(Larkin & Simon, 1987, apud Duval, 2012, p. 280).

Entre as varias conexdes que se podem estabelecer e que privilegiam a
formacédo da representacdo de um objeto no registro figurativo, destaca-se o recurso
a figuras geométricas para ensinar conceitos como fracdes e raizes quadradas,
tradicionalmente associados ao campo numérico. Ao proceder desta forma, atribui-
se novo significado as diversas unidades figurais, subordinando-as aos conceitos
gue estdo presentes nos objetos em analise. Deste modo, as figuras geométricas
saem do seu campo particular e sdo apropriadas por outros campos, tornando-se,
assim, em figuras matematicas, momento em que a denotacdo se sobrepde a
significacao.

O avanco das tecnologias ocorrido nas ultimas décadas facilitou a inclusédo de
midias e softwares no processo de ensino-aprendizagem. Assim sendo, as
representacfes e as visualizacfes geométricas atingiram um patamar nunca antes
alcancado, ndo s6 na qualidade, como também na facilidade de manipulacdo e
construcdo de determinados objetos geométricos. Como exemplo temos o
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GeoGebra® que é um software livre criado em 2001 por Markus Hohenwarter e que
traz aos usuarios a possibilidade de combinar geometria, algebra, graficos e
calculos em um Unico ambiente. Este software possui em sua interface trés areas
para diferentes representacdes dos objetos matematicos: area algébrica, area de
calculo e area grafica. Estas éreas estdo interligadas, permitindo ao usuario
observar, em simultaneo, diferentes representacdes de um mesmo objeto. Um
objeto criado pode ser modificado apds a sua criagdo, 0 que por sua vez acarreta a
mudanca de outros objetos interligados a este. Essa dindmica permite ao usuario
observar como as mudancas feitas em determinada representacdo modificam as
outras representacfes e assim relaciona-las.

Muitos pesquisadores se tém debrucado sobre as potencialidades e vantagens
de usar 0 GeoGebra, entre eles, Petla que afirma

O GeoGebra é um programa bastante intuitivo e autoexplicativo, adequado
a usuario com conhecimentos avancados em informatica ou para iniciantes,
sendo que o conhecimento matematico € o ponto fundamental de sua
utilizagdo. Por ser um software livre ha colaboragdo de varios
programadores inclusive brasileiros os quais disponibilizaram uma verséo
totalmente em portugués, o que facilita muito sua utilizacdo em nosso pais.
(PETLA, 2008, p. 21)

Com tantos recursos, e ainda sendo um software livre e colaborativo, o
Geogebra tem conquistado um espa¢o cada vez maior no meio académico, se
tornando assim um grande facilitador no processo de aprendizagem. Por ser um
software dindmico é no contexo de facilitador que o GeoGebra auxilia na
visualizacdo geométrica dos métodos de calculo da raiz quadrada. Além disso, este
software possui grande potencial para a elaboracéo de conjucturas pela sua relativa
facilidade de manipulacéo.

Atendendo a genialidade de determinadas propostas de resolucdo de
problemas sugeridas por matematicos das civilizacbes antigas, alguns
guestionamentos nos ocorrem, meramente como exercicio de imaginacdo: Se
nossos antepassados tivessem uma ferramenta poderosa como o GeoGebra, como
teriam resolvido alguns desses problemas e que desdobramentos poderiam ter
surgido perante alguns impedimentos? Como o0s diversos conceitos matematicos
evoluiriam e seriam desenvolvidos com a presenca desse software? Qual teria sido
o desenvolvimento do processo de ensino-aprendizagem em matematica?

Um dos conceitos matematicos em que o recurso a diferentes representacées
se revela facilitador de aprendizagem € o de “raiz quadrada de um numero”.

Em lingua natural, diz-se que a “raiz quadrada de um namero ndo negativo €
um outro numero cujo quadrado € igual ao primeiro”. Este mesmo conceito pode ser
representado por recurso a escrita simbolica propria da matematica “dado 4 > o0,
VvA=b desde que p?=4". Esta Ultima igualdade pode ser interpretada como a
representacdo da area, 4, de um quadrado de lado de medida igual a b. Assim, a
raiz quadrada de um numero A (A > 0) pode ser considerada como a medida, b, do
lado de um quadrado cuja area € A,e isto conduz a uma representacdo geomeétrica
daquele conceito. Como refere Pitombeira (2010) “a extracdo de raizes quadradas

1 www.geogebra.org
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sempre despertou grande interesse. Essa operacdo tem nitida importancia
geomeétrica, pois permite calcular efetivamente o lado de um quadrado cuja area é
conhecida”.

O célculo explicito de uma raiz quadrada, comparada as restantes operacées
elementares que conhecemos, € algo bem mais complicado e elaborado. Ao longo
do tempo, ndo s6 os métodos para o calculo aproximado de raizes quadradas, como
também para o célculo exato desses valores, foram desenvolvidos por diversos
povos.

3. Processos de determinacéo da raiz quadrada

Nesta secdo serdo apresentados, de forma sucinta e ndo necessariamente em
ordem cronoldgica, alguns métodos presentes na literatura, para o calculo de raiz
guadrada. Antes de se iniciar a descricdo dos métodos, vale a pena relembrar que
determinar a raiz quadrada de um numero real r > 0, € encontrar um namero real p
tal que p? =r. Além disso, se x e y S80 numeros reais ndo negativos, entdox <y
x? < y%. Para maiores detalhes sobre os métodos apresentados abaixo sugerimos
Lima (2013), Carvalho (2010), Silva (2013) e Katz (2010).

3.1. Algoritmo fundamental

Dado n>0, comeca-se por procurar dois quadrados perfeitos: o maior
guadrado perfeito que lhe seja inferior e o menor quadrado perfeito que Ihe seja
superior. Deste modo é possivel localizar vn entre dois numeros naturais
consecutivos aeb. Seja m=“7”’ 0 centro do intervalo [a,b]. TEeEMOS trés casos a

considerar:

e Se m*<n, tem-se que +n pertence ao intervalo [m,b] e repete-se 0O
procedimento até ao nivel de aproximacao desejado.

e Se m*>n, tem-se que +n pertence ao intervalo [a,m] € repete-se 0
procedimento até ao nivel de aproximacao desejado.

e Se m? =n, 0 valor desejado foi encontrado, ou seja, vn = m.

Observa-se que em cada passo, uma cota superior do erro cometido é a
metade da amplitude do intervalo anterior.

3.2. Método da fatoracéao

Este método baseia-se no Teorema Fundamental da Aritmética. Seja n um
namero real positivo para o qual se deseja calcular a sua raiz quadrada.

2 Teorema Fundamental da Aritmética: Todo niimero natural maior que 1 ou € primo ou se escreve de modo
Gnico como o produto de nimeros primos. Uma demonstracdo desse teorema pode ser encontrada em HEFEZ
(2011).
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Inicialmente, fatora-se o numero n, ou seja, escreve-se 0 nUmero n COMO um
produto de fatores primos.

Note que se n € um quadrado perfeito, entdo os expoentes de seus fatores
primos séo todos pares e nesse caso a raiz quadrada de n,+/n, € um nimero cujos
fatores primos sdo os mesmos do numero n com o0s expoentes divididos por 2:

2a9 20, 20

n=p;, p, pk
com p; nimero primo e «; numero natural, paratodoi = 1,..,k. Assim,

\/_ — pfv’1p;’2 pl‘:k

Caso n ndo seja um quadrado perfeito a raiz quadrada de n sera representada
como um produto de um nimero natural multiplicado por uma raiz quadrada de um
namero menor que o inicial e formado pelo produto dos fatores primos cujos
expoentes eram impares.

_2aq+1 2a,+1 2ap+1
n=mp, P, o Dy

com p; numero primo e «; numero natural, paratodoi = 1,..,k. Assim,

Vno=plpy? . pet[Pip2-- P

Para prosseguir o calculo tera que se recorrer ao processo anterior. No
entanto, os calculos resultantes serdo mais simples do que se esse procedimento
fosse aplicado diretamente ao niumero n.

3.3. Método das Subtracdes

Rampazzo (1985) sugere este processo que é baseado no fato, ja conhecido
dos pitagoricos, de que “podemos formar quadrados adicionando numeros impares
sucessivos a 1. (...) Os numeros impares adicionados encontravam-se na forma em
L geralmente chamada de gnémon” (Katz, 2010, p. 63). Assim, a soma dos n
primeiros nimeros impares é um quadrado perfeito. Ou seja,

1+3+5+-+(2n—-1) = n?

A prova da igualdade anterior pode ser feita por recurso ao principio de
inducao finita ou, como ilustrado na Figura 1, por via geométrica.

B 0 i o

143=4=2° 14+34+5=9=32 143454+7=16=42

Figura 1. Representacdo dos 4 primeiros quadrados perfeitos como soma de nUmeros impares
consecutivos. Fonte: Os autores (2020).

UNI&N NGmero 62- Agosto 2021— Pagina 8



Se os Egipcios tivessem o GeoGebra? Um passeio na historia da raiz quadrada
L. da Costa, J. Domingos Junior, D. Alves

O recurso a este algoritmo sO permite encontrar a raiz quadrada quando o
namero é um quadrado perfeito. Quando tal ndo acontece, ele fornece-nos a sua
parte inteira. No entanto, desenvolvimentos posteriores, que podem ser vistos em
Melo (2016), dao uma forma de se obterem aproximacgdes da raiz quadrada de um
namero utilizando o método das subtracgdes.

De acordo com o método original e com o que foi apresentado acima, para
verificar se um numero natural é ou ndo quadrado perfeito basta subtrair dele a
sucessao de numeros impares (1,3,5,7,...). Isto é, calculando sucessivamente:

n=n-1
nz = n1 - 3
n3 = n2 - 5
ny = nk—i'_ (2k-1)
O algoritmo termina quando n, < 0 e conclui-se da seguinte forma:

e Sen,=0,0 nimero n € um quadrado perfeito e k, numero de subtracdes
realizadas, é a sua raiz quadrada, ou seja, vn = k.

e Se n, <0, 0 nUmero n NAo possui raiz quadrada exata, ou seja, vn €]k — 1,k|.
Contudo, sabe-se que a parte inteira de vn é k — 1.

3.4. Métodos Gregos

3.4.1. Método de Euclides

Este método aparece na literatura associado ao nome de Descartes. No
entanto, Katz (2010, p.93) atribui-o a Euclides, estando presente no Livro Il dos
Elementos e sendo referenciado como proposicao I1-14: Construir um quadrado
igual a uma determinada figura retilinea dada. Em terminologia algébrica, Euclides
gostaria de obter a solucéo para a seguinte equacgao x? = k.

Observando geometricamente esta proposicdo, seja k o valor do qual se
gostaria de obter a raiz quadrada. Numa reta considere 0s pontos 4, B € C, por esta
ordem, tais que 4AB=k e BC =1. Em seguida trace uma semicircunferéncia de
diametro AC. Por B, traca-se a perpendicular ao segmento de reta AC até esta
intersectar a semicircunferéncia, determinando assim o ponto r (Figura 2).

Figura 2. Representacao geométrica da raiz quadrada. Fonte: Os autores (2020).

Note que o segmento BR é a altura do triangulo retangulo Acr, retangulo em R.
Das relagdes meétricas do triangulo retadngulo resulta que BR representa a vk .
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Ressalta-se que este método permite-nos construir um segmento cujo comprimento,
numa dada unidade, tem medida vk, e ndo calcular seu valor.

3.4.2. Método de Heron

Heron de Alexandria (sec | d.C) se destacou pelos seus trabalhos em
Matemética aplicada, seus escritos mostram e enfatizam com maior frequéncia as
aplicacbes praticas em comparacdo ao embasamento tedrico. Heron desenvolveu
um método iterativo para o calculo da raiz quadrada de um namero k, e que consiste
nos seguintes passos:

i) Seja a? 0 quadrado perfeito mais proximo de k.
iy Calcular o quociente de k por a. S

o
a
2

iii) Calcular a média aritmética entre a e o quociente obtido em (ii), obtendo

iv)Vk € o valor obtido em (iii)
k k—a? . a+E
Repara-se que - =a +——, pelo que de (iii) resulta em t=a+

k—a?

2a

Elevando ao quadrado o segundo membro desta igualdade resulta

k—a?\* 5 5 k—a?\* k—a?\?
a+ =a“+k—a*+ =k+
2a 2a 2a

k—a?
2a

Assim, uma aproximacao para vk é dada por vk = a +

Note que o erro maximo cometido nesse processo € tal que

k —a? k—a?
a+ 2 —\/Esl i
2a 2a

O pensamento de Heron, segundo Carvalho (2010), “menciona explicitamente
a ideia de repetir o célculo, a partir do valor obtido anteriormente, a fim de aproximar
tanto quanto quisermos a raiz quadrada procurada.” Deste modo obtém-se uma

sequéncia recursiva a,,, =§(an +ai) gue converge para vk, ou seja, lima, =Vk €
n n—-o
cujos termos séo sucessivas aproximacoes de k.

3.4.3. A escadade Theon

Theon de Smirna apresentou um algoritmo para o calculo da raiz quadrada de
2, que foi generalizado para o célculo de raiz quadrada de um numero natural
gualquer. Tal generalizacéo € apresentada por Carvalho (2010).

O método consiste na definicdo de duas sequéncias definidas recursivamente,
a saber: x,., = x, + ¥u € Ypiq = Xppq + (k= D,

sendo k, 0 numero cuja raiz quadrada se pretende encontrare x, =y, = 1.
E imediato que y,,, = kx, + y,.
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Considere para cadan arazéon, = i—”

n
A sequéncia r, é convergente para um namero r. Ora,

K+
Yn+1 _ kxntyn xn _ ktm k+r

- yn — - '
Xn+1 Xn+Yn 1+E 1+ 1+r

quandon — «

Como limn, = r e limp, = T temos que r=""- e, portanto, r=vk. Os

n—eo n—eo

termos da sequéncia (r;,) sdo sucessivas aproximacoes de Vk.

3.5. Método Hindu

Dos relatos que chegam até nos da matematica hindu, ressalta a sua vertente
aritmética em detrimento de uma abordagem geométrica. Contudo, por volta de
(800-600) a.C., foram escritos na india os Sulbasutras (textos que forneciam
instrucdes cuidadosas de como construir altares para rituais religiosos).

Nesses textos foi proposto o seguinte método para o célculo de v2:
"Aumentada a medida de sua terca parte, e essa terca parte da sua prépria quarta
parte menos a trinta e quatro-ésima parte dessa quarta parte" (Mankiewicz, 2001, p.
40). Na Figura 3 ilustra-se o célculo descrito da afirmativa anterior.

1. 1. 1. 1.
1 1 1

1/3
Figura 3(a) Figura 3(b)

1/3
112 —»I
1/3

112 —

1/

3fa 4 1z =4/ 1/3
Figura 3(c) Figura 3(d) Figura 3(e)

s+ 1fa = 4/3 12/12 4 4f12 + /12 = 15/12

Figura 3. Representacio geométrica para o método hindu no célculo de v2. Fonte: Os autores
(2020).

Sendo assim, o valor dado pela expressdo abaixo era utilizado como
aproximacao para v2, possuindo as cinco primeiras casas decimais exatas.

11 1
AR L i yorrr

Na expressdo anterior, a parcela com sinal negativo se deve a uma
compensacao a fim de se obter uma melhor aproximacdo para raiz quadrada que
sera explicada no exemplo a seguir.
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Baseado no raciocinio entdo usado e descrito por Hogdson (2008, p. 16-18)
serd apresentado a seguir o célculo de v5. Nesse desenvolvimento os erros de
aproximacao para a raiz pretendida serao calculados em diferentes passos para que
seja observada a evolucao das aproximacdes e consequentemente o decréscimo do
erro cometido.

Tendo por objetivo construir um quadrado com &rea igual a 5, comeca-se por
decompor o nimero como uma soma (com o menor numero de parcelas) de
quadrados perfeitos: 5 = 4+ 1. Assim, vai-se partir de dois quadrados com areas 4 e
1 (Figura 4(a)). Esses valores sdo escolhidos pois 4 é o quadrado perfeito mais
proximo e menor que 5. Resumidamente, o método consiste em utilizar a area do
guadrado menor para ampliar o quadrado maior de forma a se obter um novo
guadrado cuja area seja 0 mais préoximo possivel de 5.

Para uma primeira aproximacdo, tome o quadrado menor e divida-o em 4
retangulos iguais (Figura 4(b)). Cada um dos retangulos possui lados de valores 7 e
}le esses retangulos serdo colocados, dois a dois, sobre os lados do quadrado maior

(Figura 4(c)). Faltando, assim, um quadrado de lado i para formar um novo
quadrado de lado 2+‘11, como se Vvé na Figura 4(d).

2

Figura 4(a) Figura 4(b)

1 1 1 1 /4

? /s 2 1/a

Figura 4(c) Figura 4(d)

Figura 4. Representagdo geométrica do erro cometido para o célculo da+/[]. Fonte: Os autores
(2020).

2 . 7 .
A éarea desse novo quadrado excede 5 em exatamente G) . Assim, é preciso

retirar a este quadrado, tanto na vertical, quanto na horizontal uma “tirinha”, ou seja,

para reequilibrar o todo, € necessario “repartir’ a area deste quadradinho ao longo

dos lados do quadrado recortando-o. Desta forma imagine que seja retirada uma

banda de largura x ao longo de cada um dos lados do quadrado tal que a area das
1

duas bandas totalize -, ou seja, 2x (2 + %) —x? = LZ#(1)
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Desprezando o termo x2, obtemos uma equacédo de 1° grau cuja solugéo é #

pelo que a equagdao (7) tem este valor como solugcdo aproximada e
consequentemente obtém-se uma aproximacdo para 5 que sera calculada por 2 +
1 1

4 9x§8

O que ocorreria se inicialmente tivéssemos dividido o quadrado menor em
mais partes? Vamos dividi-lo em 5 retangulos iguais de dimensbes 7 e ;; como na
Figura 5(a). Vamos colocar 4 desses retangulos sobre os lados do quadrado maior
de lado 2 para formar um novo quadrado de lado ’—5’ Do retangulo restante vai ser

retirado 1 quadrado de lado ], restando um retangulo de lados ; e Z. Este quadrado
ird completar o quadrado de lado ’—5’ (Figura 5(b)). O retangulo restante seréa dividido
em 22 partes iguais de forma que estas possam ser alocadas a volta deste Ultimo
guadrado (Figura 5(c)).

Observando a Figura 5(d) nota-se que esta faltando um quadrado de Iado5—25
para ser gerado um quadrado com lado 2+ += =2

55
1 1
1/5
2 2
1 .
2 1/5 2 1/s

Figura 5(a) Figura 5(b)

1

2/55

. . Vs 2/55\ E.
1./5
1
N .
22
10/5 4 1/5 = 115 1/5 110/55 + Ll/55 + 2/55 = 123/55
Figura 5(c) Figura 5(d)

Figura 5. Representacdo do passo a passo para uma aproximacao da+/[]. Fonte: Os autores
(2020).

Este valor encontrado € uma aproximagéo de v5. Contudo, vamos continuar o
processo, para reequilibrar o todo, sendo necessario retirar a éarea deste
guadradinho ao longo de dois lados consecutivos do quadrado. Desta forma,
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imagine que sejam retiradas bandas de largura x ao longo desses lados, tal que a
area das duas bandas totalize (5—25)2 ouseja, 2x(2+1+2)—x* = (;—5)2

Esta ultima equacdo tem como solugdo aproximada xzssxlm que se obtém
desprezando o termo x?>. Logo uma aproximacdo para V5 € dada por 2+§+5—25—
55X1123:2,2362158167. Usando uma calculadora, temos que a /5~ 22360679775 €
comparando com a aproximagao anterior observa-se que as trés primeiras casas

decimais sdo exatas.

3.6. Método Chinés

O método chinés de célculo da raiz quadrada, que se apresenta a seguir, se
baseia na decomposi¢do de um nimero em unidades, dezenas, centenas, etc e no
processo geomeétrico de multiplicacdo por decomposicdo, e que esta na base do
algoritmo ensinado na educacao basica (BARONE, 1983).

Sabe-se que o quadrado de um numero de p algarismos tem 2p —1 ou 2p
algarismos. Reciprocamente, o numero de algarismos da raiz quadrada de um

numero de p algarismos & g, se p € par ou %, se p é impar.

Assim, por exemplo, se n = 273529, k =+/263169 tem 3 algarismos e por isso k =
100.c+10.d +u, com ¢,d e u representando algarismos (c+0). O problema da
determinacéo de k consiste em encontrar c,d e u tais que (100.c + 10.d + u)? = 273529.

Para isso, vai recorrer-se a representacdo geométrica do primeiro membro
desta igualdade: um quadrado de lados 100.c + 10.d + u (Figura 6(a)). Comega-se por
determinar o algarismo de maior ordem, neste caso c. Para isSso procura-se 0 maior
c tal que (100.c)? <273529. Se ¢ =5 obtemos (700.5)? = 250000 < 273529. Faca-se a
diferenca entre 0 namero n = 273529 e (100.5)? obtendo 273529 — 250000 = 23529 que,
na Figura 6(b), corresponde a area do gnémon maior. Para determinar d tem que se
ter em consideracdo a sua presenca em dois retangulos e num quadrado (Figura
6(b)), ou seja, d tem que ser tal que

2.100.5.10.d + (10.d)? < 23529 )

Para simplificacdo de caculos observemos quais valores de d satisfazem
2.100.5.10.d <23529. Esta desigualdade vale para d=0,1,2. Por experimentacao,
vejamos qual é o maior destes valores que satisfaz (2). Ora, se d=2, vem
2.100.5.10.2 + (10.2)% = 20400 < 23529. Assim, conclui-se que d = 2.

Faca-se, agora, a diferenca entre 23529 e 20400, 23529 — 20400 = 3129 que
corresponde, na Figura 6(c), a area do gnémon menor.
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100.c 10.d u 100.5 10.d u 100.5 10.2 i

100.c 100.5 250000 100.5 250000 10000

10.d 10.d 10.2 10000

Figura 6(a) Figura 6(b) Figura 6(c)

Figura 6. Representacdo da decomposicédo em classes para o calculo da /11101, Fonte: Os
autores (2020).

Finalmente, para determinar u tem que se ter em consideracao a sua presenca
em dois retangulos e num quadrado (Figura 6), ou seja, u tem que ser tal que

2.(100.5 + 10.2).u + u? < 3129 3)

Para simplificacdo de caculos vejamos que valores de d satisfazem 2.(100.5 +
10.2)u < 3129. Esta desigualdade vale para u < 3. Por experimentacdo obtenhamos
qual é o maior valor que satisfaz (3). Ora, se u =3, vem 2.(100.5+ 10.2).3 + 3° = 3129.
Assim, conclui-se queu = 3. E araiz é exata: k = /263169 = 523.

De acordo com Hodgson (2008, p.18), se o numero n ndo fosse um quadrado
perfeito, tal ndo seria impedimento para usar 0 mesmo processo, uma vez que “o
algoritmo da, um a um, os algarismos da raiz quadrada, qualquer que seja 0 seu
valor posicional”, a discussao feita “podia ser assim facilmente transposta para o
caso de uma raiz quadrada nao inteira”.

Para finalizar a presente secdo convém referir que a determinacdo da raiz
guadrada de numero que nao seja quadrado perfeito € um tipo de problema que
pode levar a utilizacdo de métodos numeéricos que conduzem a uma solucdo
aproximada, como os metodos des Heron e Theon. Nestes métodos, se incluem os
chamados métodos iterativos, que estdo associados aos conceitos de aproximacao
por repeticdo sucessiva de um processo (iteracdo) e ao de aproximacao local.

Assim, é gerada uma sequéncia de solucbes aproximadas que vao
melhorando a medida que as iteracfes sdo executadas e gque convergem para o
valor procurado. Entre os métodos iterativos, destacamos o método de Newton-
Raphson, o método do ponto fixo, o método da bissecdo e o método dos
babilbnicos.

A implementacéo destes métodos pode levar a calculos fastidiosos que, com o
advento da computacao, deixaram de ser efetuados a mao, fazendo com que suas
solucdes fossem obtidas de forma bem mais rapida. Nao € nosso objetivo fazer aqui
a exposicao desses métodos, a sua explicacdo pode ser encontrada nas referéncias
citadas no inicio da secéo.

UNI&N NUumero 62- Agosto 2021- Pagina 15



Se os Egipcios tivessem o GeoGebra? Um passeio na historia da raiz quadrada
L. da Costa, J. Domingos Junior, D. Alves

4. Como os Egipcios calculavam raizes quadradas

O problema 50 do papiro de Rhind trata de encontrar a area de um circulo,
dado seu diametro, e aproxima-a pela area do quadrado cujo lado é igual agdo
referido didmetro. Uma questao intrigante € saber de onde surge este valor. Ora,
esse valor surge no problema 48 do mesmo papiro, e decorre do célculo da area de
um 6ctogono inscrito num quadrado de lado igual ao diametro do referido circulo. Na
sequéncia do problema 48, ao procurar o quadrado com area igual a do octégono,
surge a necessidade de representar um quadrado de area igual a £, o que equivale

81’
a calcular a raiz quadrada de % (Katz, 2012 p. 28).
Para resolver este problema, os egipcios comecaram por procurar um
retdngulo com igual é&rea. Dos possiveis retangulos por eles conhecidos,

escolheram aquele que tem lados mais préximos, ou seja, cuja forma € mais
proxima do quadrado. Assim, para encontrar um quadrado com area g partiram do
retngulo de lados ;e 2 (Figura 7(a)).

Apos isso, numa tentativa de transformar o retangulo no quadrado desejado,
consideravam no retangulo inicial um quadrado de lado g (0 menor lado do
retangulo), sobrando um retangulo de lados ? e Z (Figura 7(b)). Dividiam o retangulo
restante, de lados g e S em dois retangulos iguais (Figura 7(c)). Em seguida

colavam um destes pequenos retangulos sobre um dos dois lados consecutivos do
guadrado. Originando um gnomon (Figura 7(d)).

Os egipcios néo estavam interessados no calculo da raiz quadrada em si, mas
na sua utilizacdo para obter uma aproximacao para a area do circulo. Apesar do
erro cometido, eles estavam satisfeitos com a aproximacao obtida e consideraram
gue o quadrado de lado g era uma aproximacao suficiente para a area pretendida,

nao se importando com o pequeno quadrado a mais, de area 8—71 Assim, eles tinham

que \/g ~ g esta aproximacao por excesso com um erro inferior a g (Figura 7(e)).
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T/g 2/9

Figura 7(a) Figura 7(b)
/o 1/0 /g /o + Lo =8/g T/a+ /o = 8/9

7/9

1o 1

l/g

Figura 7(c) Figura 7(d) Figura 7(e)

Figura 7. Representacdo do retangulo de &rea — e a decomposi¢do em lados — e —. Fonte: Os
autores (2020).

Apesar de nao se terem encontrado outros exemplos de calculo da raiz

s 21

guadrada, existe num papiro a referéncia que \/% é <. Repare-se que 0 erro

- Ve - -7 2 Ve - -
cometido neste caso é muito grande ja que (2—2’) = %’ Tera sido um erro do escriba

ao fazer a anotacdo? Ou o erro é cometido no célculo pelo método anterior e se
deve ao fato de 67 ser um numero primo o que dificultaria a decomposicdo em
fatores, necessaria para o quadrado inicial?

Esta e outras questbes nos levaram a fazer algumas consideracdes sobre o
presente método e que serdo vistas na proxima secao.

5. Complementando os calculos dos Egipcios

Objetivando refletir sobre os questionamentos feitos na secédo anterior e
ampliar alguns estudos relacionas ao calculo de raizes quadradas utilizando o
mesmo método que o0s egipcios, vamos fazer algumas consideracdes que decorrem
do fato de 3’ =~. Vale ressaltar que o uso de £ e nao da fracdo geratriz ;, por parte

dos egipcios, deve-se a motivos ja mencionados.

Para calcular \/:; se pode pensar no resultado obtido pelos egipcios para \/§

atendendo a que 2 =Ix:, eles partiram de um retangulo de lados =1 por : e

9
obtiveram \/% ~ gcom erro inferior a ?1> Repare-se que pelo fato de g = % =1,k € IN",
gualquer que fosse o valor de k eles obteriam sempre 0 mesmo valor aproximado e
. - A 7 _k
0 mesmo majorante do erro, desde que utilizassem um retangulo de lados ser=1
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Generalizando o raciocinio dos egipcios, pode se enunciar a seguinte

Proposicéo 1: Sejam a,b,k € IN*, com a < b. Se para o calculo aproximado da
\/% se utiliza uma qualquer fragdo equivalente e a decomposicao feita for % e %

entao \/% 2*b & 0 erro cometido é inferior a 2=2

a_ -k _b-a

. b~ bk

retangulo de Iados; =1 e%, obter um quadrado de lado % e um retangulo de lados
b—-a

;—1 e —. Continuando, este reténgulo sera dividido em dois retangulos

congruentes de dlmensoes —=1e22% Um desses retdngulos sera deslocado para

... . k .
Prova: Faz-se inicialmente a dlferenQaE— para, a partir de um

um lado consecutivo do quadrado gerando um gnomon, que difere (b “) de um

(b a)

guadrado de Iado +— completando assim a prova.

Uma pergunta que ocorre, agora, € a seguinte:
Sera que, partindo de uma fracao equivalente a g e usando a construcéao de um

outro tipo de retangulo, se consegue obter uma melhor aproximacéo de \/ge que
minimize o majorante do erro encontrado?

~ ~ k %
Para responder a essa questdo vamos decompor a fragédo ;—k,keIN num
~ . k k . .
produto de duas fracbes da seguinte forma: ;—k=£x;. Partindo, assim, de um

~ . ~ k . .
retangulo de dimensdes % e 5. Para construir o quadrado e posteriormente o

gnomon, tem que ser calculada a diferenca entre o maior e 0 menor lado do
retangulo.

63—k?
ok

. . . . , k
Assim, deve se considerar a seguinte diferenca, em modulo: |£—5| = |
| <2#(a)

Representando graficamente a desigualdade (4) e restringindo apenas aos
nameros inteiros positivos, temos que k = 8 € a Unica solucao (Figura 8).

63—k?

. . . 1
ver o quanto ela permite obter um erro inferior a > | —

_K2
Figura 8. Representacdo grafica das funcdes f(x) = |%| egx) = 2. Fonte: Os autores (2020).

kZ
Algebricamente, o desenvolvimento de (4) € dado por: —= < 83k « 5.
63 — k?
k

-2< <2
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Como k > 0 vem —2k <63 —k* < 2k. De (x) temos que k? — 2k — 63 <0
® )
Assim, o subconjunto dos naturais que satisfaz esta inequacdo € S={k € IN*:
k < 9}. Analogamente, de (x*) temos que k? + 2k — 63 > 0.

Que é satisfeito para s’ = {k € IN*: k > 7}. Qualque valor de s ns’ melhora o erro
encontrado anteriormente, 0 que nNo caso Ocorre apenas com k = 8.

Assim, para calcular a \/:;vamos utilizar f—j iniciando 0 processo com um

retangulo de lados gporg (Figura 9(a)).

Ao construir o quadrado de lado g vai restar um retangulo de dimensdes g por
712 (Figura 9(b)). Em seguida, o retangulo restante € dividido em dois retangulos
iguais de dimensdes g por —, em que um destes retangulos sera deslocado para o

144’
lado adjacente (Figura 9(c)). O que nos leva a obter para a raiz quadrada a fracao %

e um majorante do erro igual a 7’4 (Figura 9(d)).
./ﬁ /'e.

Figura 9(a) Figura 9(b)

-
E 1/144

— 1/144
Y
Figura 9(c) Figura 9(d)

8o

1144 1144

126/144 + 1/144 = 127144

/s

Yiaa —

Figura 9. Retangulo de area— e lados — e —. Fonte: Os autores (2020).

O que foi observado, leva-nos a enunciar a seguinte proposicao:
Proposicéo 2: Sejam a,b, k € IN*, cOm a < b. Se para o calculo aproximado da
\/% for utilizada uma qualquer fragdo equivalente a % e se a decomposicéo feita for % e

%, entdo o valor de k, que minimiza, 0 erro pertence ao conjunto U = {k € IN* : a < k < b}
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e é aquele cujo quadrado perfeito € o mais préximo de ab € um majorante do erro €
|k2-ab|
2kb

Prova: Para construir o quadrado e obter o majorante do erro, faz-se a
diferenca entre o maior e o menor dos lados, que é dada por %—ﬂ Pretende-se
saber quando esta diferenca € menor do que a obtida na Proposicéo 1

ab—k?
kb

Como consequéncia tem-se

a k|__
k bl

b—a
b

ab—k?

b-k? _ b— .
Z <=2 Assim, temosa — b < <b-—a.

kb b
Logo, (a —b)k < ab—k* < (b—a)k
® )
De (»), temos a seguite desigualdade k?+(a—b)k —ab <0. OuU k?—(b+
(—a))k —ab <0

Ou seja, == <

Assim, se ke IN satisfaz a inequacdo, temos que S= {ke IN*: k<b}.
Analogamente, para a inequacao («+), temos k?+ (b—a)k — ab >0

Ou melhor, k? — (a+ (=b))k — ab >0

Assim, se ke IN satisfaz a inequacdo, temos que S'={k€IN*: k>a}. O
conjunto Sns’ # @, se b # a+ 1. Entdo, o valor que minimiza a situagédo proposta esta
neste conjunto. Se sns’' =g, entdob=a+1€k = aOUk=a+ 1.

Para concluir a demosntracdo, temos que o majorante do erro € dado por
b—k? P ~ 2
|a2kb | e o valor de k €]a,b[ que minimiza esta expressao é o valor de k que torna

minimo o valor da expressao |k —ab|, OU Seja, € aquele cujo quadrado € o0 mais
préximo de ab. [

De acordo com o que foi visto anteriormente, observar-se uma melhora
consideravel na aproximacdo para \E ao tomar k =8 em comparacdo ao k = 9 e,

além disso, conclui-se que a aproximacao utilizada minimiza o majorante do erro,
respondendo assim aos questionamentos propostos anteriormente.

Considerando ainda, como referencial, o método utilizado pelos egipcios para
o calculo de raizes quadradas, passamos a analisar a aproximagdo obtida para
raizes cujo radicando é do tipo % coma>beb =+ 0. Sendo assim, as duas

préximas proposicées analisardo esses casos.
Proposicdo 3: Sejam a,b,k € IN*, cOma > b, b =1 € Seja k? 0 quadrado
perfeito mais proximo de a. Se, para o calculo aproximado da va e utilizar a fracédo
. kZ . . kZ ~ kZ
equivalente a x5 e a decomposicdo feita for %e - entdo \/_z% e 0 erro
k2 |

—-a
2k
L p . k?
Prova: Calcula-se inicialmente o modulo da diferenca |7—% =

cometido é inferior a |

|k2—a
k

2
partir de um retangulo de lados % =ke % obter um quadrado de lado m = min {%k}

para, a

~ Kk2— . A T,
e um retangulo de lados m e |T“| Continuando, este retangulo sera dividido em
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. A . ~ k22— A p
dois retangulos congruentes de dimensdes m e |T“| Um desses retangulos sera
deslocado para um lado consecutivo do quadrado gerando um gnomon, que difere
k?-a
2k

k? .
= £=, completando assim a prova.  m

(k;a)z de um quadrado de lado m + |

A proposigao anterior indica-nos um processo para a determinagéo de valores
aproximados de raizes quadradas de nimeros inteiros, no entanto nada garante se
este processo nos fornece a “melhor” aproximacdo. Sabemos apenas, que quanto
mais proximo de k? se encontrar o radicando, melhor sera a aproximacao obtida.
Vejamos os seguintes exemplos:

Exemplo 1: Para a aproximacdo de /24, temos que o quadrado perfeito mais

proximo de 24 € 0 25 =52. Assim, usando 24 = 24 x g = 25—“ X 25—5 iremos obter v24 ~ 25—4+

%:4,9, com erro inferior alio. Repare que a aproximacédo dada pela calculadora
fornece v24 ~ 4,8989794856 ...

Exemplo 2: Para a aproximacédo de 5, temos que o quadrado perfeito mais
préximo de 5 é 4 =22. Assim, usando 5=5x:=2x:, iremos obter V5~ 2+ =225,
com erro inferior a i . Note que o valor fornecido pela calculadora é V5=
2,2360679775 ...

Exemplo 3: Para a aproximacgdo de 2, temos que o quadrado perfeito mais
préximo de 2 é 1 =12. Assim, usando 2 = 2 x - = 2x <, iremos obter v2 ~ 1+ =15, com
um erro inferior a>. Vale ressaltar que ao usar k? =4 =22 viria2=2 x:=2x7, que
origina a mesma aproximacao! Por que ocorreu esta situacédo? Isso se deve ao fato

. - - . . 2— -
de x = 1 e x = 2 serem 0s inteiros que minimizam f(x) = @ Figura 10.

2_
Figura 10. Parte do gréfico da funcao f(x) = u. Fonte: Os autores (2020).

X

Também para o calculo aproximado de 7, ha dois valores inteiros
consecutivos que originam a mesma aproximacdo, o quadrado perfeito 9 (como
indicado na proposicao) e o 8.

Vimos, no exemplo 3, que ao utilizar a proposi¢cdo 3 que ao encontrar uma
aproximacdo para 2, foi obtido 1,5 com erro inferior a 0,5. Porém, a aproximacao
dada pela calculadora é v2 ~ 1,4142135624 ..., pelo que aquela esta longe de ser a
melhor aproximacdo que o método dos egipcios nos permite obter. Ora, 2 = f—: e ao

calcular |2 fazendo a decomposicdo 2 =°%x2% vamos obter [2~2+L1-=1416. Da
12 12 4 3 12 3 12

UNI&N NUumero 62- Agosto 2021- Pagina 21



Se os Egipcios tivessem o GeoGebra? Um passeio na historia da raiz quadrada
L. da Costa, J. Domingos Junior, D. Alves

mesma forma ocorre para 3 = % pois ao calcular \/% e fazendo a decomposicéo % =

2 x 2 vamos obter \/27—4 =24+1-17s.
4 2 8 4

Nos casos anteriores obteve-se uma melhor aproximacdo para o célculo de
raizes quadradas de numeros primos do que a obtida com a proposi¢do 3. Do
mesmo modo, melhores aproximagdes também podem ser obtidas em alguns casos
para numeros compostos, por exemplo, no calculo de 6 pode-se usar a fracao
equivalente = e, fazendo a decomposigdo 2 == x2, vamos obterJ%=§+%=2,45.
Assim, apés varios experimentos efetuados com o GeoGebra surgiram as seguintes
conjecturas:

Conjectura 1: Sejam a,k € IN. Se para o célculo aproximado de va se utiliza a
fracdo equivalente a x% e k =mxn € tal que m, n séo fatores consecutivos de k, com

m < n. Entdo, o valor de k que dever ser escolhido para melhorar a aproximacéo de
va é aquele que minimiza |a x m? —n?|.
Conjectura 2: Se ax 5 for decomposto de forma que axk=mxn e k=pxgq
m

pode-se escrever ax§=(;) () de forma que |———| seja minima, para que o
retancgulo se aproxime do quadrado.

Para finalizar e com o objetido de responder o questionamento feito sobre \/%
vamos enunciar a seguinte proposicao:

Proposicéo 4: Sejam a,b,k € IN*,COMa > b € Seja k? 0 quadrado perfeito mais
préximo de % Se, para o calculo aproximado daﬁse utilizar a fracdo equivalente

ab+k*
2bk?

a _ k? Cx . a _ k? ~ a
— x —e a decomposicao feita for — e —, entdo |-~
b k k b b

e 0 erro cometido é inferior

k*—ab
2bk?

Prova: Considerem-se o0s dois fatores da decomposicdo, calcule-se
L. . . k2 k2-—ab
inicialmente o modulo da sua diferenca, |—— :| 2

retangulo de Iados —, obter um quadrado de lado m = mm{ } e um retangulo

k2’ b
k*—ab
de lados m e |b—k‘j| Este retangulo sera dividido em dois retangulos congruentes de

4_ b A ,
bkaz Um desses retangulos sera deslocado para um lado
2
b
consecutivo do quadrado gerando um gnomon, cuja area difere (ZDk“Z) de um
—ab b+k*
quadrado de lado m + | bkaz =2 b+ >, completando assim a prova. [

A proposicdo anterior nos permite responder, em parte, aos questionamentos

colocados acerca da \F Utilizando a decomposm:ao iz 14—6 e obtem-se E = %+

33_2 ~ 3,90625 e 0 valor dado pela calculadora é 3,905124838.
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Nos varios experimentos efetuados com o GeoGebra sempre testamos o 64—1 e
em nenhum deles foi obtido algum valor proximo de 22—1 Assim, parece ser, 0 engano
do escriba ao efetuar a anotagéo, a razdo mais plausivel.

6. Algumas consideragdes finais

Este artigo se propOs realizar uma viagem pela Histéria da Matematica,
compilando e resgatando diferentes estudos sobre formas de calcular/aproximar a
raiz quadrada de um numero positivo, trazendo também as implicacfes desses
estudos para os dias atuais.

A presenca do pensamento, historicamente produzido e presente na literatura,
constituiu instrumento basal para a generalizagdo de um processo de célculo da raiz
guadrada. Diferentes processos e diferentes representacdes geomeétricas podem ser
usadas para se obter de forma aproximada a raiz quadrada. Além disso, 0 uso de
tecnologias é elemento facilitador do entendimento da esséncia dos processos e
das representacoes.

O desenvolvimento das representacdes tem sido objeto de estudo por diversos
autores e, a partir deles, se pode observar a sua evolugdo historica e a sua
importancia ndo s6 no estimulo ao desenvolvimento do pensamento matematico,
como também, na transposicéo didatica dos objetos geométricos.

Neste contexto, insere-se a utilizacdo dos softwares de geometria dinamica,
(em particular o GeoGebra) que sdo instrumentos que auxiliam o professor e os
alunos ndo soO na visualizacdo geométrica dos métodos, como também por serem
ferramentas de grande valor e importancia para a pesquisa em Matematica.

Dentre os diversos métodos apresentados para uma possivel aproximacao da
raiz quadrada, focou-se no método egipcio, pois além de ser um método de facil
compreensao, permite obter resultados satisfatorios. Recorrendo a utilizacdo do
GeoGebra para a representacdo geométrica, este méetodo pode ser facilmente
entendido por alunos da educacdo basica e ser utilizado em atividades diversas
para sala de aula.

Aperfeicoamentos e generalizacfes desse método foram propostos, baseados
em proposi¢des demonstradas e conjecturas, de forma a que se desse resposta aos
guestionamentos colocados.
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