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Se presenta el disefio e implementacion de una unidad didactica para la
ensefanza de la Combinatoria a un grupo de estudiantes con edades entre
16-17 afios. Los hallazgos muestran que recuperar la teoria de conjuntos
en esta etapa escolar, no conlleva necesariamente a resultados no
deseados y denunciados por Klein (1973). Introducir la teoria de conjuntos
dentro de una coherencia metodologica y articulada previo a la teoria
Resumen | combinatoria, podria favorecer la posibilidad de dotar a los alumnos de
elementos simbdlicos y conceptuales necesarios para comunicar
matematicamente el proceso de resolucién de situaciones combinatorias
propuestas, al tiempo que contribuye a que ellos desarrollen una actitud
positiva hacia las matematicas.

Palabras clave: ensefianza de las matematicas, teoria de conjuntos, teoria
combinatoria.

The design and implementation of a didactic unit for the teaching of
Combinatorics to a group of students aged 16-17 years is presented. The
findings show that recovering set theory at this school stage does not
necessarily lead to unwanted results denounced by Klein (1973).
Introducing set theory within a methodological and articulated coherence
before combinatorial theory could support the possibility to provide students
with the symbolic and conceptual elements necessary to mathematically
communicate the process of solving proposed combinatorial situations
while helping them to develop a positive attitude towards mathematics.
Keywords: mathematics teaching, set theory, combinatorial theory.

Abstract

Neste estudo apresentamos o desenho e a implementacdo de uma
unidade didatica para o ensino da Combinatéria a um grupo de estudantes
entre 16 e 17 anos. Os resultados mostram que a abordagem da teoria de
conjuntos nesta fase escolar ndo gera necessariamente efeitos
indesejaveis como descrito por Klein (1973). A introducdo da teoria dos
conjuntos dentro de uma metodologia coerente e articulada previamente a
abordagem da teoria Combinatéria possibilitaria suprir os elementos
simbdlicos e conceituais necessarios aos estudantes para uma eficaz
comunicagdo matematica com fins de resolugdo da mesma.
Concomitantemente, tal conduta contribuiria para o desenvolvimento de
uma atitude positiva para com a disciplina de Matematica.
Palavras-chaves: Professor de Matematica, teoria dos Conjuntos, teoria

Resumo

U NI@N Numero 62- Agosto 2021 — Pagina 1



Relevancia de la teoria de conjuntos en la ensefianza de las matematicas a nivel de bachillerato para la solucién de
situaciones combinatorias: una experiencia didactica.
A.Malesani y S.Garbin Dall"Alba.

Combinatéria

1. Introduccion

El interrogante acerca de las maneras mas adecuadas de estimular la
generacion de nuevos y mejores matematicos, capaces de impulsar el desarrollo de
esta ciencia tan necesaria para el progreso de los paises y el mejor vivir de sus
habitantes (Chvanova y Garbin, 2017), no es novedosa. Sin embargo, y a pesar de
los muchos debates en torno a la didactica de las matematicas, tendentes a
estimular y fortalecer su consolidacion como disciplina fundamental frente a las
necesidades educativas del presente (Godino, 2010), la emergencia de practicas
escolares alternativas, y los avances logrados por la teoria de la educacién
matematica en las ultimas décadas, ello no significa que todas las aristas
involucradas en la discusidon hayan sido resueltas.

De hecho, resulta en particular significativo que actualmente, y sobre todo en el
contexto iberoamericano, las deficiencias en el aprendizaje de las matematicas a
nivel escolar sean cada vez mayores. En el caso de Espana, los resultados
obtenidos en los procesos de evaluacion nacional no logran superar la media
(OECD, 2019); y estas cifras son similares a las que corresponden a América Latina
(Palafox, 2018; Rivas y Scasso, 2017). De igual modo, son evidentes las dificultades
que confrontan los estudiantes frente al razonamiento formal y la comprension del
lenguaje matematico en la transicién del Pensamiento Matematico Elemental (PME)
al Avanzado (PMA); asi como también la falta de motivacion y el desinterés por el
estudio especializado de esta ciencia y de sus derivas practicas. Y es que, por lo
general, en la ensefianza obligatoria media se emplean lenguajes matematicos poco
rigurosos y no formales, y se reserva para la formacién universitaria el acercamiento
al lenguaje formal y légico matematico. Esto abre una brecha entre la educacion
secundaria y la profesional respecto del aprendizaje de las matematicas. Y pasa por
alto la necesidad de establecer un transito adecuado y no abrupto del PME al PMA,
que involucra un conocimiento previo de la representacion formal de las
matematicas, su lenguaje, formalizacién y demostracién (Garbin y Azcarate, 2011,
Olivieri y Garbin, 2017), y una “gestion” didactica que considere la importancia y
complejidad del proceso.

De cara a esta primera observacion, y en contra del rechazo categorico al uso
de la teoria de conjuntos en la ensefianza preuniversitaria de las matematicas, que
se impuso en numerosos programas a nivel mundial hacia los afos setenta del siglo
pasado a raiz del enfrentamiento irresoluble entre una concepcidén mecanicista de
las mismas y una tendencia formalista (la matematica moderna) ampliamente
influenciada por el grupo de Bourbaki, el presente trabajo propone su incorporacion
como una herramienta para facilitar la resolucion de problemas correspondientes al
area de las probabilidades y la teoria combinatoria. No se trata, por supuesto, de
insistir en el enfrentamiento entre estos dos enfoques que, en cierta medida,
deciden el curso de la ensefianza de las matematicas a lo largo de la segunda mitad
del siglo XX; y que fueron discutidas in extenso por Kline (1976). En palabras de
Sorando (2002), el trabajo de este autor tuvo
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[...] el valor de saber denunciar los errores del sistema
tradicional memoristico y a la vez alertar sobre los nuevos desastres
que la arrolladora modernidad conjuntista traia a las escuelas e
institutos. Al hacerlo se enfrentaba a los defensores de ambos
sistemas. Lo hacia en el momento oportuno, previendo la nueva
situacion. Y no caia en el tono apocaliptico de quien sélo describe
fracasos pasados y predice fracasos futuros, sino que argumentaba
las razones para unos y otros, a la vez que sentaba los principios
fundamentales para la necesaria reforma de la ensefianza de las
matematicas en dichos niveles. (pp.121-122)

Por el contrario, y a partir de una experiencia didactica concreta (Autor, 2018),
nos interesa mostrar que la recuperacion de la teoria de conjuntos es posible y
podria permitir dotar a los estudiantes de elementos simbodlicos y conceptuales
necesarios para comunicar matematicamente el proceso de resolucion de
situaciones combinatoria propuestas, al tiempo que contribuir a que ellos desarrollen
una actitud positiva hacia las matematicas. Sabemos, por otra parte, como han
demostrado Sriraman y English (2010), que ninguna teoria unica es capaz de
solucionar todos los problemas didacticos que intervienen en esa articulacion de
diversas disciplinas que es la educacién matematica.

La teoria de conjuntos se puede entender como el estudio de las propiedades
generales que definen los conjuntos, las cuales son intrinsecas e independientes de
la naturaleza de los objetos que involucren y de las operaciones que puedan
efectuarse entre ellos. Por su parte, la teoria combinatoria es una rama de la
matematica encargada de estructurar modelos capaces de establecer la numeracion
de las diferentes configuraciones que puede tomar algun objeto de un conjunto. En
este sentido, es posible afirmar que la teoria combinatoria es, grosso modo, el arte
de contar los cardinales de cierto tipo de conjunto.

Enumerar los objetos que forman parte de un conjunto implica asignarles un
orden a esos elementos. Este resulta de establecer una correspondencia biunivoca
entre un conjunto determinado y algun subconjunto de los niumeros naturales o,
inclusive, los naturales. Esa enumeracion que se asigna a los elementos de un
conjunto devela la relacidon que existe entre la teoria combinatoria, la teoria de
conjuntos y el concepto de funcion. Dicho concepto esta inmerso en el desarrollo de
la génesis epistemoldgica de la teoria de conjuntos.

El enfoque epistemoldgico que le damos a la unidad didactica, segun una
concepcion discreta (finita) de la teoria de conjuntos, se inspira en el nexo intuitivo
de dicha idea segun fue establecida por Cantor en 1891: “los conjuntos son
colecciones que pueden ser contadas” (Lavine, 2005, p. 13). Para Lavine (2005),
Cantor “[tjratdé a las colecciones infinitas como si fueran finitas, a tal grado que el
mas agudo historiador de la obra de Cantor, Michael Hallett, enfatizo el finitismo’ de
Cantor” (p. 13).

Por una parte, este nexo puede mostrarles a los estudiantes el desarrollo
conceptual de la matematica, su desarrollo epistemolégico y la problematica que
puede generar una definicién erronea (Véase final de la seccion 2.2.). Por otra,
permitirles profundizar en lo que significa resolver un problema combinatorio. Y,
finalmente, adquirir elementos simbdlicos y conceptuales, propios de la teoria de
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conjuntos, que les permitan plasmar y establecer argumentaciones formales en la
resolucion de situaciones combinatorias, como primer paso hacia el transito y
posterior consolidacion del PMA.

La experiencia didactica a la cual hacemos referencia respondié a dos
preguntas fundamentales: a) ¢ Qué disefio didactico permitiria introducir el estudio
de la teoria combinatoria a partir de los referentes tedricos de la teoria de
conjuntos? b) ¢ Qué estrategia de evaluacion permitiria verificar que este método de
trabajo no solo les permite a los estudiantes familiarizarse con el lenguaje
matematico y su simbologia para poder interpretar definiciones, teoremas o
enunciados de problemas, sino que también incentiva en ellos una actitud favorable
hacia las matematicas? A partir de ellas, desarrollamos el planteamiento que nos
interesaba sostener en torno a tres fases, supervisadas y aprobadas por pares,
segun el modelo establecido por la Universidad Simén Bolivar de Venezuela: a)
Disefio de una propuesta didactica, cuyo tema de ensefianza corresponda al
programa vigente de matematicas de Educacion Media General (primeros niveles de
bachillerato); b) Implementacion de la propuesta en una Institucién Educativa con un
enfoque de investigacion-accion dentro del aula de clases; c) Evaluacién del
proyecto implementado mediante el resultado obtenido.

2. Diseino de la unidad didactica

El disefio propuesto para la unidad didactica en la cual se centro la experiencia
que nos interesa discutir aqui se fundamenté teéricamente en los trabajos de Kline
(1973), Sorando (2002) y Contreras (2012), en lo que refiere a la incorporacién de la
teoria de conjuntos para facilitar la resolucion de situaciones combinatorias. Por otra
parte, su estructuracion y formalizacibn metodolégica se basaron en los
lineamientos contemplados por Callejo (1992). Para Callejo, una “unidad didactica”
consiste en:

Una unidad de trabajo relativa a un proceso de ensefianza-
aprendizaje, articulado y completo. En ella se debe precisar por tanto
los contenidos, los objetivos, las actividades de ensefianza-
aprendizaje y las actividades para la evaluacion. Estos elementos
deben tener en cuenta los diferentes aspectos de la clase y
desarrollarlos en funcibn de las, necesarias, adaptaciones
curriculares. (p. 7)

Finalmente, para articular el recurso a metodologias distintas, que responden a
filosofias diversas y a veces contrarias subyacentes a las matematicas, en cuanto al
qué y como ensefar, tomamos en consideracion el esquema de los cuatro
cuadrantes (AQAL) concebido por Ken Wilber, segun su aplicacion al campo de las
matematicas, su filosofia y su ensefianza tal como la desarrollan Chvanova y Garbin
(2017).

2.1. Consideraciones relativas al qué y para qué ensenar

En principio, y de cara a la hipdtesis inicial que manejamos respecto de la
incorporacion de la teoria de conjuntos como facilitadora para la resolucion de
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problemas combinatorios en la formacion matematica preuniversitaria, el disefio de
la unidad didactica que nos interesaba proponer se interrogdé acerca del qué y para
gué ensenar. Y, de manera especifica, nos concentramos en la teoria combinatoria.

Como sabemos, la teoria combinatoria es una de las ramas de la matematica
que se ocupa del arte de contar. En términos generales, esta teoria se imparte en la
educacidon media con el propédsito de ensefiar el Binomio de Newton o de
proporcionar un preambulo necesario para poder abordar con profundidad ciertos
temas de probabilidad y estadistica. Y, en este sentido, el profesor tiende a
entregarles a los estudiantes las formulas basicas de una permutacion (B, = n!), r-

.y L n! . ‘s n!
permutacion o variacion (P, , = Fr)!) y combinacion (C, , = m). A manera de

preambulo, el docente suele presentar estas formulas como una manera de dar
respuesta a situaciones como las siguientes: ;de cuantas formas diferentes es
posible sentar a 7 personas en 7 sillas alineadas?; ;cuantos numeros de tres cifras
se pueden formar con 1, 2, 3, 4, 5 y 67; si se desea preparar una ensalada con
tomate, zanahoria, papa y brécoli, ;de cuantas formas se puede preparar la
ensalada usando so6lo 2 ingredientes? Una vez presentados los problemas, y
después de resaltar las diferencias significativas de la naturaleza de cada uno, el
docente procede a aplicar las férmulas correspondientes.

Ahora bien, aunque reconocemos la importancia de establecer diferencias
concretas mediante la exposicidn de situaciones disimiles, reducir la ensefianza de
la teoria combinatoria a su dimension mas pragmatica puede resultar insuficiente
para desarrollar el PMA y lograr un aprendizaje significativo de los contenidos por
parte de los estudiantes. Por el contrario, consideramos que la ensefianza de la
teoria combinatoria no sélo debe suponer un entrenamiento mecanico de los
estudiantes en la utilizacién de formulas y procedimientos para resolver problemas
al respecto, sino también la generacién de un proceso de comprension acerca de la
naturaleza de lo que se cuenta y el origen de las férmulas que nos permiten
dilucidar lo que se quiere contar. Por otra parte, es importante iniciar a los alumnos
en las maneras de argumentar matematicamente la soluciéon de problemas, tanto a
nivel oral como en la escritura; y reducir el aprendizaje de ciertos contenidos
matematicos a través de limitadas representaciones (ejemplos) de objetos
matematicos restringe una formacién conceptual sélida del esquema asociado al
objeto de estudio. De ahi la importancia y validez de incorporar aspectos vinculados
a la teoria de conjuntos para introducir una adecuada conceptualizacion de modelos
combinatorios. Estos aspectos familiarizan y concientizan a los alumnos acerca del
uso riguroso del lenguaje matematico (su simbologia) para la interpretaciéon de
definiciones, teoremas o enunciados de problemas; y, ademas, inscriben la
significaciéon de cada férmula combinatoria en un cierto contexto conjuntista mas
amplio.

A partir de la introduccién de una serie de nociones basicas de la teoria de
conjuntos, la teoria combinatoria aportaria una serie de procedimientos capaces de
facilitar el calculo de los cardinales que los integran. La explicacion, entonces,
podria redefinirse de la siguiente manera:

Sea P, P,, ..., P, una sucesion de conjuntos finitos, con interseccién diferente
de vacio dos a dos.
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Se define el conjunto producto cartesiano como:
PyxPyxP3x ... xP = {(p1, P2, - Pk):P1 € PLAD2 € P, A .. A Dy € Py)}

Y su cardinal #(P;xP,xP;x ..xP) es igual a: #(Py) - #(P,) - #(P3) - ... #(Py) =
nyn,ns - ...- N, cuya demostracion esta fundamentada en el método inductivo, y
cuyo caso base (k=2) consiste en construir una especie de arreglo o rectangulo
formado por los elementos de P, xP,. Para luego proceder a multiplicar el numero de
elementos que contiene la fila, por el de las columnas; donde luego se establece la
hipétesis inductiva para k = n y por ultimo se demuestra facilmente para k = n + 1.
Este resultado nos permite enunciar y justificar la siguiente afirmacion: “Si una tarea
se realiza en “k” etapas y cada etapa se puede realizar en una cantidad finita de
pasos: P, en n; pasos, P, en n, ,y asi sucesivamente hasta P, en n, pasos ,
entonces la tarea completa se puede hacer en n;n,n; - ... n, formas posibles”. Esto
lleva el nombre del principio del producto el cual se puede tomar como definicion
gracias a la técnica desarrollada en la demostracion de: #(P;xP,xPs;x ...xP;) =
[Ii=1nx - En virtud de lo anterior, resulta casi de manera natural hacer uso del
principio del producto y definir la expresién n!, desde la siguiente situacion
concreta: ¢de cuantas maneras distintas se pueden sentar n personas en n sillas
alineadas?

n!
(n=r)!
situacion: ;de cuantas maneras diferentes se pueden extraer r elementos de un
conjunto de n elementos? Utilizando el principio del producto se obtiene que
Pnr)=nn—-1)(n—-2)(n—3)-...-(n—(r+1)); y luego, si se multiplica la
igualdad por (n—r)! Y asi se obtiene el resultado deseado a través de las
manipulaciones algebraicas apropiadas.

Por otro lado, también se puede deducir la férmula desde la siguiente

! . .
basta con introducir la

n
(n—=r)lr!
necesidad de contar: el numero de subconjuntos que se pueden forman, sin
importar el orden de estos, de r elementos de un conjunto A de n elementos; donde

C,r sera ese numero de subconjuntos. En virtud de la definicion, resulta casi
. . . . P(nr) | .
inmediato afirmar que : P(n,r) =r!-Cy, => Cy, = —= lo cual es cierto, ya que
si se multiplica el nUmero de combinaciones, por la cantidad de configuraciones en
que puede permutar cada subconjunto de A de r elementos, en efecto se obtiene

B, como resultado de ese producto. De esta manera, si el resultado se sustituye en

, P(n, . e e
la formula de P(n,7) en C,, = (:T) , se efecttia la division y obtenemos que

n!

T (n—r)lrl”

Finalmente, para obtener la férmula de

En este orden de ideas, y a fin de que los estudiantes puedan aprender el
contenido de teoria combinatoria desde el enfoque antes explicitado, decidimos
desarrollar la secuenciacion por modulos de los siguientes contenidos:
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Modulo (1): Preliminares de Teoria Concreta de Conjuntos
Definiciéon de conjunto

Conjuntos definidos por extensiéon y comprension

Cardinal de un conjunto

Relacion entre conjuntos

Relacion entre el concepto de funcién y cardinal

Diagrama de Venn

Operaciones de conjuntos: Unién, Interseccioén, Diferencia, Diferencia Simétrica y Complemento
Repaso de las nociones del concepto de funcion

Médulo (2): Teoria Combinatoria

Principio del producto

Principio de la suma

r-Permutaciones

Combinaciones

Binomio de Newton

Consecuencias del Binomio de Newton

Tabla 1. Médulos y Contenidos trabajados en la Unidad Didactica

2.2. Consideraciones relativas al como ensenar y las estrategias a
implementar

La unidad didactica se diseiid con un enfoque de metodologia sistémica, la
cual incorpora aspectos y momentos especificos diferenciados de tres métodos
complementarios, segun se expone a continuacion:

a) La clase magistral: es frecuentemente elegida por el docente ya que, en
alternancia con otros modos, permite fomentar la competencia sana entre los
alumnos mediante juegos y discusiones, abarcar un numero significativo de
contenidos en un tiempo relativamente corto e incorporar diferentes
modalidades de trabajo. Al respecto, puede consultarse el texto de Lépez
(2002), en el cual el autor cita a diferentes tedricos que reflexionan sobre el
tema. Estos aportan definiciones relevantes de la clase magistral y destacan
las posibles ventajas y desventajas de la metodologia.

b) El trabajo cooperativo: es una metodologia basada en el trabajo de pequefios
grupos con la finalidad de resolver una tarea, un problema o consolidar un
objetivo en comun. Resulta interesante debido a que, mediante la
colaboracion e inclusive la confrontacion entre los participantes, estos tienen
la oportunidad tanto de construir ciertas partes del conocimiento, como de
fijarlo y transmitirlo a través de la interaccion colectiva. Ademas, es positivo
para promover el desarrollo de las destrezas sociales de los alumnos
(Berenguer et al., 2000, pp.1-4).

c) La clase invertida: es una metodologia de trabajo que tiene la particularidad
de intercambiar los roles del docente y del alumno. Esta innovadora
metodologia educativa nos interesa en particular porque le proporciona al
alumno mayor oportunidad con respecto al tiempo que necesita para asimilar
los contenidos planteados por el docente (Barreras, 2016, pp. 173-196).

Segun Lopez (2002), los métodos educativos cumplen la funcién de estructurar
los contenidos en el proceso de ensefanza-aprendizaje. Y, como sehala Amat
(2002), a cada profesor le corresponde seleccionar y combinar aquellos métodos
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que permitan aumentar la probabilidad de éxito de los objetivos educativos
planteados, en funcion de las destrezas de sus alumnos y de la naturaleza de los
contenidos curriculares previstos. Desde esta perspectiva y como lo escribimos en
sesidn anterior (2) para articular de forma sistémica las metodologias distintas, que
responden a filosofias diversas y a veces contrarias subyacentes a las matematicas
tomamos en consideracion el esquema de los cuatro cuadrantes (AQAL).

La metodologia sistémica, entendida como el conjunto de interconexiones
entre las diferentes situaciones matematicas y las evaluaciones disenadas para
constatar su aprendizaje, supone que cada parte del disefio engloba al siguiente en
funcidén de su aplicabilidad y de las diversas formas (contextos) de ejercitacion y
evaluacion. En vista de ello, el primer médulo de la unidad didactica enfatizd
aquellas estrategias que permitian desarrollar diferentes habilidades sociales en los
estudiantes, fundamentales para su desenvolvimiento en el segundo maédulo. Este
ultimo, de mayor grado de dificultad, por ser un modulo de aplicacion de
conocimientos, cuyos problemas son de tipo algoritmico, de repeticion o de
traduccién simple/compleja, y de procesos o situaciones reales (modelado a partir
de algun contexto especifico), exigia herramientas de caracter mas individual.

La planificacién de la propuesta didactica estuvo conformada por 16 disefos
didacticos que se clasifican en tareas, actividades y rasgos manifiestos como se
expone a continuacion:

e Tarea: situacién didactica elaborada en casa de forma individual o en grupos
pequenos.

e Actividad: situacién didactica elaborada en el aula de clase de forma
individual, en grupos pequefios o en grandes grupos.

e Rasgos: evaluacion del comportamiento del alumno basado en los acuerdos
establecidos en el primer dia de clases a manera de “Contrato Didactico” entre el
docente y los estudiantes:

a) Estudiar matematica es algo que esta vinculado con la disciplina; por lo tanto,
un alumno que se desenvuelve de manera consona con este item debe: ser
puntual con la hora de llegada a la sesion de clase; seguir las instrucciones
impartidas para el desarrollo de cada tarea o actividad propuesta; demostrar
dominio tedrico y practico de la materia y prestar atencion en clase y no
utilizar el tiempo de la asignatura para la elaboracion de trabajos de otras
materias o para terminar trabajos de la materia asignados para la casa.

b) Estudiar matematica tiene que ser un acto de responsabilidad y constancia.
Sélo asi se podra entender el verdadero significado que esconde la
matematica. Por lo tanto, un alumno que se desenvuelve de manera cénsona
con este item debe: manifestar su interés por la materia mediante la
elaboracién de los ejercicios asignados en la Guia (entregada el primer dia
de clases) y estar en pleno conocimiento de las entregas establecidas en el
plan de evaluacion.

c) Las acciones del alumno se consideraran apropiadas, si y solo si benefician a
sus companeros o lo benefician a si mismo. Por lo tanto, un alumno que se
desenvuelve de manera cénsona con este item debe: relacionarse de forma
ecuanime y cordial con sus compaferos y con el docente; respetar su
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proceso de aprendizaje y el de sus compafieros; cumplir con el reglamento
interno de la institucion o manual de convivencia.

d) La nota que califica al estudiante es directamente proporcional al esfuerzo y
dedicacion demostrados en las evaluaciones individuales y grupales.

El plan de evaluacién disefiado en funcidn de estas consideraciones se expone

a continuacion:

Tipo de Estrategia Elaboracion % Modalidad
SN Finalidad de la Estrategia en COUELED
Actividad # (1): ) ] o
Aplicacién del | -Determinar la actitud inicial de
cuestionario de actitud | los  estudiantes  hacia la
hacia la matematica, | Matematica.
institucionalizacion Y | -Definir el  contexto  de
construccion del contrato | ensefianza y de aprendizaje . o
didactico con  los | junto con los alumnos. Aula declase | 0% Individual
alumnos, proyeccion de
dos materiales audio | -Introducir 'y motivar  la
visuales. importancia de la matematica en
nuestras vidas.
Actividad #(2): Manejo
de los conceptos de o i En grupos
teoria de conjuntos a Famlllarlzgr’a. los estudiantes Aula de clase de 3y los
través del lenguaje escrito | cOn las dinamicas cooperativas (trabajo alumnos
(sin simbologia gn|2|tt[(;(rzlnu:2?ra::aornceptualmente cooperativo) | 3% | determinan
matematica). : los grupos
Tarea #(0): Investigar el
significado de cada
simbolo  matematico @ | Familiarizar a los estudiantes
utilizar —en el curso, | con |a notacion de operadores y
mediante una tabla de | conectores logicos y su| Casa(clase 20, Individual
Zlorr(;gglgs facilitada por el | significado. invertida)
Tarea # (1): Elaborar una
carpeta, cuya portada . )
contenga un dibujo que Permitirle al estudiante
teoria combinatoria. intuitiva. invertida)
:;:gﬁa# (2): Ig(\a/estlgarlolz Introducir a los estudiantes en el
matematicos Ramanuian contexto histérico, informacion | Casa (clase 39 Individual
jan, personal de los personajes y invertida) °
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Littlewood, y Hardy. lineas de investigacion.

Tarea #(3): Elaborar un

ensayo referente al video | Mostrar al alumno la importancia

La razon de oro y |de la matematica en la vida

responder las preguntas | cotidiana de los seres humanos | Casa (clase 0 o

planteadas. y como ha ido evolucionando a | inyertida) 3% Individual
lo largo de la historia.

Tarea #(4): Elaborar un | Adquirir un glosario que

trabajo de investigacion | sintetice, de forma ordenada y

con base en una lista de | estructurada, todas las

videos referentes a teoria | definiciones, propiedades de los | Casa (Clase | go Individual

de conjuntos. objetos, simbolos logicos y | invertida)
conjuntistas.

Actividad #(3): | Recapitular y remediar posibles

Realizacion de un | esquemas mal formados En grupos

esquema referente a los | asociados a la estructura de 3ylos

conceptos  relacionados | conjuntista de los sistemas | Aula de clase alumnos

con los conjuntos | numéricos  vistos en el (trabajp 3% | determinan

numéricos. bachillerato, desde la 6ptica de | cooperativo) los grupos
la teoria de conjuntos.

Tarea #(5): Elaborar un

trabajo referente a los

videos del médulo (2), a

partir de las siguientes

preguntas: ;Qué son

axiomas? ;Qué es un

teorema? ;Qué es un

Corolario? ¢, Te | Determinar qué  conceptos

imaginabas que el hacer | formaron los alumnos, después | Casa (trabajo En grupos

matematicas era como se | haber visto de la pelicula E/| cooperativo) 4% de 3yel

pudo observar en la | hombre que conocié al infinito. docente

pelicula? ¢Por qué? Y, determina

por ultimo explica: ¢qué los grupos

entiendes  por  hacer

matematica? y ¢qué tan

importante es el rol de un

matematico en nuestra

sociedad?

Actividad #(4): | Recapitular e intercambiar los

Ejercitacion del lenguaje | conceptos desarrollados en la

matematico mediante la | tarea #(5) aplicados al contexto _LOS

simbologia de la teoria de | particular de la Actividad # (4); Aula de misSmos

conjuntos.  Continuacién | cuyo fin ulterior es trabajar y Clas<_a grupos de

de la Actividad # (2). practicar en el intercambio de (trabajo 6% la
informacion  matematica de | cooperativo) Actividad #
forma oral y escrita. 2)

Actividad #(5): | Determinar el  nivel de | Auladeclase | 5% | Engrupos

Interrogatorio ludico | aprendizaje a nivel grupal que de7yel
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referente a la teoria | han alcanzado los estudiantes y docente
desarrollada en los | brindarles el espacio para que determina
trabajos #4 y #5 y trabajo | restructuren, debatan y ejerciten los grupos
con la guia de ejercicios | el conocimiento asociado a las
practicos que fueron | estructuras  cognitivas  que
entregados el primer dia | vinculan este contenido.
de clase.
Tarea #(6): A partir de la
proyecciéon de la pelicula | Concientizar a los estudiantes
El hombre que conocié al | de la importancia del rigor en la
infinito, elaborar un | escritura de la matematica, la
ensayo argumentativo en | importancia de las definiciones
tomo a su . postura | bien planta'd_as y la |mpqrtan0|a Casa 6% Individual
referente a lo visto y a | del matematico en la sociedad y
algunas preguntas | su rol en la ciencia.
facilitadas por el docente.
Actividad #(6):
Evaluacion  escrita e | Determinar el nivel de
individual referente a todo | apropiacién  los  conceptos . o
al modulo de teoria | basicos y notacion conjuntista. Aula declase | 15% | Individual
concreta de conjuntos.
ACt'V'd".‘f’ . #(T): Determinar el nivel de destreza
Evaluacion  escrita e o .
o adquirido por los estudiantes en
individual referente al t . .
. .| la resolucién de situaciones
maodulo de teoria . L
) N asociadas al principio del
Combinatoria: principio de
producto y de la suma vy
la suma y del producto, dest lgebrai d
calculos con n-factoriales es rez_as algebraicas e Aula de clase 15% Individual
. operaciones con n!,
y r-permutaciones.
Actividad #(8):
Evaluacion  escrita e
individual referente al
modulo de teoria | Determinar el nivel de destreza Individual,
combinatoria: problemas | adquirido por los estudiantes en pero fue
de los diferentes modelos | el modelaje de situaciones | Auladeclase | 15% | adaptada
combinatorios y calculos | combinatorias y aplicacion del para
de polinomios de la forma | Binomio de Newton. hacerse en
(x +a)*, mediante la parejas.
féormula del Binomio de
Newton.
Rasgos: Evaluacion del | Incentivar al estudiante para que
comportamiento a lo largo | su conducta sea cénsona a la
de todo el trimestre y | establecida en el contrato
segunda aplicacién del | didactico y determinar la actitud | Ay|a de clase | 10% | Individual
cuestionario de actitud | final de los estudiantes hacia la
hacia la matematica. matematica

Tabla 2. Estrategias evaluativas disefiadas para la unidad didactica

En funcién de los requerimientos del centro educativo en el que se ejecutaria la
unidad didactica propuesta, todas las actividades y tareas sugeridas tuvieron una
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ponderacion independientemente a su finalidad, a excepcion de los test de actitud
hacia la matematica. Los porcentajes se ajustaron en funcion del objetivo
perseguido por la implementacion de la estrategia, la modalidad de trabajo, la
dificultad y el lugar en donde se desarrollaria la misma. Por otro lado, el criterio de
eleccion de los porcentajes respondid al grado de dificultad matematica de la
actividad, la finalidad y la modalidad de elaboracion de la misma.

2.3. Consideraciones relativas a los aspectos motivacionales

El disefio de la unidad didactica contempld, adicionalmente, algunas
actividades y tareas tendentes a generar una conciencia en los estudiantes acerca
del desarrollo conceptual de la matematica, su especificidad epistemologica y los
problemas que puede acarrear una definicion mal estructurada. Al mismo tiempo,
esta conciencia suponia también adquirir una actitud positiva y entusiasta hacia las
matematicas y su aprendizaje. Como sefalan Moreno et al, citando a Wise, Spinder,
De Wit y Gerber (2018), “los estados emocionales positivos activan los llamados
nucleos dopaminérgicos [...] favoreciendo el aprendizaje” (p. 5).

A fin de que los estudiantes pudieran asumir su contacto con la matematica de
una manera divertida y relajada, se propusieron la Actividad # 1 y las Tareas #1, 2y
6 (Tabla N°2). Asimismo, estas estrategias permitian comunicar algunos aspectos
historicos de la disciplina y justificar la importancia de aprender a manejar su
simbologia. El disefio incorporé dos sesiones dedicadas a la proyeccion de
materiales audiovisuales. La primera, posterior a la presentacion del curso, la
realizacion del test inicial de actitud hacia la matematica y de los acuerdos pactados
en el contrato didactico, se organiza a partir de la proyeccion de dos documentales:
El mundo de las matematicas de Donald y Grandes temas de matematica, los
cuales hablan del desarrollo de las matematicas hasta el presente, su relacién con
el arte y la naturaleza, y su presencia en la vida cotidiana. La segunda, al final del
primer médulo (Tabla N°1), gira en torno a la proyeccion de la pelicula EI hombre
que conocia el infinito (2015), sobre la vida y la obra del matematico hindu
Ramanujan. La pelicula trasluce un aprendizaje relevante sobre la diferencia entre
un experimento (numérico) y una demostracion, el lugar problematico de la intuicion
en la generacion del conocimiento, el valor que tiene compartir los hallazgos entre
pares, y la importancia de aprender a transmitir los resultados matematicos,
defender y argumentar las propias aseveraciones y no dejarse llevar por creencias
religiosas o prejuicios culturales.

3. El contexto y los participantes

La unidad didactica disefiada se implementé en un grupo de 20 alumnos del
ultimo afno de secundaria (16-17 anos), pertenecientes a un centro educativo
privado, adjunto a la Universidad Simén Bolivar (USB). En este centro de
ensefanza, Unidad Educativa de la Universidad Simén Bolivar, un 40% del
alumnado son hijos de profesores de la universidad, 40% hijos de empleados
administrativos de la misma institucién, 12% hijos de su personal obrero y 8%
provenientes de otros sectores de las comunidades adyacentes.
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Debido a la lejana ubicacion de la Unidad Educativa respecto al centro
urbanizado de Caracas, el 45 % de los alumnos usan el transporte que provee
gratuitamente la USB para poder llegar a clase y el resto es acompafado por sus
padres mediante el uso de vehiculos propios. Esta informacién es relevante debido
a los frecuentes disturbios sociales (manifestaciones publicas, protestas y/o
huelgas), deficiencias de unidades de transporte publicas o privadas, que hacen
inestable cualquier planificacion y realizacién efectiva del horario de clases. De
hecho, las actividades previstas y planificadas en el “laboratorio tedrico” (Primera
fase), tuvieron que ser modificadas y reajustadas.

Por otra parte, los alumnos no tenian experiencia en cuanto a la metodologia
de “clase Invertida” ni tampoco al “trabajo cooperativo”. Estaban acostumbrados a
evaluaciones y actividades de caracter psicométrico y no de caracter formativo o de
refuerzo; la mayoria de los porcentajes de sus evaluaciones, en matematica, estaba
entre 15-20% del total de nota acumulada; estilo que dificulta una evaluacién
multidimensional.

La aplicacién de la unidad didactica se inicio el 1 de enero de 2018 y finalizé el
21 de marzo del mismo afo, con dos sesiones de trabajo semanales de 90 minutos
cada una.

4. Instrumentos de recopilaciéon y analisis de datos

El analisis de la experiencia didactica se articula a partir de dos instrumentos
de recopilacién y procesamiento de la informacioén. El primero de ello, cuantitativo,
esta constituido por las calificaciones finales obtenidas por los estudiantes a partir
de la implementacion del disefio de evaluacion, y las que corresponden al lapso
escolar anterior (Tabla N°3). El segundo, cualitativo, contempla los errores
cometidos por los alumnos en relacion a los temas trabajados sobre teoria
combinatoria; y su categorizacion se basa en el trabajo de Navarro-Pelayo y otros
(1998) (Tabla N°6). Asimismo, el analisis permite observar y valorar la capacidad de
comunicacion matematica formal de los estudiantes al cabo de la experiencia
didactica.

En cuanto a la actitud de los alumnos hacia la matematica el test de Fennema
y Sherman readaptado por Doepken et al. (2013) nos permite identificar los cambios
producidos después de la experiencia. Dicho instrumento posee coeficientes de
fiabilidad desde 0,86 hasta 0,93. Ademas, las expresiones de inconformidad, quejas
y cuestionamientos expuestos por los alumnos durante la implementacion de la
unidad didactica arrojan datos cualitativos relevantes al respecto.

5. Algunos hallazgos
5.1. Calificaciones de los alumnos

En la Tabla N°3 podemos observar los resultados estadisticos aplicados a las
calificaciones de los estudiantes. Al comparar las calificaciones observamos: un

incremento de la media en 0.35 puntos; un descenso de la moda en 3 puntos; un
descenso de la mediana en 1 punto; un incremento de 1 punto con respecto a la
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minima nota y la equiparacién de la maxima calificacion obtenida en la experiencia
didactica.

Calificaciones finales del Calificaciones finales del
Indicadores grupo de alumnos al final grupo de alumnos en el
: de la Unidad Didactica (UD) trimestre anterior a la
aplicacion de la UD
Media 11.05 10.7
Moda 9 12
Mediana 10 11
Minimo 3 2
Maximo 18 18

Tabla 3. Resumen de los indicadores de las diferentes tendencias de las calificaciones. (La
escala de notas es de 01 como minima y 20 como maxima)

Ante estos resultados se podria decir que no hay evidencia de una mejora
significativa en cuanto a los resultados cuantitativos de las calificaciones de los
estudiantes. Tampoco hay evidencia de una desmejora significativa. Consideramos,
sin embargo, que este es un dato relevante en vista de los siguientes factores: a)
cambio radical del método de ensefianza y aprendizaje; b) poco tiempo de
adaptacién al cambio; c¢) introduccion de unas técnicas de conteo sustentadas en el
enfoque epistemoldgico ya explicitado; d) ambiente inadecuado e inestable para el
aprendizaje (situacion sociopolitica del pais, suspension de clases, falta de servicios
basicos, etc.).

5.2. La actitud hacia las matematicas

La Tabla N°4 presenta los parametros mediante los cuales se analizaron los
resultados del test de Fennema y Sherman (Doepken, 2013). Este contiene 47 items
los cuales son subdivididos en 4 subescalas, con intervalo de desempefio entre un
minimo y maximo de 12 y 60 puntos respectivamente. Para este estudio
incorporamos una nueva subescala denominada: Concepcion apropiada de la
finalidad de la matematica.

Parametros del Test
Intervalos De
Desempeiio (I.D.D)
Subescalas Numero de
items Minimo Maximo
Concepcidn apropiada de la 10 10 50
finalidad de la matematica.
Confianza personal para 12 12 60
aprender matematica.

Utilidad del contenido. 12 12 60
Actitud hacia el éxito. 11 12 60
Percepcion que se tiene del 12 11 60
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\ profesor. | | \ |

Tabla 4. Rangos de valores de desempeino por cada subescala del cuestionario

En la Tabla N°5 presentamos los resultados de las dos aplicaciones del Test,
la primera al comienzo de la experiencia didactica y la segunda al final. Los
resultados de la segunda aplicacion del test superaran a los de la primera en cada
uno de los items. Es decir, muestran un cambio favorable de actitud hacia las
matematicas en cuanto a: concepcidén apropiada de la finalidad de la matematica,
confianza personal para aprender matematica, utilidad del contenido, actitud hacia el
éxito y percepcion del rol del profesor.

Resultados de la aplicacion del test de | 1.2 Aplicaciéon | 2.2 Aplicacién
actitud hacia la matematica del Test del Test
Subescalas: Media del Puntaje Puntaje Diferencia
(1.D.D)

o Concepcioén ap’rqplada de la 30 46,35 48,85 25
finalidad de la matematica.

Conﬂanza' ' personal para 36 387 44.2 55
aprender matematica.

Utilidad del contenido. 36 36,4 47,75 11,35

Actitud hacia el éxito. 35.5 37,9 48,05 10,15

Percepcion que se tiene del 36 38 396 0.6
profesor.

Tabla 5. Rangos de valores de desempeino por cada subescala del cuestionario

5.3. La resistencia al cambio de los estudiantes

A mediados del trimestre que durd la experiencia didactica, justo cuando el
proceso se hacia de creciente dificultad matematica y los procesos cognitivos mas
exigentes, y al tiempo en que aumentaba la responsabilidad matematica del
estudiante y disminuia la del docente, los alumnos manifestaron su desconcierto y la
dificultad de gestionar su propio aprendizaje. Esto implico reelaborar y renegociar lo
planificado para mantener a los estudiantes en la zona de desarrollo proximo.
Algunas de las quejas formuladas eran del tipo: “No estamos haciendo matematicas
en clase”, “El profesor no saca cuentas”, “Estamos perdiendo el tiempo hablando de
conjuntos”, “¢Por qué tenemos que ver otra vez los conjuntos de los positivos y de

las fracciones?” y “4 Qué tienen que ver los conjuntos con la matematica?”.

Esta situacion fue solucionada en una reunién que se pauto con la profesora
guia del grupo y los estudiantes. En ella se acordd que la actividad # (8) de la (Tabla
N°2) fuese hecha en parejas, seleccionadas previamente por el practicante, en
funcion de los promedios equivalentes de los alumnos. Sin embargo, al comparar
estas manifestaciones de malestar y el resultado positivo de la experiencia, ellas
pueden ser atribuidas a la angustia que produce todo proceso de adaptaciéon al
cambio.

5.4. Errores observados
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En la Tabla N°6 mostramos el porcentaje de los errores de tipo epistemologico
identificados en las ultimas dos evaluaciones escritas administradas a los
estudiantes (Actividades # 7 y 8 de la Tabla N°2). Recurrimos, para formularlos, a
las etiquetas que proponen Navarro-Pelayo et al (1996). En el marco de la
experiencia didactica estos errores fueron discutidos con los estudiantes mediante el
dialogo socratico, la resolucion de los problemas en la pizarra y, en algunos casos,
la atencidn individual a cada alumno.

Error de: %de error.
1) Cambiar el tipo de modelo matematico en el enunciado del problema. 5%
2) Orden. 10%
3) Repeticion. 0%
4) Confundir el tipo de objetos. 5%
5) Enumeracion no sistematica. 5%
6) Respuesta intuitiva erronea. 5%
7) No recordar la férmula correcta de la operacion combinatoria que ha sido 35%
identificada correctamente.
8) No recordar el significado de los valores de los parametros en la férmula 35%
combinatoria.
9) Interpretacion errénea del diagrama en arbol. 0%

Tabla 6. Proporcion de errores cometidos en las Actividades # 7 y 8 (Tabla n° 2)

En la actividad # 7 se proponian problemas vinculados con el Principio de la
Suma, el Principio del Producto, r-permutaciones y calculos factoriales de
expresiones algébricas y numéricas. En la actividad # 8 se proponian modelos
combinatorios de permutacion, y variacion y combinacion; asi como también
calculos de polinomios de la forma (x + a)", mediante la férmula del Binomio de
Newton.

Los resultados demuestran que los errores de interpretacion, intuicion y
eleccion de modelos erroneos de solucidn matematica son poco frecuentes; v,
probablemente, los enfoques adoptados en la unidad didactica favorecieron
resultado positivo. Por otra parte, los items numero 7 y 8 de la Tabla n °6 ponen en
evidencia la necesidad de no desestimar la importancia del aprendizaje memoristico
y dar un tiempo oportuno para la asimilacion del contenido. Al respecto, los errores
correspondientes al item 8 de la Tabla n° 6 se debieron exclusivamente a problemas

de memorizacion de las formulas €, = (n+')'r' y P, = (nr_”r)! . En muchos casos, al
momento de escribir el denominador en ambas expresiones, la férmula C,,, carecia
del factor r!; y en el caso de P,,, lo agregaban. Estos errores pudieron ser
identificados y categorizados gracias a entrevistas sostenidas con el 35% de los

estudiantes que los habian cometido.

5.5. Capacidad de comunicaciéon matematica

Elegimos algunos problemas combinatorios (Actividad # 8, Tabla N°2) con
vistas a revisar la estructura comunicativa utilizada por los estudiantes en su
resolucidn, y poder encontrar evidencia de la relevancia positiva o negativa del
estudio de la teoria de conjuntos correspondiente al médulo 1. A modo de ejemplo,
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mostramos a continuacion dos respuestas obtenidas en relacién a dos de los
problemas planteados.

Problema 1: Determinar cuantos paralelogramos se pueden formar con 4
rectas paralelas oblicuas y 4 horizontales, utilizando algun modelo combinatorio;
suponga que entre cada recta consecutiva hay la misma distancia.
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Figura 1. Respuesta del problema de los paralelogramos.

Problema 2: Se Tienen dos conjuntos de botes de pintura y en cada uno de
ellos hay 4 colores, todos diferentes. Se desea pintar una pared de forma tal, que la
mitad de la pared sea una mezcla de 2 colores del primer conjunto y la otra mitad
una mezcla de 2 colores del segundo conjunto. ;De cuantas maneras se puede
pintar la pared?
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Figura 2. Respuesta del problema de las pinturas y la pared.

Estos ejemplos demuestran que, en general, los estudiantes aprendieron a
articular un lenguaje matematico formalmente estructurado, asi como también a
demostrar el razonamiento que acompafia la aplicacion de las férmulas. En la
resolucion de problemas tienen en cuenta las definiciones de los conjuntos
involucrados, escriben de forma detallada junto a los calculos correspondientes, y
ademas, utilizan dibujos o diagramas en la argumentaciéon formal. Es decir, hacen
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uso de diferentes lenguajes de representacion semidtica, con su respectiva
conversion y translacion de estos registros. Esto sugiere cierta comprension
conceptual de estos alumnos (Duval, 1995).

6. Consideraciones finales

En la introduccion escribimos los cuestionamientos que queriamos abordar en
este articulo. Al tener como referentes estas cuestiones mostramos algunos
aspectos del disefo, desarrollo y hallazgos de la implementacion de la Unidad
Didactica disefiada.

Los hallazgos son parciales y no concluyentes, pero muestran suficientes
indicios para poder responder de modo afirmativo a las preguntas e inquietudes
planteadas. O, por lo menos, dejan una duda razonable que alienta al si como
respuesta. Implementamos la Unidad Didactica en un ambiente inadecuado e
inestable para el aprendizaje (situacion sociopolitica del pais, suspension de clases,
falta de servicios basicos, etc.) y a un grupo de estudiantes con una unica
experiencia de aprendizaje, la de una didactica tradicional y memoristica. Este
ambiente y la resistencia al cambio de los estudiantes e introducir la teoria de
conjuntos tanto temida para estos niveles de ensefianza podrian hacernos pensar
sobre la imposibilidad de obtener buenos resultados desde el punto de vista del
aprendizaje. Sin embargo, los hallazgos muestran que el haber introducido la teoria
de conjuntos de forma previa al desarrollo de un moddulo de aprendizaje de
Combinatoria no conlleva necesariamente a resultados negativos, no deseados y
denunciados por Klein (1973). En su contrario hemos mostrado resultados que
muestran que introducir la teoria de conjuntos dentro de una coherencia
metodologica y articulada no frena sino favorece la posibilidad de dotar a los
alumnos de elementos simbdlicos y conceptuales que ayudan a formar
argumentaciones formales en la resolucion de situaciones combinatorias y, todo
ello, sin perder una actitud positiva hacia las matematicas.

Pensamos que una intervencién didactica cuya metodologia integre distintos
enfoques podria superar algunos de los errores denunciados por Klein (1973),
correspondientes a la época en la cual se incluyé como contenido escolar la teoria
de conjuntos. Asi mismo, favoreceria un transito proporcional hacia las matematicas
superiores y desarrollaria mayores competencias de comunicacion matematica en
los alumnos. Esto abre la necesidad de seguir un proyecto de investigacién que
profundice y corrobore los indicios que esta implementacién didactica muestra.
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