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Resumen

Presentamos resultados de investigacion sobre el significado global para el
objeto matematico integral que se construye con estudiantes universitarios, que
toman la asignatura Calculo integral, articulando los significados que la
conforman. Tedricamente se usé el Enfoque Ontosemiético de la Cognicién e
Instruccion Matematica, desde un estudio de caso a tres profesores que
ensefian Célculo Integral a estos estudiantes. Se resalta la importancia de
lograr una articulacion de sentidos desde la reconstruccion y andlisis de tres
configuraciones epistémicas globales propuestas en Mateus-Nieves (2020b),
para la integral y que conforman el significado global de referencia pretendido
en el curriculo de esta asignatura, contrastado con el trabajo declarado por los
profesores.

Palabras clave: Complejidad epistémica; Integral; Significados: global —
intermedio— puntual.

Abstract

We present research results on the global meaning for the integral mathematical
object that is built with university students, who take the subject Integral
Calculus, articulating the meanings that make it up. Theoretically, the
Ontosemiotic Approach to Cognition and Mathematical Instruction was used,
from a case study to three professors who teach Integral Calculus to these
students. The importance to achieving an articulation of meanings is highlighted
from the reconstruction and analysis of three global epistemic configuration
proposed in Mateus-Nieves (2020b), for the integral and that make up the global
meaning of reference intended in the curriculum of this subject, contrasted with
the work declared by teachers.

Keywords: Epistemic complexity; Integral; Global meaning -intermediate-
punctual.

Resumo

Apresentamos resultados de pesquisa sobre o significado global para o objeto
matematico integral que se constréi com estudantes universitarios, que cursam
a disciplina Calculo Integral, articulando seus significados. Teoricamente, foi
utilizada a Abordagem Ontosemiédtica da Cognigao e Instrugdo Matematica, a
partir de um estudo de caso para trés professores que ensinam Calculo Integral
a esses estudantes. Destaca-se a importancia de se conseguir uma articulagao
de significados a partir da reconstrucdo e analise de trés configuragdes
epistémicas globais propostas em Mateus-Nieves (2020b), para a integral e que
compdem o significado global de referéncia pretendido no curriculo dessa
disciplina, contrastado com o trabalho declarado pelos professores.
Palavras-chave: Complexidade epistémica; Integrante; Significados: global
- intermediario - pontual

1. Introduccion
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Se exponen algunos resultados de una investigacion en desarrollo en la linea
Pensamiento Matematico Avanzado y Analisis matematico de la Facultad de
Educacién de una universidad no estatal de la ciudad de Bogota, Colombia. Es un
trabajo didactico sistematico que analiza un proceso de instruccidn que desarrollan
tres profesores que ensefian Calculo Integral a estudiantes universitarios de tercer
semestre que cursan diferentes carreras (Finanzas, Ingenieria Catastral, y
Administracion). El trabajo es de corte cualitativo, basado en un estudio de caso,
enfocado en un contexto educativo particular. El objetivo fue analizar la relacién entre
el significado global de referencia del objeto integral planteado en el curriculo, los
libros de texto programados en la bibliografia y los significados declarados por los
profesores, con el animo de determinar si existe algun tipo de articulacion y en caso
de haberla, como se establece. Como marco tedrico se utilizé el Enfoque
Ontosemiotico de la Cognicion e Instruccion Matematica; la metodologia de
observacion utilizada para la descripcion de sesiones de clase, permitid desarrollar tres
categorias de analisis: 1) relaciones entre la integral como objeto matematico, 2) la
funcién integral como objeto a ensefiar y 3) la funcién integral como objeto ensefiado,
sin descuidar el entorno local y global como aspecto cultural y social en el que se
propone, los usos que se dan a la integral y el lenguaje que se emplea al momento
de ensefiarla.

Este manuscrito consta de 6 apartados: introduccién, antecedentes, marco
tedrico, metodologia, resultados y algunas conclusiones que pueden servir a aquellos
profesores interesados en mejorar su practica docente en el aula, con el animo de
lograr estudiantes competentes matematicamente.

2. Antecedentes

Se espera que la articulacién de la complejidad epistémica de un objeto
matematico, para este caso la integral, permita al estudiante el desarrollo de
habilidades propias del pensamiento matematico avanzado, dado que en Mateus-
Nieves (2020a, p. 64) “la progresiva matematizacion, implica la necesidad de abstraer,
definir, analizar y formalizar’. Entre los procesos cognitivos de componente
psicologica, ademas de abstraer, podemos destacar los de representar
conceptualizar, inducir y visualizar, asi como los de desarrollo de competencias
laborales, declarando un significado global de referencia para dicho objeto. En
Mateus-Nieves (2016) se plantea que dicho significado ha de entenderse desde la
aplicacion de la triada de configuraciones epistémicas: puntual, intermedia y global
ejecutadas desde el proceso de instruccion. Cabe recordar que el significado global
de referencia de un objeto matematico ha sido construido a través de la historia de la
humanidad, la nocion de ese objeto se ha materializado hasta llegar a la forma en la
que se conoce Yy divulga actualmente (Godino, Font, Wilhelmi, y Castro 2007).

Para el desarrollo de esta investigacion se consideraron los avances expuestos
en Mateus-Nieves (2015, 2016, 2020b, 2020c), donde se establece una
reconstruccion historico-epistemologica del objeto matematico integral. En Mateus-
Nieves 2020b se expone la emergencia de tres configuraciones epistémicas globales
que permiten comprender la importancia de articularlas durante los procesos de
ensefanza y de aprendizaje para la integral, con el animo que el profesor dé una
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progresiva importancia a los procesos de: abstraer, analizar, categorizar, conjeturar,
representar, conceptualizar, inducir, visualizar, definir, demostrar, formalizar,
generalizar y sintetizar, propios de los cursos superiores. Procesos todos ellos que
tienen una componente psicoldgica que, al ser considerados por el profesor, permiten
al estudiante alcanzar un significado global del objeto ensefiado. Los resultados de
este trabajo dejan entrever herramientas para el docente, que le permiten brindar un
significado global de referencia muy cercano al propuesto para la integral en el
curriculo, conduciendo al estudiante a desarrollar habilidades que le permitan
diferenciar el tipo de integral a trabajar y en qué contexto se aplica.

Boyer (1988) muestra que, en el desarrollo historico del calculo, primero emergio
el proceso de integracion luego lo hizo el proceso de derivacion, posterior a éstos el
de limite y por ultimo el de funcion. En Didactica de la Matematica encontramos que,
primero se ensefia como objeto matematico, desde el rigor del lenguaje matematico,
funciones, luego limites, derivadas y por ultimo integrales. En este sentido se
presentan obstaculos epistemoldgicos y didacticos (Radford, 1997); conflictos
semidticos (Godino et al., (2007), que no permiten que dicha articulacion pretendida
se dé en forma satisfactoria, de ahi que el interés de esta propuesta sea evidenciar
que la articulacién de la complejidad epistémica de un objeto matematico, permite
identificar los distintos significados que podriamos llamar “secundarios” desde
situaciones puntuales que permitan construir significados puntuales, para desde alli,
llegar a posiciones intermedias, que permitan construir significados intermedios;
elementos que al articularse llegan a emerger un significado “global” para dicho
objeto, (en nuestro caso: la integral).

Seguir el camino epistemolégico de la integral desde estas posiciones
(configuraciones epistémicas), permite presentar otras posibles epistemologias de la
funcién integral, que favorecen los procesos de ensefianza y de aprendizaje de éste,
porque la epistemologia usual del objeto puro no necesariamente responde a las
necesidades e implicaciones de las relaciones entre el objeto a ensefiar, el objeto
ensenado, la cultura, los contextos de uso y demas relaciones que subyacen a su
ensefanza. De ahi que, se optd por asumir el Enfoque Ontosemidtico de la Cognicion
e instruccion Matematica (de ahora en adelante EOS), como marco teérico para este
trabajo dado que permite el estudio de la articulacion que aqui se propone desde el
constructo tedrico “configuracion epistémica”.

3. Marco teédrico

Font, Godino y Gallardo (2013) de acuerdo con el punto de vista pragmatista,
proponen que para analizar un texto matematico y, en general, la actividad
matematica, sea profesional o escolar, es necesario contemplar como minimo los
siguientes elementos: 1) notaciones, representaciones (lenguaje), 2) situaciones
problema, 3) definiciones, 4) procedimientos, técnicas. 5) proposiciones, propiedades,
teoremas, y 6) argumentos. Estos seis tipos de elementos se articulan formando
configuraciones epistémicas y se pueden entender como un contexto intra
matematico. Se trata de una herramienta que puede ser util para describir la
complejidad de los objetos matematicos y de las practicas de las cuales emergen. En
el EOS, la introduccién de la dualidad unitaria-sistémica permite reformular la vision
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‘ingenua” de que “hay un mismo objeto matematico con distintas representaciones”.
Lo que hay es un sistema complejo de practicas, que permiten resolver problemas,
en las que el objeto matematico no aparece directamente, lo que si aparece para la
integral son: representaciones, diferentes definiciones, proposiciones, propiedades,
procedimientos, técnicas y argumentos que se aplican. Dicho de otra manera, a lo
largo de la historia se han ido generando diferentes configuraciones epistémicas para
el estudio de la integral, algunas de las cuales han servido para generalizar a las
preexistentes.

Desde esta perspectiva, un criterio de idoneidad de una trayectoria didactica de
ensefanza para un objeto matematico es que el conjunto de practicas implementadas
sea un conjunto lo mas representativo posible del sistema de practicas que son el
significado del objeto. Dicho en términos de contextos, hay que presentar a los
alumnos una muestra de contextos intra-matematicos variada que les permita
construir una muestra representativa de los diferentes sentidos del objeto, (asignacion
de primeros significados «objetos primarios» y el proceso de evolucion de estos
«objetos secundarios»). Por otra parte, una vez seleccionada una muestra
representativa de contextos intra-matematicos (puntuales), hay que seleccionar los
contextos extra matematicos (intermedios) que permiten hacer emerger las
configuraciones epistémicas en las que se concretan dichos contextos matematicos
(globales).

3.1. Configuraciones epistémicas de referencia

En Mateus-Nieves (2020b) encontramos tres configuraciones epistémicas
globales para la integral: GECA1, Integral’s origins; GEC2 The integration operation as
support of nascent Integral Calculus; GEC3, Foundation of the Integral calculus. De
alli es posible interpretar que las tres juntas conforman un significado global de
referencia para la integral, permitiendo diferenciar cuando y en qué contexto se
trabaja con una integral definida, indefinida o impropia.

Al mirar cuidadosamente en la GEC1 encontramos un significado global también
“de referencia” para la integral, esta vez como operador matematico, que puede ser
interpretada como una configuracion epistémica intermedia del gran significado global
para la integral, pues constituye una parte de esta. Si afinamos la lupa que nos provee
el EOS, esta configuracion epistémica también puede ser interpretada como una
configuracion epistémica puntual, dado que centra su atencion en la operacién
integracion, elementos que nos permiten observar la doble perspectiva, unitaria y
sistémica de la integral. En la GEC2 encontramos que la operacion integracion
alcanza un estatus superior, cuando Jacques Bernoulli sugirid a Leibniz el nombre
«integral», lo que significd una ruptura epistémica’ en la evolucion y manejo de la
integracion, llegando a ser “un hecho epistemoldgicamente significativo, puesto que,

! Esta ruptura implicé un cambio de paradigma y no volver a pensar como se pensaba la integral antes. En
términos de Bachelard (1983) esta ruptura epistemoldgica rompié con el pasado de una disciplina cientifica e
inaugurd una nueva forma de pensar que imposibilita el retorno a estructuras del saber anterior
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con la incorporacion de un nombre para designar una operacion especifica, se esta
identificando una nocion que amerita un tratamiento especial” (Bobadilla 2012, p. 38).
La integral dejo de ser s6lo un operador, una herramienta (unitario), para resolver el
problema general del calculo de cuadraturas, convirti€éndose en un nuevo concepto
con sus propios problemas y métodos (sistémico), lo que nos permite identificar ahora,
otro significado que podriamos llamar “emergente” que puede interpretarse como
“‘intermedio”, ya no para el operador integral, sino para el naciente calculo integral
(unitario). La interpretacion sistémica y unitaria en la GEC2, también es viable, pues
su articulaciéon con la anterior dota de un significado mas amplio del que ya poseia la
integral (sistémico), este significado puede verse como otro “global emergente” mas
amplio que el presentado en la GEC1. De igual forma sucede con la GEC3, aqui
encontramos un significado global, mas amplio que los dos anteriores para la integral,
dado que se formaliza y desarrolla el concepto, llegando a distinguir integrales
definidas, indefinidas e impropias (sistémico), donde cada una de ellas representa
una configuracion epistémica intermedia (sistémico), que al mirar en detalle, cada una
de ellas, a la vez se convierte en puntual (unitario), dependiendo del tratamiento y del
tipo de integral que la situacion problema requiera para ser solucionada.

Si continuamos afinando la lupa de observacion que nos provee el EOS,
encontramos que, en cada una de las tres configuraciones epistémicas mencionadas,
hay una configuracién epistémica global que puede ser descompuesta en intermedias
y puntuales. En Mateus-Nieves (2016) se plantea que dichas configuraciones pueden
ser descritas segun los siguientes elementos de significado: Configuracién epistémica
global (CEG): entendida como la red de objetos institucionales que se ponen en juego
en una actividad matematica, teniendo en cuenta las relaciones que puedan ser
establecidas por dichos elementos. Configuracion epistémica intermedia (CEl): cada
una de las sub-configuraciones que componen la configuracién epistémica global (Los
problemas globalmente identificados pueden ser descompuestos en problemas
intermedios lo que implica en nuevos procedimientos, propiedades, argumentos,
conceptos y lenguajes). Configuracion epistémica puntual (CEP): entendida como las
sub-configuraciones de la configuracion epistémica intermedia (Un problema
intermedio puede ser descompuesto en problemas puntuales que a su vez dan lugar
a una nueva configuracion).

Dichas configuraciones pueden ser reagrupadas o descompuestas segun el
interés y finalidades de cada investigacion y pueden quedarse expresadas de manera
implicita, o bien describiendo las redes de objetos y su progresiva reconstruccion
alrededor de entidades de naturaleza conceptual o proporcional. De ahi que sea
necesario avanzar en la tipificacién de las configuraciones y su articulacion a lo largo
del proceso de instruccion, tratando de identificar los distintos elementos de
significado que las componen para cada periodo establecido, situacion que permite
al estudiante una comprension real del objeto «integral» facilitando su comprension y
uso en contextos tanto intra como extra-matematicos. Aqui, entendemos el significado
de un objeto matematico como el sistema de practicas que se puede parcelar en
diferentes clases de practicas puntuales especificas, que son utilizadas en un
determinado contexto y con un determinado tipo de notacidn produciendo un
determinado sentido, que también puede ser puntual o intermedio.
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Para el analisis de los significados se tuvo en cuenta dos ejes fundamentales: el
plasmado en la malla curricular y el declarado por los profesores observados. Con
referencia al primero, se considero desde dos miradas: el significado referencial? para
la integral plasmado en el curriculo, soportado en los libros de texto guia. El
significado pretendido, entendido como un proceso de analisis e interpretacion de lo
establecido en el programa de estudio y en los textos. Para los segundos se consideré
lo expuesto en Godino et al., (2007) quienes proponen respecto de los significados
personales los siguientes tipos: Global: corresponde a la totalidad del sistema de
practicas personales que es capaz de manifestar potencialmente el sujeto relativas a
un objeto matematico. Declarado: da cuenta de las practicas efectivamente
expresadas a proposito de las pruebas de evaluacion propuestas, incluyendo tanto
las correctas como las incorrectas desde el punto de vista institucional. Logrado:
corresponde a las practicas manifestadas que son conformes con la pauta
institucional establecida. En el analisis del cambio de los significados personales que
tiene lugar en un proceso de estudio interesara tener en cuenta los significados
iniciales o previos de los estudiantes y los que finalmente alcancen; para este informe
nos detendremos a analizar unicamente el segundo.

4. Metodologia

Se uso6 una metodologia basada en un estudio de caso, de tipo descriptivo, a
tres profesores (P1, P2, P3), que ensefian calculo integral a tres grupos de diferentes
facultades de una universidad no estatal. El objetivo era analizar la relacion entre el
significado global de referencia del objeto integral planteado en el curriculo y los
significados declarados por los profesores con el animo de determinar si existe algun
tipo de articulacion y en caso de haberla, como se establece. Iniciamos identificando
el significado referencial de la integral plasmado en el curriculo, soportado en los
libros de texto guia versus el significado pretendido (datos sistematizados en la rejilla
1). Para ello, se reviso y triangulé la informacion manifestada en la malla curricular de
cada programa y los libros de texto propuestos en la bibliografia del curso, cabe
aclarar que la facultad de Ingenieria promueve el uso de 3 textos propios de la
educacion superior y que son reconocidos institucionalmente como idéneos tanto a
nivel nacional como internacional, enfatizando en el libro L1. Por su parte, Finanzas y
Administracion nombran los mismos 3 textos en su bibliografia curricular, pero
enfatizan en dos de ellos, (L2 y L3), cuyas caracteristicas estan centradas en
aspectos propios de la administracion y economia. En la tabla 1, sesion de resultados,
presentamos una sintesis de la rejilla 1.

Para identificar los significados personales declarados por los profesores, se
disen6 y aplicé al inicio del curso, una entrevista semiestructurada, en aras de conocer
su posicion respecto al significado global que tenian para la integral. También se
observo y grabo en video las sesiones de clase durante todo el semestre académico,
con el animo de identificar los significados declarado y logrado durante el desarrollo
de las clases. Se triangulo la informacion de la entrevista versus lo observado en las

2 Significado referencial de la integral, entendido como un sistema de practicas operativas y discursivas centradas
en un empleo unitario: conocer qué es la integral, como se opera, como se usa para resolver situaciones problema
de caracter intra y extra-matematico.
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clases, con el animo de identificar los tres significados planteados, y desde alli,
establecer si existia algun tipo de articulacién y en caso de haberla, cémo se dio.
Estos datos se registraron en la rejilla 2. En la tabla 2, sesion de resultados,
presentamos una sintesis de esta rejilla.

Lo que se muestra en este informe, son los resultados de contrastar las rejillas
1y 2 con las configuraciones epistémicas establecidas en Mateus-Nieves (2020b)
para el significado global de referencia del objeto “integral’. Cabe aclarar que, durante
el analisis del curriculo establecido en cada facultad y de los textos contemplados en
la bibliografia del curso, se utilizaron los aportes expuestos en (Ramos, 2005; Pino-
Fan, Castro, Godino, y Font, 2013, y Parra, 2015). En este apartado, se recurre a un
tipo de investigacion cualitativa, que “esencialmente desarrolla procesos en términos
descriptivos e interpreta acciones, lenguajes, hechos funcionalmente relevantes y los
sitla en una correlacién con el mas amplio contexto social” (Martinez, 2001, p.11).
Una vez sistematizados e interpretados los instrumentos de recoleccion de
informacion, se establecio si existia algun tipo de relaciones entre el significado global
de referencia pretendido en el curriculo, los libros de texto y el declarado por los
profesores. Posteriormente se determind la posible articulacion.

5. Resultados

Por cuestion de espacio, presentamos en la Tabla 1 una sintesis de la rejilla 1.

Significado global de referencia detectado
en la malla curricular

- Saberes teodricos y practicos vistos desde
dos ambientes: disciplinar y pedagdgico-
didactico. (Teorias, procesos, métodos,
problemas).

- Articula areas de conocimiento propias de
las disciplinas propias de cada facultad.

Significado declarado en los libros de texto

Libro 1, (uso exclusivo en Presenta
formalmente:
Antiderivadas, usando definiciones, teoremas
y demostraciones.
Propone ejercicios y problemas de caracter

intra y extra-matematico.

Ing.).

Finanzas Ing. Catastral Administracion Establece integrales indefinidas como
antiderivadas.
Integrales definidas como un limite de una
suma de Riemann y el teorema fundamental
del calculo.
Incorpora técnicas para integrar.
| semestre: Muestra aplicaciones de la integracion desde:
| semestre: | semestre: Fundamento area entre curvas, volumenes, trabajo, valor
pre-calculo.  Calculo s de  Ppromedio de una funcion, longitudes de arco,
diferencial. matematicas, area de una superficie de revolucion, desde
(pre-calculo). aplicaciones a la fisica y la ingenieria.
Il semestre: Las integrales impropias como una extension
Calculo Il semestre: Il semestre: de las definidas sobre intervalos no acotados o
diferencial. Calculo Matematicas con discontinuidades intermedias sobre
integral. 1, (Calculo intervalos acostados, que pueden clasificarse
diferencial). como de primera y segunda especie.
I Libro 2. Presenta desde situaciones intra-
semestre: Il semestre: |l semestre: ~ Matematicas particulares:
Calculo Matematicas Antiderivadas como wuna herramienta para
integral estimar costos con precision, desde el uso de
funciones marginales.
=
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Calculo 2, (Calculo Integrales indefinidas, usando definiciones, que
multivariado Integral) no son demostradas, pero si aplicadas para
: solucionar ejercicios relacionados con costos e
v ingresos marginales.
semestre: Integrales definidas como el limite comun de
Ecuaciones IV sumas superiores e inferiores sobre un intervalo
diferenciale  semestre: [a, b] y que se escriben como [ f(x)dx
s Matematica <

Aplicaciones para la integral desde el calculo del
excedente de los consumidores y productores.
Integrales impropias como areas de regiones no

s especiales

acotadas.
Libro 3. Presenta ejercicios de caracter
netamente intra-matematico aplicando

definiciones a manera de axiomas:
Antiderivadas como el proceso para determinar
una funcién cuando conocemos su derivada.
No establece diferencias entre integrales
indefinidas y definidas. Las presenta como entes
matematicos independientes y desconexos.
Las integrales impropias las presenta como
herramientas utiles para calcular integrales
sobre intervalos no acotados.

Tabla 1. Sintesis rejilla 1

De la rejilla 1, obtuvimos un modelo global curricular institucional, que nos
permitié identificar el significado global de referencia para la integral, desde la
articulacion de lo propuesto en la malla curricular de cada facultad en la linea de los
calculos (Figura 1).

Calculo

) K Se usan para . Conft
Caleulo diferencial —jf————| Calculo integral |—————> Integrales
| Tndefinidas

v_ v
| DNefinidas | Impropias
v v ¥

| Por partes < | Métodos de integracion |

| Integracion trigonométrica |4— <

| Por sustitucion directa |4—

| Por sustitucion trigonométrica |4—

| Por fracciones parciales |<—

| Por cambio de variable | < . .
Calenlo de areas

A /
/* Calculo de volimenes |

| Abplicaciones |

Ciencias naturales, sociales
y administrativas

Figura 1. Aspecto del contenido curricular institucional
Fuente: Elaboracién propia
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De la Figura 1, inferimos que el significado global de referencia para la integral
pretendido en el curriculo esta relacionado con la integral como un proceso de
acumulacion (sistémico), compuesto por integrales indefinidas, definidas e impropias
(puntuales). Pero no se evidencia una articulacion que permita identificar las
relaciones establecidas entre la integral como objeto matematico, la funcion integral
como objeto a ensefar y la funcién integral como objeto ensefiado (diferenciado
cuando se trabaja de forma unitaria y cuando de forma sistémica). No se evidencia
cudles usos se da a éstas y qué tipo de lenguaje se emplea. Tampoco se observa
coémo trasferir de una de ellas a la otra a través de una CEIl, que permita al estudiante
mirar el objeto “integral” como un ente matematico que ha evolucionado, que esta
compuesto por diferentes configuraciones epistémicas puntuales (unitario), y que a
su vez ha trascendido a una configuracién epistémica global (sistémico), donde la
articulacion entre estos es lo que genera ese significado global de referencia
pretendido. Aqui se hace necesario revisar y ajustar la estructura curricular
identificada en la Figura 1, de manera que permita al profesor y al estudiante lograr
esa articulacion de significados (referencial global institucional con el significado
institucional pretendido)

Mientras el curriculo vs los libros de texto enfatiza variedad de situaciones
problema de caracter tanto intra como extra matematico extendidos a varias ciencias,
se observo que los tres profesores declararon favorecer las situaciones problema de
corte intra matematico (puntuales), centrando su atencién unicamente en los
problemas propuestos relacionados con las matematicas financieras (CEP), donde
los estudiantes deberian calcular el excedente de los consumidores, productores, la
curva de Lorentz (para estudiar las distribuciones de ingreso) y la funcién de densidad,
entre otras. No se privilegian las situaciones problema (intermedias), relacionadas con
otras ciencias como la fisica, la ingenieria (flujo de fluidos, fuerza y presién
hidrostatica, momentos y centros de masa) a pesar de que uno de los cursos era para
ingenieria; o la biologia (estudio de mutaciones de genes), entre otros.

Tanto el curriculo como los libros de texto privilegia el uso de lenguaje técnico
matematico institucionalizado (transicion de una configuracion epistémica puntual a
una intermedia para llegar a una global). Aqui en los tres profesores observados, se
encontr6 un uso de lenguaje con términos matematicos no reconocidos
institucionalmente, por ejemplo “el que esta sumando pasa a restar’, que seria el
equivalente a la propiedad: ax +b =c¢, con a,b,c € R, entonces ax+b—b =c—
b, o expresiones como “el de arriba’ para referirse al numerador y “el de abajo” para
referirse al denominador de una expresion algebraica fraccionaria. Lo que llamo
fuertemente la atencion fue el profesor P2, en él se observé un descuido de la
vigilancia epistemoldgica del saber que ensefia, ademas de usar términos como los
referidos al inicio de este parrafo, cuando presentaba significados puntuales para la
integral como operador, utilizdé términos coloquiales para referirse a definiciones y
propiedades que validan su actuar, pero que no fueron nunca justificados ni
argumentados. Tal es el caso, cuando construia la integral definida usando el teorema
fundamental del calculo (TFC), configuracién epistémica intermedia, planteé que:
[ f(x)' = f(x) porque “la segunda parte del TFC le permite inferir que la coma puesta
sobre el paréntesis que cubre a x “anula” la integral’. Hechos que permiten inferir la
presencia de obstaculos de tipo epistemologico y didactico que no fueron
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contemplados, ni superados durante el desarrollo de las clases. De ahi que, los
estudiantes del profesor P2, seguramente tendran conflictos semidticos que no les
permitiran alcanzar la articulacion de significados pretendida.

Con relacion a los significados personales declarados por los profesores
mostramos, por cuestion de espacio, en la Tabla 2 una sintesis de la rejilla 2.

Entrevista semiestructurada
Significado global para la integral, (Pretendido)

Identifica el Calculo Integral como una herramienta de las matematicas superiores.
Manifiesta un significado global de referencia para la integral como un ente
matematico, algo sistémico, conformado por la articulacion de los significados de
integral definida, indefinida e impropia, «unitarios-puntuales», pero adolece de
significados intermedios, como la extensidon de la integral definida en impropias
«sistémico». Reconoce y aplica los métodos de integraciéon y algunas aplicaciones
de la integral propias de las matematicas financieras. Desconoce: significados

Prof. 1 puntuales «unitarios», la relacion entre ellos que desencadenan significados
intermedios y global «sistémico» para la integral. Su formacién de base es: Lic. en
Matematicas con maestria.

Identifica el Calculo Integral como una rama de las matematicas, pero no identifica el
objeto matematico “integral” como un elemento unitario y sistémico. Identifica, maneja

Prof. 2 y usa algoritmos que involucran el uso de integrales sin manifestar contextualizacion
puntual, intermedia y global de la misma. Su formacion de base es: Ing. Civil con
especializacion.

Identifica el Calculo Integral como una herramienta de las matematicas superiores. La
integral como un elemento de dicho calculo, representado en tres formas: indefinida,
definida e impropias de primera y segunda especie. Manifiesta habilidades especificas
como abstraer, conjeturar, representar, generalizar, y sintetizar al momento de hablar
de integrales en contextos intra y extra-matematicos.

Su formacién de base es: Matematico con maestria en docencia universitaria. Plantea
que “...es muy diferente ser matematico puro para tener bases pedagogias para poder

Prof. 3 ensefar lo que aprendimos. Creo ese ha sido uno de mis mas grandes retos como
profesor™,.

Observacion sesiones de clase

Significados: Declarado Logrado
- Construye significados puntuales para la
- Uso de significados puntuales para la integral indefinida y definida (unitarios).
integral (unitario): Luego define la integral impropia como
e Como operador, extension de la definida mostrado a sus
e Como integral definida aplicando la estudiantes significados intermedios

regla de Barrow. (emergentes) para la integral.

e Con los métodos para integrar. - Usa ejercicios de caracter intra y extra
- Presenta la integral impropiacomouna ~ matematico ~ para  construir el
extension de la integral definida  conocimiento,  desde  situaciones

Prof. 1 (sistémico), distinguiendo las de  Pproblémicas.

primera y Segunda especie. -Se evidencia rutinizacion Yy
mecanizacion de algoritmos para usos
de la integral.
-No se evidencia articulacion de
- Privilegia el uso de significados significados puntuales o intermedios
puntuales  (unitarios), para los para formalizar la integral.

diferentes tipos de integral.

3 Respuesta obtenida de: [entrevista realizada a los 3 profesores en agosto 2 de 2017]
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- Se percibe confusién para diferenciar
la comprensién de integrales las
indefinidas, de las definidas o de la
impropias.

- Identificaciéon axiomatica de los tipos
de integral existentes.

- Enfasis en privilegiar procedimientos
algebraicos y analiticos, de tipo
mecanicista.

-Uso de ejercicios de corte intra
matematico para construir el
conocimiento.

-Reduce el proceso de ensefianza a una
simple mecanizacion de algoritmos que
presenta de forma axiomatica.

- Descuido de la vigilancia
epistemoldgica al momento de ensefiar.

-Ausencia de situaciones problema que

Prof. 2 - Presentacion de las integrales con que permitan al estudiante identificar el uso
trabaja al mismo nivel. y tipo de integral necesario ante una
situacién determinada.
- Presenta la integral Unicamente como
operador.
- Representa, define y formaliza Ila
integral definida (unitario), usando el
TFC, desde el uso de software
especifico, como elemento de apoyo
- Privilegio del uso de significados pgra la clasle. . les i ias d
puntuales para la integral (unitario): 'marﬁ:f:ta f?)srng}egrar:zu'gép;gg;gs :
:8822 %F::;]gf cg’efini da presfelntlaciones netamente axiométilcas
, T (definiciones, usa teoremas para validar
¢ Los métodos para calcular integrales el trabajo realizado, pero no son
e Para calcular area entre curvas. demostrados).
- Presenta situaciones problema
especificas que involucran el uso de
Prof.3 ° resenta la integral impropia como una integrales para calcular el excedente de

extension de la definida (sistémico),
conduciendo a sus estudiantes a
identificar claramente las de primera de
las de segunda especie.

los consumidores y productores.

-Se evidencia rutinizacion y
mecanizacion de algoritmos para usos
de la integral, solucionando situaciones

problema.

-Generaliza vy sintetizar con sus
estudiantes las integrales definidas e
impropias conduciéndolos a desarrollar
habilidades como: abstraer, conjeturar y
generalizar. Permitiéndoles construir
significados intermedios para la integral,
particularmente cuando define las
integrales impropias de 1° y 2° especie,
(emergentes).

Tabla 2. Sintesis rejilla 2.

De la tabla 2 podemos inferir que, en los profesores P1 y P3 se observa
preocupacion por articular el significado puntual de la integral propuesto en la GEC1
(como operador matematico) dado que llevan a sus estudiantes a identificar procesos
de abstraccion, representacion, visualizacion, y generalizaciéon de las situaciones
propuestas, de ahi que, el significado intermedio de la GEC2 (como herramienta
capaz de solucionar problemas relacionados con el calculo de areas) se hace
evidente para estos estudiantes mediante la transicion de la integral como operador
a la funcioén integral como herramienta.

Tanto el profesor P1 como P3 utilizan lenguaje geométrico, para construir,
visualizar inducir, definir y conceptualizar la integral definida como “el unico numero
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mas grande que todas la sumas inferiores y menor que todas las sumas superiores’.
Esta articulacién la logran con el uso de un lenguaje analitico, Iégico-descriptivo, con
procesos aritméticos-geométricos que los llevan a encontrar resultados numéricos,
via teorema fundamental del calculo, ayudados de Applets de Geogebra online. Estos
profesores extienden esta articulacion cuando ensefian aplicaciones de la integral
(calculo de area entre curvas). Tanto P1 como P3 integran significados puntuales de
la integral: como operador, como funcién, como integral definida aplicando la regla de
Barrow, con los métodos para calcular integrales, conduciendo al estudiante a
diferenciar si la situacion planteada (problema propuesto), se puede solucionar desde
una integral definida o indefinida, por el analisis del tipo de situacién propuesta y no
solamente por el registro escrito. Elementos que fortalecen los procesos de abstraer,
analizar, categorizar, diferenciar y formalizar las dos partes del teorema fundamental
del calculo.

Los profesores P1y P3, construyen en sus estudiantes significados intermedios
(emergentes) de la integral definida, con aplicaciones como el calculo del excedente
de los consumidores y productores. Sin embargo, dicha articulacién puntual-
intermedia se ve truncada en P1 cuando aplica procedimientos débiles para analizar,
conjeturar, inducir, y sintetizar, que resultan insuficientes para aquellos estudiantes
que ven la asignatura por primera vez, y pierden la articulacion del sentido del
significado puntual del intermedio. Tal es el caso, cuando no se definen criterios claros
para determinar como distinguir si una region es de tipo | o Il cuando desean calcular
el area comprendida entre dos curvas. Algunos estudiantes no comprenden cémo
diferenciar esta clase de regiones. Situacion no percibida en P3 que definio criterios
claros (configuracién epistémica puntual), desde el analisis, representacion y
formalizacion de situaciones propias para determinar el tipo de region a evaluar
(configuracién epistémica intermedia). En contraste, encontramos que en P2 no existe
una articulacion de significados para la integral; no se distinguen significados
puntuales de intermedios, todos se trabajan al mismo nivel. El trabajo realizado en el
aula se redujo a la aplicacion mecanicista de algoritmos utiles para solucionar
determinado tipo de ejercicios de caracter netamente intra matematico (calcular
integrales).

En P1 se observa una articulacion de significados puntuales, algunos
intermedios, desde el abordaje de situaciones de caracter intra matematico
claramente definidos, (ejercicios particulares y situaciones problema que involucran
integrales definidas o indefinidas), lo que permite inferir que sus estudiantes alcanzan
una aproximacion al significado intermedio de referencia para la integral, muy proximo
al planteado en el curriculo, para estos estudiantes hubiera sido mas enriquecedor si
P1 hubiera abordado situaciones de caracter extra matematico (problemas
contextualizados), particularmente cuando trabajé integrales impropias, aplicaciones
de la integral, elementos que hubieran potenciado los procesos de formalizacion,
generalizacion y conceptualizacion de los diferentes significados puntuales e
intermedios que alcanza la integral. Significado pretendido en la estructura curricular.

Una caracteristica que llamo la atencion en esta investigacion fue que, durante

las clases observadas, para los tres profesores, la tipica explicacion escolar no partia
de una presentacién que precise un equilibrio entre el desarrollo conceptual de las
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ideas basicas del Calculo Integral con el manejo apropiado de sus algoritmos. En
varias ocasiones se llegd a desconocer que el concepto de Integral es esencial dentro
del Analisis Matematico, lo que implicaria el desarrollo, en el estudiante, de ciertas
habilidades especificas como abstraer, conjeturar, representar, conceptualizar,
generalizar, y sintetizar. Se observé presencia de ejercicios especificos para calcular
integrales. Escasas situaciones problemas en las que se aplica la integral, las
presentadas fueron estereotipadas y de caracter netamente intra matematico, alli el
estudiante pudo ver cual es la integral en juego reduciéndose la evaluacion al calculo
de dicha integral via teorema fundamental del Calculo. Por ello compartimos la
posicion de Munoz (2000) “no basta dar la definicién de un objeto matematico para
comprenderlo” (p. 62), es necesario considerar la articulacién de significados
existentes (puntuales, intermedios, global).

Se evidencio en los tres profesores, privilegio por una ensefianza centrada en
una excesiva orientacion algebraica (de tipo mecanicista) que impide una articulacion
de significados para la integral como objeto matematico, la funcién integral como
objeto a ensefar y la funcién integral como objeto ensefiado.

6. Conclusiones

Los profesores P1 y P3 mostraron mediante el desarrollo de su labor docente,
variantes como, el uso de software matematico, modelacion geométrica, entre otras,
que pueden ser introducidas en el trabajo didactico, considerando las circunstancias
en las que desempenaron su labor. Si bien los tres profesores construyeron su
discurso mediante diferentes recursos que previamente habian seleccionado al
planear sus clases, utilizan ejercicios netamente de caracter intra matematico, como
un medio a partir del cual se pude construir conocimiento, pero no los extienden a
situaciones contextualizadas (situaciones problematicas), lo que nos permite inferir,
que para ellos ensefar Calculo Integral, significa ensefiar procedimientos, técnicas, e
identificar algunas problematicas susceptibles de resolverse con estos elementos
definidos, reduciendo el proceso de ensefianza a una simple mecanizacion de
algoritmos que poco aportan al conocimiento y desarrollo de competencias
matematicas en el estudiante.

Trabajar la articulacion de las tres configuraciones epistémicas presentadas
para la integral, concibiendo la flexibilidad en el tratamiento de los diferentes
componentes que las constituyen es clave para la introduccion de la formalizaciéon
propia del concepto de integral. Esto se evidencia con el trabajo de los profesores P1
y P3 que utilizan configuraciones epistémicas puntual e intermedia para articular el
significado global presente en las GEC1, GEC2, GEC3, lo hacen de forma unitaria
pero no sistémica. Consideramos que la configuracion epistémica global declarada,
entendida como la red de objetos institucionales que se ponen en juego en una
actividad matematica, fue insuficiente; ya que no se presentd a los estudiantes
situaciones problematicas de caracter extra matematico, extendidas a otras ciencias,
que les permita alcanzar un significado global de referencia para la integral como un
ente sistémico.
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Creemos que una buena manera de asegurar que los alumnos adquieran un
adecuado significado personal del objeto matematico “integral” puede estar basado
en conseguir que los profesores construyan un significado personal del Calculo
Integral como un ente que es a su vez unitario y sistémico, donde la articulacion de
las tres configuraciones epistémicas globales presentadas permite comprender la
complejidad epistémica que posee la integral. Elementos que posibilitan al profesor
organizar la presentacion del objeto matematico “integral” desde situaciones
especificas puntuales e intermedias. En las primeras, la integral como operador, como
herramienta util para solucionar problemas (GEC1). Las segundas, la funcion integral
como un ente matematico riguroso, con definiciones, teoremas y propiedades que
permiten solucionar situaciones problema de caracter intra y extra matematico tales
como: calcular excedente de los consumidores y productores; volumenes, centros de
gravedad y masa, corrientes, capacitancias, tiempos de carga y descarga de
corriente, entre otras (GCE2 y GEC3). Situaciones que permiten al estudiante
comprender y usar el Calculo Integral como un ente sistémico-global. Como
consecuencia, el desarrollo de competencias matematicas.

Como conclusién general percibimos que la articulacién parcial, por parte de los
profesores P1y P3, de las configuraciones epistémicas expuestas y desde el analisis
prospectivo realizado en las secciones precedentes, permite afirmar un desequilibrio
entre los significados pretendido y logrado. Situacion altamente evidente en el
profesor P2 quien se limité a unas clases de tipo magistral, de caracter mecanicista y
repetitivo. Los tres profesores privilegian procedimientos algebraicos y analiticos que
ayudan a la comprension parcial de la integral unicamente como operador. Elementos
que permiten inferir el por qué se manifiestan muchos errores en el actuar de los
estudiantes, se pudo observar que realizan tareas y, cuando los resultados obtenidos
son inconsistentes con el grafico, intentan dar explicaciones poco razonables que
muestran mas confianza en los calculos que en el dibujo. Finalmente se observa que
los alumnos recuerdan la integracion como un conjunto de reglas desarticuladas
(CEP), donde la mayoria no sabe por qué el célculo de areas y volumenes trae
consigo el calculo de primitivas (CEI). En los tres procesos de instruccion observados
no se percibe alcance alguno que se acerque a un significado global para la integral.
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