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Resumen

Casi todas las construcciones que se realizan con GeoGebra se basan
en la representacién de dimensiones espaciales (0, 1, 2 o 3). Aqui se
detallan métodos que permiten incorporar a esas dimensiones la gran
ausente, la dimensién temporal.

Se expondran diversos ejemplos de entornos "casi reales", cuya creacién
seria impensable con las primeras versiones de GeoGebra pero que las
nuevas versiones facilitan, gracias a la gran flexibilidad caracteristica de
los guiones (instrucciones de GeoGebra) asociados a deslizadores.

Palabras clave: GeoGebra, Tiempo, Fisica, Movimiento, Guiones.

Abstract

Almost all constructions made with GeoGebra are based on the
representation of spatial dimensions (0, 1, 2, or 3). This document details
methods that allow the incorporation of the often-missing temporal
dimension into those spatial dimensions.

Various examples of 'almost real' environments will be presented, whose
creation would have been unthinkable with the early versions of
GeoGebra but are now made easier thanks to the great flexibility offered
by scripts (GeoGebra instructions) associated with sliders.

Keywords: GeoGebra, Time, Physics, Movement, Scripts.

Resumo

Quase todas as construcdes realizadas com o GeoGebra baseiam-se na
representacdo de dimensbes espaciais (0, 1, 2 ou 3). Aqui séo
detalhados métodos que permitem incorporar a essas dimensdes a
grande ausente: a dimensé&o temporal.

Serdo apresentados diversos exemplos de ambientes 'quase reais', cuja
criagdo seria impensavel nas primeiras versdes do GeoGebra, mas que
as novas versbes tornam possivel gracas a grande flexibilidade
caracteristica dos scripts (instrucbes do GeoGebra) associados aos
seletores.

Palavras-chave: GeoGebra, Tempo, Fisica, Movimento, Scripts.
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1. Introduccién

1.1. El objetivo

Este articulo esta concebido como ejemplo o propuesta de lo que considero un
modo de aprendizaje atractivo y significativo de las Matematicas, basado en
proyectos multidisciplinares en donde la evaluacion de "demostrar saber hacer" es
mas importante que la de "demostrar saber reproducir’. En este caso, combinando
contenidos de Mateméticas y de Fisica con procedimientos de GeoGebra.

Creo necesario dotar al aprendizaje de las matematicas en Secundaria de un
contexto menos tedrico que el habitual, tradicionalmente heredado de la clase
magistral universitaria. Es normal que a los! matematicos nos fascine la perfeccion
de las ideas abstractas y su desarrollo puramente légico, desligado de la
experiencia, pero hace afios que he comprobado que la mayoria de adolescentes
agradecen un contexto mucho mas terrenal.

Ademas, en un mundo cada vez mas acelerado, los conocimientos concretos
merman rapidamente su valor, cediéndolo a las competencias generales. Y son
proyectos como este los que promueven, precisamente, la adquisicion de esas
competencias (en este caso, matematica y cientifico-técnica).

Como, por su increible versatilidad, las Matematicas se encuentran presentes
en infinidad de contextos transversales, podriamos pensar que es féacil elegir
algunos que permitan, en cada nivel, la evaluacion de la competencia matematica.
Sin embargo, la mayoria de las situaciones "reales" son demasiado "complejas”
(perddn por el juego de palabras) para que sea sencillo simplificarlas sin perder con
ello la esencia de su contenido.

Por su parte, desde el punto de vista de la Fisica, es histéricamente clara su
matematizacion, mayor que en cualquier otra area cientifica. Lo que también
conlleva algunos riesgos en su ensefianza temprana, como abusar de la formulacién
o intentar adelantar conceptos y procedimientos matematicos (particularmente, las
funciones trigonométricas y complejas, y aquellos relacionados con el célculo
infinitesimal, como la derivada y la integral).

Aqui pretendo mostrar un modo de evitar estos riesgos, permitiendo, mediante
el uso de GeoGebra, que los alumnos demuestren su buen hacer matematico en un
contexto dindmico similar al de la vida real.

1.2. El contenido

Mostraré las instrucciones detalladas que convierten a GeoGebra en un
laboratorio de cinemética al alcance de alumnos de Secundaria (Losada, 2024).
Como se verd, solo es necesaria la introduccién de un deslizador asociado a unas
pocas lineas de comandos de GeoGebra que, con ligeras variaciones, son
esencialmente siempre los mismos. Este laboratorio puede ser usado como punto

1Y, por supuesto, "las". No usaré el doble género gramatical por brevedad, pero el lector o la lectora debe ser
consciente de que en la mente del autor (en este caso el masculino no es genérico) no existe la mas minima
correspondencia del género gramatical, empleado de modo genérico, con ninguin sexo determinado.
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de partida para la propuesta de proyectos fisico-matematicos, ya sea en esa etapa
educativa o en etapas posteriores.

Para facilitar estas propuestas al alumnado mas joven, los conceptos tedricos
han sido reducidos al minimo, al igual que la formulacién. No hace falta saber
mucha fisica. Tampoco mucha mateméatica. Lo que hace falta saber es realmente
gué queremos visualizar y qué instrucciones de GeoGebra sirven para lograrlo.

Algunas péaginas de este articulo incluyen notas con la teoria fisica
correspondiente. De hecho, en muchas de las construcciones puede verse la
comparacién entre esa teoria y la animacion conseguida. Pero esto no significa que
sea necesario conocer esa teoria para realizar la construccion. Simplemente, he
incluido la teoria para que podamos comprobar el grado de exactitud de cada
animacion.

En cada apartado se muestra la direccion URL que permite acceder a cada
construccion. En muchos casos, se acompafia de una imagen también vinculada a
esa direccion.

1.3. El procedimiento

En el | Congreso Internacional de GeoGebra, celebrado en Coérdoba en 2023,
expuse algunos métodos que facilitan a los estudiantes el acceso a investigaciones
con un minimo de aparato algebraico (Losada, 2023). Como ejemplo, podemos usar
la vista de Calculo Simbolico (CAS) para definir un punto arbitrario X y la distancia
entre él y otros objetos ya definidos, como un punto fijo A o0 una recta r:

o X:=(XY)
e XA(X, y) := Distancia(X, A)
e Xr(x, y) := Distancia(X, r)

De esta forma tan simple (observemos que ni siquiera se da por supuesto el
conocimiento del teorema de Pitdgoras) conseguimos plantear ecuaciones como la
siguiente y observar la cénica resultante (Figura 1), de excentricidad k:

e XA/ Xr=Kk
PUNTO - RECTA Cuando el coclente de ks distancias de los puntos del lugar Buscado
Cociente constante al punto A i La recta r es constanie y menor que 1, obienemos una sipss
(Eka cormtanie as k excerirkidad )
k=06
——
Fosk=1
k=1
(3
Comprabar

Figura 1. Uso sencillo pero potente del CAS para descubrir lugares geométricos
https://www.geogebra.org/m/uaebmgzv
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O, por ejemplo, podemos confinar varios puntos libres en una superficie
esférica y, definiendo vectores entre ellos, hacer que se repelan automatica y
mutuamente, observando qué tipo de configuracion aparece segun sea el numero
de puntos confinados.

Esta repulsién automatica es posible gracias a un deslizador permanentemente
animado (que he denominado "anima"). En aquel caso, cada vez que este
deslizador cambia de valor, ejecuta el guion que "anima" a los puntos a repelerse.

En este articulo, un deslizador similar, continuamente animado, sera también el
protagonista indiscutible. Presentaré un método que permite el acercamiento a
algunas magnitudes fisicas inherentes al movimiento, como la velocidad y la
aceleracion, basado exclusivamente en su definicién conceptual?. La idea original de
este método aparece expuesta, como tablas de variaciones, por Richard Feynman
en su famoso libro "The Feynman Lectures on Physics”, volumen I, 9-7, Planetary
motions (Feynman, 1963).

Veremos que este método parece haber sido ideado a propdsito para su
incorporacion como guion al deslizador "anima" (al que, sin duda alguna, a Feynman
le hubiera encantado ver en accion). Con ese fin, usaremos la sincronizacion en
tiempo real con la hora disponible en el ordenador (u otro dispositivo) del usuario.
Conseguiremos asi la simulacion bastante precisa de diversas situaciones en donde
una masa, sometida a una aceleracion g, mueve su posicion M con velocidad v, sin
necesidad de recurrir a la matematica superior.3

En general, las animaciones no hacen uso de férmulas (ni ecuaciones
preformuladas ni trigonometria ni célculo diferencial), solo realizan las variaciones
necesarias en los vectores que dirigen el movimiento. Sin embargo, veremos que
las consecuencias pueden llegar a ser espectaculares. Estas variaciones se
reducen esencialmente a la ejecucion de dos instrucciones muy simples:

e Valor(v, v + dt g)
e Valor(M, M + dtv)

En ellas, dt es un intervalo muy pequefio de tiempo (lo que tarda el deslizador
en cambiar de valor, unas pocas centésimas de segundo). Es decir, "cada poquito",
la velocidad v varia en un valor igual a "un poquito de g" y la posicién M de la masa
se desplaza "un poquito de v". Es importante resaltar que estas sumas no son
numericas, sino vectoriales, es decir, se suma una cierta cantidad en una cierta
direccién y sentido.

2. Rastro poligonal

GeoGebra permite que los objetos geomeétricos, como puntos o lineas, puedan
dejar una huella, un rastro, de su movimiento. Basta activar la casilla de opcion
"Mostrar el rastro” en las propiedades del objeto. Para mejorar la visualizacion del

2 En la mecanica clasica, no relativista.

3 Las letras g y v aparecen en negrita porque representan a vectores, no a escalares. Formalmente, la letra M
representaria también el vector de posicion del punto M, por lo que una expresion como M + dt v es en realidad
una suma vectorial.

=
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recorrido realizado, en algunas construcciones sustituiremos el rastro que deja un
punto por una linea poligonal. En este apartado detallo cdmo hacerlo.

Calcular la longitud que seguird la trayectoria de un movil no siempre es
sencillo. Si conocemos el recorrido que seguira esa trayectoria, podemos crear una
poligonal que se ajuste muy bien a ese recorrido. Por ejemplo, en la construccion de
la Figura 2 hemos aproximado un arco parabdlico con una poligonal con 500
veértices. El ojo no puede distinguir la poligonal de la curva. El error cometido en el
célculo de la longitud, al sustituir la curva por la poligonal, es infimo (Figura 2).

ﬁ Poligonal ..-H"R
Punio méavil u,

Valor ecacto (CASE In(2) = In(2w'6 = d) 4 2 s \

Longited pofigonal 500 wértices: 5.91577 \'-.
Diferencia; 00000031608 LY

Figura 2. Poligonal y rastro poligonal
https://www.geogebra.org/m/w4zhh9gk

Si no conocemos ese recorrido, 0 ignoramos su expresion algebraica,
podemos usar el rastro de un punto mévil M para crear esa poligonal. Primero,
creamos una lista vacia (que llamaremos "reg") que se encargara de registrar las
posiciones de M. Como primer elemento de la lista, asignamos la posicion inicial del
punto libre M:

- reg = {}
e Valor(reg, {M})

Observemos que no definimos directamente reg = {M}. Si asi lo hiciésemos, no
podriamos usar posteriormente el comando Valor para ir afladiendo mas puntos,
pues este comando solo permite actuar sobre objetos libres, no dependientes
(aunque M es libre, reg dependeria de M).

Sobre esa lista, creamos la poligonal que une esas posiciones:
e Poligonal(reg)

Por ultimo, escribimos el guion (pestafia "Al actualizar") asociado al punto libre
M, que se ejecutara cada vez que M actualice su posicion:

e Valor(reg, Ahade(reg, M))
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3. Capturando el instante

3.1. Fracciones de tiempo

El comando TomaTiempo permite recoger la fecha y hora real desde el
ordenador o dispositivo que estemos usando. Al ejecutarse, devuelve una lista que
comienza con la hora actual, en el siguiente orden:

e {milisegundos, segundos, minutos, horas, fecha, mes, ano, mes (texto), dia
semana (texto), dia semana (comenzando en domingo)}

Asi, alas 18:31 y 16,347 segundos del sdbado 5 de abril de 2025, devolvera:
e {347, 16, 31, 18, 5, 4, 2025, "Abril", "Sabado", 7}
En adelante, bastara considerar los tres primeros elementos de esta lista.

Sabado, 5 de Abel de 20256

°|‘,"‘°‘“°", 18:31:

¥4 Hoea nctuat 5‘"9"'"““' (L | | | ll:: 1l'.
— 55

W 15 20 25 W 35 40 45 N0

|| Hora Sbre

0 S W % 20 22 W I 40 4 0 5

Figura 3. Reloj que muestra la hora actual gracias al comando TomaTiempo
https://www.geogebra.org/m/s6gpkeuq

3.2. Registro del tiempo (plantilla para estudiantes)

3.2.1. El registro de cada instante

Tomaremos el tiempo real en un instante inicial t0 y, cada poco, el deslizador
"anima", se encargara, como veremos, de volverlo a tomar en un instante t1.

Llamaremos tt al dltimo instante registrado y dt a la diferencia de tiempo (unas
pocas centésimas de segundo) entre esos instantes de toma de tiempo.

Creamos, pues, las siguientes variables libres (no dependen de ningun objeto):
e t0 = {0, 0, O}

e t1 ={0, 0, O}

ett=0

edt=0
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Para referirnos por separado a cada elemento de las listas t0 y tI, basta
colocar como argumento de estas variables el indice correspondiente. Por ejemplo,
t0(2) recoge el valor del segundo elemento de la lista 0.

3.2.2. El deslizador "anima"

Llegamos al ya declarado protagonista indiscutible de todas las simulaciones.
Llamaremos "anima" a este deslizador, que creamos de 0 a 1, con incremento
0.001. En él escribimos el siguiente guion "Al actualizar", que se encarga de
actualizar t1 y calcular el tiempo dt transcurrido desde tt.

e Valor(tt, t1(1))
e Valor(tl, Primero(TomaTiempo(), 3))
e Valor(dt, (t1(1) < tt) + (t1(1) — tt)/1000)

Asi, dt ("diferencia de tiempo") recogera el tiempo (unas pocas centésimas de
segundo) transcurrido entre dos ejecuciones consecutivas del guion del deslizador
"anima". La instruccioén (t1(1) < tt) sirve para sumar un segundo cuando t1(1) < tt.*

3.2.3. Botdn Reinicia

Creamos el botdn "Reinicia” (primer boton de la Figura 4, en la esquina
superior izquierda) con el siguiente guion "Al hacer clic":

e Valor(anima, 0)

e IniciaAnimacion(anima, false)
e Valor(to, {0, 0, 0})

e Valor(tl, t0)

3.2.4. Boton Empieza®

Creamos el botén "Empieza" (segundo boton de la Figura 4) con el siguiente
guion "Al hacer clic", que toma la hora inicial {milisegundos, segundos, minutos} y la
asigna a t0 y t1. Inmediatamente, activa el deslizador "anima".

e Valor(t0, Primero(TomaTiempo(), 3))
e Valor(tl, t0)
e IniciaAnimacion(anima, true)

3.2.5. Tiempo de animacién

Finalmente, creamos la variable ¢ que recogera los segundos transcurridos
desde ¢0, es decir, desde el momento en que pulsemos el boton Empieza:

o t = (t1(3) < t0(3)) * 3600 + (t1(3) — t0(3)) * 60 + t1(2) — tO(2) + (t1(1) —
t0(1)) / 1000

4 La desigualdad toma el valor 1 cuando es verdadera y O cuando es falsa. Para afiadir lineas con comentarios
como este al propio guion, basta comenzar cada linea de comentario con el simbolo #.

5 En las construcciones también aparece un botén "Para" que sustituye a "Empieza". En ellas, pueden verse los
detalles de su guion "Al hacer clic". No los incluimos aqui por no ser relevantes para el resto del articulo.
=
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Observemos que la instruccion (t1(3) <t0(3)) * 3600 suma 3.600 segundos
(una hora) cuando la hora actual t1(3) tenga un valor menor que la hora inicial t0(3),
es decir, cuando se cambie de dia (siempre hay quien trabaja a medianoche).

Hemos terminado. No es necesario que los alumnos tengan que discurrir todo
esto, podemos facilitarles esta plantilla con los objetos ya creados. Nuestro objetivo
es otro: seran ellos los que deban aplicar la plantilla a sus propios fines. Para ello
solo necesitan saber que t recoge los segundos transcurridos y dt es una cantidad
de tiempo, en segundos, muy pequefia (como unos 0,04 segundos).

Enlace a la construccion plantilla: https://www.geogebra.org/m/g9w2ugnu

4. Movimiento uniforme

4.1. Movimiento Rectilineo Uniforme (MRU). Primera ley de Newton

Después de crear, como hemos visto, un registro del tiempo, colocamos un
punto libre M (que representa una masa m) y definimos un vector constante v
(Figura 4). Por ejemplo:

ev=(20)

Tiempo animacin: 0 : ® =

Valor(M, M + dt v)

Figura 4. Movimiento Rectilineo Uniforme (MRU)
https://www.geogebra.org/m/be4u2nzc

Por definicion de velocidad, la masa se desplazara dt v, asi que basta afiadir la
siguiente instruccion (12 ley de Newton) al guion del deslizador "anima":

e Valor(M, M + dtv)

Asi conseguimos que M se desplace en un Movimiento Rectilineo Uniforme
(MRU). Observa que esta instruccion, cada vez que se actualiza el valor del
deslizador, lo Unico que hace es obligar a M a desplazarse "un poquito" en la
direccion y sentido de v.®

Para que M vuelva a la posicion inicial P, afiadimos la siguiente instruccion al
guion del botén Reinicia:

e Valor(M, P)

6 Como dt esta en segundos, la velocidad v estara en m/s, asi que tomamos el metro como unidad de los ejes.
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El MRU es especialmente importante porque, segun la primera ley de Newton,
toda masa ha de permanecer o bien en reposo o bien en este movimiento (respecto
a un sistema de referencia) si no actia sobre ella ninguna fuerza. Es decir, toda
masa se resiste a variar su estado de movimiento. Esta importante propiedad se
conoce como inercia.’

4.2. Efecto Doppler y Mach 1

Incluso algo tan sencillo como el movimiento uniforme puede ofrecer
escenarios interesantes. En este, se combina el movimiento uniforme de las ondas
sonoras con el movimiento uniforme de un avion (se puede elegir a qué velocidad
viaja este Ultimo).8

.
.
(< Q11 E 1235 km/h
:
.
:
iplano tangente comun
|Vl = 343 mis i(barrera del sonido)
e E
.
L]
:
| Despega i
il Sube hasts Mach 1

Sube hasts Mach 1.5

Conos condensaciin

pp—— - | S——
3
]

Figura 5. Rompiendo la barrera del sonido
https://www.geogebra.org/m/g2nmywav

Esto permite la observacion de la compresién de las ondas sonoras, lo que
conlleva la variacion de la frecuencia que percibe el observador (efecto Doppler) y
de la ruptura de la barrera del sonido, apareciendo la onda de choque, en forma de
superficie conica. Esta es una onda de presion que viaja mas rapido que la del
sonido en ese lugar (Que se denomina Mach 1). Cuando esta onda alcance a un
observador, este oira el estampido sénico.®

7 Sin embargo, el movimiento puramente inercial es raro de observar, pues en el universo ninguna masa escapa
a la accién gravitatoria de otras masas. La importancia reside en que este movimiento "seria" el que existiria en
caso de ausencia de esas masas, por lo que la desviacion del movimiento real respecto al inercial nos permite
calcular, indirectamente, la presencia de tales masas. Asi se han descubierto algunos planetas, por ejemplo.

8 En la construccion, parece evidente que el avion no esta a escala. Sin embargo, podemos pensar que si lo
esta si imaginamos que simplemente el avidon se encuentra en otro plano, mucho mas cerca del observador (que
mantiene siempre al avion enfocado en el primer plano) que el eje de abscisas.

9 Como el sonido no es mas que una variacion de la presion del aire, el cono es en realidad un sonido muy
intenso (el estampido sonico). Si el avién fuese muy pequefio, solo habria un estallido. Pero como es grande, se
diferenciaran dos‘o mas conos (y se oirdn dos 0 mas estampidos), como minimo el del morro y el de la cola.
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4.3. Curva de persecucion

El MRU es el movimiento mas aburrido que existe. Ahora bien, la cosa se puede
poner mucho mas interesante si el mdvil que sigue ese movimiento es perseguido
por otro que también se mueve a velocidad de mddulo constante, pero siempre
hacia el primero, como cuando un perro persigue a un coche. La curva que se

genera en esa persecucion (Figura 6) recibe el original nombre de curva de
DErsecucion.

Tiempo animacin: 876"

Wislgcidad
}
perseguador -5 m I

Figura 6. Curva de persecucién
https://www.geogebra.org/m/vuhyrghe

Podemos advertir que mientras el perseguido mantiene su MRU a velocidad
constante, el perseguidor varia en cada instante la direccion de su velocidad, por lo
que, si bien su modulo es constante, no lo es su vector velocidad.

4.4. Problema de los ratones

Si afiadimos un tercer punto y hacemos que los perseguidos sean también
perseguidores, obtendremos el conocido problema de los ratones (Figura 7).

Tempo animacke: 3.72°
Tiempo tedrico: 4.67

Ver vetores 4

; Espiraies “ / NG

Figura 7. El problema de los ratones ("mice problem™)
https://www.geogebra.org/m/rx6baqva

UNIEN NGmero 73- Abril 2025 — Pagina 10


https://www.geogebra.org/m/vuhyrghe
https://www.geogebra.org/m/vuhyrghe
https://www.geogebra.org/m/rx6baqvq
https://www.geogebra.org/m/rx6baqvq

Se hace camino al andar
R. Losada Liste

Ahora hay tres puntos, que representan a los ratones, situados
respectivamente en las posiciones iniciales, los vértices de un triangulo equilatero. A
cada punto le corresponde el mismo médulo de velocidad constante (1 m/s), pero de
modo que cada ratdn se dirige en todo instante al que esta a su derecha.

La curva que describe cada ratdn es una de las curvas mas frecuentes en la
naturaleza, desde conchas hasta galaxias: la espiral logaritmica. Da igual que sean
tres 0 mas los ratones situados en los vértices de un poligono regular: en cualquier
caso trazaran una espiral logaritmica, también llamada eguiangular por el angulo
constante que forma la tangente en cualquier punto con la recta que lo une al centro
(propiedad que comparte con la circunferencia). En el caso de estos tres ratones,
este angulo constante es de 30° (dejo al lector que averigiie por qué: basta
observar la posicion de partida de cada ratén).

4.5. Curva de persecucion de Hathaway

Este problema fue planteado por el matematico estadounidense A. S.
Hathaway, en 1920.

"Un perro en el centro de un estanque circular persigue a un pato que nada a
lo largo del borde del estanque. Si el perro nada n veces mas rapido que el pato,
determinar la ecuacién de la curva de persecucion y la distancia que nada el perro
hasta atrapar al pato."

Tiempo animackn: 4.18"

Velocidad . .
perseguador

L3 ecuadion de esta cuva
no se puede halar anahticamente
(sclo numéricamenie)

Figura 8. La curva de persecucion de Hathaway
https://www.geogebra.org/m/fcxdpccéd

Aunque el enunciado no lo mencione explicitamente, podemos dar por
supuesto que el pato en cuestion no solo nada a velocidad constante (en modulo),
sino que ademas no sabe, no puede o no quiere, escapar volando...

Hathaway no pudo encontrar la ecuacion de la curva. Nada extrafio, pues la
ecuacion diferencial resultante no tiene solucidon analitica (solo puede ser resuelta
numéricamente). Pero, con el procedimiento que estamos usando, nosotros
podemos visualizar con GeoGebra esa curva (Figura 8) tan facilmente como las
anteriores, al tiempo que también podemos medir su longitud.
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4.6. Movimiento Circular Uniforme (MCU)

Coloquemos un punto M (que representa una masa /m) a cierta distancia de un
punto O. Llamamos w a una velocidad angular constante (en radianes) y sustituimos
en el deslizador "anima" la anterior instruccion:

e Valor(M, M + dtv)
por esta otra:
e Valor(M, Rota(M, dt w, 0))

En consecuencia, M se desplazara (Figura 9) en un Movimiento Circular
Uniforme (MCU) alrededor de 0.10

oo .
-

Periodo tedricn: 12,586 ¥

Tiempo ankrdckdn: 1301
W vissitas: O
Periods anmackn (meda): 0

Figura 9. Movimiento Circular Uniforme (MCU)
https://www.geogebra.org/m/qj4t8dfd

Con esto ya habremos terminado la animacion. Sin embargo, como ha sido
demasiado sencillo, aprovecharemos esta construccion para detallar como crear un
contador de vueltas y, sobre todo, cdmo calcular el tiempo medio invertido en cada
vuelta.

Para ello, definimos la lista libre reg y la lista de periodos regDif:

e reg = {0}
e regDif = Si(Longitud(reg) £ 1, {reg(1)}, Secuencia(reg(k) — reg(k+1), k, 1,
Longitud(reg) — 1))
Asi, el tiempo medio de animacidén tras una vuelta completa, es decir, el
periodo de la animacién, vendra dado por:

e T = media(regDif)

Hallamos la media T de todos los periodos registrados porque aunque todos
ellos deberian ser tedricamente iguales, se producen pequenas desviaciones en cada
vuelta, pues la animacién no sigue un movimiento continuo, sino a pequenos
intervalos de tiempo dkt.

10 Como el angulo completo de una circunferencia es de 2w radianes, el periodo tedrico ha de valer 2nt/ w. En
ese tiempo, M debera recorrer la longitud de la circunferencia 2t r, asi que el médulo de la velocidad tangencial
v (que aparece en la construccién) ha de ser igual a 2 r entre 21t / w, es decir, [v| = w .

=
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Ahora basta afadir al guion del deslizador "anima" las instrucciones:
e Valor(reg, Si(y(M) < 0 Ay(Rota(M, dt w, O)) = 0, Ahade(t, reg), reg))
e Valor(vueltas, Si(y(M) < 0 Ay(Rota(M, dt w, O)) = 0, vueltas + 1, vueltas))

El simbolo A (0 su equivalente &&) corresponde al operador légico "Y". Por su
parte, el operador y(M) recoge la ordenada del punto M. De este modo, la condicién:

e y(M) <0 A y(Rota(M, dt w, 0))

se hace verdadera cuando la ordenada de M pasa de ser negativa a positiva,
completando un ciclo.

4.7. MCU en polares

En vez de usar el comando Rota, podemos usar coordenadas polares. En las
coordenadas polares P(r; a), r corresponde a la longitud del segmento OP y a
corresponde al angulo (entre 0° y 360°) que forma OP con el Eje X.

Para evitar confusiones, GeoGebra separa las coordenadas polares usando el
"punto y coma" en vez de la "coma". Por ejemplo, el punto P(0, -3) es el mismo que
P(3; 270°).

Para obtener las coordenadas cartesianas de un punto P, debemos usar x(P) e
y(P). Para obtener sus coordenadas polares, usamos abs(P) y arg(P).!

Las coordenadas polares resultan especialmente (tiles en los movimientos
rotatorios, pues el punto P(r ; a), al variar a, describe una circunferencia de radio r
centrada en el origen.

Asi que si en el MCU de la construccién anterior, con velocidad angular
constante w, O es el origen de coordenadas, entonces el punto M tiene por
coordenadas polares (r ; t w). Por lo tanto, podemos mover M con la instruccion:

e Valor(M, (r; t w))
El &ngulo que forma M con el origen se obtiene con arg(M).

Si queremos generalizar al caso en que O no sea el origen de coordenadas,
basta sumar sus coordenadas:

e Valor(M, O + (r; t w))

En tal caso, el angulo que forma M con el origen de coordenadas se obtiene
con arg(M - O).

Enlace a la construccion: https://www.geogebra.org/m/zfxfwd9n

11 En realidad, arg(P) devuelve un angulo entre -180° y 180°, correspondiendo los valores negativos a los
angulos mayores de 180°.
=
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5. Aceleracioén

5.1. Aceleracion centripeta del MCU. Segunda ley de Newton

Hemos visto como la masa m, representada por el punto M, se desplazaba en
un Movimiento Circular Uniforme alrededor del punto O, es decir, a una distancia r
con una velocidad angular w constante. También aparecia (nota al pie n° 10) una
velocidad tangencial v, cuyo médulo, |v|, vale la constante w r.

Pero que v tenga modulo constante no quiere decir que la velocidad v sea
constante, ya que su direccion no lo es. Esto significa que ha de existir una fuerza
(la rigidez del cuerpo, la tensién de la cuerda, la gravedad u otra) que obligue a la
masa m a mantener el movimiento circular. De otro modo, como hemos visto,
seguiria un MRU, por inercia.

Esa fuerza se conoce como fuerza centripeta, porque su direccion y sentido es
hacia el centro de la circunferencia. Esta fuerza provoca una aceleracion centripeta
c, representada por el vector verde (Figura 10). El médulo de esta aceleraciéon es
exactamente el necesario para mantener a la masa en el movimiento circular y
evitar que, por inercia, siga un movimiento rectilineo.

oo - -
L)

Al Fasladar ks 9o

WiCionEs (v y ©} B un

ST Cfigen,

= A la velocidad v
o i Iraean la hoddgrala

Paricds edrico: 12.506° T

En ela, ¢l punio A
Tiempo ankmackn: 3,395 S0 MUEVE 0ON velockded
I wueitas: 0 igual a la acsierackin
Pericds andmackn (mede): I° original (c).

Walor(v, v + dt c)
Neer vawriacion de ¥ .

Figura 10. Aceleracién centripeta
https://www.geogebra.org/m/rryyhgud

Si nosotros ocupamos la posicion del punto M, notaremos una fuerza que
tiende a despegarnos del recorrido circular, a "salirnos por la tangente"
(literalmente). Esa fuerza aparente (es decir, ficticia) recibe el nombre de “fuerza
centrifuga”, pero no es mas que nuestra percepcion de la resistencia que ofrece la
inercia a la fuerza centripeta real.

Para observar mejor la relacion entre la aceleracion ¢ y la velocidad v,
podemos crear un diagrama que se conoce como hodégrafa del movimiento.?

Observa que los vectores ¢ y v determinan completamente el movimiento de
M. En la animacion, cada vez que el tiempo avanza "un poquito”, la velocidad pasa
a valer v + dt c (22 ley de Newton), con lo que la posicion de M pasa a ser M + dt v.

12 En la hoddgrofa, el punto A recorre 21 |v| en cada vuelta, es decir, cada T = 2n / w segundos. Como A avanza

a velocidad c (la aceleracion es la velocidad de cambio de la velocidad), tenemos que |c| =2nt|v| / T =w |v| =
2 =y2

wrr=va/r.
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5.2. Gravedad

Toda masa altera la geometria del espacio en donde se encuentra, provocando
la apariciéon de un pozo gravitatorio. Este pozo atrae todo lo que la rodea hacia su
centro de masas, con una aceleracion que llamamos aceleracion gravitatoria o
simplemente gravedad.

En el caso de la Tierra, su masa provoca la aparicion de una fuerza gravitatoria
cuya aceleracion denotamos por g. Por lo tanto, g es un vector cuya direccion y
sentido es hacia el centro de la Tierra, y cuyo modulo depende de la distancia al
centro de la Tierra.

Para masas situadas en el espacio, el médulo de g viene dado por la conocida
formula de Newton, que lo iguala a Gmr/d? donde G es la constante de
gravitacion universal, mr es la masa de la Tierra y d la distancia a la que nos
encontremos del centro de la Tierra.

Ese valor es maximo en la superficie terrestre, desciende progresivamente al
alejarnos de la Tierra y, en principio, también desciende al adentrarnos en ella,
hasta hacerse nulo en el centro de la Tierra. Es asi porque, a medida que viajamos
hacia el centro de la Tierra, por debajo de la superficie terrestre, la atraccion de la
capa de masa terrestre ya atravesada es nula (es suma de fuerzas que, por
simetria, se cancelan mutuamente), asi que la masa terrestre a tener en cuenta se
va reduciendo. Como la masa disminuye proporcionalmente al volumen, y este con
el cubo de la distancia, el valor de la gravedad disminuye linealmente (parte recta de
la grafica amarilla en la Figura 11).

Tietra homogénes

u Tetra real

gt STy

Espadio

Tt A

Figura 11. Aceleracion gravitatoria
https://www.geogebra.org/m/bkkfqufa

Esta disminucion seria realmente lineal si la Tierra fuera una esfera
homogénea. Sin embargo, la densidad de la Tierra no es constante, lo que provoca
gue el descenso no sea lineal (grafica verde). También provoca que la gravedad no
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alcance su maximo en la superficie terrestre sino en la superficie del nacleo, méas
denso que el resto.!3

En las siguientes construcciones, supondremos que estamos cerca de la
superficie terrestre (d =r, siendo r el radio medio de la Tierra), por lo que
aproximaremos el valor del médulo de g a unos 9,81 m/s?.

5.3. Péndulo cénico y MCU

En el caso del péndulo cénico (Figura 12) la masa m, representada por el
punto M, pende de un hilo (de masa despreciable) desde el punto A. La aceleracion
centripeta ¢ viene dada como la componente horizontal de la tension del hilo, cuya
componente vertical compensa la gravedad g.

Tanto v como c tienen mdédulos constantes que solo dependen de la velocidad
angular w y el radio r. La velocidad angular w viene determinada unicamente por la
altura h del cono. Cuanto menor sea la altura, mayor sera la velocidad angular (y,
por lo tanto, menor el periodo). Sin embargo, variar el radio de la circunferencia no
afecta a la velocidad angular (ni al periodo), solo afecta al médulo de la velocidad
tangencial v.

¥4 Vver cono
1<} > .

Ve circunferencia

Ver vectores A

- —
Radode8m

Periodo tedeico (MCU): T =1003"

N° vueitos: 0
Periodo animacion (medis): 0°

L -

Figura 12. Péndulo conico
https://www.geogebra.org/m/yxggmhfr

No se puede conseguir altura nula, por mucha resistencia que tenga el hilo, ya
gue su tensién siempre ha de contar con una componente vertical que compense la
gravedad.*

13 Como el radio de la Tierra es inferior en los polos que en el ecuador, el médulo de g es mayor en los polos.
Pero, ademéas, a medida que nos desplazamos de los polos al ecuador, una parte (pequefia, pero
progresivamente mayor) de la aceleracion gravitatoria no incide en el peso de la masa, sino que funciona como
aceleracion centripeta (o, dicho de otro modo, ha de compensar la ficticia "aceleracién centrifuga"). Esto evita
que la masa se despegue de la superficie terrestre, algo que no es necesario en los polos, donde la aceleracion
centripeta es nula. Como consecuencia de ambos factores, las masas pesan alrededor de un 0,5% mas en los
polos que en el ecuador.

14 Sj la altura fuese cero, el periodo seria cero, y tanto la velocidad angular como la tangencial serian infinitas.
=
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6. Movimiento Uniformemente Acelerado

6.1. Fobrmula 1

En esta construccion, que simula un sencillo videojuego, la velocidad del coche
depende del resultado de imprimir una aceleracibn que podemos variar con un
deslizador (que también sirve para frenar, pues admite valores negativos). El
objetivo es completar una vuelta al circuito en el menor tiempo posible, sin salirse de
la pista.

Si, al ponerse en verde el semaforo, activamos la casilla "Vuelta de
reconocimiento”, la aceleracion se fijara en un valor constante (0,06), con lo que el
coche entrara en un Movimiento Uniformemente Acelerado, completando cada
vuelta en un tiempo menor (hasta salirse de la pista, como muestra la Figura 13).1°

El rastro poligonal del coche permite observar que en cada vuelta no sigue un
recorrido prefijado, sino que su trayectoria obedece en cada instante al estado
puntual de los vectores de velocidad y aceleracion.

GAME OVER |
249 km/h \

Figura 13. El efecto de una aceleracién constante
https://www.geogebra.org/m/ryudhe4c

6.2. Caida libre. Segunda ley de Newton

Una masa, representada por el punto azul, cae desde la posicién inicial. Tal
como descubrié Galileo'®, en su famoso experimento mental de Pisa, el tiempo de
caida no depende de la masa. En un razonamiento por reduccion al absurdo,
SUpuUso que una masa pesada cayese mas deprisa que una ligera. En tal caso, al
atarlas a ambos extremos de una cuerda, la masa ligera quedaria rezagada en su
caida, hasta tensar la cuerda y frenar la caida de la pesada. Pero esto es absurdo,

15 En la construccion, el coche (o la pista) no esta a escala.

16 Galileo también descubrid la ley que sigue este movimiento, es decir, el espacio e recorrido en un tiempo t.
Podemos llegar a ella, de un modo informal, mediante este razonamiento. Sabemos que la velocidad que tiene
M después de pasar el tiempo t es g t. Al inicio, M tenia velocidad nula. Como la velocidad siempre crece al
mismo ritmo (pues g es constante), la velocidad media serd (0 + g t) / 2. Entoncese=vt=g t?/ 2.
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pues el conjunto de ambas masas (mas la cuerda), al pesar mas que la masa
pesada, deberia caer todavia mas rapido.

En esta construccion (Figura 14) podemos ver la caida en la Tierra, sin
considerar la resistencia del aire, y en la Luna. Cada vez que pase un breve lapso?’,
una cantidad de tiempo dt muy pequefia, por definicion de aceleracion, la velocidad
aumenta dt g. Asi de sencillo. Basta, pues, afiadir al guion del deslizador "anima” la
instruccion (22 ley de Newton):

e Valor(v, v + dt g)

TIERRA LUMNA

ThaTiRG
ankmackin: 1.28°

- SR

E WEr YeCIIeS

Figura 14. Caida libre en la Tierray en la Luna
https://www.geogebra.org/m/m2f8mzzy

6.3. Lanzamiento vertical

Ahora la diferencia con respecto a la caida libre es que el valor inicial de v no
es (0, 0), sino de tipo (0, vy). Por ejemplo, (0, 2).

Por lo demas, el procedimiento sigue siendo el mismo. Recapitulemos:
después de usar el reloj para establecer pequefias diferencias de tiempo dt, la
animacion, en cada paso, solo hace uso esencialmente de estas dos instrucciones:

e Valor(v, v + dt g)
e Valor(M, M + dt v)
Enlace a la construccion: https://www.geogebra.org/m/bjetgwhk

6.4. Movimiento parabdlico

Podemos considerar el movimiento parabdlico (Figura 15) como combinacion
del MRU horizontal con el de lanzamiento vertical, pues cada uno no influye en el
otro. Algebraicamente, esto sucede porque la primera coordenada del vector
aceleracion g es nula (Figura 15).

17 No es casualidad que podamos denominar lapso a la cantidad de tiempo dt, pues esta palabra deriva
etimolégicamente de la caida del agua, en un intervalo de tiempo, en una clepsidra (literalmente, "robo de agua",
reloj de agua).
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Este es el principio del movimiento compuesto, establecido por Galileo en
1638, y utilizado por él para demostrar la forma parabdlica'® del movimiento de
proyectiles: "las componentes horizontal y vertical de la velocidad de un proyectil
son independientes entre si".

Tiempa
I 638 -
Tiesta

ankmackn: 52900 19

¥y i A s

B ver vecicees

Wer aroo bedrico

Figura 15. Movimiento parabdlico
https://www.geogebra.org/m/hgkyxckc

Como consecuencia, en la construccion, la abscisa que alcanzara la masa al
llegar al eje X serd la misma que si no hubiese caida y siguiese rectilinea en un
movimiento uniforme.

6.5. El mono y el cazador

Este experimento mental sitla a un cazador apuntando un tirachinas®®
directamente a un mono. En el mismo instante en que dispara, el mono se deja caer
del arbol. Mala decision. Como hemos visto, descomponiendo el movimiento de la
pelota en dos movimientos (horizontal y vertical), la pelota no sigue un movimiento
rectilineo porque en cada instante cae verticalmente exactamente igual que lo hace
el mono. De hecho, si el mono mira a la pelota en todo momento, vera que se
acerca directamente hacia él, en movimiento (que él ve) completamente rectilineo,
pues ambos caen al mismo tiempo. Asi que cuando haya pasado el tiempo
necesario para recorrer la distancia horizontal que separa al cazador del mono, la
pelota y el mono se encontraran (Figura 16).

Por eso, en la realidad, para darle al mono sin que este abandone su posicién
inicial, el cazador debe o bien apuntar por encima de é€l, o bien, como es lo habitual
en muchas armas, corregir el angulo de tiro mediante el ajuste del alza de mira.

18 Estrictamente hablando, este movimiento no es parabdlico sino eliptico. Para que fuera realmente parabdlico,
o0 bien la aceleracién gravitatoria g deberia ser exactamente constante o bien la velocidad inicial vo deberia ser
igual a la velocidad de escape de la Tierra (unos 40.280 km/h). Ahora bien, cerca de la superficie terrestre y para
velocidades pequefias, podemos suponer, como venimos haciendo, que el médulo de g se mantiene constante
(unos 9,81 m/s?), con lo que el arco eliptico es practicamente idéntico al parabdlico.

19 En el enunciado original, el cazador usa un rifle. Para ver mejor la animacién (la velocidad de la municion es
demasiado alta en comparacion con la distancia a recorrer) he sustituido la bala por una pelota de goma lanzada
con tirachinas, lo que claramente beneficia al mono (de nada). En la seccion 11 ("Escalas de tiempo") veremos
que, alternativamgnte, hubiéramos podido escalar el tiempo (en este caso, para ralentizar el movimiento).
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Introa: 184"

ankmackan; 1,71

Figura 16. El experimento mental del mono y el cazador
https://www.geogebra.org/m/fpuanxke

6.6. Rebotes de una pelota. Tercera ley de Newton

En este ejemplo, el guion del deslizador "anima" es algo mas largo debido a los
cambios a los que hay que someter a la velocidad y posicion de la pelota en las
cercanias del suelo y paredes donde rebota (principio de accion y reaccion, tercera
ley de Newton). Como la pelota avanza a intervalos de tiempo dt, podemos observar
gue el punto exacto del rebote no siempre coincide con el punto real del impacto. La
instruccion que genera un rebote con el suelo es:

e Valor(v, (x(v), -y(v)))

En la construccion (Figura 17), se visualizan dos situaciones: caida libre o con
velocidad inicial. Para cada una, podemos fijar el Coeficiente de Restitucion (Cr).

[w] =0 mis Walor(w, (x(v), - w(v)])
l. .

] Cason meo
B el inicias

Cp =085 s /
R /
] I:H = P {L=f
| Gp "9 Ik 3 : : . b ® 7

Figura 17. Progresion geométrica de las alturas en los rebotes de una pelota
https://www.geogebra.org/m/pntenacs

Para Cr=1 (choque elastico) la pelota es de elasticidad perfecta. Esto
significa que la pelota, en cada rebote con el suelo, alcanzara siempre la misma
altura maxima.

Para valores de menores Cr que la unidad, la pelota pierde energia al chocar,
por lo que en cada rebote con el suelo la altura de la pelota disminuye en progresién
geométrica de razon Cr, hasta finalmente detenerse.
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6.7. Caida por un plano inclinado

Una masa, representada por el punto azul M, se encuentra en un plano
inclinado (lo que incluye la distancia del centro de masas al plano) entre el punto
inicial A'y el punto final B.

El vector g (en linea verde discontinua, Figura 18) se puede descomponer
como suma de dos: uno paralelo al plano inclinado (gt) y otro perpendicular a él.
Este otro vector no interviene en el movimiento porque su efecto queda anulado por
la resistencia de la rampa, siguiendo el principio de accién y reaccién (tercera ley de
Newton). Observemos en el esquema que el triangulo rectangulo de hipotenusa |g| y
cateto |gt|] es semejante al de hipotenusa ¢ y cateto vertical b. Asi que
lgl /lgt] = c/b.

Adecuamos el guion del deslizador "anima":
e Valor(v, v + dt gt)

Podemos variar las posiciones de A y B. Tras minuciosas observaciones,
Galileo descubrié que el tiempo del recorrido de la masa en el plano inclinado es el
mismo que el de caida libre por el factor de proporcion entre las distancias
recorridas (longitud de la rampa entre su altura).?®

D
E Esquenma - @\Iu

Thesmiped fdarioee 391 ™

Thempa animackan: 0 =

Figura 18. Esquema de la caida por un plano inclinado
https://www.geogebra.org/m/k6htag53

6.8. Caida por una esfera

Ahora la masa se encuentra en la semiesfera superior de una esfera de radio r
(lo que incluye la distancia del centro de masas a la superficie esférica).

El movimiento seguido por M se compone de dos tramos. En el primero, cae
por la circunferencia (una seccion vertical) de la esfera en un movimiento circular
(no uniforme, sino uniformemente acelerado). En el segundo, se despega de la

20 Esto es asi porque, en cada instante, la velocidad de caida es la misma en ambos movimientos (esta
velocidad solo depende de la altura: la masa del plano inclinado tarda mas que en caida libre, pero también
recorre mas), asi que, si to es el tiempo en caida libre, |gt| t=|g| to, es decir, t =|g]|/ |gt]| to = ¢/ b to. Habiamos
visto en la caida libre que el espacio que descendia era igual |g|/ 2 to?, siendo to el tiempo de descenso. Por
tanto, si la masa cayese libremente desde A, recorreria b = |g| / 2 to®>. Es decir, el tiempo to de caida libre seria
igual a la raiz cuadrada de 2b / |g|. Como siguiendo el plano inclinado recorre c en vez de b, hay que multiplicar
por el factor c / b, asi que el tiempo de recorrido sera igual a c por la raiz cuadrada de 2 / b |g|.
=
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superficie esférica para pasar a un movimiento de caida libre con la velocidad inicial
gue tenga en el instante de separacion.

El vector g (en linea verde discontinua, Figura 19) se puede descomponer
como suma de dos: uno tangente a la esfera, gt, y otro perpendicular a ella, gn.
Este ultimo vector no interviene en el movimiento, como hemos visto en la
construccion anterior del plano inclinado, pero es clave para determinar en qué
punto la masa se despega de la esfera y diferenciar asi ambos tramos. Esto es todo
lo que necesitamos para escribir el guion del deslizador "anima".

Cuando el modulo de gn sea menor que el de la aceleracion centripeta, esa
componente de la gravedad sera insuficiente para mantener a la masa pegada a la
esfera, asi que esta abandonara el movimiento circular para iniciar, en el segundo
tramo, un movimiento de caida libre con velocidad inicial igual a la que llevaba en el
momento de despegarse.?!

En la construccion, he centrado la esfera en el origen de coordenadas. La
posicion inicial puede ser cualquier punto del arco del primer cuadrante.??

n
r=30 2
/\
4 : \
. 4 :
Esquema 0 o \J
"} Trayectoria tedrica 4
>
4

Figura 19. Esquema de la caida por una esfera
https://www.geogebra.org/m/j8rkrgsg

Podemos comprobar en la construccion que el primer tramo siempre
corresponde a la tercera parte de la altura inicial. No importa la masa, el radio de la
esfera, o incluso el valor de la gravedad. La masa (en caida sin rozamiento) se
mantendra pegada a la esfera siempre durante 1/3 de la altura inicial.?3

21 Recordemos que, tal como hemos visto en el apartado de la aceleracion centripeta del MCU, para que la
masa no se despegue de su recorrido circular es necesario aplicar una aceleracion mayor o igual que esa
aceleracion centripeta, cuyo modulo valia v2/r, siendo v la velocidad tangencial. La condiciéon entonces para
permanecer en el primer tramo es |gn| > v2/r.

22 En realidad, ese arco no corresponde a 90°, sino a 89.99°. El motivo es impedir que se elija 90° como posicion
inicial (el "polo norte" de la esfera), ya que en tal caso la masa estaria en equilibrio (inestable), pues gt seria
nula y no comenzaria el movimiento.

23 para demostrarlo, activemos la casilla "Esquema". La masa ha descendido una altura h desde su posicion
inicial, situada a una altura ho. El triangulo rectangulo amarillo, de hipotenusa |g| y cateto |gn| es semejante al
verde, de hipotenusa r y cateto ho—h. Asi que |gn|/|g|=(ho—h)/r. Sabemos que, en el momento de
despegarse, se ha de cumplir |gn| = v?/r. Ademas, como el médulo de la velocidad (recordemos que es la
misma que en la caida libre) era la raiz cuadrada de 2 |g|h, tenemos que |gn|= 2|g|h/r, es decir,
lgn] /|g| =2 h/r. Igualando las dos igualdades anteriores, (ho—h)/r=2h/r, de donde h = ho/ 3.
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7. Movimiento Arménico Simple (MAS)

7.1. MAS de un resorte horizontal

Una masa m, representada por el punto azul M, se encuentra en el extremo de
un resorte o muelle de elasticidad constante k.

Al iniciarse, la construccién muestra el punto M en estado de reposo: el resorte
no ejerce ninguna fuerza sobre él. Arrastramos M hacia la derecha para estirar el
resorte. La distancia que lo arrastremos determinara la amplitud. Comprobemos
gue, segun arrastramos M, el periodo tedrico no varia, pues no depende de la
amplitud. El motivo es que a mayor amplitud, mayor sera la fuerza restauradora del
resorte, asi que al final M recorrera cada oscilacion en el mismo tiempo
(demostraremos este isocronismo en el siguiente apartado).

Esa separacion de la posicion de reposo hard que el resorte se resista,
apareciendo una aceleracion a (en verde, Figura 20) cuyo sentido es siempre hacia
el punto de reposo. Esta aceleracion no es constante, sino que, en cada posicion de
M, es proporcional a la distancia x de M al punto de reposo (ley de Hooke).

(<}l > -
_._

ms3 PUMo de reposo

-
Veer vectores ‘
Ver ampitud
T WZZ/WZZA
Periodo tedaco MAS: 7,685

Osciaciones compietas: 0 .
Periodo animacitn (medka) : 0°

Figura 20. Movimiento Arménico Simple (MAS)
https://www.geogebra.org/m/wknympjw

La aceleracién a provoca que M adquiera una velocidad variable v (en rojo). Su
modulo es proporcional a la elasticidad k y a la distancia x, e inversamente
proporcional a la masa m. Es decir, |a| =k / m x.?*

Asi que adecuamos a esta situacion el guion del deslizador "anima":

e Valor(v, v + dt a)

7.2. MAS y MCU: isocronismo

El Movimiento Arménico Simple se puede ver como una proyeccion de cierto
Movimiento Circular Uniforme. Veamos cual. Como se trata de una demostracion
formal, esta vez incluiré los calculos teéricos en el texto principal.

La siguiente construccion esta disefiada para que el punto verde (Figura 21)
siga un MCU alrededor de O, pero siempre en la misma vertical que el punto azul M.

24 Sabemos que la fuerza del resorte es, por un lado, igual a la masa por la aceleracion: m |a|, y por otro lado,
proporcional a la distancia x recorrida: k x. De aqui se deduce que |a| =k / m x.
=
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Esto conlleva que el radio de la circunferencia ha de ser igual a la amplitud A del
MAS. La aceleracion centripeta de este MCU es c (vector verde discontinuo), cuyo
moédulo hemos visto que vale w? A.

(1< > . 1
_.—
me4
. ¢
¥ ver vectores
Ver ampitud

Figura 21. EI MAS como proyeccion del MCU
https://www.geogebra.org/m/h72fydyv

Pues bien, para que el punto verde se mantenga siempre en la misma vertical
gue M, la componente horizontal de ¢ debe ser precisamente la aceleracion a del
MAS. Esto es asi porque el triangulo de hipotenusa c y cateto a ha de ser semejante
al de hipotenusa A y cateto x, tal como muestra la construccion.

Debido a esta semejanza de triangulos, tenemos que |a|/ |c| =x /A, es decir
la] = |c| x/ A =w?x.

Pero también sabiamos que |a] = k/ m X, asi que ha de cumplirse w? = k/ m,
por lo que la velocidad angular w del MCU ha de valer la raiz cuadrada de k/ my el
periodo ha de ser T = 2w / w, es decir, igual a 2m veces la raiz cuadrada de m/ k.
Como M da una oscilacion completa cada vez que el punto verde da una vuelta, el
periodo de ambos movimientos ha de ser el mismo.

Deducimos entonces que el periodo del MAS no depende de la amplitud A,
solo depende de la masa m y la elasticidad k. Para un resorte de elasticidad k, la
masa m siempre tardara lo mismo en realizar una oscilacion completa. Esta
propiedad se denomina isocronismo.

7.3. MAS y MCU: proyeccion multiple. Recurrencia

Podemos proyectar el punto que describe el MCU sobre cualquier diametro del
circulo. El punto obtenido seguird siempre un MAS. Si proyectamos sobre los
diametros horizontal y vertical, obtenemos el diagrama familiar con el que
explicamos las funciones coseno y seno en la circunferencia goniométrica.

Pero se produce un curioso efecto al realizar la proyeccion sobre todos los
didmetros. Los puntos obtenidos conformaran, cada uno recorriendo su diametro
con MAS, un nuevo circulo con la mitad de radio, que gira en el interior del circulo
mayor (Figura 22). Y a su vez, un punto que describa un MCU en este nuevo
circulo, al proyectarse sobre todos sus diametros, creara un nuevo circulo...
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Figura 22. Proyeccion multiple del MCU
https://www.geogebra.org/m/g8hfvrww

7.4. Curvas de Lissajous. Armondgrafo

Al combinar dos MAS con direcciones perpendiculares, con el mismo periodo y
en la misma fase, obtenemos un segmento recto. Si los desfasamos, obtenemos
elipses. Si ademas tienen distinto periodo, obtenemos las curvas o figuras de
Lissajous.

Como veremos mas adelante, el movimiento de un péndulo con amplitud
suficientemente pequefia es practicamente idéntico al MAS. Por tanto, la accion
combinada de dos péndulos perpendiculares también producen las figuras de
Lissajous. Estos dispositivos se denominan armondgrafos.

i:tﬁ

El nGmero p determina
1a propoccion entre las
velocidades de los MAS

[ vista desde el panduio
(]

Figura 23. Una figura de Lissajous generada por dos MAS perpendiculares
https://www.geogebra.org/m/bxtywnbz

8. Péndulos

8.1. Péndulo simple

Si en este articulo tuviera que limitarme a mostrar una Unica animacioén que
ejemplifique el uso del deslizador "anima", elegiria esta. En ella se puede apreciar el
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contraste entre la sencillez de la construcciéon y la dificultad superada, pues el
movimiento pendular es mucho méas complicado que el MAS.

Esta animacion simula el movimiento de un péndulo simple en tiempo real,
despreciando el peso de la varilla y el rozamiento. Tal como hemos venido
haciendo, la animacioén no hace uso de férmulas (ni trigopnometria ni ecuaciones ni
célculo diferencial), solo realiza las variaciones necesarias en los vectores que
dirigen el movimiento.

Una masa, representada por el punto azul, se encuentra en el extremo de la
varilla, cuya posicion inicial se puede colocar en cualquier lugar de la parte izquierda
de la circunferencia, hasta una amplitud®® de 175°.

La animacién varia en cada instante tanto el vector velocidad v (en rojo, Figura
24) como la posicion M de la masa, debido a la accion de la gravedad, cuya
aceleracion constante estd representada por el vector g (en linea verde
discontinua). Este vector se puede descomponer como suma de dos: uno
perpendicular a la varilla (en verde, gt) y otro en la direccién de la varilla, que no
interviene en el movimiento porque su efecto queda anulado por la rigidez de la
varilla o, en el caso de un hilo, por la tension del hilo (principio de accion y reaccion,
tercera ley de Newton).

Adecuamos el guion del deslizador "anima":
e Valor(v, vt + dt gt)

m u Ver circunferencia

Ver vectores I

Posicie Ci
Vﬂlﬂp&uﬂ .s.*’\l"\ al /

Ver simairio

—
Varillacde Sm

Amplitud angular: 71° /
Periodo tedrico: T = 4.96°
Periodo tedrico MAS: T, % 449" !

Oscllaciones completas: 1
Pariodo animacion (media): 4.96°

Figura 24. Péndulo simple (valido para grandes amplitudes angulares)
https://www.geogebra.org/m/ymdptf7f

Observemos que vt es un vector con el mismo modulo que v, pero que
conserva siempre la misma direccion perpendicular a la varilla; es necesario
cambiar v por vt ya que si sumasemos directamente v con dt gt, el vector v perderia
paulatinamente esa perpendicularidad, pues la direccién de v un instante antes ya
no es perpendicular a la varilla un instante dt después.

Observemos también que para amplitudes pequefias (menores de 10°,
aproximadamente), el periodo T es practicamente constante e igual al periodo To del
movimiento arménico simple (MAS), como se mostrara en el siguiente apartado.

25 Se llama amplitud angular al &ngulo maximo que alcanza el péndulo respecto a la vertical.
=
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El resultado se ajusta bastante bien a la realidad, incluso para amplitudes
angulares grandes, para las que no es buena la aproximacion del movimiento
pendular al de un MAS, como se puede comprobar. A partir de 130°, el célculo del
periodo teorico conlleva trabajar con nimeros demasiado elevados, por lo que
GeoGebra no lo puede calcular algebraicamente con suficiente precision, mientras
gue, en la animacion, el periodo sigue ajustandose bastante bien al modelo ideal.?®

8.2. Péndulo simple y MAS

Una masa m, representada por el punto azul M, se encuentra en el extremo de
la varilla, de longitud L (Figura 25). Al mismo tiempo que el péndulo oscila, un
resorte activa el movimiento armoénico simple, en horizontal, de la masa m, con la
amplitud correspondiente a la amplitud angular del péndulo. Para ello, se toma para
el resorte la constante de elasticidad k = |g| /L m.

Observa que cuando esta amplitud angular es pequefia, el periodo de
oscilaciéon del péndulo es casi idéntico al del movimiento armonico simple. Pero si
variamos la posicion inicial para que la amplitud angular sea mayor, los dos
movimientos dejan de sincronizarse.

m n ﬁ Ver circunferencta

& Ver ampitud

| Vier simétrico

———
Varllade S m

Ampitud angular: 8*

Periodo tedeico: T =448

Periodo tedrico MAS: T, » 4407 Parsicior
. ]

Oscaciones comgpietas: 3

Periodo animadion (media): 449"

Figura 25. Péndulo simple y MAS
https://www.geogebra.org/m/wvjbuy4k

8.3. Péndulo de segundos

En el apartado anterior hemos comprobado que para amplitudes pequefias
(menores de 10°, aproximadamente), el periodo T es practicamente constante e
igual al periodo To del Movimiento Armoénico Simple (MAS).

Como este periodo To del MAS es igual a 2nt veces la raiz cuadrada de L / |g],
podemos calcular la longitud de la varilla para que ese periodo sea exactamente de
2 segundos (en cada oscilacion, un segundo para la ida y otro para la vuelta). Este
valor es igual a |g| / 2, es decir, aproximadamente 0.994 metros.

Utilizando un péndulo de este tipo, se pudo, por primera vez en la historia,
medir con bastante exactitud una cantidad de tiempo tan pequeila como un
segundo. Como vemos, la longitud de la varilla es casi un metro exacto. No es

26 para amplitudes mayores de 175°, el periodo seguiria aumentando y tiende a infinito al acercarse la amplitud
angular a 180°.
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casualidad. Esta medida fue originalmente propuesta, a finales del siglo XVII, como
medida estandar de longitud, hasta convertirse en nuestro metro actual, del que
difiere en poco méas de medio centimetro.

Veremos mas adelante, en el apartado "Péndulo cicloidal", cémo Huygens se
las ingeni6 para evitar la pequefia diferencia de tiempo entre el periodo del péndulo
y el periodo del MAS, logrando construir relojes de péndulo precisos.

Enlace a la construccion: https://www.geogebra.org/m/pgrja53t

8.4. Metrénomo

Gracias al péndulo de segundos, se consiguieron fabricar los primeros relojes
precisos. Y también los primeros metrénomos (Figura 26).

Puisacionss por minuis TEMPD
o
Andante
Plderato
aeila o g M {BOppMY = 0.094 m Adiegro
Poriodo tecrico MAS: Tyw & o
Semiperiodo (perioda puisackon): 17
Presie

Figura 26. Metrbnomo
https://www.geogebra.org/m/rbywwjgw

8.5. Péndulo doble

Si colocamos un péndulo en el extremo maovil de otro, obtenemos un péndulo
doble. Aunque cada uno de ellos se sigue rigiendo por el periodo estable de un
movimiento ordenado, su movimiento combinado resulta caético (Figura 27).

Varliss de 7 m

Ver circunferencias

Peligonsl e vez de rasiro

Figura 27. Movimiento cadtico de un péndulo doble
https://www.geogebra.org/m/v72dduav
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Podemos aprovechar la poligonal generada por el rastro?’ para estimar la
longitud recorrida por el segundo péndulo. También podemos observar que incluso
sin variar los puntos iniciales ni cambiar de dispositivo, cada vez que iniciemos el
movimiento no esta garantizado que obtengamos exactamente el mismo recorrido
(lo més probable es que varie). Esto se debe a que el valor exacto de cada intervalo
de tiempo dt es resultado de la velocidad de ejecucién del programa, y esta
velocidad no es completamente uniforme (cosas de la electronica).

Ademas, si esperamos lo suficiente, veremos que las pequefias diferencias
iniciales en el recorrido se van ampliando con el paso del tiempo, de modo que la
posicion de los péndulos en el mismo instante t puede llegar a ser muy diferente
entre dos ejecuciones.

En la construccion, el origen de ese comportamiento caoético reside, como
vemos, en una extrema sensibilidad a ligerisimos cambios en la velocidad de
procesamiento. En la realidad, se debe a minusculas variaciones de las posiciones
iniciales, tensiones implicadas u otras fuerzas (corrientes de aire, microscopicos
cambios en la presion atmosférica, etc.).

8.6. Tirolina o tirolesa

La carga de una tirolina ideal (es decir, sin rozamiento) se comporta de modo
similar al del péndulo doble. La diferencia estriba en que ahora la polea (el primer
péndulo) no traza un arco de circunferencia, sino un arco de elipse, pues su
recorrido esta determinado por la longitud del cable, que es la suma de las
distancias de la polea a los extremos Ay B (Figura 28).

He aprovechado el guion del deslizador "anima" para registrar la maxima
velocidad alcanzada (con o sin carga). Asi, podemos observar que la carga (punto
rojo) puede llegar a moverse mas rapido que la polea de enganche al cable (punto
azul). En la realidad, la carga suele estar muy cerca de la polea, lo que minimiza,
junto con el rozamiento, los vaivenes producidos por la carga.

Vet veciores

Afladir cargs

Velocidad maxima

Velocidad maxima: 15.98 m/s
de la carga: 19.28 mis

Figura 28. Recorrido cadtico de la carga de una tirolina
https://www.geogebra.org/m/y45rzq6y

27 \/er seccion 2.
-
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9. La Helena de los Gedmetras

9.1. La cicloide

Imaginemos una rueda girando sobre un plano horizontal, sin deslizarse
(Figura 29). Un punto de su circunferencia realizard una combinacién de dos
movimientos: el rectilineo uniforme (MRU) del centro de la rueda (punto blanco) y el
circular uniforme (MCU) del punto que gira alrededor de ese centro (punto verde).
Esta combinacion da lugar al recorrido del punto de la rueda (punto naranja), un
recorrido curvo denominado cicloide?8.

1<}l > ' *

r=5

—s- | A

Curva - . \~ —

Invierte

Br,r)+(r;-B-n/2)

Figura 29. La curva cicloide
https://www.geogebra.org/m/hwsrkyzz

A partir de su definicion, hay dos consecuencias evidentes. La primera es que
la cicloide es una curva periddica, pues, a cada vuelta de rueda, el punto comienza
el mismo trazado. La segunda es que su periodo es la longitud de la circunferencia
(2mr, siendo r el radio de la rueda), pues en cada vuelta la rueda recorre su
perimetro.

En la construccion, hemos limitado la curva a los valores de un angulo 8 entre
-2 y 2n. Para cada valor de B, el angulo del punto verde es — — /2. Asi que su
posicion? es (r ; —p — m/2). Para ese mismo valor B, el punto blanco se desplaza en
horizontal, a una altura r, la longitud del arco de rueda correspondiente: 3 r. Asi que
su posicion es (B r, r). Por lo tanto, la posicion del punto naranja es:

e Br,n)+(r; =B —12)
Esta es la ecuacion de la cicloide. Con GeoGebra, podemos representar los
dos arcos mostrados de la curva introduciendo:

ecB)=@Br,n+(r-B-m2),-2n<B<2n
O bien, usando el comando Curva:
e Curva((Br, ) + (r; =B — m/2), B, —2m, 2m)

28 Apodada "La Helena de los Gedmetras" segln unos porque, al igual que Helena de Troya, fue fuente de
numerosas discusiones entre los matematicos del siglo XVII, y segun otros, por la belleza de sus propiedades.
En este articulo de UNION (Hernandez, 2007) se puede encontrar mas informacién sobre esta curva.

2% Usando coordenadas polares. Ver apartado 4.7.
=
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En los siguientes apartados usaremos esta curva, pero invertida. En la cicloide
invertida, la posicion del punto naranja viene dada, para el angulo B, por: %

e Br,r)+(r; B+ m/2)

9.2. Caida por unacicloide

Esta animacion simula el movimiento de caida de una masa por una cicloide
en tiempo real, despreciando el peso de la varilla y el rozamiento. Tal como hemos
venido haciendo, la animacién no hace uso de férmulas, solo realiza las variaciones
necesarias en los vectores que dirigen el movimiento.

La animacién varia en cada instante tanto el vector velocidad v (en rojo, Figura
30) como la posicion M de la masa m, debido a la accion de la gravedad, cuya
aceleracion constante esta representada por el vector g (en linea verde
discontinua), que se puede descomponer como suma de dos: uno tangente al
recorrido (gt) y otro en la direccion perpendicular (que no interviene en el
movimiento por quedar anulado por la reaccion del material, con forma de cicloide,
gue sostiene a la masa). El guion del deslizador "anima" es, por tanto, el mismo que
el del péndulo simple:

e Valor(v, vt + dt gt)
e Valor(M, M + dtv)

Periods F
Ietrico: 12,687 L]

Paricds ¥
BRMAckn (meda)y; 12,708

Figura 30. Caida por una cicloide
https://www.geogebra.org/m/wrsdwsu4

Deducimos entonces que el periodo de la caida por la cicloide no depende de
la masa, solo del radio de la rueda que genera la cicloide y de la gravedad.
Cualquier masa siempre tardara lo mismo en realizar una oscilacion completa.
Como ya hemos visto, esta propiedad se denomina isocronismo.

9.3. Tautocrona ("tiempo igual”)

Dejamos caer por su propio peso las masas en M, A y B, todas ellas sobre la
cicloide (Figura 31). Cabria suponer que B llegara antes al punto mas bajo de la
cicloide que A, y a su vez A llegara antes que M. jPero no es asi! Las tres masas
llegan a la vez.

30 Observemos que, algebraicamente, para darle la vuelta a esta curva (es decir, reflejarla en la horizontal que
pasa por el centro de la rueda) basta cambiar el signo del argumento polar.
=

UNIEN NGmero 73- Abril 2025 — Pagina 31


https://www.geogebra.org/m/wrsdwsu4
https://www.geogebra.org/m/wrsdwsu4

Se hace camino al andar
R. Losada Liste

Podemos recolocar los puntos A y B en cualquier posicién del arco de la
cicloide y comprobar que ambos cruzan a la vez que M el punto mas bajo de ella.

La cicloide es la Unica curva que tiene la propiedad de ser una curva
tautécrona, es decir, el tiempo3! que le lleva a una masa que se desliza sin
rozamiento en gravedad uniforme hasta su punto mas bajo es independiente de su
punto de partida. El periodo de oscilacidon de los tres puntos es siempre el mismo.

Oscilaciones: 1

Perindo
beslwboce: 13,680

Puatinds
arimacion (mediay 12.7°

Figura 31. La cicloide es la Unica curva tautdcrona
https://www.geogebra.org/m/m9c7bhue

9.34 Péndulo cicloidal

Ahora dejamos caer por su propio peso dos masas pendulares en M y A.
Observemos que el hilo que sostiene a las masas, de longitud 4r, en este péndulo
cicloidal, se curva en la cicloide amarilla (generada por un circulo de radio r),
enrollandose y desenrollandose, de modo que su extremo traza un arco de la
cicloide (verde, Figura 32), generada también por un circulo de radio r.

Como hemos visto (y Huygens descubrid), esta curva es tautdcrona, asi que
ambas masas tienen el mismo periodo. Igual que antes, podemos recolocar los
puntos M y A en cualquier posicion del arco de la cicloide y comprobar que A cruza
a la vez que M el punto més bajo de ella.

mu =1

[ veer wecscons
¥ Do panduios

[ coernts cacidador

Figura 32. El péndulo cicloidal de Huygens
https://www.geogebra.org/m/cbhxmuet

31 Huygens descubrié que ese tiempo es TI/2 veces el tiempo de caida libre desde (0, 2r), es decir, Tt veces la
raiz cuadrada de r/ |g].
=
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La curva verde, trazada por el punto M al desenrollarse o enrollarse en la curva
amarilla, se denomina involuta (0 evolvente) de la amarilla. En la construccion se
observa que la involuta de la cicloide es la misma cicloide (amarilla) de la que
proviene, trasladada. Otro modo de decir lo mismo es que la curva que recoge los
centros de curvatura (evoluta) de la cicloide verde es, trasladada, la misma cicloide
(amarilla). Podemos activar la casilla "Circulo osculador" (cuyo centro es, en cada
instante, el centro de curvatura del punto M) para comprobarlo. Esto se debe a que,
para cualquier curva, "la evoluta de la involuta” es la propia curva (amarilla).

9.5. Braquistécrona ("tiempo minimo")

Supongamos que queremos que una bola vaya, por su propio peso, de un
punto elevado H hasta otro a menor altura P (fuera de la vertical de H) en el menor
tiempo posible (Figura 33). En principio, tal vez pensemos que seguir la linea recta,
al ser la trayectoria mas corta, sera también la mas rapida. Es decir, seguir el plano
inclinado de H a P (linea naranja). Pues no.

Periodo tedrico H
cidioide: 1269 »y

Periodo tedrico

pincdo: 12.99° \
| \ B

Figura 33. La cicloide es la curva de descenso mas rapido
https://www.geogebra.org/m/vmetqgqtf

¢Qué curva debe seguir, entonces? Esta curva se llama braquistocrona, y
tiene una historia muy famosa. A finales del siglo XVII, el mateméatico suizo Johann
Bernoulli lanza un desafio a los mateméaticos mas importantes de la época, dando
seis meses de plazo para resolver dos complicados problemas. Cumplido el plazo,
solo Leibniz habia resuelto penosamente uno de los dos, asi que Bernoulli ampli6 el
plazo otros seis meses.

Casi pasado el afio, uno de los problemas seguia sin ser resuelto, y el otro
esperaba aun una solucion elegante y referida al caso general. Fue entonces
cuando Newton fue informado de ambos problemas. Newton tardé una noche en
resolver los dos problemas y publicé las soluciones en forma andnima. Al
conocerlas Bernoulli, afirmé que sin duda las habia escrito Newton. Cuando le
preguntaron cémo lo sabia, respondié con una locucion latina®? que desde entonces
se hecho célebre: "Por sus garras se conoce al ledn".

Pues bien, uno de los dos problemas era justamente hallar la curva
braquistécrona, la curva de descenso mas rapido. Y la soluciéon no es otra, una vez

32 Tanguam ex ungue leonem.
e
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mas, que la cicloide invertida. Concretamente, la que tiene al punto mas elevado (H)
como extremo superior, tal como muestra la construccion (linea azul).

En la construccion, he afadido la circunferencia que pasa por H, S y P, pues
Galileo creia que la braquistocrona deberia ser esa circunferencia (linea verde),
pero se equivocO, aunque no por mucho, como se puede comprobar en la
construccion. En realidad, el punto verde realiza un movimiento pendular, como ya
hemos visto, cuyo periodo de oscilacion es algo mayor que el de la cicloide. Lo que
resulta evidente es que la linea recta esta muy lejos de ser la mejor opcién (aunque
mejora cuanto mayor sea su pendiente).

Con motivo de los Juegos Olimpicos de Paris 2024, el artista (y skater)
Raphaél Zarka disefié la obra titulada Cycloide Piazza®:. Es la primera vez que se
crea una pista de skate34 cuyo perfil es el mas rapido del mundo (una cicloide).

10. Un poco de historia

10.1. Antes de la medida precisa del tiempo

Previamente a la invencion de relojes mecanicos precisos, el inico instrumento
valido para mediciones de pequefios intervalos de tiempo era el reloj de arena.
Veamos un ejemplo ingenioso de su uso.

Para situarse con (relativa) exactitud en los mapas de navegacion, los
capitanes de los barcos necesitaban saber no solo el rumbo seguido, sino también
la velocidad media del barco. Para ello se tomaban frecuentes medidas de la
distancia recorrida en un tiempo determinado. Para facilitar el traslado de esas
medidas a la carta de navegacion, se ideé la cuerda de nudos, cuyo uso se basa en
el concepto de milla nautica (o milla marina).

Una milla nautica es la longitud de un arco de 1 minuto de circulo maximo
(ortodréomica). Como el circulo maximo terrestre mide unos 40.000 km, dividiendo
entre 360 grados y entre 60 minutos, tenemos que una milla nautica equivale a unos
1.852 metros.

Ahora, llamamos nudo a la velocidad de una milla nautica por hora. Es decir, 1
nudo equivale a 1,852 km/h. Asi, navegar a 8 nudos durante una hora significa
recorrer 8 minutos de circulo maximo en esa hora. jAsi de facil es trasladar la
distancia recorrida a la carta de navegacion!

Pero, ¢como averiguaban los capitanes a qué velocidad navegaban? Usando
relojes de arena. Como la medicion del tiempo en estos relojes es fija, necesitaban
medir la distancia recorrida en ese intervalo fijo de tiempo. Aqui es donde entra la
idea de usar la "cuerda de nudos".

Preparamos una larga cuerda de modo que tenga marcas o nudos igualmente
espaciados. La distancia entre cada nudo y el siguiente debe ser tal que, para

33 Esta especie de escultura gigante estuvo instalada junto al Centro Pompidou del 26 de junio al 15 de
septiembre de 2024.

34 Normalmente, el perfil de estas pistas esta formado por un trayecto horizontal con cuartos de circunferencia
en sus extremos (en inglés, half-pipe, es decir, medio tubo), mucho mas sencillo de construir.
=
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recorrer esa distancia navegando a la velocidad de 1 nudo, empleemos
exactamente el tiempo medido por el reloj de arena.

Por ejemplo, en la siguiente construccion usamos un reloj de arena (ampolleta)
capaz de medir intervalos de 30 segundos. Asi que debemos preparar la cuerda
para que, navegando a 1 nudo, tardemos ese tiempo en recorrer la distancia entre
dos nudos.

Después de arrojar la boya (o corredera) con la cuerda atada a ella, iniciamos
la cuenta del tiempo al alcanzar el primer nudo (en color verde, Figura 34). Los
nudos siguientes (en color amarillo) nos indicaran, en nudos, la velocidad del barco.

Eacas 19000
Esorn ool bace 26 m

Voloodad = 7.2 nudos = 3 7 avs = 13 3 kmh

Figura 34. La unidad nudo procede de esta medicion de la velocidad de un barco
https://www.geogebra.org/m/weaehgfn

Observemos que, efectivamente, los nudos que se sueltan del barco hasta que
se termina el tiempo en el reloj de arena indican su velocidad, en nudos, de ahi el
nombre otorgado a esta unidad de velocidad.

Si el tiempo del reloj de arena se terminaba entre dos nudos, como era normal,
se estimaba a ojo la porcién de cuerda soltada después del tltimo nudo.

Ahora bien, ¢cémo preparar la cuerda?, es decir, ¢,como calcular los metros de
distancia que han de separar dos nudos consecutivos de la cuerda? Eso es féacil,
pues esa distancia ha de ser igual al producto de la velocidad de 1 nudo por el
tiempo del reloj. Por ejemplo, en la construccion anterior, esa distancia es de:

(1 nudo) por (30") = (1,852 km/h) por (1/120 h) = 15,43 m

Con la llegada de los cronémetros marinos, en el siglo XVIII, ya se podia medir
con precision cualquier intervalo variable de tiempo, asi que se podia sustituir la
cuerda de nudos por cualquier cuerda de longitud conocida. Sin embargo, por su
facilidad de uso, la cuerda de nudos sigui6é usandose mucho tiempo después.
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10.2. Una cronologia el cronémetro
En la Tabla 1 podemos apreciar como cuatro gigantes de la ciencia (Galileo,

Huygens, Hooke y, a hombros, Newton) resultaron esenciales en la historia de la
medicion precisa del tiempo.

Siglo o afio Descubrimiento o investigacion Autor
=XVI Clepsidra (reloj de agua) Alguien de Egipto...
VIII Clepsamia (reloj de arena) Alguien de Europa...
1589 Caida libre (experimento mental de Pisa) Galileo
1599 Cicloide Galileo
1602 Péndulo simple Galileo
1604 Movimiento Uniformemente Acelerado Galileo
1637 Idea del reloj de péndulo Galileo
1644 Péndulo de segundos Mersenne
1656 Reloj de péndulo Huygens
1659 Tautécrona Huygens
1660 Péndulo conico Hooke
1660 Ley de elasticidad (Movimiento Armonico Simple) | Hooke
1671 Coordenadas polares Newton
1673 Péndulo cicloidal. Evoluta Huygens
1675 Volante regulador (sustituto del péndulo) Hooke, Huygens
1687 Leyes del movimiento Newton
1696 Precursor del metrénomo Loulié
1697 Braquistécrona Newton

Tabla 1. Cronologia del cronémetro

11. Escalas de tiempo

11.1. El problema de la moscay los trenes

El movimiento a velocidad constante es muy frecuente en muchos problemas
de persecucion o encuentro entre dos modviles. Aunque los libros de texto de
matematicas y muchas paginas web suelen incluirlos como excusa para ejercitar la
resolucién de sistemas de dos ecuaciones con dos incognitas (el espacio recorrido y
el tiempo transcurrido hasta el encuentro), basta un simple razonamiento basado en
la relatividad®® del movimiento.

Para el observador situado en uno de los moviles, el mévil en el que se halla
permanece quieto, mientras que el otro se mueve con la diferencia (vectorial, es
decir, considerando el sentido de cada uno) de las velocidades de ambos. Gracias a
este enfoque, es facil deducir el tiempo de alcance.

35 Relatividad de Galileo respecto al sistema de referencia.
=
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Por ejemplo, si un coche a 100 km/h persigue a otro a 80 km/h, podemos
suponer que el perseguido esta quieto mientras el perseguidor acorta distancias a
20 km/h. Asi, si la separacion inicial era de 60 km, tardara 3 horas en alcanzarlo.

Seguramente, el ejemplo mas famoso de este tipo de problemas sea el de la
mosca y los trenes:

"Dos trenes se hallan en la misma via separados 100 km. Se dirigen uno hacia
el otro, cada uno a 50 km/h. Una mosca parte del morro de un tren y vuela hacia el
otro, a 75 km/h. Al llegar al otro tren, la mosca da media vuelta y continta hacia el
primer tren. ¢ Cuantos kilometros recorre la mosca antes de quedar aplastada en la
colisién de los dos trenes?"

La fama de este problema se debe a que cuando se lo propusieron al
matematico John von Neumann (1903-1957, Johnny para los amigos), sustituyendo
los trenes por bicicletas, dio inmediatamente el resultado correcto. "Oh, ya has oido
el truco antes", dijo el interrogador, decepcionado. "¢Qué truco?", preguntd el
desconcertado Johnny, "simplemente sumé la serie infinita"®’ (Macrae, 2016, p. 11).

La alternativa, "el truco", muchisimo mas simple, consiste en desplazar el foco
de atencion del espacio al tiempo. Desde el punto de vista de uno de los trenes, el
otro tren se acerca a 100 km/h, por lo que tardara 1 hora en recorrer los 100 km de
separacion hasta colisionar. Asi que la mosca estara volando 1 hora. A la velocidad
de 75 km/h, habra recorrido 75 km.

Mosca sulcida
t=881" i
i
Escala
e Bempo; =
(1"=¥

Figura 35. El famoso problema propuesto a John von Neumann
https://www.geogebra.org/m/cw787zvg

Pasemos a la construccion (Figura 35). Observemos que ya que la velocidad
se expresa en km/h, tomamos el kilbmetro como unidad de distancia. Pero como no
gueremos esperar una hora a que se complete el experimento, escalamos el tiempo,
de modo que cada segundo de ejecucion equivalga a 3 minutos de tiempo real
(escala 1:180). Naturalmente, escalar el tiempo también implica escalar el error
cometido en la simulacién.3®

36 Naturalmente, este enunciado, como otros muchos en matematicas, hay que asignarlo a la categoria de
"enunciados tedricos", por lo que no ha de ser juzgado con "sentido comin". (¢ Desde cuando las moscas vuelan
a velocidad constante y sin quiebros? ¢A 75 km/h, méas de 10 veces lo normal? ¢Qué oscuro motivo mueve a la
mosca a realizar esos absurdos vaivenes? ¢ Ninguno de los maquinistas frena al ver el otro tren? Etc.)

37 Seguramente, en un rapido calculo mental, Johnny (que era un gran calculista) determiné la longitud del
primer tramo recorrido por la mosca (75t =100 - 50t, de donde t = 4/5, y entonces ese tramo mide 60 km). En
ese tiempo (4/5 h), cada tren habra recorrido 40 km, asi que la separaciéon que queda entre los trenes es solo de
20 km, es decir, 1/5 de la separacion inicial. Por lo tanto, los tramos que recorre la mosca forman una progresion
geométrica decreciente, de razén 1/5 y primer término 60 km, cuya suma de infinitos términos es
60/ (1-1/5) = 75 km.

% En la construccién, es evidente que lo que no esta a escala son las locomotoras.
=
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11.2. Péndulo de Foucault

Del mismo modo, si aplicamos al tiempo una escala 1:3.600, podemos
visualizar una vuelta completa de la Tierra en solo 24 segundos. Esta escala de
tiempo nos permite observar el comportamiento del péndulo de Foucault en
cualquier punto terrestre (Figura 36). Si lo colocamos en el hemisferio norte, la
rotacion aparente del plano del péndulo se realizara de modo retrogrado (sentido
horario). En el hemisferio sur se realizara de modo directo (sentido antihorario).

PN
[ ) PN (vista centtal)
: PS5 (vista cental)
|| Ecuader
Pais

| Cuenca

Escala de lampo 1: 3600
Tiempo: 26,16

Tedrikco: 3186 h
Diferencia: 343 307

Figura 36. Comportamiento de un péndulo de Foucault colocado en Paris
https://www.geogebra.org/m/z9vc6atb

11.3. Orbita circular

Hasta ahora hemos supuesto que la aceleracion gravitatoria g se media en la
superficie terrestre, con el médulo igual a 9,81 m/s?. Pero un satélite artificial M
orbitando alrededor de la Tierra esta sometido a una aceleracién menor.

Recordemos que el médulo de la aceleracion gravitatoria g provocada por la
masa de la Tierra varia con el cuadrado de esa distancia d, que ahora ya no
coincide con el radio r de la Tierra, por lo que es igual a G mt/d>? donde d la
distancia (en metros) a la que nos encontremos del centro de la Tierra.

Altura (km) | g (m/s?) | v (km/h) | T (h)
0 9,81 | 28472 | 1,41

280 9| 27.868 15
2.350 524 | 24.336| 2,25
3.600 4| 22759 | 2,75

35.786 0,22 | 11.066 | 23,93

Tabla 2. Periodos orbitales

La Tabla 2 recoge los valores de g y v, asi como el periodo, que corresponde a
un satélite situado en orbita circular a la altura dada (la altura O es tedrica, solo para
comparar). Observando la tabla, vemos que no es posible representar graficamente,
con fidelidad, el movimiento del satélite alrededor de la Tierra. Si optamos por
introducir las medidas reales sin escalarlas, representaremos un movimiento que
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tarda mucho (lo mismo que el satélite real, mas de una hora) en trazar la trayectoria
circular completa. No parece razonable esperar tanto.

En esta construccién (Figura 37) se puede observar el MCU de un satélite
artificial (M1) alrededor de la Tierra, en una Orbita polar baja (a 1.700 km de altura).

En la animacién, la Tierra tarda 23,93" en dar una vuelta completa, es decir,
tantos segundos como horas en la realidad. Por lo tanto, gira 3.600 veces mas
rapido que en la realidad. Para mantener la proporcion de este periodo de 23,93"
con los periodos de los satélites, he hallado el periodo real (con las distancias reales
y la masa real de la Tierra) de cada uno y lo he dividido también entre 3.600. El
satélite tiene un periodo tedrico de 2 horas (unas 12 vueltas al dia), por lo que en la
animacion ese satélite dara una vuelta completa cada 2", aproximadamente.

Ademas, en la vista 3D, la distancia del satélite al centro de la Tierra, y por lo
tanto su orbita, también esta escalada proporcionalmente al radio de la Tierra.

¥ Ovita

Escala de Sempo: 13800
Numero de vueltas: 4
Poriods tedaco: 2 h

Poriodo animacioe: 2.02 *

Figura 37. Orbita circular
https://www.geogebra.org/m/gmgkwwej

11.4. Satélites geoestacionarios

Un caso particular e importante de 6rbita circular es la orbita geoestacionaria.
Un satélite en esa Orbita orbita en el plano del ecuador con el mismo sentido y el
mismo periodo que el de rotaciéon de la Tierra (23,93 horas).

Ese periodo determina la distancia al centro de la Tierra (unos 42.157 km, es
decir, a una altura de 35.786 km sobre la superficie terrestre).

De este modo, el satélite azul (Figura 38) se encontrara en todo instante en el
cénit del mismo punto del ecuador (he elegido el cruce con el meridiano de
Greenwich, es decir, el punto con 0° de longitud y latitud).
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Visto desde la Tierra, el satélite ocupa en todo momento la misma posicién en
la boveda celeste.®® Para resaltar esta sincronia, he representado un segmento
entre el centro de la Tierra y el satélite.

¥4 Ortutas

Altura (om) Periodo ()

Figura 38. Un satélite geoestacionario
https://www.geogebra.org/m/tzfahyvg

11.5. Orbita eliptica

No todas las o6rbitas de los satélites artificiales son circulares. Por ejemplo, la
orbita de Mdlniya es una elipse de gran excentricidad (0,74), pensada para cubrir
zonas de alta latitud, donde los satélites geoestacionarios no alcanzan.

Pero, ademas, ninguna o6rbita de un planeta o luna es circular. Los satélites
artificiales necesitan corregir a menudo el médulo y direccion de su aceleracion para
mantenerse en una Orbita circular, algo que no pueden hacer los cuerpos celestes.

Hasta ahora hemos supuesto que la aceleracién gravitatoria g se mantenia
constante. Pero un planeta M alrededor del Sol no mantiene siempre la misma
distancia a él, es decir, no sigue una Orbita circular, sino eliptica (aunque la elipse
nunca es perfecta y varia ligeramente cada afo).

Llamaremos ahora g a la aceleracién gravitatoria provocada por la masa del
Sol. Recordemos que el médulo de la aceleracion gravitatoria g provocada por la
masa de la Sol varia con el cuadrado de la distancia d (en metros) a su centro, y es
igual a G ms/ d?, donde ms es la masa del Sol (en kilogramos).

Ahora, en vez de usar esta férmula para escalar convenientemente las
distancias, y posteriormente escalar el tiempo, crearemos una construccion mucho
mas abierta, que facilite la observacion de la esencia del movimiento para diferentes
datos iniciales (Feynman, 1963, p. 9.11). Es decir, en vez de escalar la pantalla para
gue represente la realidad, imaginaremos que la realidad se ajusta a las
dimensiones de la pantalla.

Representamos la Tierra, inicialmente, a 9 unidades del Sol, con aceleracion
inicial |g| = 1 y velocidad inicial |v| = vo. Y dejamos, como siempre, que el deslizador
"anima" haga su trabajo.

39 El conjunto de satélites geoestacionarios se conoce también como Cinturén de Clarke, ya que fue Arthur C.
Clarke (famoso escritor de ciencia ficcién, autor de "2001: Una odisea espacial') el primero en proponer, en
1945, el uso de esta Orbita.

=
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El resultado es una trayectoria eliptica, aunque en muchos casos, como en el
caso de la Tierra, con muy poca excentricidad, es decir, a la vista es casi idéntica a
una trayectoria circular.

Observemos que ahora el modulo de g no se mantiene constante (salvo para
Vo = 3, que corresponde a la orbita circular). Tampoco el médulo de v. Observemos
también que en el punto de la 6rbita més cercano al Sol (perihelio), al aumentar g,
se alcanza la maxima velocidad v, y la minima en el punto mas lejano (afelio).

14 )| > [

E il Ejers
Wueras r T - z & 4 3 0 i 2
cOimiphitin: O

Penioda tedrcn I g
MCU {u=3k T= 1885

Panioda nimacion
(madia); O

Figura 39. Una orbita eliptica es consecuencia de una suma vectorial
https://www.geogebra.org/m/zzngjgyh

12. Conclusién

A través de todos estos ejemplos, hemos podido comprobar como el mismo y
sencillo método puede aplicarse con éxito a una gran variedad de situaciones.
También se ha evidenciado que la visualizacion y medicion de los diferentes
experimentos no necesita forzosamente, en la mayoria de los casos, estar basada
en el conocimiento previo de las correspondientes formulas de Fisica.

Ademas, la introduccion de estas formulas para contrastar las mediciones
realizadas en la animacion con las medidas tedricas, fomentan la curiosidad por
conocer la procedencia de estas ultimas, lo que favorece sin duda su estudio, si es
gue se necesita 0 se estima adecuado al nivel educativo que se imparta.

El desarrollo aqui realizado no es exhaustivo ni pretende serlo. EI método
empleado también permite la generalizacion a otras situaciones similares. Por
ejemplo, se puede pasar de la Cinemética a una Dinamica mas general, donde se
ponga el foco en las fuerzas (también vectoriales) que causan los movimientos y
donde las masas desempefien un papel mas relevante al considerar otras variables,
como la fuerza de rozamiento, la resistencia al aire o la rotacion de los cuerpos.

Lo importante es que cualquier profesor puede elegir uno 0 mas de estos
ejemplos como parte de una propuesta de proyecto técnico-fisico-matematico a sus
alumnos, tomando como base la plantilla disponible en el apartado 3.2. Después de
orientarlos, es el tiempo de que anden ellos. Y ellas.
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Se hace camino al andar
R. Losada Liste
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