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Resumen

La optimizacion es una rama de la mateméatica que busca soluciones
Optimas para problemas complejos, siendo esencial en la gestidn
eficiente de recursos empresariales. Utilizando modelos y algoritmos,
permite tomar decisiones estratégicas sobre costos, produccion y
beneficios, maximizando ganancias o minimizando pérdidas. Entre los
modelos més utilizados destacan los de simulacién y los de optimizacion,
como la Programacién Lineal (PL), que aborda problemas con
restricciones lineales y desigualdades. Fundamentada en la teoria
marginalista, la PL identifica planos éptimos segun las condiciones
planteadas. El texto explora brevemente la relevancia de la PL en la
economia mediante ejemplos practicos para la ensefianza secundaria,
utilizando GeoGebra como herramienta didactica

Palabras clave: Optimizacion, Programacion Lineal, GeoGebra,
economia.

Abstract

Optimization is a branch of mathematics that seeks optimal solutions to
complex problems and is essential in the efficient management of
business resources. Using models and algorithms, it allows strategic
decisions to be made about costs, production and benefits, maximizing
profits or minimizing losses. Among the most widely used models are
simulation and optimization models, such as Linear Programming (LP),
which addresses problems with linear constraints and inequalities. Based
on marginalist theory, LP identifies optimal plans according to the
established conditions. The text will briefly explore the relevance of LP in
economics through practical examples for secondary education, using
GeoGebra as a teaching tool.

Keywords: Optimization, Linear Programming, GeoGebra, economics.

Resumo

A otimizagdo é um ramo da mateméatica que busca solu¢des 6timas para
problemas complexos, sendo essencial na gestéo eficiente dos recursos
empresariais. Utilizando modelos e algoritmos, permite tomar decisdes
estratégicas sobre custos, producéo e beneficios, maximizando lucros ou
minimizando perdas. Dentre os modelos mais utilizados, destacam-se
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modelos de simulacdo e otimizacdo, como a Programacao Linear (PL),
gue aborda problemas com restrices e desigualdades lineares. Baseado
na teoria marginalista, PL identifica planos 6timos de acordo com as
condicbes declaradas. O texto explorara brevemente a relevancia da PL
na economia através de exemplos praticos para o ensino secundario,
utilizando o GeoGebra como ferramenta de ensino.

Palavras-chave: Otimizacéo, Programacao Linear, GeoGebra,
economia.

1. Introduccién

La optimizacién, es un area de la matematica muy vasta, que aborda los
problemas relacionados con la eleccion de la mejor opcion para un problema, entre
muchos posibles, proporcionando entre otras cosas, un instrumento para el analisis
econémico.

Es claro que una buena gestion de los recursos que posee una empresa,
hacen al éxito de la misma. Por ello, encontrar una solucién Optima para ciertos
problemas, es fundamental y posible gracias a las herramientas que nos
proporciona la matematica. Esta ciencia nos brinda la posibilidad de abordar
realidades muy complejas mediante modelos matematicos, estadisticos y de
algoritmos. Esto nos permite poder tomar decisiones en cuanto a diversas
cuestiones, tales como las referidas a costo, produccion, beneficio y otros, para, por
ejemplo, maximizar ganancias o minimizar pérdidas.

Existen diversos modelos que son utilizados por las empresas para tal fin,
podemos mencionar los de simulacién y los de optimizacion (sin restricciones, con
restricciones de igualdad o con restricciones de desigualdad). Estos ultimos se
apoyan en la teoria marginalista para calcular sin restricciones o segun las que se
adviertan, el plan 6ptimo.

La busqueda de ese 6ptimo, se puede realizar mediante varios métodos,
segun el escenario a considerar. Cuando nos encontramos con restricciones de
desigualdad y todas las funciones que intervienen son lineales, uno de los métodos
es el de Programacion Lineal (PL).

En este trabajo se aborda muy sucintamente la importancia de la PL, en la
economia a través de algunos ejemplos para el aula de una escuela secundaria,
utilizando el software GeoGebra.

2. Programacion Lineal

En multiples problemas de negocios y de economia se solicita optimizar una
funcién sujeta a un sistema de igualdades o desigualdades. Estos sistemas reflejan
las restricciones impuestas en la solucién/es del problema/s, como por ejemplo
puede ser las limitaciones en los recursos como materiales y mano de obra. Este
tipo de problemas reciben el nombre de programacion matematica (Soo, 2011).
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2.1 Introduccion a la Programacién Lineal

En particular, la Programacion Lineal (PL) es una serie de métodos y
procedimientos que se utilizan para resolver problemas de optimizacion, haciendo
uso de modelos matematicos, donde tanto la funcibn como las restricciones son
expresadas en forma de ecuaciones lineales o desigualdades. Esta técnica surge
durante la Segunda Guerra Mundial, como respuesta a la creciente necesidad de
organizacion y toma de decisiones (Coronel y Araujo, 2004) y aparece gracias a
Kantordvich quien recibid el premio Nobel de economia en 1975 por sus
aportaciones al problema de la asignacion optima de recursos humanos (Manco
Chavez, 2020).

La PL, da respuesta a multiples situaciones donde se necesita obtener el
valor médximo o el minimo de una cierta expresion algebraica lineal denominada
funcion objetivo, de acuerdo con un nuimero de restricciones que apareceran
representadas por inecuaciones lineales.

Es habitual que, en las aplicaciones a analisis de negocios, esta funcion que
es necesario optimizar, sea una funcion de utilidad o de costo (Arya y Landner,
2009).

En las siguientes lineas, nos centraremos en las formas de resolver aquellos
problemas simples de programacion lineal, en los que intervienen dos variables
(problemas bidimensionales).

2.2 Conceptos fundamentales

Recordemos que una desigualdad lineal entre dos variables x e y es cualquier
relacion de la forma Ax+By+C> 0 (o< 0) o Ax+ By+C=0 (o< 0). La grafica de una
desigualdad lineal consta de todos aquellos puntos (x, y) que satisfacen la
desigualdad. Consiste de una region del plano xy, no sélo de una linea o curva. La
grafica de la desigualdad Ax+By+C >0 es un semiplano acotado por la linea recta
cuya ecuacion es Ax+By+C= 0 (Arya y Landner, 2009. Pag. 400).

Si deseamos graficar varias desigualdades lineales, debemos hacerlo en un
mismo sistema de ejes cartesianos e ingresar cada una por separado. Al sombrear
cada regidn permitida, se advertird que se superponen, siendo ésta region (acotada
0 no), la permitida para todas (conjunto interseccion de todos los semiplanos)
llamada region de validez o zona de soluciones factibles. Cada uno de los
segmentos de linea que limitan la region factible, recibe el nombre de frontera y se
denomina vértice a la interseccion de dos de ellas.

Es importante tener en cuenta que, si se puede abarcar una region factible
con un circulo, ésta sera “acotada”, caso contrario es “no acotada”. Asimismo, si
contienen al menos un punto, es no vacia, o vacia, si asi no fuera. Es de destacar
gue, aungue por lo general existe un nimero infinitamente grande de soluciones
factibles, el objetivo es el de encontrar una de esas soluciones que represente una
solucién o6ptima (Haeussler y Paul ,1987)

Por tanto, se advierte que al analizar una situacién problemética donde
intervienen desigualdades lineales, es Gtil un enfoque geométrico, pues nos permite
observar el recinto que representa el conjunto de soluciones factibles e
intuitivamente advertir el valor extremo (solucion 6ptima), vértice del poligono de
factibilidad.
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Por otra parte, para resolver en forma analitica un problema de éstas
caracteristicas, en primera instancia se define el conjunto factible donde se buscan
las soluciones del sistema formado por las inecuaciones establecidas por las
restricciones, para luego resolverlo y determinar el punto o puntos, que optimizan la
funcién objetivo.

Cabe sefialar que, es necesario considerar la siguiente propiedad: Si la
funcidn objetivo posee un maximo o un minimo en un conjunto convexo, toma este
valor en un punto extremo del conjunto de soluciones posibles (vértice) o en un lado
de dicho conjunto (toda combinacién convexa de tales puntos) (R0jo,1973).

La solucion de un problema de programacion lineal con dos variables, suelen
clasificarse segun el tipo de solucidon que presentan en factibles y no factibles, esto
es cuando existe o no el conjunto de soluciones que cumplen las restricciones. Por
lo tanto, puede ser Unica, multiple o incluso no tener solucion, y para hallarlas,
debemos sustituir los valores de los puntos (X, y) de los vértices de la region en la
funcién objetivo.

Otra forma de obtener la solucion del problema para una funcion objetivo
F (x, y) = ax + by + c, es utilizando el método de la recta de nivel. Esto es, trazando
rectas paralelas a la recta que pasa por el origen y tiene por vector director
u= (-b, a), para determinar aquella que defina el maximo y el minimo del recinto.

Es evidente que, las posibilidades que ofrece la representacion gréfica de
inecuaciones nos permite resolver con facilidad, problemas de programacion lineal
simples.

2.3 Uso de Tecnologia en Programacion Lineal

El procedimiento para resolver problemas de PL lo podemos llevar a cabo de
diversas formas. La manera habitual de realizarlo es con lapiz y papel, como
describe Reafio Paredes (2011) o con calculadora graficas (Texas y Casio) y el
comando Solver de Microsoft Excel, como menciona Paiva (2008). También es
posible trabajar con disefios y aplicaciones interactivas para internet como exponen
Sanchez y Lopez (1999) y Coronado (2012) o con la utilizacion de softwares y en
particular con GeoGebra, como abogan Bello Durand (2013). Do Santos (2013),
Florecin Alvarado (2017), Canut Diaz Velarde, M. E. (2018); Hernandez Rodriguez,
J. F. (2019), Manco Chavez (2020). Este software libre de geometria dinamica
ofrece a los alumnos mediante la manipulacion, la posibilidad de conjeturar y
plantear posibles soluciones mientras construyen el conocimiento (Carrillo, 2012;
Hohenwarter, 2019).

En todas las experiencias mencionadas, que utilizan GeoGebra, se destaca el
potencial de este programa para visualizar el conjunto de puntos que satisfacen
todas las desigualdades. Resaltan que, al ingresar las inecuaciones en la “barra de
entrada”, de forma inmediata aparece en la “vista grafica” una region sombreada,
gue representa el conjunto de soluciones factibles, es decir el conjunto de puntos
(valores de x e y) que satisfacen todas las desigualdades, haciendo evidente que no
se puede considerar, puntos fuera de dicha region (verificando con “punto en
objeto”, ver ej. en: https://youtu.be/HrmJIDfxP0-4 )

Del mismo modo, se puede introducir en la linea de entrada, la funcion que
hay que maximizar/minimizar y las rectas que limitan el recinto, para obtener los
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vértices del mismo. Luego, para comprobar en qué vértice se obtiene el 6ptimo de la
funcidn se ha de ingresar f(x(A), y(A)), f(x(B), y(B)),..., esto permite obtener el valor
de la funcion objetivo para las coordenadas de cada uno de los vértices. Otro modo
de obtener las soluciones del sistema de inecuaciones es utilizando el comando
Veértices [sistema de inecuaciones]

Ademas, como se mencion6 con anterioridad, sabemos que las rectas de
nivel son las familias de las rectas paralelas que se obtienen a partir de la funciéon
objetivo. Haciendo uso de los deslizadores, el estudiante facilmente podra
corroborar el valor maximo o minimo buscado, al “desplazar” dicha funcion.

2.4 Ejemplos Practicos.

A continuacion, veamos tres ejemplos, a modo de secuencia didactica para
llevar al aula.

Ejemplo 1:

Candela, tiene un mini emprendimiento de souvenirs y regalos. Para un
evento necesital6 cajas de barbijos, 5 de alcohol en gel y 20 de jabon liquido. Al
buscar, encuentra que dos mayoristas pueden ayudarla, pero so6lo venden en
contenedores completos. El mayorista A envia en cada contenedor 1 caja de alcohol
en gel, 8 cajas de barbijos y 2 de jabon liquido. EI mayorista B envia en cada
contenedor 2 cajas de barbijos, 1 de alcohol en gel y 7 de jabon liquido. Sabiendo
qgue el mayorista A se encuentra a 150 km de distancia y el mayorista B a 300 km,
¢,Cuantos contenedores habra de comprar a cada mayorista, para ahorrar tiempo y
dinero, reduciendo al minimo la distancia?*

A partir de los datos, adicionando las condiciones de que x e y (mayorista A y
B, respectivamente) deben ser no negativas y utilizando el potencial de GeoGebra,
se obtiene que se deberia comprar 3 contenedores al mayorista Ay 2 al B.

Para acceder a la animacion ingresar en: https://www.geogebra.org/m/vpr8cxk7

! Adaptacion de reto propuesto en Club GeoGebra Iberoamericano 42 Edicidn:
https://www.geogebra.org/m/Dfnek2Sp
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;Como ahorrar tiempo y dinero reduciendo al minimo la distancia?

1 listal lutions(8 x + 2y Z 16,y)

Inequality

- listal := {y > —4x+8}

@ a:Ex+2y>16 2 lista2 := Solutions(x + y > 5.y)
= lista2 := {y > —x+5}
@  bixty2s g atad = Solutions(2x+ Ty 2 20,y)
@  cex+iy2m =~ lsta3 := {’Zﬁ}
4 N@E2)
O d:x>0 .
5 P32
O y>0 L
@  frex+2y216ax4y> L
- 20
Li 7
O kxt+2y=0
O ex+y=7
O mixry=9
O nx+y=10
Figura 1. Solucion Ejemplo 1
¢, Como ahorrar tiempo y dinero reduciendo al minimo la distancia?
https://www.geogebra.org/m/vpr8cxk7
Ejemplo 2:

Para concurrir a una fiesta, Cande junto a otros emprendedores, contratan
dos tipos de autobuses, de 40 y 50 plazas para poder llevar a 400 invitados. La
empresa de alquiler dispone de 8 micros del primer tipo y 10 del segundo tipo, pero
como es un fin de semana largo, solo hay disponibles 9 conductores para ese dia.
Si sabemos que los micros con capacidad para 40 personas cuestan $ 300 cada
uno y que los de 50 plazas cuestan $ 450 ¢ Cuantos micros de cada tipo conviene
alquilar para que el viaje resulte lo mas econémico posible??

A partir de los datos, adicionando las condiciones de no negatividad, se
concluye que conviene alquilar 5 micros con capacidad para 40 personas y 4 micros
de 50 plazas, para que el alquiler resulte lo mas econémico posible y éste sera de
$3300.

2 Adaptacion de reto propuesto en Club GeoGebra Iberoamericano 5° Edicion:
https://www.geogebra.org/m/KXGYyA2b
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;Cuantos micros contratar para minimizar los costos?

Funcién muttivariable
o Flx,y) = 300x+4

Inecuacion

a: 40x+50y > 40
b:uty=<9
c:x=B
d:x>0
e:y=10

f:y>=0

@ O O 0 0O O O

g 80x+50y > M

Recta

I:6x | Oy =70

@

Ejemplo 3:

1
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Resuelve(a, y)

B {yz —4x5+4l]}

Resuelve(b. v)
-y -x+9) I“

Soluciones f}.

oluciones(fe. ). y) S
~ {0<y<10}

swucmnes(ﬂ o= '?" x+8, ) 7
- {x<5)
(-]

Soluciones({c. d}. x)

~ {0<x<8)

g

K. A. Rizzo

Para concurrir a una fiesta, Cande junto a otros emprendedores,
contratan dos tipos de autobuses, de 40 y 50 plazas para poder
llevar a 400 invitades.

La empresa de alquiler dispone de 8 micros del primer tipo y

10 del segundo tipo, pero como es un fin de semana largo, solo
hay disponibles 9 conductores para ese dia.

Si sabemos que los micros con capacidad para 40 personas
cuestan § 300 cada uno y que los de 50 plazas cuestan 3 450

& Cudntos micros de cada tipo conviene alguilar para gue el viaje
resulte lo mas econdmico posible?

Conviene alquilar 5 micros de 40 plazas
y 4 micros de 50 plazas, para que el alquiler
resulte lo més eondmico posible y éste saldra $3.300.

Figura 2. Solucién Ejemplo 2.
¢ Cuantos micros contratar para minimizar los costos?

https://www.geogebra.org/m/usfdwveb

El emprendimiento de Cande esta creciendo y comenz6 a elaborar dos
productos A y B. Cada unidad de A requiere 2 horas en una maquina y 5 horas en
una segunda magquina. Cada unidad de B necesita 4 horas en la primera maquina y
3 horas en la segunda maquina. Semanalmente se dispone de 100 horas en la
primera maquina y de 110 horas en la segunda. Si se obtiene un beneficio de 70
dolares por cada unidad de A, y de 50 délares por cada unidad de B, ¢ Qué cantidad
semanal de cada producto debe producir para maximizar el beneficio total? ¢Cudl
es ese beneficio?®

A partir de los datos, se puede construir una tabla donde se resuma la
informacion e identificar facilmente las restricciones y la funcion a maximizar F (X, y)

= 70x+50y
Productos Maquina 1 Maquina 2
A 2 horas 5 horas
B 4 horas 2 horas
100 horas 110 horas

Zx+4y =100
Sx+3yv= IIUJ
x =0 .
v=0 l

Figura 3. Resumen de Informacion

3 Adaptacion ejercicio propuesto en Club GeoGebra lberoamericano 4° Edicidn.
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El conjunto de puntos (X, y) que conducen a una utilidad dada P satisfacen la
ecuacion: 70x + 50 = P. Esta ecuacion, para P fija, tiene como gréafica una linea
recta en el plano xy llamada linea de utilidad constante o recta de indiferencia
(indicadas por linea punteada). Como todas las lineas de utilidad constante
(isoutilidad) son paralelas, podemos moverla hasta que toque el extremo de la
region de soluciones factibles.

Funadm Mutranatie
s Wxy) f0x 450y
= MeQuIAcKn
ar2x+ly < 10
b:Sx4dy <100
cin>0
diy >0
de i (2xs by <100 A (S5x+
Punto
s A o 2%
J B
s C=22.%
4 D«pd 3
4 O=10,0
Reca
4 grry~50
4 eSxey~1%
S I Taey=0
’ KTeeSy=125
b ETxeSy~15%4
4 mix+%=1

Figura 4. Lineas de utilidad constante

Si utilizamos un deslizador podemos animar el desplazamiento y observar
cudl es la recta cuya ordenada al origen se encuentre lo mas alejada de éste y que
tenga al menos  un punto  comdn  con la  region  factible:
https://www.geogebra.org/m/ykfbsfmg

¢Cuanto producir para maximizar el beneficio?

E! emprendimuents oe Cance estd crecienas y
comenzt a elaborar dos productas Ay B

Caca umdad de A requiere 2 hOras en una maquina
¥ 5 horas en una segunds maguina

Cada unidad de E necesita & horas en la primerna
maguing y 3 horas e 12 segunca maquing
Semanaimente se 08pone de 100 horas en la
peimeca maquing y 0e 110 boras én 13 seguaca

$i se cbbene un bereficio e 70 ddlares por CaC3
YN de A y de SO colares por Ca0a wnwdad de B
(Nue Cantdad semanal de cada products cebe producs
para mamomizar of beneficio total?

(Cud es ese beneboo?

Figura 5. Solucion Ejemplo 3.
¢, Cuanto producir para maximizar el beneficio?
https://www.geogebra.org/m/ykfbsfmg
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Por tanto, se observa que el maximo de la funcién se alcanza en el vértice B
cuyas coordenadas son (10,20), lo que significa que Candela, debera producir 10
unidades del producto A y 20 del producto B y obtendrd un beneficio maximo de
1.700 ddlares.

Hasta aqui, se ha considerado solo tres de los multiples problemas que se
pueden abordar con ésta técnica. Para explorar mas ejemplos, se recomienda visitar
la seccion “Recursos de GeoGebra”, donde encontrard materiales Utiles como:

v’ https://www.geogebra.org/m/pakdxxw?7
https://www.geogebra.org/m/e6ptxbhh
https://www.geogebra.org/m/pnrpvwtu
https://www.geogebra.org/m/sThZJagx (incluye plan de clase)
https://www.geogebra.org/m/fmPuY7ix (Actividades autoevaluables).

v
v
v
v

En las lineas precedentes, se utilizd la técnica grafica de resolucién de un
problema de programacion lineal y también se hizo mencién al calculo del valor de
la funcién objetivo en cada uno de los vértices de la regidn factible (inspeccién de
vértices). Es de destacar que esto no es tan facil de aplicar (ni practico), cuando hay
mas de dos variables. Para ello se puede utilizar el método simplex, desarrollado en
1947 por George Dantzigy Leonid Vitalievch Kantorovic, algoritmo con capacidad
para resolver aquellos problemas de m restricciones y n variables, siendo muy
importante aqui, convertir mediante las “variables de holgura”, las inecuaciones en
ecuaciones para luego poder utilizar el algebra de matrices y el proceso de
eliminacion de Gauss-Jordan.

Se pueden consultar diversas fuentes que explican detalladamente el paso a
paso del algoritmo simplex. Por ejemplo, se puede consultar el documento:
http://ri.uaemex.mx/bitstream/handle/20.500.11799/33856/secme-
16318.pdf?sequence=1 o el ejemplo practico en el sitio web PHP Simplex:
https://www.phpsimplex.com/ejemplo_metodo_simplex.htm

Ademas, es posible explorar recursos interactivos, como animaciones del
proceso en GeoGebra: https://www.geogebra.org/m/MNaFpcFu y Calculadora online
del método simplex: https://calculadorasonline.com/calculadora-metodo-simplex-
online-programacion-lineal/

Ciertamente, este método es digno de ser abordado en otra oportunidad, con
mayor profundidad, pero excede el presente trabajo.

3. Conclusién

En estas lineas se muestra, a través de algunos ejemplos, que es importante
considerar la inclusion del software GeoGebra en la ensefianza y aprendizaje de la
PL, pues con él es posible una mayor precisidbn en las graficas, facilitando el
modelar matematicamente situaciones reales de manera natural y espontanea.
Ademas, con los diversos ejemplos expuestos, se reveld que uno de los principales
objetivos de emprendedores y empresarios, es saber como obtener el mayor
beneficio y como minimizar los costos. Para ello necesitan conocer los métodos que
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permiten optimizar funciones y asi tomar mejores decisiones y esto solo es posible,
teniendo como aliada a la matematica.
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