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Este trabajo tiene como objetivo describir los procesos de modelizacion
llevados a cabo durante el desarrollo de un Recorrido de Estudio e
Investigacion (REI) de manera on-line con estudiantes de posgrado. El
REI se genera a partir de una pregunta ligada a la economia. El analisis
de los procesos se realiza a partir de la nociébn de modelizacion de la
Teoria Antropoldgica de lo Didactico (TAD). Los resultados muestran los
diversos modelos que surgen del recorte del sistema a modelar y el
analisis econémico y matematico realizado por el grupo de estudio, lo
gue da cuenta de la potencialidad de la pregunta generatriz del REI.

Resumen

Palabras clave: Teoria Antropoldgica de lo Didactico, Recorrido de
Estudio e Investigacién, modelizacién, matematica

This work aims to describe the modelling processes carried out during
the development of an online Research and Study Path (RSP) with
graduate students. The RSP is generated from a question linked to the
economy. The analysis of processes is based on the notion of modelling
of the Antropological Theory of the Didactic (ATD). The results show the
Abstract different models that arise from the cutting of the system to model and
the economic and mathematical analysis carried out by the study group,
which accounts for the potential of the generative question of the RSP.

Keywords: Antropological Theory of the Didactic, Research and Study
Path, modelling, mathematics
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Este trabalho tem como objetivo descrever os processos de
modelizag&o realizados durante o desenvolvimento de um Percurso de
Estudo e Investigacéo (PEI) de maneira on-line com estudantes de poés-
graduacdo. O PEI é gerado a partir de uma pergunta ligada a economia.
A analise dos processos realiza-se a partir da nocdo de modelizacéo da
Teoria Antropolégica do Didatico (TAD). Os resultados mostram 0s
diversos modelos que surgem do recorte do sistema a modelar e a
analise econdmica e matematica realizada pelo grupo de estudo, o que
d& conta da potencialidade da pergunta geratriz do REI.

Resumo

Palavras-chave: Teoria Antropolégica do Didatico, Percurso de
Estudo e Investigacdo, modelizacdo, matematica

1. Introduccion

Este articulo presenta resultados parciales de una experimentacion realizada en
la modalidad on-line con estudiantes de un curso de posgrado de la carrera Doctorado
en Ensefanza de las Ciencias, mencion Matemética, en una universidad publica
argentina. La investigacion tiene como objetivo describir los procesos de modelizacion
matematica que surgen cuando los estudiantes se enfrentan a una ensefianza basada
en el estudio de preguntas.

La experiencia consta de un camino de estudio e investigacion que se inicia con
una problematica relacionada con la matematica y la economia: ¢como calcular los
costos en un microemprendimiento?, siendo ésta la tercera implementacion realizada
(Salgado, 2019) pero, en esta oportunidad, de manera on-line y con estudiantes de
posgrado. A partir de la pregunta generatriz es posible obtener mudaltiples
cuestionamientos relacionados con la matematica y con la economia. Un estudio de
los posibles recorridos que se pueden obtener en la busqueda de respuestas al
problema econémico formulado se describe en el Modelo Praxeolégico de Referencia
detallado en Salgado y otros (2019), junto con las preguntas y los modelos formulados
por los estudiantes en dos implementaciones. Con el objeto de responder la pregunta
generatriz y sus derivadas seria posible ingresar al estudio de saberes propios del
Célculo Diferencial por un lado y del célculo de costos, por el otro. Asi, se cubriria
parte del programa de estudio institucional utilizando una metodologia de ensefianza
distinta.

La nocién de modelizacion y modelizacion matematica ha sido objeto de
diversas investigaciones y toma diferentes concepciones, algunas de las cuales se
detallan en adelante. La actividad de modelizacion y la manera de entender un
proceso de modelado matematico son ajenas a la mayoria de las instituciones
escolares, su incorporacion resulta un desafio para la ensefianza de la matematica
gue pretenda romper con el paradigma tradicional de ensefianza en el cual el Unico
trabajo con un modelo se reduce a aplicar uno ya conocido de antemano. En este
articulo se toma como referencia la nocion de modelizacion matemética en el ambito
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de la TAD (Chevallard, 1989) para describir los procesos de modelizacion
matematicos o no matematicos obtenidos para dar respuesta a la pregunta generatriz
y derivadas. Entre los resultados se destacan la variedad de modelos construidos, el
nivel de andlisis demostrado por el grupo de estudio y la potencia y amplitud de la
pregunta generatriz.

2. Marco Teoérico

En esta investigacion se adopta a la Teoria Antropoldgica de lo Didactico (TAD)
como referente tedrico y, principalmente, se utilizan las nociones de Recorrido de
Estudio e Investigacion (REI) y de actividad de modelizacion matematica (Chevallard,
2009; Otero, 2021).

Un REI es un constructo tedrico y didactico propuesto por la TAD que permite
desarrollar un proceso de estudio e investigacion a partir de preguntas. En el
transcurso de ese proceso se llega al saber con el Unico fin de responder esas
preguntas, asi es posible recuperar el sentido y funcionalidad a los saberes
estudiados. Por otra parte, se reemplaza la pedagogia actual del estudio de
respuestas hechas con una nueva consistente en el estudio de preguntas,
denominada Pedagogia de la Investigacion y del Cuestionamiento del Mundo (PICM)
(Chevallard, 2013).

El funcionamiento general de un REI se podria explicar a través del esquema
herbartiano (Chevallard, 2009, 2013), el cual consta de un sistema S formado por un
grupo de personas X (estudiantes) que estudian una pregunta Q con la supervision
de una persona Y (profesor/a), sistema que genera un proceso de estudio siguiendo

una respuesta valida. La construccion de M es tanto una responsabilidad del
estudiante, como del profesor, este Ultimo es considerado como un sistema de
informacion mas en la clase (media) y en ningun caso, un media puede ser creido

bajo palabra. El camino recorrido hasta la obtenciéon de R* permite cubrir una
variedad de, lo que Chevallard denomina, organizaciones matematicas o

praxeologias de un determinado programa de estudios.
3. Modelizacién y modelizacién matematica

La nocién de modelizacion ha sido objeto de nhumerosas investigaciones tanto
en el ambito de las ciencias formales como de las facticas o empiricas. El término
modelo ha dado lugar a diferentes concepciones aludiendo a modelos generales
como asi también a algunos mas especificos de una disciplina dada (Suppes, 1960;
Klimovsky, 1990; Falgueras, 1994; Cassini, 2011; Barquero, 2009; Ruiz Munzén,
2010; Barquero, Bosch y Gascon, 2011; Ruiz Munzoén, Bosch y Gascon, 2015; Otero,
2021). Mas alla de la definicién, las investigaciones acerca del papel que juega la
modelizacion en la ensefianza de las ciencias, especificamente de la modelizacion
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matemdtica, han ido en aumento. Muy recientemente, Di Blasi Regner, Fasce y
Santos (2024) reflexionan sobre la tarea de docentes y estudiantes en el aula de
matemdatica y comparten ideas, sugerencias y propuestas para la ensefianza de la
modelizacidn matematica considerada como un proceso.

Con el fin de pensar en un mismo esquema que involucre tanto a lo
tradicionalmente matematico y lo que representa una aplicacion de la matematica,
Chevallard (1989) introduce una idea generalizada de modelizacion. Esta supone dos
componentes importantes: un sistema, matematico o no matematico, y un modelo
(matematico) de ese sistema. El proceso de modelizacidon consta de tres etapas:

1. Definir el sistema a estudiar considerando sus caracteristicas mas relevantes,
identificando las variables que entran en juego y recortando la realidad en la cual se
sitia el fendbmeno a investigar.

2. Construir el modelo estableciendo relaciones entre las variables. El modelo
de sistema a estudiar es este conjunto de relaciones.

3. Trabajar el modelo obtenido a fin de producir conocimiento relativo al sistema
estudiado, identificando nuevas relaciones entre las variables. Esta tercera etapa
requiere trabajar sobre el modelo disefiado y representa un paso propiamente
matematico.

Por su parte, Ruiz Munzén (2010) formula una concepcion de la modelizacion
diferente que surge como necesidad de introducir nuevas técnicas en una actividad
matematica plenamente algebrizada. Especificamente, describe la modelizacion
algebraico-funcional como un desarrollo del instrumento algebraico, en la cual las
variables algebraicas miden magnitudes continuas. Esta se presenta articulada en
tres niveles de modelizacion algebraico-funcional de una organizacién matemética
(OM):

Primer nivel: Este primer nivel de un sistema lo constituye el que se refiere a
modelos que se expresan mediante funciones de una Unica variable y sus
correspondientes ecuaciones e inecuaciones asociadas.

Segundo nivel: Se materializa en modelos que se expresan mediante familias
de funciones de una variable y sus ecuaciones e inecuaciones paramétricas
asociadas. En este nivel se distingue entre parametros y variables, considerados
como intercambiables. Se estudian funciones de una variable, pero no de varias
variables.

Tercer nivel: Se constituye a partir de modelos que se expresan mediante
familias de funciones de dos o mas variables y sus formulas asociadas. En este nivel
el papel de los parametros y de las variables es intercambiable. Se estudia como la
variacion conjunta de dos o mas variables afecta a la variacion de una funcion.
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Mientras que en una modelizacién algebraica los datos son relaciones analiticas
entre variables y la incognita es una relacion analitica, en una modelizacién funcional
se incluye el estudio de la variacion continua de una variable respecto de otra u otras,
lo que hace imprescindible el uso de técnicas funcionales que proporciona el calculo
diferencial.

Cabe considerar, ademas, la caracterizacion y descripcion de la actividad de
modelizacién matemética en el &mbito de la TAD realizada por Barquero (2009). La
autora postula que esta actividad consta de cuatro fases:

Fase 1: refiere a la delimitacion del sistema en el que se ubica una situacion
problemética. En esta etapa se identifican ciertos aspectos del sistema, los cuales se
representan mediante variables.

Fase 2: Se describen ciertas relaciones matematicas entre las variables. El
conjunto de estas relaciones es lo que se denomina el modelo del sistema.

Fase 3: Incluye el trabajo técnico dentro del modelo y la interpretacion de este
trabajo. Se decide sobre la utilidad y relevancia del modelo matemético construido.

Fase 4: Se plantean nuevos problemas que dan lugar a nuevos conocimientos
sobre el sistema y a la construccion de nuevos modelos matematicos.

Si bien Barquero se refiere a modelizacion matematica, las fases caracterizadas
se fundamentan en las tres ya definidas por Chevallard y las amplia a cuatro. Ademas,
mientras Ruiz Munzon y Barquero se centran en la nocién de modelizacion en torno
a la matematica especificamente, Chevallard da una nocion més general.

En el @mbito de la TAD, la modelizacion forma parte de la actividad matematica
(Chevallard, 1989) y los REI son los dispositivos didacticos apropiados para
desarrollar un proceso de modelizacion en un dmbito escolar. Como se menciond
anteriormente, Chevallard (1984, 1989, 1990) propone inicialmente una nocion
general de modelo matematico que comprende tanto a sistemas intramatematicos
como extramatematicos. En este articulo describimos y analizamos el proceso llevado
a cabo por los estudiantes en el desarrollo de un REI, codisciplinar a la matemética y
a la economia, desde la definiciébn y recorte del sistema a modelizar hasta la
formulacién del modelo. Entre los resultados se destacan la amplitud de la pregunta
gue genera el recorrido y la diversidad de modelos formulados.

4. Preguntas de la investigacion
En el REI desarrollado:
e (/Qué modelos matematicos se obtienen?
¢, Qué praxeologias matematicas y/o econdémicas se estudian?

e (En qué etapa de modelizacion matematica se ubica la actividad realizada
por los estudiantes?
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5. Objetivos

e Identificar las etapas de modelizacion matematica presentes en el desarrollo
del REL.

e Describir, caracterizar y analizar la actividad de modelizacion matematica
realizada.

e Identificar los saberes encontrados o reencontrados ya sean matematicos o
no matematicos.

6. Contexto del REI

El REI desarrollado se ubica en el contexto de un curso de posgrado
denominado “Modelos matematicos en la Economia”, para estudiantes del doctorado
en Ensefianza de las Ciencias, mencion Matemética, en una universidad publica
argentina.

El recorrido se llevé a cabo en las dltimas clases del cursado de la materia,
motivo por el cual no pudo extenderse mas en el tiempo, asi, podriamos decir que se
traté de un ensayo o inicio de un REI. La duracion de la experiencia fue de tres
sesiones de 1 hora aproximadamente. El grupo de estudio conté con 7 estudiantes
nacionales y regionales, de Argentina y Latinoamérica y la modalidad del dictado fue
a través de videoconferencia. Las clases fueron grabadas para tener un registro de
ellas, en particular de las discusiones generadas entre los participantes, luego se
realizé una transcripcion de los audios. Ademas, los integrantes dejaron constancia
de sus producciones por escrito.

7. Metodologia de la investigacion

La investigacion es de tipo descriptiva y se realiza a partir del analisis de los
protocolos escritos de los estudiantes y de las grabaciones de clase.

Se identifican a los estudiantes como A1, A2, As, A4, As, As y A7, de los cuales
cinco integrantes trabajaron individualmente (A1, Az, Az, A4y As) y dos estudiantes lo
hicieron en conjunto (As y A7), que corresponde a dos profesoras ubicadas en una
misma universidad a las que se les permiti6 trabajar juntas.

El objetivo de este trabajo no es describir el REI desarrollado sino la actividad
de modelizacion e identificar cada uno de los modelos obtenidos, sean matematicos
0 no; por ello no detallaremos, por ejemplo, las preguntas generadas a partir de la
inicial para cada uno de los participantes y sus correspondientes respuestas, ni cmo
fue construido el medio didactico para generar una respuesta adecuada.

8. Descripcion de la actividad de modelizacion desarrollada
La pregunta generatriz que inicio el REI es: Qo: ¢,como calcular los costos en un

microemprendimiento?, la cual dio lugar a indagar sobre qué se entiende por
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microemprendimiento y qué tipo de costos posee. A continuacion, se enumeran
algunas de las cuestiones formuladas por el grupo de estudio:

¢ qué es un costo?

¢,qué es un microemprendimiento?

¢queé tipo de costos tiene un microemprendimiento?

¢, Se necesita conocer la demanda del producto para determinar los costos?
¢se puede analizar qué sucede con el costo a medida que transcurre el
tiempo? ¢como influye la inflacién?

¢,como se relaciona el ingreso por la venta del producto con el costo del
mismo?

¢en qué consisten los costos fijos? ¢y los variables?

¢,como se calcula el margen de ganancia?

¢,como se determina el precio de venta?

¢.como encontrar un modelo que describa el calculo de los costos del
microemprendimiento?

Las busquedas en diferentes sistemas de informacion, tales como Internet,
permitieron conocer detalles del sistema a modelar. El grupo de estudio discutio la
nocién de microemprendimiento y finalmente concluyé que ésta es una actividad
econdmica de poca inversion llevada a cabo por uno o mas emprendedores que a su
vez son socios, duefios y administradores. En general, los microemprendimientos son
pequefios negocios que no cuentan con empleados y el servicio que brindan se basa
en los conocimientos u oficios de los miembros. Ademas, el grupo discutio sobre las
caracteristicas generales del sistema, pero a los efectos de formular un modelo de
funcion de costo, se decidi6 que cada integrante considere un tipo particular de
emprendimiento. Asi, los emprendimientos considerados son los que se detallan en
la Tabla 1:

Integrante/s Emprendimiento

A1 Venta de amigurumis (mufiequitos tejidos al crochet)

A; Produccion y venta de dulce de zapallo organico sin azlicar agregada

As Armado y venta de tablas, desayunos y canastas sorpresa

Ay No define

As Microcerveceria

As Ejemplos extraidos de la bibliografia: venta de café (listo para consumir) -
produccion y venta de galletas

Az Ejemplos extraidos de la bibliografia: venta de café (listo para consumir) -
produccion y venta de galletas

Tabla 1: Emprendimientos considerados por cada integrante del grupo de estudio

La instancia de discusion de las caracteristicas importantes del sistema, que se
extendi6 por mas de una sesion, refiere a una primera etapa del proceso de
modelizacion en el ambito de la TAD. Asi, se puede afirmar que la actividad realizada
por A1 hasta Az recorrié esta etapa inicial. A continuacion, se presenta un resumen y
se describen brevemente algunas de las producciones del grupo de estudio.

Produccion de Integrante Ax:
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Pensando en diversas consideraciones acerca de su emprendimiento, A1 define
cudles serian los costos fijos y formula que

Costos fijos = Publicidad + Community manager + Mantenimiento pagina web +
Herramientas

donde Costos fijos refiere a la suma del dinero invertido en Publicidad (semanal,
quincenal o mensual a través de una red social), en Community Manager (en caso
gue el microemprendimiento crezca y se demande mucho tiempo mantener las
redes), en Mantenimiento de la pagina web (sin costo si el mismo emprendedor la
maneja) y en Herramientas o accesorios que se necesitan para trabajar.

Entre algunas de las consideraciones iniciales, se supone que el trabajo del
emprendedor se realiza en la casa, no hay lugar fisico alquilado, por lo tanto, los
servicios de luz e internet no se consideran pues no modificarian el gasto habitual de
la persona. Por otra parte, si se habilita la opcién de pago por transferencia, se deberia
contar con una cuenta bancaria, para lo cual se toman en cuenta las entidades
virtuales donde la apertura y mantenimiento de una cuenta estan totalmente
bonificadas.

En cuanto a los costos variables, se enumeran tres: materia prima (hilos),
empaquetado y mano de obra.

a) Teniendo en cuenta la cantidad de productos que se ofreceran, se estima la
cantidad de hilo utilizado de cada color (Tabla 2):

Color 1 | Color 2 | Color 3 | Color 4
Amigurumi 1 | 50 cm 100 cm | 200 cm
Amigurumi 2 20 cm 45 cm 150 cm

Tabla 2: Cantidad de hilos para cada modelo de amigurumi

Ademas, teniendo en cuenta el precio del ovillo de hilo y la cantidad que trae, es
necesario calcular el precio por centimetro (y considerar que, segun el color, varia el
precio). Si nos centramos en el amigurumi 1 para hacer los calculos, llamamos
C;,C,, Cs, ... a las cantidades de hilo de cada color necesarios para este producto.
Estas cantidades son fijas siempre y cuando no se modifique el patron.

Si py, P2, 3, ... SON 10S precios por centimetro de cada color de hilo, el amigurumi
1 tendria un costo de materia prima igual a

Cl'pl + Cz.pz + C3.p3 +

Pero se ofrece mas de un amigurumi, entonces se nota con (;; a la cantidad de

hilo del color j requerido para el amigurumi i. Mediante la matriz siguiente se
representan todas las cantidades de hilo por color requeridas para cada mufiequito:
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A = (Cll ClZ C21 CZZ )
Y el vector precio que contiene el precio p; para cada color j: P = (p; p; ...)

Entonces A. P es un vector en el cual cada componente representa el costo de
materia prima para cada mufiequito.

Si, ademas, consideramos el vector: V = (v, v, ...)

Donde v; indica la cantidad de amigurumis de tipo i vendidos, entonces (4. P)T.V
representa el costo total de la materia prima MP al vender un total de v; + v, + v5 +
-~ amigurumis. En resumen, teniendo n tipos de amigurumis y m colores distintos,

n m

Mp(vl,vz,...,vn)=Zz:::z Z§:::§Cijpj v,

i=1 =1

b) En cuanto al empaquetado, considerando que todos los amigurumis son de
tamafio similar, éstos seran presentados en bolsas de papel madera con sus
respectivas etiquetas. Llamando E al costo total del empaquetado, tendremos
que:

El costo del envoltorio o empaquetado asi como también el del hilo, se supone
varian respecto a la inflacion.

c) El costo de la mano de obra se calcula de acuerdo al valor H de la hora del
personal de servicios domésticos o tareas similares determinado por
organismos nacionales. Este valor también es variable de acuerdo a
disposiciones gubernamentales. Con lo cual, si t; es el tiempo destinado al
tejido del amigurumi i (el cual es fijo), el tiempo total para la mano de obra sera

it v; y por lo tanto el costo total de mano de obra es:

n

Entonces, el costo variable del microemprendimiento estaria dado por la
expresion:
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Cy(v1,V2, ., V) = (MP + E + MO)(v4, V5, ..., V)

Finalmente, el costo total es: C(vq, vy, ..., V) = Cp + Cy(v4, v, ..., v,) donde Cr €s
el costo fijo, independiente de la cantidad de unidades vendidas, sin embargo, podria
serlo sdlo a corto plazo, ya que podria sufrir aumentos, por ejemplo, en el valor de los
servicios. Por lo tanto, la formula presentada solo podria ser valida para un corto plazo
(tal vez uno o dos meses). La variacion podria sufrirse, por ejemplo, en el costo de la
materia prima, del empaquetado y de la hora de mano de obra.

Hasta aqui la integrante A1 relaciona las variables involucradas en el sistema, lo
gue representa una segunda etapa del proceso de modelizacion. Formula un modelo
matematico funcional a partir de algunas operaciones matriciales. Ademas, es
importante destacar que A1 continla generando conocimiento a partir del modelo
disefiado, lo cual indica un paso hacia una tercera etapa, que continla como se
detalla en lo que sigue.

Analizando un poco mas el problema tendriamos que:
p; = p;X) Cr = Cr(X) E=EX) H=H(X)

El interrogante que A1 se plantea es el siguiente: todas estas funciones ¢ de qué
dependen? ¢ dependen de la misma variable? ¢, de la inflacion? Al no poder contar con
datos experimentales para realizar un ajuste mediante, por ejemplo, una curva, A1
investiga acerca de la inflacion y encuentra que el porcentaje de inflacion acumulada
en un momento B a partir de un momento A se calcula con la siguiente férmula:

, IPCy — IPC,
Inflacién acumuladal[%] = — . 100
A

El registro del indice de precios al consumidor (IPC) de cada mes se publica en
el sitio propio del Instituto Nacional de Estadistica y Censos (INDEC) de la Republica
Argentina y a su vez el Banco Central de la Republica Argentina (BCRA) realiza
proyecciones para los meses siguientes en su Relevamiento de Expectativas de
Mercado (REM).

Con esta informacion disponible, A1 afirma que es posible hallar un valor
aproximado del precio de los hilos atendiendo a este indice, que dependera del valor
del IPC estimado para el mes en el cual se quiere proyectar el costo. Es decir, se
puede definir la funcién:

IPC,, — IPC,

precio(IPCy,) = p;. 1PC
A
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Donde IPC,, es el valor del IPC para el mes m sobre el cual queremos estimar
el costo, p; es el precio del hilo de color j al momento inicial del modelo e IPC, es el
IPC al mes inicial del modelo. Es posible realizar un calculo analogo para estimar los
costos del empaquetado y de los costos fijjos. Ademas, se cumple que existen
variaciones en el IPC de acuerdo al tipo de articulo pero, para simplificar el modelo,
se considera igual para todos los rubros.

En cuanto al costo de la mano de obra, A1 establece que no fue posible encontrar
un registro histérico del valor por hora del personal de servicios domésticos, con el
objeto de hacer alguna aproximacion o ajuste mediante una curva. A pesar de ello,
en péaginas oficiales del gobierno argentino se afirma que el salario se fija una vez por
afio generalmente, con algunos aumentos mensuales. Con lo cual, podria pensarse
gue el costo de mano de obra dependera del mes sobre el cual se quiere proyectar,
definiéndolo como H(m). Esta funcién se definira a trozos, detallando el salario mes
a mes, a partir de los porcentajes de aumento determinados por organismos oficiales.

De esta manera, considerando las variaciones anteriores, el siguiente modelo
estima el costo total C del microemprendimiento al vender vy, v,, ..., v, unidades de
cada amigurumi, respectivamente, durante el mes m:

C(vq,vy, ..., vy, IPC,,, m) = Cx(IPC,,) + Cy(vq, vy, ..., v, [PC,,, m) =
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con p,: costo de la publicidad, h: costo de las herramientas, e: costo del
empaquetado, todas variables medidas al momento inicial del modelo.

La integrante A1, de la cual estamos describiendo el modelo disefiado, continta
intentando mejorar el modelo y concluye que, si se pudiera llevar un registro de los
costos mes a mes durante varios meses, se podria elaborar un grafico para ajustar
las curvas de cada uno de los costos y asi comparar con el proyectado por el modelo.
Asi, se podria ademas estimar el costo total en algin mes requerido y seria posible
calcular, por ejemplo, los costos marginales respecto a cada uno de los articulos.

El recorrido de estudio e investigacion realizado por A1 es interesante en el
sentido que considerd diferentes organizaciones matematicas y econémicas, relativas
a saberes ya presentes en su bagaje praxeoldgico como profesora de matematica,
como ser el algebra matricial y funciones de una o mas variables. Otros saberes, en
cambio, fueron alcanzados a partir de las preguntas que se debian responder, tales
como las nociones de costo, inflacion, indice de precios al consumidor, precios,
relevamiento de expectativas de mercado, etc. Si bien el modelo matematico
alcanzado se basa en el conocido “costo total igual a costos fijos mas costos
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variables”, hubo una elaboracién y reelaboracion hacia un modelo mas complejo,
cumpliéndose de esta manera con las tres etapas de la actividad de modelizacion en
el marco de la TAD.

Produccion de Integrante Az:

Luego de analizar las caracteristicas mas importantes del microemprendimiento
seleccionado (produccion y venta de dulce de zapallo organico sin azucar agregada),
A2 establece costos fijos y variables y formula un modelo dado a través de la siguiente
expresion: Costo total= Costo Fijo + Costo Variable= Cr + Cy,

C(q) =Cr+a.q

En esta funcion, que establece como lineal, la variable g representa la cantidad
de dulce producido (en kilogramos). La primera pregunta que formulo a partir de aqui
es ¢ por cuanto tiempo se considerara lineal a esta funcion? Y luego, ¢qué factores
intervienen en la determinacion de un modelo lineal y de un modelo no lineal para una
funcion de costos? Puesto que los costos pueden ser estudiados a corto y largo plazo,
en toda la comunidad de estudio se acordd considerar el corto plazo. Para el
emprendimiento en estudio Az decidié construir un modelo matematico que permita
calcular los costos por mes. Esta decision se debe a que el mismo debera ser ajustado
de acuerdo a las variaciones del indice de inflacion que proporciona el INDEC.

Investigando los precios vigentes al mes de julio de 2023, Az construyo tablas
con los costos de cada una de las materias primas (zapallo anco, agua, endulzante,
naranjas, frascos de vidrio con tapa y etiquetas) y otra planilla para los costos fijos
(alquiler, impuestos, mano de obra, gas, electricidad y agua). Con todos estos datos
numeéricos, calcul6é el costo variable por frasco, que es la unidad a comercializar,
siendo el resultado:

Costo variable unitario = $371,41.

Asi, el costo variable sera: €, = 371,41.q , donde q es la cantidad de frascos de
dulce de zapallo producidos por mes. Por otra parte, el costo fijo determinado es:

Costo Fijo = Cr = $155500 + C; + Cs

Con (; el costo de los impuestos y Cs , de los servicios. Puesto que no se tiene
informacion sobre estos valores, se le asigna un valor genérico a cada uno.

Reescribiendo el modelo, se obtiene:

Costo Total = (costo variable unitario).(cantidad de unidades producidas por mes) +
costo fijo

C@=Cr+0Cy
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C(q) = (155500 + C; + C5) + 371,41.q

En conclusion, la actividad realizada por Az lleg6 a posicionarse hasta en una
segunda etapa del proceso de modelizacién, quizas por haberse detenido mas en
profundidad en la primera etapa analizando todas las caracteristicas economicas del
sistema a modelar. Los saberes encontrados o reencontrados al intentar responder la
pregunta generatriz y derivada se refirieron a una organizacion econémica referida a
costos, costos fijos y variables y estudio de costos y una organizacion matematica
relativa a funciones lineales de una variable con ciertos parametros.

Produccion de Integrante Aa:

Al igual que los demas integrantes, luego de analizar aspectos generales de un
microemprendimiento, As plane6 un proyecto especifico, en su caso, referido a la
venta de implementos deportivos a través de redes sociales, usando catalogos
digitales. Para ello, los insumos necesarios y suficientes para empezar son, a su
criterio. un catdlogo digital dinamico, lineas telefénicas disponibles para dar
informacion y gestionar ventas y una aplicacioén que permita a los compradores pagar
en linea.

Con el fin de definir qué tipo de negocio se desea implementar, As considera
necesario decidir como se venderan los productos, realizar un estudio de mercado
para identificar posibles clientes, definir a quién dirigir la publicidad y de qué manera;
caracterizar a los clientes (si tienen acceso a telefonia, redes sociales, aplicaciones
qgue les permitan pagar en linea o permitir pago contra entrega). Ademas, estima
empezar con un stock pequefio pero variado, en el proceso de venta identificar cuales
son los productos mas demandados y crear ofertas que compensen el valor de todos
los productos. Ademas, estima que el modelo de cola larga pareceria pertinente dado
gue se ofrecerian productos que no tienen mucha demanda, pero que se venden de
manera continua, lo cual permite ganancia, no es necesario un almacén fisico con
muchas existencias para satisfacer la demanda.

Matematicamente, Az especifica que, en un comienzo (a corto plazo), el modelo
de costo pareceria tener un comportamiento lineal (aunque no aclara cuantas
variables) de acuerdo a ciertos costos fijos y costos variables (transporte de los
productos, impuestos, gastos de representacion, valor de un lugar de
almacenamiento, posibilidades de comprar o rentar). Ademas, aclara que después de
un tiempo la dinamica del microemprendimiento ir4 indicando variaciones y
seguramente apareceran datos tabulares que permitan introducir analisis de graficos,
a partir de ajustes polinomiales que informen sobre el comportamiento del sistema.

Dado que esta idea inicial proyectada por As demandaba un capital mayor al
presupuestado, plante6 una segunda opcion de microemprendimiento: armado y
venta de tablas, desayunos y canastas sorpresa para eventos. Luego de formular
diversas preguntas a partir de la generatriz, realizo una tabla (ver Tabla 3) con los
principales insumos para llevar a cabo este segundo proyecto:
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MICROEMPRENDIMIENTO: TABLAS, DESAYUNOS Y CANASTAS SORPRESA
Materiales no Materiales .
Precios Transporte
perecederos perecederos
Tablas Quesos, jamones Por libras Reclamar en tienda
Vinos, gaseosas, . Por nimero de Domicilio: sin recargo
Embutidos, salsas . . . )
cervezas ingredientes después de cierto monto
Cintas, frascos, Mermeladas, frutas, Segun tamafio de
) Canales de venta
accesorios panes, galletas tabla
Chocolates, frutos Segun material de WhatsApp, Facebook,
Palillos, servilletas, secos, flores tabla Instagram, TikTok
bolsas, etiquetas Aceitunas, enlatados, Seguln marca de
huevos, especies productos
Formas de pago Transferencias, aplicacion, PSE TC, efectivo, contra entrega

Tabla 3: Insumos del microemprendimiento

La integrante As formula una funcion de costo de produccion en la cual se
relacionan n; factores productivos: n,: mano de obra, n,: maquinaria (utensilios),
ns:materia prima, n;: otros suministros. De acuerdo a las variables consideradas,
realizé un estudio de manera mas grafica que analitica o numérica, no especifica un
modelo algebraico-funcional en términos de las variables mencionadas. Ademas,
determind que la produccién tiene un comportamiento creciente. Segun estimaciones
referidas a su entorno geografico, en el quinto mes y teniendo en cuenta que es un
mes especial, puede alcanzarse un maximo relativo, asi como también en el noveno
y décimo segundo mes (Grafico 1).

TENDENCIA DE LOS FACTORES DE PRODUCCION
Y LA PRODUCCION DURANTE LOS MESES
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Gréfico 1: Tendencia de los factores productivos y la produccién

Fuente: elaboracién propia de Az
Ante el analisis anterior, el promedio de factores de produccion seria de 3,83, y

la produccién promedio de 26,25 tablas de desayuno mensuales. De esta manera los
costos deben promediarse para mantenerlos aproximadamente constantes durante
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los 12 meses. Segun se aprecia en el Gréafico 1, Az considera una aproximacion lineal
para los factores productivos y otra para la produccién, o sea, cantidad de unidades
(tablas de desayuno) mensuales.

Retomando la funcion de costos, la curva de costo total CT representa los costos
en los que se incurre en términos del nivel de actividad. En el Gréfico 2, elaborado a
partir de la tabla contigua, se representan las curvas de costo total (en color naranja),
la de costos fijos y la de costos variables.

Curvas de costos
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Grafico 2: Curvas de costos

Fuente: elaboracion propia de As

Definiendo los costos totales como la suma de los costos fijos (CF) y variables
(CV),es: CT = CV + CF , teniendo en cuenta que CV depende de méas de una variable,
como, por ejemplo, los precios de la materia prima, la cantidad de materia prima, la
mano de obra, y estos a su vez dependen de la demanda que, segun las
proyecciones, varia de acuerdo al mes del afio. Asi, As da a entender que
implicitamente la funcién de costo es una composicion de funciones, sus variables a
su vez dependen de otras.

Considerando una funcion de costos a corto plazo, la ecuacion del costo total
medio se obtiene dividiendo el costo total CT por las unidades producidas Q, asi CTP=

%. Es decir, el costo total medio es la suma del costo fijo medio y del costo variable

medio; CTP= ﬂ+ﬂ
Q Q

El costo fijo medio es decreciente para ciertos niveles de actividad. Al ser un
costo fijo, a medida que aumenta la produccién el costo a imputar a cada unidad es
cada vez menor. Elcosto variable medio (costo variable por unidad) puede ser
decreciente en una fase inicial al coincidir con los volimenes de actividad en los que
la funcidn de produccion tiene pendiente creciente, pero a medida que comienza a
cumplirse la ley de la productividad marginal decreciente el costo variable medio
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comienza a ascender. La pendiente aumenta a medida que la pendiente de la funcion
de produccién se va haciendo mas plana.

Analizando la interaccion entre estos dos tipos de costos, la curva de costo total
medio presenta inicialmente una pendiente descendente, es decir que el nivel de
actividad con costo fijo medio y costo variable medio son decrecientes, pero a medida
gue la actividad aumenta y el costo variable medio crece, la curva de costo total medio
cambia de pendiente y comienza a ascender. El Grafico 3 muestra un ejemplo
numerico del célculo de costos, asumiendo que a lo largo de doce meses se produce
una cantidad fija de productos, con un costo fijo de 100 ddlares mensuales. Mediante
esta tabla dinamica, realizada utilizando el software Geogebra®, fue posible calcular
el costo variable, el costo total, el costo fijo medio, el costo variable medio y el costo
total medio para cada uno de los doce meses.

7 GeoGebra Classic 5 -
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O 3 10 100 1120 1220 10 112 122
4 10 100 1120 1220 10 112 122
Cantidad Producida: se plantearon unos valores s 1 100 1120 1220 10 12 122

mensuales de acuerdo a datos de un emprendimiento —
previaments realizado B 30 100 3260 3480 333 112 115.33
- 7 22 100 2464 2564 455 112 116.55

Costo fijo. Se fijo una cantidad en dolares —
8 15 100 1680 1780 667 112 118.67
Costo variable: A la cantidad producida 9 12 100 1344 1444 8.33 112 120.33
se le multiplica ta suma de las unidades 10 30 100 3360 3460 323 112 115.33
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Gréfico 3: Calculo de costos usando una tabla dinamica

Fuente: elaboracion propia de As

En general, As asegura que determinar una funcion de costo no es facil, sobre
todo si es a corto plazo. Los costos variables son inestables debido a que la demanda
de un emprendimiento no tiene un comportamiento constante, los insumos
perecederos deben proyectarse de acuerdo a la demanda y este costo puede
reducirse adquiriendo de la manera menos costosa los insumos no perecederos, pero
el retorno a la inversion es a largo plazo.

La interesante actividad de modelizacion realizada por la integrante As hizo foco
principalmente en estudiar y analizar el comportamiento del sistema a modelar,
ubicandose asi en una segunda etapa del proceso de modelizaciéon. El analisis se
realizo a partir de graficos y tablas dinamicas evidenciandose mas un minucioso
trabajo econdmico que matematico, o en todo caso, un trabajo numérico. No se
explicita un modelo matematico con sus respectivas variables ni se procede a mejorar
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ese modelo y generar conocimiento a partir de él. Por otra parte, en la busqueda de
respuestas a la pregunta generatriz se produjo el estudio de saberes referidos a la
economia tales como costos, diferentes tipos de costos, graficos de las funciones de
costos, y se produjo el encuentro con saberes relativos a la matematica como ser el
estudio del comportamiento de funciones.

Produccion de Integrantes As y A7:

Las estudiantes As y A7.consultaron las diferentes maneras de medir los costos
(Mankiw, 2017), por ejemplo, costos explicitos e implicitos, costos fijos y variables,
CTP (costo total promedio), CFP (costo fijo promedio), CVP (costo variable promedio),
CM (costo marginal), indagaron sobre las curvas tipicas de estas funciones y sobre la
relacion entre el costo total promedio a corto y largo plazo, en vistas de poder generar
un modelo general de costo para el emprendimiento.

Para comprender las decisiones que toman las empresas, As y A7 consideran
importante entender que lo que un emprendedor quiere lograr generalmente es
maximizar sus beneficios. Los beneficios de una empresa se calculan restando los
costos totales a los ingresos totales. El ingreso total es igual a la cantidad de bienes
gue la empresa produce multiplicada por el precio al que los vende. Para calcular los
costos totales se debe decidir si en ellos se van a considerar los costos implicitos y
los costos explicitos. Los costos explicitos son los costos de los insumos que
requieren que la empresa desembolse dinero mientras que los costos implicitos son
los costos de los insumos que no requieren que la empresa desembolse dinero pero
gue tienen un valor econémico y afectan la rentabilidad de la empresa.

La distincién entre los costos explicitos y los implicitos resalta una diferencia
importante entre la manera en que un economista analiza una empresa y la forma en
qgue lo hace un contador. Los economistas se interesan en estudiar como las
empresas toman sus decisiones de produccion y fijacion de precio. Los contadores
se ocupan de llevar el control de todo el dinero que entra y sale de la empresa por lo
gue miden los costos explicitos, pero normalmente hacen caso omiso de los
implicitos. En este caso, las estudiantes As y A7 enfocan su trabajo desde el punto de
vista del economista.

Con el objetivo de esbozar un modelo que describa el célculo de costos de un
microemprendimiento, es necesario, segun afirman As y A7, considerar que la eleccion
del modelo dependera de la naturaleza del microemprendimiento, la disponibilidad de
datos y la complejidad que se desee abordar en el analisis de costos. Es
recomendable contar con conocimientos en matematica o buscar asesoramiento
profesional para utlizar modelos matematicos mas avanzados. Ademas, las
estudiantes consideran importante recordar que estos modelos matematicos son
herramientas que ayudan a tomar decisiones, pero los resultados dependen de la
precision y confiabilidad de los datos y de los supuestos utilizados.

Ademas, Aes y A7z consideran que un modelo econdmico es simplemente un
esquema tedrico y no existe razon inherente por la que deba ser matematico (Chiang,

UNISN NGmero 71 - Agosto 2024 - Pagina 17



Ensefanza por investigacion en la universidad: modelizacion matematica entorno a una pregunta relacionada con
la economia

D. Salgado

2006). Los modelos matematicos son simplificaciones de la realidad y no tienen en
cuenta todas las complejidades y factores externos que pueden influir en los costos
de, por ejemplo, un microemprendimiento. Por lo tanto, es recomendable combinar el
analisis matematico con el juicio empresarial y la experiencia, para obtener una
evaluacién completa de los costos.

A modo de ejemplo, para entender como de los datos de costos totales se
pueden obtener varias medidas relacionadas con los costos en la fabricacion de
galletas, As y A7 consideraron la siguiente tabla (Mankiw, 2017) (ver Tabla 4):

Castas tetsles de
(esmtidad de  Producte U0 0¢ §os (nsmmes Coste
N de I Cane de bas (onsre de s Cooato fije = Casts petal Coste
-+
trahsjadores nwﬂlﬂ: - ‘:'m' walt lﬂ:u Irabajadores Hlﬂ:'“m promedio permedie promodio marginal
usa hora) hiajd )
0 0 —_— 30 [ 30 —_— — . —
1 50 50 kT 10 40 0,60 0,20 D20 0,20
2 0 &0 30 0 20 033 022 0,56 025
a 120 30 30 3n L2 035 0,23 050 033
- 140 . i} e 40 0 0,21 .29 050 050
] 150 1] 30 50 B 0,20 0,33 053 1,00
6 133 | 30 &l ) 0.1% 239 058 .00

Tabla 4. Ejemplo de costos de un emprendimiento

Fuente: Mankiw, 2017

La funcidn de produccion en el Gréfico 4 relaciona el nimero de trabajadores
contratados y la cantidad de produccién. En este caso, el eje horizontal representa el
numero de trabajadores contratados, tomado de la primera columna de la Tabla 4,
mientras que el eje vertical representa la cantidad de produccién, obtenida de la
segunda columna. A medida que aumenta el nimero de trabajadores, la funcién de
produccion se vuelve menos pronunciada, crece con menos rapidez, lo que refleja
una disminucién en el producto marginal (columna 3 de la Tabla 4), considerado este
altimo como el incremento de la produccion que se obtiene de una unidad adicional
del insumo, en este caso, agregando un trabajador mas.

Curva de Produccion y de Producto Marginal del
Trabajo
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Gréfico 4: Curvas que muestra la relacion produccion-nimero de trabajadores
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Fuente: elaboracion propia de As y A7

La curva de costos totales en el Grafico 5 representa la relacién entre la cantidad
producida y los costos totales de produccién. Aqui, el eje horizontal muestra la
cantidad de produccién, tomada de la segunda columna de la Tabla 4, mientras que
el eje vertical muestra los costos totales, extraidos de la sexta columna. A medida que
aumenta la cantidad producida, la curva de costos totales se vuelve mas empinada
debido al producto marginal decreciente. El Grafico 6 muestra la representacion
gréfica del costo total promedio (CTP), costo fijo promedio (CFP), costo variable
promedio (CVP) y costo marginal (CMg) de una fabrica de galletas. Todas estas
curvas se obtuvieron en base a los datos de la Tabla 4.

Curva de Costo Total

Costos totales de los insumos

(=]

50 100 150 200

Produccién (cantidad de galletas producida en una hora)

Gréfico 5: Curvas que muestra la relacion produccion-costos

Fuente: elaboracion propia de As y A7

Estas curvas de costos muestran caracteristicas tipicas de muchas empresas,
como las siguientes:

1) el costo marginal aumenta con la cantidad de produccion;
2) la curva de costo total promedio tiene forma de U,

3) la curva de costo marginal interseca la curva de costo total promedio en el
minimo de costo total promedio.
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Gréfico 6: Curvas de costo en funciéon de la produccion

Fuente: elaboracion propia de As y A7

El trabajo realizado por A6 y A7 se ubicé mas especificamente en un entorno
numerico y grafico. Realizaron un analisis de las principales caracteristicas de un
microemprendimiento pero no llegaron a formular un modelo matematico y trabajar
con él sino que extrajeron conclusiones a partir de un marco numerico y grafico. La
actividad de modelizacién se centré principalmente en analizar las caracteristicas
generales del sistema, lo que corresponderia a la segunda etapa de modelizacion
segun la TAD, dejando en claro las dificultades para encontrar un modelo matematico
explicito que simule la realidad. Por otra parte, la busqueda de respuestas a la
pregunta generatriz y sus derivadas produjo principalmente el estudio de una
organizacion econodmica referida a costos, diferentes tipos de costos, graficos de las
funciones de costos y el encuentro con una organizacion matematica en torno al
comportamiento de funciones a partir de sus graficos.

9. Analisis de los resultados
De las producciones realizadas durante el desarrollo del REI, se detectan

diversos modelos, algunos explicitamente matematicos y otros que se limitan a
analizar las variables y las caracteristicas generales del sistema, ver Tabla 5.

Estudiante(s) | Modelo obtenido
A1 C(vq, vy, e, Uy, [IPCpp,m) = Cr(IPCy,) + Cy(vq, V3, ..., Uy, IPC,pym) =
n m
IPC,, —IPCy4 IPC,, — IPCy o - IPC,, — IPC,
= Py + n. + z z Cl]p]— V;
IPCy IPC, ; £ IPCy
i=1 Jj=1
n n
IPCp, —IPCy O .. - O o
+ e.—.z i Uy H(m).z i b
IPC, — —
1= 1=
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con p,. costo de la publicidad, h: costo de las herramientas, e: costo del
empaquetado. Analisis econdmico del sistema a modelar.
Az C(q) =Cp+C,, C(q)=(155500+C; +Cs)+371,41.q

Con (; el costo de los impuestos y Cs, de los servicios. Calculos numéricos.
Asy As A4y As obtuvieron modelos similares al de Aa.

As CT =CV +CF

Analisis econdémico y gréfico. No desarrolla el modelo matematico formulado.
Asy A7 Anélisis econdémico y gréafico. No explicitan modelo matematico.

Tabla 5: Modelo obtenido por cada integrante

Las producciones de los integrantes A1 hasta A7 permiten identificar que, durante
la experiencia, solo A1 logro alcanzar la tercera etapa de modelizacion segun la TAD,
ya que el desarrollo del modelo matematico y el trabajo matematico sobre él produjo
conocimiento que al inicio del RElI no estaba disponible. En cuanto a las
organizaciones encontradas o reencontradas en la blusqueda de respuesta a la
pregunta generatriz y derivadas, se observa principalmente un analisis econémico del
sistema a modelar y el estudio de saberes relacionados con las caracteristicas del
sistema. Soélo la integrante A: realiz0 un trabajo mas matematico ademas del
econdmico. En resumen, los saberes incorporados al medio didactico, presentes en
el desarrollo del REI, son los que se detallan en la tabla siguiente (Tabla 6):

Organizaciones matematicas Organizaciones econdmicas
relativas a relativas a
Algebra matricial. Funciones reales | Costos. Costos fijos. Costos variables.
de varias variables. Funciones | Inflacion. Indice de precio al
lineales de una y mas variables. | consumidor. Costo promedio. Costo
Estudio de curvas. Crecimiento. | marginal. Costos implicitos y explicitos.
Decrecimiento. Gréfico de la funcion de costo.

Tabla 6: Saberes estudiados en el REI

Los resultados dan cuenta de la amplitud de la pregunta generatriz, la cual
produce el encuentro con diferentes organizaciones matematicas y econémicas lo que
confirma el desarrollo de un REI codisciplinar. El estudio podria ampliarse a medida
que el recorrido se prolonga en el tiempo por algunas sesiones mas.

10. Conclusiones

Este trabajo analiza las producciones realizadas por estudiantes de posgrado
durante el desarrollo de un REI codisciplinar, bajo la modalidad on-line. En la
descripcion se determina que la mayoria de los integrantes, excepto uno que alcanzo6
la tercera etapa, logra llegar a una segunda etapa de modelizacion matematica debido
posiblemente a que realizaron un profundo analisis de las caracteristicas del sistema
a modelar. Los modelos obtenidos corresponden a dos tipos: uno explicitamente
matematico y otro que se limita a analizar las variables y las caracteristicas generales
del sistema como, por ejemplo, el rol de la inflacion en los precios. Ademas, en la
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basqueda de respuestas a la pregunta generatriz y derivadas, se observa
principalmente el estudio e investigacion de saberes econdmicos relacionados con
las caracteristicas del sistema, s6lo una integrante realiz6 un trabajo mas matematico
ademas del econdmico. Por otra parte, los resultados confirman la amplitud de la
pregunta generatriz, la cual produce el encuentro con diferentes organizaciones
matematicas (relativas a funciones lineales de una o mas variables, algebra matricial,
etc.) y organizaciones econdmicas (referidas al célculo de costos y diferentes tipos de
costos, entre otros) lo que confirma el desarrollo de un REI codisciplinar. De esta
manera, este trabajo muestra una actividad de modelizacion, posible de
implementarse en los Ultimos afios de una ensefianza secundaria o en la universidad,
ajena a la mayoria de las instituciones escolares que persiguen un paradigma
tradicional de ensefianza.
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