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Existen varios estudios relacionados al tema de parametrizacion de
superficies; sin embargo, este articulo se centra en destacar la
deduccion de las formulas que posibilitan dicha parametrizacion y, en
consecuencia, la representacion gréafica de regiones planas y superficies
en el espacio de manera general. Este proceso se realiza con la ayuda
Resumen de GeoGebra y se fundamenta en la teoria de registros de
representaciones desarrollada por Raymond Duval. Estos fundamentos
proporcionardn la base necesaria para que tanto docentes como
estudiantes puedan mejorar sus conocimientos sobre parametrizacion
de superficies en el sistema de coordenadas cartesianas.

Palabras clave: Parametrizacion, GeoGebra, Region, Superficie.

There are several studies related to the parametrization of surfaces;
however, this article focuses on the deduction of the formulas that enable
such parametrization and, consequently, the graphical representation of
flat regions and surfaces in space in general. This process is carried out
with the help of GeoGebra and is based on the theory of registers of
representations developed by Raymond Duval. These fundamentals will
provide the necessary basis for both teachers and students to improve
their knowledge of surface parameterization in the Cartesian coordinate
system.
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Abstract

Ha varios estudos relacionados ao tema da parametrizacao de
superficies; no entanto, este artigo se concentra na deducdo das
férmulas que permitem essa parametrizacdo e, consequentemente, a
representacdo gréafica de regifes planas e superficies no espago em
geral. Esse processo é realizado com a ajuda do GeoGebra e baseia-se
na teoria de registros de representacbes desenvolvida por Raymond
Duval. Esses fundamentos fornecerdo a base necesséria para que
professores e alunos aprimorem seus conhecimentos sobre a
parametrizacao de superficies no sistema de coordenadas cartesianas.
Palavras-chave: Parametrizacdo, GeoGebra, Regido, Superficie.

Resumo
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1. Introduccién

El analisis matematico multivariado es una asignatura esencial para los
estudiantes de ciencias e ingenieria, no obstante, sus conceptos abstractos suelen
ser complicados de entender. Entre estos conceptos esta la parametrizacion de
superficies tridimensionales y de regiones en el plano, tema en el cual los estudiantes
muestran dificultad de comprensién tanto en la parte algebraica como en la
parte geométrica (Padayachee y Khemane, 2023).

La comprension de superficies paramétricas es de suma importancia debido a
gue sirve para el modelamiento de sélidos y demas superficies de las que, a través
de integrales dobles, se podra calcular su area y volumen. En el estudio de integrales
de linea y superficie también es esencial el uso de superficies paramétricas para
entender el significado geométrico algebraico de los conceptos en cuestion.

El poder realizar un proceso cognitivo de partir de un registro gréfico y llegar a
un registro algebraico y viceversa es fundamental dentro de la compresion de un
objeto matematico. Es por ello que este estudio se basa en la teoria de registros de
representaciones semiéticas de Raymond Duval. En dicha Teoria Duval (2006)
establece que no se puede tener acceso a los objetos matematicos sino a través de
la generacion de representaciones semidticas. Estas representaciones deben
conformar un registro que permita realizar tres actividades cognitivas. Estas son, la
formacion de una representacion identificable, tratamiento y conversion.

La primera actividad cognitiva esta relacionada con la expresion de la
representacion mental. La actividad de tratamiento es una transformacion interna de
una representacion semittica dentro de un mismo registro. La actividad cognitiva
externa es la conversion y se trata del cambio de una representacion semiética de un
registro a otro.

El propédsito de este articulo es brindar a los lectores las herramientas
algebraicas necesarias para que puedan desarrollar sus propias construcciones
geométricas de superficies, a partir de parametrizaciones, tanto en el plano como en
el espacio, haciendo uso del software libre “GeoGebra”, que, de acuerdo a Andrade
et al.( 2020), permite a los estudiantes comprender una variedad de conceptos
matematicos de manera visual e interactiva, debido a que dicho programa combina el
algebra con la geometria de manera eficaz.

2. Conceptos Previos
2.1. Parametrizacion de curvas en el Plano
2.1.1. Parametrizacion de una curva definida a lo largo del eje x

Sea una funcion y = f(x) definida en un intervalo [a, b]. La forma mas simple y
general de parametrizar la curva descrita por la funcion f(x) es asignar el parametro
t a la variable independiente x. De esta manera, la variable dependiente quedara
expresada como y = f(t). Asi, se obtendra una curva parametrizada como la que se
muestra a continuacion:

x=t
C = , a<t<b (1)
y=f(t)
En la ecuacion (1) se observa que t esta entre a y b, debido a que x = t, por lo
gue los valores de t tomaran los mismos valores que x.
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También se puede expresar dicha curva en el plano mediante la forma vectorial
paramétrica (Thomas et al., 2010). En esta forma, el pardmetro t se emplea para
encontrar las coordenadas de un punto en la curva mediante un vector posicion 7(t),
gue describe la curva en el intervalo [a, b]. Esto se puede apreciar en las ecuaciones
(2)y (3)yenlafigura 1.

rO=x@®i+y@®) ] ()
@) =ti+f(t)], a<t<b (3)

'X

8
I
e
8
I
o

Figura 1. Parametrizacion de una curva alo largo del eje x

2.1.2. Parametrizacion de una curva definida a lo largo del eje y

La parametrizacién de una funcién x = f(y) definida en [c,d] es similar a la
parametrizacion de una funcion y = f(x), de esta manera la curva quedara
parametrizada de la siguiente forma:

x = f(t)
C = , c<t<d 4)

y=t
Y la forma vectorial paramétrica es:
) =f@)i+t¢t7], c<t<d (5
En la figura 2 se muestra la parametrizacion para este tipo de curvas

UNI&N Namero 71- Agosto 2024 — Pagina 3



Parametrizacion de regiones planas y superficies en el espacio empleando GeoGebra
M. Ayala Chauvin, R. Luna Romero, J. Quezada Guajala

x = f(y)

P(f(t),1)

Figura 2. Parametrizacion de una curva alo lardo del eje y

3. Parametrizacion de unaregion en el plano XY

Ahora lo que se desea es un vector posicion que describa la region debajo de la
curvay = f(x) en el intervalo intervalo [a, b].

Analizando la curva de la figura 3 en un instante t; en [a, b] se obtiene el vector
posicién 7(t;) que indica la posicion P(x(t;),y(t;)) en la curva. Sin embargo, para
describir la superficie de la region, no solo se desea la posiciéon en la curva, sino
también debajo de ella, por lo que la manera mas simple sera encontrar todos los
puntos verticalmente hacia abajo del punto P(x(t;),y(t;)) como se muestra en la
figura 4, por lo que se obtendrd una recta vertical y, que va de P(t; 0) hasta
P(t;, f(t;)). El vector director de esta recta vertical se calcula a continuacion.

Y

y = f(z)

P(x(t:), y(t:))

7(t;)

r=a t; x=0>b

Figura 3 Parametrizacién de unaregion acotada por y = f(x) y el eje x en [a, b]

UNISN NUmero 71- Agosto 2024 — Pagina 4



Parametrizacion de regiones planas y superficies en el espacio empleando GeoGebra
M. Ayala Chauvin, R. Luna Romero, J. Quezada Guajala

y=f(2)

7(ti)

‘><

P(t;,0)
r=a t; r=0>

Figura 4. Conjunto de vectores en el instante t; para este tipo de region
d = P(x(t), y(8)) = P(x(£),0) = (¢, f (£)) = (£, 0)
d = (t; = t;, f (&) = 0) = (0, ()

Por lo tanto, la ecuacién vectorial de la recta y; es:
Vs = P(x(t),0) + sd = (t;,0) + 5(0, £ ()
Vs = (£,0) + (0,sf(t)) = (ti, sf(t)

Como esta recta depende del pardmetro s, esta equivale a un vector posicién
7(s) que describe a la recta y; que va de P(t;,0) hasta P(t;, f(t;)). Es decir,

r(s) = t;t + sf(t:)f
Ahora se calcularan los valores que toma s.
Si7(s) = (t;,0) = (t;,0) = (ti,Sf(ti)) >t =t; A 0=sf(t;)

0
:S_Tti)_o’ donde f(t;) # 0

Si#(s) = (ti, sf(t)) = (tisf (&) = (ti sf(E)) = ti =t; A sf(t) = sf(t;)

_ S _ .
=5 = ol 1, donde f(t;) # 0

Entonces los valores que toma s estan entre 0 y 1, es decir:
7(s) = t;i+sf(t))j,con0<s<1 (6)

Dado que t; € [a, b] se puede generalizar para cualquier punto de t, haciendo
t; = t, logrando de esta manera obtener todas las rectas verticales que van de f(x)
hacia el eje de las x en [a, b], dando como resultado la ecuacion vectorial que describe
la superficie, es decir:

7 (t,s) =ti+sf(t)] (7)

Obsérvese que la ecuacion (3) tiene una variable, mientras la ecuacion (7)
contiene 2 variables, esto coincide con Larson y Edwards (Larson y Edwards, 2010),
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los cuales indican que la funcién vectorial que describe una curva es una funcién de
un solo parametro, mientras que una funcion vectorial que describe una superficie es
funcion de dos parametros.

Esta funcidén vectorial también se lo puede expresar como la ecuacion (1), es
decir,
x (t,s) =t, a<t<b
S = (8)
y (t,s) = sf(t), 0<s<1
La parametrizacién de la region formada por la curva x = f(y), las rectas y = c,

y = d Yy el eje de las ordenadas como se muestra en la figura 5, es analoga al proceso
de parametrizacion de la figura 4.

z = f(y)

t; 4 P(f(t:),t:)

Figura 5. Parametrizacion de una region acotada por x=f(y) y el eje y en [c,d]

De esta manera, la parametrizacion de la superficie mostrada en la figura 5 se
muestra a través de las siguientes ecuaciones:

x (t,8) = sf(t), 0<s<1
S = 9
y (t,s) =t, c<t<d

7 (t,s) =sf()i+tf (10)

Obsérvese que las ecuaciones (9) y (10), son basicamente las mismas
ecuaciones (4) y (5) pero con un factor s que multiplica a las abscisas. Los mismo
ocurre con las ecuaciones (7) y (8), son similares a las ecuaciones (1) y (3) pero con
un factor s multiplicado al eje de las ordenadas.

4. Parametrizacion de regiones Tipo |y Tipo Il

De acuerdo a Swokowski (1996) las regiones en plano XY como las que se
muestran en las figuras (6) y (7) son de gran importancia en el estudio de las integrales
dobles. En este tipo de regiones f(x), g(x) y h(y), g(y) son funciones continuas en
los respectivos intervalos [a,b] y [c,d], g(x) < f(x) Vx € [a,b]l y h(y) < g(y) Vy €
[c,d].
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Una regiébn como la de la figura (6) se la conoce como region tipo |y
algebraicamente queda expresada como:

R={(x,y) ER%:a<x<bAglx)<y<fx)} (11)

y = f(z)

y = g(z)

| ==~ =—-=--

Figura 6. Region Tipo |

Mientras que una region como la de la figura (7) se la conoce como region tipo
Il y algebraica se expresa como:

R={(x,y) ER:c<y<dAh(y)<x<gl)} 12

Las ecuaciones (11) y (12) que representan a las regiones tipo | y Il se las puede
ingresar directamente en GeoGebra desde la entrada de vista algebraica como una
inecuacion, un ejemplo de ello se muestra en la figura 8. Sin embargo, para el
posterior estudio de superficies en el espacio es necesario definir a estos dos tipos
de regiones en plano de forma paramétrica.

x = h(y) z=g(y)

‘><

Figura 7 Regidn Tipo Il
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Bl A~ 00 4N = 4

* Vista Algebraica | » Vista Grafica
® R:2—sen(5+y)<x<5-sen(5+y)Al1<y<5 5|y

a 1 P 3 4 5 G
Figura 8. Ingreso de laregion tipo Il como una inecuacion.

Para la parametrizacion de una region Tipo | se empieza analizando la region
en el instante t; dentro del intervalo [a, b], obteniéndose los vectores posiciones en
las curvas en ese instante de tiempo, como se observa en la figura 9. No Obstante, lo
gue se desea no solo son los puntos extremos P, y P, en la region, sino que también
los demas puntos que estan entre ellos, por lo que la forma mas simple de encontrar
estos puntos es mediante una barrido vertical que va de P, a P,, es decir mediante
una ecuacion de la recta que describa este barrido vertical, como se muestra en la
figura 10.

y=f(2)

Po(ti, f(t:))

<
I

2

&

Fi(t;)

7i(t:) Pi(ti; g(t:))

'><

| & =——--==—---

b

Tr=a

8

Figura 9. Posicién en los extremos de la curva en el instante ¢;
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y=f(2)

|
|
:
Po(ti, f(t:) :
|
|
|
|
|

EQ) y=g(x)

=
Lo 5 8 _;;-_‘_ i

Pi(ti, g(t:))
7i(t)

1
1
1
1
1
1
1
1
1
I

Fe

|- - -

r=a v x

b

Figura 10. Conjunto de vectores que forman la recta vertical y, en laregion Tipo | en el
instante ¢;

De esta manera la ecuacion vectorial de la recta y, es
J. = P, + sd, donde d = P, P,
5o = (o 9(t) + s (0 (€)= (6, 9(t) ) = (t 9(t)) + 5(0, (&) — g(t:))
Ys = (tu g (@) + (0,s(f(t) — g(t))) = (t;, g(t) + s(f (&) — g(t:)))

Debido a que esta recta depende del pardmetro s, esta equivale a un vector
posicion 7(s) que describe a la recta y, que va de P, a P,. Es decir,

7(s) = (t;, gt +s(f(t) — g(t)))
De inmediato se calcularan los valores que toma s.
Si7(s) = (t;, g(t) ) = (t, g(t)) = (t;, g(t) + S(f(ti) - g(ti)))
>t =t;Ag(t) =g(t) + S(f(ti) - g(ti))

=5 = W =0,f(t) # g(t)
Si#(s) = (&, f(t)) = (b (&) = (tu g(t) +s(f (&) — g(t)))
St =6Af()=g() +s(ft) —gt))
N f(t) —g(t)
f(&) —g(t)
Por lo tanto, los valores que toma s estan entre 0 y 1, similar a la ecuacion (6)
es decir:

=1,f(t) # g(&)

7(s) = (t, g(t) +s(f(t) —g(t))), con0<s <1 (13)

Debido a que t; € [a, b] se puede generalizar la ecuacién (13) a cualquier punto
de t, haciendo t; = t, logrando de esta manera obtener todas las rectas verticales que
van de (t,g(v)) a (¢, £(t)), dando como resultado la ecuacion vectorial que describe
la superficie, es decir
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7 (t,s) = (t,g(t) +s(f® —g(t))) ca<t<hbAO<s<1 (14)
Expresando la ecuacion vectorial (14) de forma paramétrica se tiene que,

x =t as<t<b
§= ’ (15)
y =g@®) +s(f®-g®) 0<s<1

El proceso para parametrizar una region de tipo Il es similar al de la region tipo
|. De esta manera, como se observa en la figura 11, en el instante t; se obtiene los
vectores posiciones 7, (t;) y 7»(t;) en los extremos de la curva. Sin embargo, al igual
gue en la regidn tipo | se requiere no solo los puntos extremos P; y P,, sino también
los puntos que estan entre ellos, por lo manera mas sencilla de encontrar estos puntos
es a través de un barrido horizontal, es decir mediante una ecuacion de la recta que
describa este barrido horizontal.

t Pih@a,t), T [Pa(g(t), t)

71(ts)

Y=C Gaufpirt i il e e N e e e e e e e e e e e ==

>

Figura 11. Parametrizaciéon Region Tipo |l

La ecuacion vectorial que describe la recta x; es:
X, =P, +sd ,donde d = P,P,
X = (h(t), t) +s((g (), t) — (h(t), ) = (h(t), t) + s(g(t) — h(ty), 0)
x; = (h(t) +s(g(t) — h(t)). t;)

Debido a que esta recta depende del parametro s, esta equivale a un vector
posicion #(s) que describe a la recta x, que va de P; a P,. Es decir,

#(s) = (h(t) +s(g(t) = h(tD),t:)
Ahora se calcularan los valores que toma s.
Si #(s) = (h(t), ;) = (h(t), t;) = (R(t) + s(g(t) — h(t)). t;)
= h(t) = h(t) +s(gt) —h(E)) A t; = ¢;
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= =0,g(t) # h(t;)

" 9(e) —h(t)

Si7(s) = (g(t),t;) = (gt t;) = (h(ti) + S(Q(ti) - h(ti))r ti)
= g(t) = h(t) +s(g(t) —hE)) A t; = t;

s = g(&) — h(ty)

g(t) — h(ty)

En este andlisis, los valores que toma s estdn entre 0 y 1, similar a las
ecuaciones (6) y (13), es decir:

7(s) = (h(t) + s(g(t) — h(t)),t;),con0<s <1 (16)

Debido a que t; € [a, b] se puede generalizar la ecuacion (16) a cualquier punto
de t, expresando t; = t, logrando asi obtener todas las rectas horizontales que van
de (h(t),t) a (g(t),t), obteniendo de esta manera la ecuacion vectorial que describe
la superficie:

7(t,s) = (h(t) +s(g(®) —h(D)),t) ;donde a<t<bhbAO<s<1 (17)

La ecuacion vectorial (17) se la puede representar de forma paramétrica como
se muestra a continuacion,

x =h(®) +s(g@® —hr(®) c<t<d

)

=1,g9(t) # h(t)

5. Parametrizacion de superficies en el espacio

En este apartado se representaran superficies en el espacio mediante un
conjunto de ecuaciones vectoriales y paramétricas.

De acuerdo a Swokowski (1996), una region de Tipo | en el plano XY puede ser
representada en el espacio tridimensional, a través de un registro algebraico de la
siguiente manera:

R={(x,y,2)ER:a<x<bAglx)<y<f(x)Az=0} (19)

A partir de la ecuacion (14) y (19) esta region puede ser expresada de la forma
vectorial paramétrica como se indica a continuacion:

7(t,s) =ti+[gt) +s(f(t) —g(t))]j + Ok,cona<t<h A0<s<1 (20)
Por lo que superficie paramétrica queda definida como:
x(t,s) =t, a<t<b

S=4y(ts)=g)+ s(f(t) — g(t)), 0<s<1 (21

z(t,s) =0

Esta superficie parametrizada de una region tipo | en el espacio se puede
apreciar en la figura 12.
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y = f(x)
Figura 12. Parametrizacion de una regién tipo | en el espacio.

También se puede parametrizar una region paralela al plano XY, desplazando a
la regién c unidades en el eje z (figura 13), por lo que el vector de superficie
paramétrica queda expresado de la forma siguiente:

7 (t,s) =ti+[g(®O) +s(f(©) —gN)f+ck  (22)

Expresando a la ecuacion vectorial (22) en forma paramétrica se obtiene lo
siguiente,

x(t,s)=t, as<t<bh

Y& =g +s(fO-g®), 0ss<1 (9

z(t,s) =c¢ Vc ER

y = f(x)

Figura 13. Parametrizacion de unaregién tipo | en el espacio desplazada c unidades en z.
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En GeoGebra con el comando Superficie(<Expresion>, <Expresion>,
<Expresion>, <Parametro 1>, <Valor inicial>, <Valor final>, <Parametro 2>, <Valor
inicial>, <Valor final>) se puede insertar una superficie parametrizada. Por ejemplo, si
se desea parametrizar la superficie S = {(x,y,z2) E R:1<x <3 A—(x—2)2+15<
y<(x—-2)2+35Az=2}, se declararan las funciones en GeoGebra como
gx)=—(x—-2)2+15y f(x) =(x—2)?+ 3.5, luego se utilizara el comando de
superficie recientemente descrito y la ecuacion la ecuacion (23), lo que dara como
resultado la figura 14 que se muestra a continuacion,

X

~ Vista Algebraica ~ Vista Grafica 3D
=l few v Dv @ Kv v
g(x) = —(x—2)*+15
f(x) = (x—2)>+35

. \
®S= ( g(t) +s (f(t) — (g(t)))
‘ 2

©7 Redefine X

Superficie S
Superficie(t, g(t) + s (f(t)- g(t)), 2,1, 1, 3,50, 1i a
0.5
Propiedades del objeto... OK Cancela Aplicar

Figura 14. Ingreso de una superficie paramétrica en GeoGebra

Definir una region de tipo Il en el espacio es similar a como se definié una region
tipo | en el espacio tridimensional, de esta manera la regién tipo Il en el espacio
guedara expresada algebraicamente de la siguiente forma:

R={(x,y,2)ER%:c<y<d Ah(y) <x<g(y)Az=0} (24

A partir de la ecuaciéon (18) y (24), la forma vectorial paramétrica de esta
superficie es:

7 (t,s) = [A(t) +s(g(t) — h()]i +tj + 0k  (25)
Y su forma paramétrica seria

x(t,s) = h(t) + s(g(t) — h(D)) 0<s<1
S = y(t,s) =t c<t<d (26)
z(t,s) =0

Tal superficie parametrizada de la region tipo Il en el espacio se puede apreciar
en la figura 15.

No obstante, si se desea una region de tipo Il paralela al plano XY, simplemente
se trasladaria n unidades en z, quedando vectorialmente la superficie de la siguiente
manera

7 (t,s) = [h(t) +s(g(t) — R+ tf +nk  (27)
Por lo que Ila superficie quedaria parametrizada de esta forma:
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x(t,s) = h(t) +s(g(®) —h(®))t, 0<s<1

z(t,s) =n, vn e R

Esta parametrizacion se pude apreciar en la figura 16

x =g(y) —

Figura 15. Parametrizacion de unaregién tipo Il en el espacio.

z=g(y) ——

Figura 16. Parametrizacion de una regién tipo Il en el espacio desplazada n unidades en z.

6. Parametrizacion de una superficie de una funciéon de dos variables

Si se tiene una funcion F: R € R? » R definida en una region cerrada y acotada
del plano XY ya sea del Tipo | o del Tipo Il, entonces se podra parametrizar esta
superficie sobre dicha regién.
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Silafuncidn z = F(x, y) que describe una superficie en el espacio esta definida
sobre una region de tipo | como se muestra en la figura 17, esta puede ser
parametrizada utilizando la ecuacion (15), es decir:

( x(t,s) =t a<t<b
S = y(t,s) = g(&) +s(f(&) — g(©)), 0<s<1 (29

2(t,5) = F(x(t,5), y(t,9)) = F (£, (&) + s(f(t) — g(»)))

i

¥

Figura 17. Parametrizacién de una superficie z = F(x,y) sobre una regién Tipo .

Si se desea representar la superficie de la forma vectorial paramétrica, esta
guedaria de la siguiente manera:

7(t,s) = x(t, )i + y(t,5)j + z(t, )k (30)

La ecuacion (29) que describe esta superficie coincide con lo planteado por
Hartman (2018) en su libro “APEX CALCULUS” sobre parametrizacion de superficies.
En este libro el autor indica que si se determina x e y en términos de los parametros
ty s, entonces z se parametriza directamente como z = F(x(t,s),y(t, s)).

Lo mismo ocurre cuando se desea parametrizar una superficie z = F(x,y) sobre
una region de tipo Il (figura 18), tal superficie con la ayuda de la ecuacion (18)
guedaria expresada como:

x(t,s) = h(t) + s(g(t) — h(t)) 0<s<1
S = y(t,s) =t, c<t<d (31

z(t,s) = F(x(t, s),y(t, s)) = F(h(t) + s(g(t) — h(t)), t)
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).

Y

Figura 18. Parametrizacion de una superficie z=F(x,y) sobre una regién Tipo Il.

También se puede parametrizar una pared que va desde una curva definida por
una funcién y = g(x) en [a, b], hasta una superficie z = F(x, y) definida en esa curva
y en dicho intervalo, como se muestra en la figura 19

Z

z = F(wx,y)

X

Figura 19 Parametrizacién de una pared entre dos curvas.

En un instante t; se desea un barrido vertical en z que vaya de P; a P, como se
muestra en la figura 20, es decir se necesita definir una recta z; que vaya de P; a P,.
Esta recta define a continuacion de manera vectorial

7= Pt sd = (6,9G0,0) +5 (g0 F(t 9()) - (6, 9(0,0))
Z; = (t;, 9(t),0) +s (O;O;F(ti;g(ti))) = (ti’g(ti);SF(ti;g(ti)))
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(ti,g(ti), F(ti,g(t:)))

e T

.
.,
e

Pi(ti,g(ti).0)

y =g(x)

Figura 20 Vectores que describen la recta z,.
Si7(s) = (¢,9(t),0) = (¢, 9(¢),0) = (t;, g(¢), sF(t1, 9(t)) )
=t =t;Ag(t) = g(t) A0 =sF(t;, g(t)
0
0 F(t;, 9(t))
Si#(s) = (t, 9(t), F(t:, 9(¢))
= (tifg(ti)»F(ti»g(ti))) = (tu g(t), sF(t, g(t)) )
>t =tAg(t)=g()A F(tir.g(ti)) = SF(ti'g(ti))

_Fltog@)
T F(ti,g(ti)) - 1‘F(tir g(tl)) 0

De esta manera se tiene que,
7(s) = ((ti,g(ti)),sF(ti,g(ti))),con 0<s<1 (32

Se generalizara la ecuacion (32) para cualquier valor de t haciendo t; = t, Vt €
[a, b]. Obteniendo de esta manera cualquier barrido vertical en z sobre la superficie

7(t,s) = ((t,g(t)),sF(t,g(t))),a <t <bAO<s<1 (33)

Expresando de forma paramétrica:
x(t,s) =t a<t<bh

=0,F(t;, g(t)) #0

y(t,s) =g(t), 0<s<1 (34)

z(t,s) = sF(t,g(t))
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Un andlisis similar se realiza si la pared fuera sobre una curva x=g(y) en un
intervalo [c, d] sobre la cual la funcion z = F(x,y) est& definida.

Para llevar a cabo la fundamentacion de la parametrizacion de regiones planas
y superficies en el espacio, utilizando GeoGebra dentro del aula, es necesario
emplear un enfoque que integre teoria matematica y herramientas tecnolégicas. Se
comienza introduciendo los conceptos basicos de la parametrizacion y la teoria de
registros de representaciones de Raymond Duval, que destaca la importancia de
transitar entre diferentes representaciones (grafica, algebraica, numérica) para lograr
una comprension profunda.

GeoGebra se emplea como herramienta didactica, permitiendo a los estudiantes
visualizar y manipular superficies y curvas en tiempo real. Se les guia en la
construccion de superficies paramétricas, lo que refuerza la conexion entre la forma
algebraica y su representacion grafica. Las actividades practicas incluyen ejercicios
de parametrizacion y proyectos colaborativos, promoviendo el aprendizaje activo.

Los efectos deseados abarcan una mejora en la comprension conceptual, el
desarrollo de habilidades técnicas, el fomento del pensamiento critico y un aumento
en la motivacion y participaciéon de los estudiantes, logrando asi un aprendizaje
significativo y duradero.

7. Conclusiones

Las deducciones de las férmulas presentadas en este articulo posibilitan la
representacion grafica de un amplio espectro de superficies parametrizadas en
coordenadas cartesianas, tanto en dos como en tres dimensiones, que pueden ser
comprobadas graficamente en el software GeoGebra. Este enfoque sienta las bases
para que el lector pueda profundizar en el estudio de parametrizaciones no solo en el
sistema de coordenadas cartesianas, sino también en coordenadas polares,
cilindricas y esféricas.

Ademas, la visualizacion de estas superficies en GeoGebra facilita una
comprensién mas clara e intuitiva de todos estos conceptos relacionados con las
superficies paramétricas. Por tanto, se sugiere la implementacion del software
GeoGebra en la ensefianza de este objetivo matematico, tomando como referencia la
teoria de registros de representaciones semiéticas de Raymond Duval.
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