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Ensefanza de Grafos: Un breve recorrido en distintos niveles
educativos

Ensino da Grafos: Um breve passeio em diferentes niveis
educacionais

Teresa Claudia Braicovich

Universidad Nacional del Comahue. Argentina

En este trabajo se presentard parte del recorrido realizado en las
ultimas dos décadas en el marco de distintos proyectos de investigacion
referidos a la temética grafos, en los mismos conviven tres lineas de
investigacion: Algebrizacibn de Grafos, Aplicaciones de Grafos vy
Enseflanza de Grafos, pero es esta Ultima linea la que da origen a este
Resumen trabajo. Dentro de los objetivos de estos proyectos siempre estuvo
presente el analizar la factibilidad de introducir algunos conceptos de la
Teoria de Grafos en los distintos niveles educativos. Esta teoria tuvo un
gran auge en las Ultimas décadas asociado al gran desarrollo de la
informatica, pero aln no se encuentra en la mayoria de las curriculas.
Palabras clave: grafos, voronoi, delaunay.

In this work, part of the journey carried out in the last two decades will be
presented within the framework of different research projects related to
the graph theme, in which three lines of research coexist: Algebrization
of Graphs, Applications of Graphs and Teaching of Graphs, but It is this
last line that gives rise to this work. Within the objectives of these
Abstract projects, it was always present to analyze the feasibility of introducing
some concepts of Graph Theory in the different educational levels. This
theory had a great boom in recent decades associated with the great
development of computer science, but it is still not found in most
curricula.

Keywords: graphs, voronoi, delaunay.

Neste artigo, parte do percurso realizado nas Ultimas duas décadas sera
apresentado no ambito de diferentes projetos de investigacdo
relacionados com a tematica dos grafos, nos quais coexistem trés linhas
de investigacao: Algebrizacéo de Grafos, Aplicacdes de Grafos e Ensino
de Grafos. Gréficos, mas é esta Ultima linha que da origem a este

trabalho. Dentro dos objetivos destes projetos, esteve sempre presente

Resumo

Y
UNIWN Numero 65- Agosto 2022 — Pagina 1



Wﬂ, W%ﬂ%ﬂ, Ensefianza de Grafos: Un breve recorrido en distintos niveles
educativos

T. C. Braicovich

analisar a viabilidade de introduzir alguns conceitos da Teoria dos
Grafos nos diferentes niveis de ensino. Essa teoria teve um grande
boom nas ultimas décadas associado ao grande desenvolvimento da
ciéncia da computacdo, mas ainda ndo é encontrada na maioria dos
curriculos.

Palavras-chave: grafos, voronoi, delaunay.

1. Introduccién

La Teoria de Grafos permite abordar el estudio de cuestiones muy diversas,
algunas con origen en pasatiempos pero otras en importantes y variadas preguntas
de la ciencia o la técnica. Precisamente, esta es una de las razones del impetu y
desarrollo que la teoria presenta actualmente. Puede tomarsela como ejemplo de la
utilidad del proceso de abstraccion y sintesis (propio del quehacer matematico) que
del analisis de diferentes casos particulares infiere una estructura fundamental que
los comprende y unifica.

Suele convenirse que la Teoria de Grafos surgié como disciplina autbnoma en
1936 con la publicacion del libro de Koénig, quién reunid y sistematizd en un todo
organico numerosos resultados obtenidos en trabajos anteriores sin aparente
conexion entre si. Previamente, en 1922 habia sido estudiada como parte de la
topologia combinatoria por Veblen. Segun indica Wilson el primero en designarlos
“grafos” fue Sylvester en 1878 al publicar sus resultados sobre Teoria de invariantes
en quimica. Estas referencias pueden encontrarse en Chiappa (1989).

Muchas situaciones de la vida real pueden ser esquematizadas o descriptas, al
menos en primera aproximacion, por medio de los grados, formados por puntos
(Ilamados vértices) y lineas que conecten algunos de sus pares 0 uno consigo mismo
(lamadas aristas). Solo interesa cuéales son los vértices conectados y no donde estan
ubicados o la forma que se asigna a cada linea que los une, los grafos aparecen
frecuentemente en disciplinas dispares bajo nombres diversos, por ejemplo: redes
(ingenieria, economia, salud), sociograma (psicologia), organigrama (economia,
planificacion), diagrama de flujo (programacién), diagrama de estado (informatica) o
estructura molecular (quimica).

A pesar del gran auge que ha tenido la teoria de grafos en las ultimas décadas,

no se encuentra demasiado material referido al tema como asunto de ensefanza y

menos aun si esa enseflanza es llevada a cabo mediante el apoyo de herramientas

computacionales y es sumamente importante enseflar temas de punta de la
matematica, se cita en este sentido a Claudi Alsina:

El camino de la educacion debe permitir una formacion de calidad para todos

y asegurar también la actualidad de todo lo que se explica y aplica. No es

posible que los curriculos oficiales queden anclados en temas milenarios o

de hace siglos y que no sean permeables a tematicas que siendo formativas
tratan problemas de la maxima actualidad. (Alsina, 2011, p. 16)

2. Conceptos de Teoria de Grafos en el nivel inicial y primario

Debido a que un grafo es una construccién simple, formada a partir de puntos y
lineas que los unen, es posible trabajar en estos niveles con algunos conceptos de
esta teoria. Los grafos son una buena herramienta para conceptualizar situaciones,
para extraer pautas y entender esquemas y lograr transferirlos a situaciones nuevas.
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No hay necesidad de ser un experto para utilizar los grafos con cierta soltura, el
introducir algunos conceptos resulta util para despertar el interés por la matematica,
para ayudar al desarrollo l6gico y a la visién espacial, puede resultar un sostén del
razonamiento abstracto. Durante el desarrollo de las experiencias llevadas a cabo en
estos niveles educativos se puso a los estudiantes en el papel de “investigadores”, en
formuladores de preguntas y en criticos frente a las respuestas.

Se logré encontrar un camino atractivo para desarrollar en los nifios
competencias basicas aprovechando el gusto que suelen tener por el juego con el fin
de acercarlos a nuevos conceptos matematicos y a razonamientos propios, dinamicos
y creativos. Se encuentra mas detalle en Cognigni, Braicovich y Reyes, 2008.

2.1. Nivel Inicial

Se llevaron a cabo varias experiencias, en algunos casos se trabajé con grupos
pequefios, en otros casos con grupos MAas numerosos y en varias ocasiones de
manera individual. Los dos temas de grafos que se trabajaron en nivel inicial fueron
caminos y grafos bipartitos.

Con respecto al primero de ellos, los nifios y nifias pudieron resolver laberintos
en los cuales se representen a los caminos por dos lineas paralelas, por complejo
gue sea, identificando claramente cuando no se puede avanzar.

S5 |
—E‘r'
|

Figura 1. Laberintos resueltos por nifios de nivel inicial

Sin embargo, en los grafos, como no hay obstaculos que impiden el avance se
les complica y a lo sumo encuentran un camino entre dos vértices que se pide unir,
pero afirman de encontrarlo que es el Unico que existe, aunque no lo sea. Referido a
este ultimo tema se trabajo con algunas figuras unicursales muy sencillas, pero ante
la consigna de recorrer todas las aristas una sola vez y sin levantar el lapiz, no fueron
capaces de cumplir ambas a la vez.

Con respecto a los grafos bipartitos, se les presentd una hoja con 5 dibujos de
juguetes a la izquierda y 3 nombres de nifios a la derecha, la consigha era que a cada
uno de ellos se lo una a dos juguetes, a lo que contradiciendo nuestra hipotesis de
que hubieran podido decir que no les alcanzaban los juguetes lo hicieron
correctamente. Cuando se pide que le asignen un juguete mas a cada uno,
nuevamente lo hicieron de manera correcta y en ningun caso repitieron alguno de los
juguetes gue ya le habian sido asignados a cada nifio.

Se muestran a continuacion los grafos bipartitos realizados por dos de los nifios:
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Figura 2. Grafos bipartitos de asignacioén realizados por nifios de nivel inicial

2.2. Nivel Primario

Las experiencias en este nivel se llevaron a cabo en distintos establecimientos
educacionales publicos, de radio céntrico, de radio periférico, rurales y también
publicos de gestidn privada. Se considera al nivel primario dividido en tres ciclos, el
primero entre 1°y 3° grado, el segundo comprende 4°y 5° grados y el tercero 6°y 7°
grado.

En este nivel se pueden trabajar las propiedades topoldgicas, con juegos y se
pueden usar los grafos para representar situaciones concretas. El pensamiento
atomizado del nifio en los dos primeros ciclos hace que perciba cada problema
individualmente, sin aun captar las regularidades, pero se sugiere enfrentarlos a una
gran variedad de situaciones diferentes y entretenidas, que iran desarrollando la
intuicion, base “fértil” para futuras generalizaciones y comprension de propiedades.
Trabajar con grafos que representen situaciones cotidianas, poniendo la mirada en
clasificaciones sencillas y en la definicién de los elementos del grafo, para estimular
la busqueda de regularidades, discutir sus propias conjeturas y obtener conclusiones.
En el altimo ciclo se dan en los primeros pasos hacia la argumentacion y formulacién
de hipdtesis, aunque luego la manera de verificarlas o refutarlas siga siendo la
realizacion reiterada de la experiencia.

Se presentan a continuacion algunos de los temas trabajados, dando el detalle
correspondiente a cada ciclo.

2.2.1. Recorridos

En el primer ciclo ya son capaces de realizar recorridos con determinadas
condiciones, dado, por ejemplo, un grafo como el que sigue:
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Figura 3. Grafo de actividades realizadas por los nifios de primer ciclo

Fueron capaces de encontrar caminos entre lugares que se les pedia, luego se
le dieron algunas condiciones, por ejemplo: “Ir de la casa de Zarina a la escuela sin
pasar por la plaza” o “Ir desde la escuela a la Iglesia pasando (obligatoriamente) por
la libreria y sin pasar por el kiosco”. Pudimos comprobar que a esta edad pueden
hallarlos atendiendo a todas las condiciones dadas, incluso los caminos relativamente
complejos.

Ademas, pudieron encontrar caminos que pasen por todos los lugares, en
algunos casos los encontraron sin buscarlos y se dieron cuenta después de haberlo
indicado y en otros casos lo encontraron cuando se les pidi6. Se pudo observar que
cuando comparan entre ellos lo hallado, cuentan la cantidad de caminos, pero no
encuentran todavia una manera de individualizarlos y comparar uno a uno, lo que si
se logra en el préximo ciclo.

Es importante mencionar que al presentarles el mismo grafo que el anterior pero
valuado y pedirles que hallen el camino mas corto entre dos lugares dados, lo hacen
contando el nimero de aristas recorridas, lo que muestra aun un fuerte acento
“topoldgico” en su pensamiento, ya que no les preocupa la longitud de las aristas. Se
les aclara nuevamente que deben prestar atencion a la cantidad de cuadras indicada
en las aristas, se demoran, pero algunos finalmente lo encuentran, haciéndolo por
ensayo y error.

En el segundo ciclo se nota un cambio importante frente a las mismas
propuestas, ya que realizaron un trabajo reflexivo previo a la accién o bien hicieron,
pero luego analizaron y compararon con compafieros. A partir de 4° grado, se puede
observar que, analizan y generan tacitamente una hipétesis, porque se sorprenden si
no hallaron lo esperado y expresan “este no era asi” o “este no me sale”, también se

alegran con el resultado, expresando frases como “si, era asi, me sali0”, se puede
concluir que ya no es el mismo trabajo de ensayo y error como en el ciclo anterior.

Ademas, son capaces de encontrar recorridos eulerianos, entienden claramente
la consigna desde cuarto grado, aunque a esa edad todavia no pueden explicar por
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gué en algunos casos existe y en otros no. Se divierten, buscan, comparan, insisten
en la busqueda, y se preguntan “; por qué este no me da?”, como si fuera algo magico,
sin darse cuenta la cantidad de vértices pares e impares, y cual es la razon para que
no admitan recorrido euleriano. En sexto grado, se dan cuenta que depende de la
cantidad de “salidas y entradas” a los vértices y logran descubrir la propiedad comun
de los grafos eulerianos, tanto de los que admiten recorrido euleriano cerrado como
abierto.

También a esta edad son capaces de crear grafos para desafiar a los
compaineros, lograron “inventar”, a modo de pasatiempo, figuras unicursales, algunas
para que no puedan ser realizadas (mas de dos vértices impares-grafos no
eulerianos), otras para que se puedan repetir comenzando en cualquier vértice (todos
los vértices son pares-grafos que admiten recorrido euleriano cerrado) y también
algunas para que puedan ser realizadas a partir de dos vértices Unicamente
(exactamente dos vértices impares- grafos que admiten recorrido euleriano abierto).

El tema de caminos trabajado en el tercer ciclo fue el concepto de arbol, en
particular el de arbol minimal cubriente. Esto se hizo a partir de un problema concreto.
Se entreg6 a cada alumno un grafo valuado, de 12 vértices y 23 aristas, los vértices
eran casas de un barrio cerrado, las aristas caminos no asfaltados entre ellas y el
ndamero que se indicaba en cada arista correspondia a la cantidad de cuadras entre
las casas que eran extremos de las mismas. El problema consistia en hallar la forma
de tener todas las casas del barrio unidas mediante calles asfaltadas, de manera tal
gue la cantidad de cuadras a asfaltar sea minima, es decir debian encontrar un arbol
minimal cubriente. Para encontrar estos arboles se utilizan distintos algoritmos, los
gue no fueron dados a los alumnos pues el objetivo de esta actividad era justamente
analizar si eran capaces de trabajar de manera algoritmica.

Trabajaron en forma individual, no sabian cual era la cantidad minima de
cuadras que debian ser asfaltadas, pero se dieron cuenta que debian buscar un arbol
en el cual se encuentren los 12 vértices. Aqui se evidencia que los alumnos
interpretaron correctamente el enunciado y lograron relacionarlo con el tema
presentado en la clase anterior. Los alumnos hallaron distintos arboles, en principio
con mas cuadras a asfaltar de las necesarias, se les indico que era posible disminuir
esa cantidad, hasta que hallaron arboles adecuados, Debian detallar el procedimiento
utilizado a fin de analizar si existia algun tipo de similitud con algunos de los algoritmos
conocidos para hallar arboles minimales cubrientes. Fue muy satisfactorio comprobar
gue la mayoria (un 75 % de alumnos) encontré algun arbol minimal cubriente de
alguna manera que guarda cierta similitud con los algoritmos conocidos, que son: el
de Prim, el de Sollin y los dos de Kruskal.

2.2.2. Coloreo

Este tema no fue trabajado en nivel inicial, si en primaria. En el primer ciclo,
atendiendo a que los nifios no han trabajado todavia con mapas, se present6 este
tema de una manera diferente. Se hizo que ellos coloreen distintos esquemas
teniendo en cuenta que a regiones adyacentes debe darse distinto color. En un primer
momento no se les dijo que utilicen la minima cantidad de colores, lo que si fue
realizado en una segunda instancia. Grande fue nuestra sorpresa al comprobar que
los nifios pudieron optimizar los colores en los pasos sucesivos. Se encuentran
secuencias para el trabajo con coloreo en Braicovich (2011).
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Figura 4. Coloreo de unaregion y de un grafo planar

A partir del analisis de la experiencia podemos se puede decir que:

e Alos 5y 6 afios captan la consigna de pintar de colores diferentes las
regiones colindantes en mapas sencillos, trabajar en ello llegando a
resultados correctos, aplicando su propia logica y estrategias acorde a sus
edades.

e Alos 7 y 8 afios ya pueden traducir al lenguaje de grafos y comenzar a
analizar el coloreo, encuentran la relacion entre mapas y grafos.

e Entre los 9 y 11 afios pueden generar hipotesis sencillas y empezar a intuir
que existen algoritmos para trabajar con menor esfuerzo, ellos mismos
generan sus propios algoritmos, de acuerdo a la Teoria de Landa: “ensefar a
los alumnos a descubrir procesos es mas valiosos que darselos ya
formulados”. Se observo que pueden generar hipétesis con justificaciones un
poco mas precisas que en el periodo de desarrollo cognitivo anterior.

e A partir de los 12 afios, se observd que captan estos conceptos con bastante
claridad y trabajan siempre de manera reflexiva, con una hipotesis previa,
acertada o no, pero ya se ha abandonado casi por completo el ensayo y error.
Pueden realizar deducciones légicas y son capaces de manejar distintas
construcciones mentales.

3. Conceptos de Teoria de Grafos en nivel secundario

En este nivel se trabajaron los cuatro grandes temas que dieron origen a la
Teoria de Grafos, que son recorridos eulerianos, recorridos hamiltonianos, planaridad
y coloreo y arboles. De estos temas el Unico que no fue trabajado en niveles anteriores
fue el de recorridos hamiltonianos, el motivo por el cual no fue trabajado es porque es
un problema abierto. Pero, justamente, eso es lo que hace rico el trabajo en
secundaria porque puede ser comprendido aun para quiénes tengan conocimientos
basicos de la Teoria de Grafos.

En términos generales se puede mencionar que se profundizo en los temas
anteriores, hallando y formalizando algoritmos, resolviendo problemas y planteando
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situaciones probleméticas concretas que pueden ser modelizadas y resueltas
mediante determinados conceptos de grafos.

4. Teoria de Grafos en nivel universitario

En este punto se presentan las carreras en las cuales se analizo la factibilidad
de incluir algunos conceptos de grafos en términos de investigacion, concientizando
en la existencia de problemas abiertos, en las multiples aplicaciones de los grafos y
en la necesidad permanente de la modelizacion.

4.1. Carreras de Ingenieria

Es importante dar a los estudiantes herramientas que les resulten Gtiles para su
futuro desarrollo profesional, en este sentido es importante mostrar algunas de las
numerosas aplicaciones que la Teoria de Grafos tiene en carreras de Ingenieria.

A continuacién, se presentan algunas aplicaciones concretas de acuerdo a las
ramas de Ingenieria que se dictan en la Facultad de Ingenieria de la Universidad
Nacional del Comahue, Cognigni, Braicovich y Alfonso (2017).

e Ingenieria Quimica: Segun J. M. Amigo (2007) la Topologia molecular es un
capitulo que interesa a la Quimica y que aplica Teoria de Grafos a la
descripcion de las estructuras de moléculas organicas, esto se utiliza en
investigacion de nuevos farmacos.

e Ingenieria Civil: En disefio arquitectdnico, en determinados problemas que
tienen que ver con la conectividad de locales y/o ambientes, por ejemplo, se
utilizan grafos, ya que los mismos permiten visualizar las conexiones
espaciales, que pueden ser de comunicacién fisica como visual, acustica o
de adyacencias. Noguera Cuenca (2009).

e Ingenieria en Petréleo: Las redes de proceso de las refinerias son complejas
y el esquema de las mismas es tratado con teoria de grafos para un mejor
manejo de los datos. Benavidez Vazquez, L. (2013)

e Ingenieria Mecanica: En Rafael Rodriguez Puente (2012) se encuentran
varios algoritmos de reduccién de grafos para dar solucion a determinados
problemas y se pueden encontrar aplicaciones en lo que se refiere a redes de
work-flow y en redes de computadoras.

e Ingenieria Eléctrica y Electronica: En Piedra Hernandez (2009) se encuentran
aplicaciones de grafos para el disefio de complejos circuitos y también en el
ambito de las redes de comunicaciones moviles, desde las lineas telefonicas
hasta registros de e-mails se utiliza Teoria de Grafos.

4.2. Profesorado Universitario y Licenciatura en Matematica

En la asignatura Modelos Matematicos del actual Plan de Profesorado
Universitario en Matematica de la UNCo., vigente desde el afio 2014, hay numerosos
contenidos de Teoria de Grafos. Cabe aclarar que el tema grafos no se encontraba
en el plan anterior al que se encuentra actualmente vigente, por lo que se dictaron en
numerosas oportunidades cursos, talleres y seminarios referidos a la tematica grafos,
esto en el marco de la asignatura “Ensefanza de la Matematica”.
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En el plan de la Licenciatura en Matematica de la UNCo. no se encuentra el
tema grafos, por lo que desde el equipo de investigacion se ofrecen dos materias
optativas, “Teoria de Grafos” y “Aplicaciones de Grafos a temas de salud”, siendo
requisito para cursar esta Ultima tener aprobada la primera. Ambas asignaturas tienen
una carga semanal de seis horas y la duracion es de dieciséis semanas.

En estas dos carreras, ademas de dar los contenidos clasicos de la Teoria de
Grafos se ha estudiado y profundizado en otros temas muy actuales, como son las
Triangulaciones o Grafos de Dalaunay (TD) y las Regiones o Grafos de Voronoi (RV),
los que seran desarrollados a continuacion.

Es importante destacar la gran posibilidad que brinda la ensefianza de este tema
en estas carreras, existe un gran vinculo con conceptos de otras areas e incentiva a
investigar las aplicaciones.

4.2.1 Triangulacion de Delaunay

La Triangulacion de Delaunay consiste en una red de triangulos conexa y
convexa que cumple la condicion de Delaunay, que es la siguiente: “La circunferencia
circunscripta de cada triangulo de la red no debe contener ningun vértice de otro
triangulo en su interior, si se admiten vértices situados sobre la circunferencia”, siendo
la circunferencia circunscripta a un triAngulo la que contiene a sus tres vértices, el
centro de la misma es el circuncentro del triangulo correspondiente.

La denominacion de Delaunay se debe al matematico ruso Boris Nikolaevich
Delone (1890-1980), que fue quien plante6 en el afio 1934 la condicién antes
mencionada.

Dado el conjunto de puntos P = {A,B,C,D,E, F, G, H},

Figura 5: Conjunto de puntos P={A4,B,C,D,E,F, G, H}
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La siguiente es la Triangulacion de Delaunay y y fue hallado mediante el uso del
paguete de Matematica Discreta del software GeoGebra:

Figura 6: Triangulacién de Delaunay (TD) del conjunto P

En la proxima figura se presenta la Triangulacion de Delaunay, pero se agregan
algunas de las circunferencias circunscriptas a los triangulos, donde se observa que
no hay puntos del conjunto P en el interior de dichas circunferencias.

Es importante aclarar que corresponderia haber realizado ocho circunferencias,
cada una se corresponde con cada uno de los 8 triangulos, pero, a modo de ejemplo
y para que sea mas clara la figura, se realizaron solamente tres de dichas
circunferencias, las de los triangulos GFC, ABE y ADC.

Figura 7: TD con circunferencias circunscriptas de los tridngulos

Es posible hallar mas de una Triangulacion de Delaunay de un conjunto de
puntos dado, esto esta directamente relacionado con el concepto de cuadrilatero
inscriptible. Es importante aclarar que la cantidad de triAngulos de una TD no depende
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Uunicamente de la cantidad de puntos del conjunto P, se ejemplifica a continuacién con
conjuntos de 9 veértices, en una de las triangulaciones hay 11 triangulos y en la otra
hay 10.

Figura 8: TD de un conjunto de 9 puntos, unatiene 11 triangulos y la otra 10.

Sea un conjunto P con n puntos donde hay h de ellos en la envolvente convexa
se tiene que la TD tiene (2.n — 2 — h) triangulos y tiene (3.n — 3 — h) aristas.

Por lo tanto, como 3 es la cantidad minima de puntos posibles en la envolvente
convexa y n la cantidad maxima, la cantidad de triangulos de Delaunay para un
conjunto de 9 puntos esta comprendido entre 7 y 13, ya que 7 es la cantidad minima
y se da cuando todos los puntos estan en la envolvente y 13 es la cantidad maxima
gue sera cuando solamente hay 3 puntos en la envolvente.

4.2.2 Regiones de Voronoi

El diagrama de Voronoi de un conjunto de puntos en el plano es la divisién de
dicho plano en regiones, de tal forma, que a cada punto le asigna una region del plano
formada por los puntos que son mas cercanos a él que al resto de los puntos.

Figura 9: Diagrama de Voronoi (DV)de P={A,B,C,D,E,F,G,H,1,]}
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Se presenta a continuacion el Diagrama o Grafo de Voronoi para un conjunto
P de puntos dado, el mismo es el de color rojo.

Los grafos de Voronoi poseen una serie de propiedades muy interesantes:

e Los vértices son los puntos de interseccion de las lineas, no son los puntos
del conjunto P.

e Cada region definida por este grafo es convexa.
e Es un grafo planar donde cada vértice tiene grado 3.

e Si el conjunto P esta formado por n puntos, entonces el grafo de Voronoi
tiene n sitios o regiones, a lo sumo (2n — 5) vértices y a lo sumo (3n — 6)
aristas. En el caso particular de la figura hay 11 vértices y 20 aristas.

4.2.3. Grafos Duales: Grafos de Delaunay y de Voronoi

Definicién: Dado un grafo planar G, se puede construir un nuevo grafo G*, llamado
grafo dual de G, asociando un vértice a cada region del grafo G y si una arista limita
dos regiones en G, se aflade en el grafo dual G”, una arista uniendo los vértices
correspondientes a esas dos regiones. Como dos regiones pueden estar limitadas por
mas de una arista en comun, pueden existir aristas paralelas.

En la siguiente figura se presenta un grafo G y su grafo dual G':

4 -

|
-
. —_— - -
o - _-‘__ —
"-__ - R e ___."

'\-\.‘\\" %

Figura 10: Grafos Gy G duales
https://es-academic.com/dic.nsf/eswiki/539575
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Los grafos de Voronoi y de Delaunay son duales y contienen la misma
informacion, pero representada de maneras distintas. En la proxima figura se
presentan ambos grafos para el mismo conjunto de puntos.

Figura 11: TDy RV para el conjunto de puntos P={4,B,C,D,E,F,G,H,1,J}

4.2.4. Aplicaciones de los Grafos de Delaunay y de Voronoi

Estos grafos se utilizan en todos aquellos estudios en los que hay que
determinar areas de influencia, por ejemplo, en la cobertura hospitalaria, cercania de
estaciones de bomberos, centros comerciales, mesas electorales, control del trafico
aéreo, en el sistema de radionavegaciéon GPS (Sistema de Posicionamiento Global)
y telefonia mévil. Ademas de las aplicaciones mencionadas existen otras muy
interesantes que seran dadas sucintamente a continuacion:

Aplicacion en fatbol

Una posibilidad que brindan estos grafos es la visualizacion del fatbol, ya que
mas alla del control de la pelota, los jugadores de futbol crean y controlan el espacio
disponible en el campo.

Para visualizar este proceso, lo ideal es usar las TD que conectan los jugadores
con lineas, y su grafo dual, el de de Voronoi, que muestra el espacio controlado por
cada jugador. También es posible mejorar la experiencia de los espectadores de
television en la repeticién de las jugadas en los partidos.
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) Messi

Figura 12: Representacion de campo de futbol
https://francis.naukas.com/2017/03/15/diagramas-de-voronoi-en-el-futbol/

Aplicacion en seguridad: deteccién facial

En el 90% de los casos la deteccion y/o reconocimiento de rostros, se obtienen
fotos de personas con una especie de grilla de puntos conectados por lineas en sus
rostros. Como si de alguna forma esos triangulos o poligonos delimitados por puntos
especiales del rostro, fueran lo que “ven” los algoritmos de reconocimiento facial.
Estos puntos son esenciales para muchas aplicaciones y modelos de visién por
computadora. Viotti, E. (2021)

Se puede detectar el rostro de una persona a partir de una imagen, obtener los
puntos de referencia de la cara o face landmarks y por ultimo utilizando la
Triangulacion de Delaunay, dibujar una grilla de triAngulos sobre el rostro, que luego
servird para identificar si es el mismo rostro.

Figura 13: TD para deteccién facial
https://medium.com/idatha-enterprise-experience-academic-s/detecci%C3%B3n-de-
caras-y-triangulaci%C3%B3n-de-delaunay-con-dlib-y-opencv-3d039374bec9

UNI%N Numero 65- Agosto 2022 — Pagina 14


https://francis.naukas.com/2017/03/15/diagramas-de-voronoi-en-el-futbol/

Wﬂ, W%ﬂ%ﬂ, Ensefianza de Grafos: Un breve recorrido en distintos niveles
educativos

T. C. Braicovich

Aplicacion en Imagenes

Se utilizan en las nuevas tecnologias y en especial la Tomografia Axial
Computarizada (TAC) para la generacion de volumenes 3D. Cisneros, H; Gonzalez,
C.; Puente, A.; Camue, C.; Oropesa, R. (2014).

Se debe analizar, en caso necesario, si todos los datos obtenidos por la TAC
son suficientes. De no ser suficientes se procede a generar los datos faltantes por
interpolacion de los ya existentes, posibilitando asi obtener un volumen lo mas
cercano a la realidad. Luego de pasar la imagen por interpolacion se genera una
malla, uno de los métodos méas empleados es el algoritmo de Watson, que permite
obtener una Triangulacion de Delaunay a través de un conjunto de puntos para
cualquier region del espacio. Esta triangulacion se emplea con el propdsito de enlazar
los puntos o vértices detectados con sus vecinos cercanos y asi detectar el volumen
més cercano a la realidad.

5. Conclusiones

A modo de sintesis, se puede decir que existen distintos argumentos para
pensar que seria positivo introducir algunos conceptos de la Teoria de Grafos en los
distintos niveles educativos, es aplicable (varios temas de esta teoria han sido
utilizados creando distintos modelos en diversas areas), es accesible (para entender
las aplicaciones del tema en muchas situaciones es suficiente tener conocimientos
basicos de matematica) y es atractivo (existen situaciones que hacen que los
alumnos deban explorar y conjeturar para poder llegar a los resultados).

Por ultimo y pensando en la proyeccion a futuro, para incluir este tema en las
curriculas es posible que deba realizarse un cambio gradual, pues hay docentes que
no lo conocen. No en todos los planes de estudio de la carrera de Profesorado de
Matematica y de Magisterio se encuentra el tema grafos, por lo que seria importante
trabajar con los contenidos, pero también en herramientas para la ensefianza del
mismo.

Por dltimo y a modo de cierre se transcribe una frase de Claudi Alsina

Un grafo es una construccién extraordinariamente simple: unos puntos y las
lineas que los unen. Son grafos desde el mapa del metro hasta la ruta de un
mensajero, y en general, las redes de todo tipo que cimentan el mundo
contemporaneo. La observacion cuidadosa de estas simples estructuras nos
abre los ojos a un universo de enlaces y conexiones donde las matematicas
reinan supremas”. (Alsina, 2011).
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