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Problema

¢,Cudl es el punto de una pardbola que se encuentra mas cercano a un punto
determinado, en el mismo plano de la parabola?

Para resolver de manera general este interesante problema, pueden usarse los
métodos conocidos del calculo diferencial o los métodos del calculo de variaciones;
sin embargo, considerar casos particulares y no usar herramientas muy fuertes,
brinda excelentes oportunidades de aprendizaje, inclusive en el nivel de educacion
secundaria, manejando criterios de minimizacion usando desigualdades, y
relacionando razonamiento algebraico con observaciones geométricas.

Actividades individuales considerando un caso particular y sin usar
derivadas.

1. Hallar el punto de la pardbola y* = 9x que se encuentra mas cercano al
punto A de coordenadas (4, 0).

2. Expresar de manera general la distancia mas corta de la parabola y? = 9x
a un punto B de coordenadas (a, 0), siendo a un numero real.

Una manera de desarrollar la actividad 1 es la siguiente:

e Esbozar un grafico de la parabola: -
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e Calcular el cuadrado de la distancia del punto A(4, 0) a un punto genérico
de la parabola P(x, y), teniendo en cuenta que si algun valor de x minimiza
d?, también minimizara d

d® = (x-4)° + (y - 0)°
= x> - 8x + 16 + 9x

=x’+x+16

=(x + 1) + Ef’.

En consecuencia, d? es siempre mayor o igual que 63/4, y su valor minimo lo
alcanza cuando la expresién (x + %)? toma el menor valor posible; es decir, cuando
x =0, pues x=20.

Asi, el valor minimo de d? es 1/ 4 + 63/4 = 16 y por tanto el valor minimo de
la distancia es d = 4.

En conclusidn, el punto de la parabola mas cercano al punto A(4, 0) es el

punto de abscisa x = 0, que es el vértice de la parabola, y la distancia
correspondiente es 4.

Pensando la actividad 2
Teniendo en cuenta lo obtenido en la actividad 1, §podemos concluir que el
punto mas cercano de la parabola y*> = 9x al punto B(a, 0) es su vértice, y que la
distancia es a?
El lector estéa invitado a dar una respuesta a la pregunta, antes de continuar.
e Examinemos otro caso particular:
Distancia de y? = 9x al punto Q (10, 0)
d® = (x -10)* + (y -0)?
= x* - 20x + 100 + 9x
=x*-11x + 100

= (x — 11/2)* + 279/4

e
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Por consiguiente d*> es minimo cuando la expresiéon (x — 11/2)* toma el
menor valor posible; es decir, cuando x = 11/2.

Asi, d*> = 279/4 y entonces d = 8,35

Vemos asi que el punto mas cercano de la parabola y? = 9x al punto Q(10, 0)
no es su vértice y la distancia no es 10

Es muy importante acompafar esta conclusion algebraica con la observacion
en el grafico de la parabola. Tener en cuenta que en el grafico de este texto, las
escalas en los ejes no son las mismas, lo cual crea distorsiones, pero se puede
percibir que el punto mas cercano de la parabola a un punto del eje de abscisas, no
siempre es su vértice.

e Desarrollemos la actividad 2: Haciendo operaciones algebraicas similares a
las hechas, considerando el punto B (a, 0), obtenemos

d? = (x + (9-2 a)/2)* + 9(a — 9/4).
Por consiguiente d* es minimo cuando x =- (9 — 2 a)/2;
o sea cuando x = a-9/2. El valor minimo es d? = 9(a — 9/4)

Como x = 0, esto se cumple para a 2 9/2 y entonces, para este caso, la
distancia minima es

9
=3 /a——.
d 4

Observemos que siendo x = a— 9/2, y la ecuacién de la parabola y? = 9x,
cuando a = 9/2 se tiene x = 0 y en consecuencia el punto de la parabola que se
encuentra a la distancia hallada del punto B(a, 0), es (0, 0), que es el vértice de la
parabola. En este caso la distancia hallada es

9_
2 4

| ©

9
d 2

Cuando a > 9/2, se tiene x > 0 y en consecuencia hay dos valores
correspondientes de y, 0 sea dos puntos de la parabola que estan a la distancia d
hallada, del punto B(a, 0). Esta conclusién algebraica, es totalmente coherente con
la ubicacion del punto B(a, 0) en el eje de simetria de la parabola:

e ;COmo es la situacion sia < 9/2?

Entalcaso 9-2a>0 y observamos que

e
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d*= (x-a)’ +(y-0)
=x’—2ax+a’+9x
=x* +(9-2a)x+a’

Asi, d®> es siempre mayor o igual que a®> y es minimo cuando x toma el menor
valor posible; es decir cuando x = 0. Resulta entonces que el valor minimo de d?
es a“ y en consecuencia el valor minimoded es d=]|al.

Observemos también que el valor absoluto tiene pleno sentido geométrico,
pues cuando a < 0 el punto B(a, 0) se encuentra siempre en la recta que es el eje
de simetria de la parabola, pero a la izquierda de la parabola (esta en el exterior de
la regidn parabdlica) y se percibe facilmente que el punto mas cercano de la
parabola es el vértice; en consecuencia la distancia es la longitud del segmento que
une B con el origen de coordenadas, que es | a|.

e Resumamos los casos:
» Cuando a < 9/2, el punto de y*> = 9x cuya distancia al punto B(a, 0) es
minima es (0, 0) y tal distanciaesd =|a|.

» Cuando a > 9/2, hay dos puntos de la parabola y*> = 9x cuya distancia al
punto B(a, 0) es minima:

9 9
(a-9/2, 3 a—E) y (@a-9/2,-3 a—E),
, . 9
y tal distanciaes d = 3 a—z.

Dejamos el caso B(a, b) para entretenimiento de nuestros lectores. Nos
encantard considerar sus comentarios o sugerencias en el proximo numero.

e
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