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Problemal

Considera un tablero de 25 casillas como el que se muestra en la figura.

En cada una de las casillas de la primera fila se escribe una letra A o una
letra B y luego se completa escribiendo las mismas letras, de acuerdo con
la siguiente regla: se eligen tres casillas consecutivas de la primera fila y
se escribe debajo de la casilla del centro de éstas, en la segunda fila, la
letra que aparece mas veces en las 3 casillas escogidas. Asi se completa
la segunda fila y se continua con las siguientes.

¢Cual es la minima cantidad de letras A que se debe escribir en la
primera fila para asegurar que, en cualquier orden en que éstas se
escriban, siempre se tenga una letra A en la casilla de la ultima fila?

Este es un problema de caracter ludico, que es natural comenzar a resolverlo
por ensayo y error. Ciertamente, es fundamental entender bien lo que se esta
pidiendo y puede usarse muy bien para aclarar algunos conceptos relacionados con
la légica y la formulacion de un teorema. Una manera de explotar sus
potencialidades es —como lo hicimos en un taller con profesores— presentandolo por
partes, considerando actividades individuales y actividades grupales, como se
muestra a continuacion:

' Problema creado por Jorge Tipe, ex olimpico peruano, actualmente estudiante universitario. Se
propuso en la fase final de la Olimpiada Nacional Escolar de Matematicas del Peru, en noviembre del
2006.
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Situacion

Se tiene un tablero de 25 casillas como el que se muestra en la figura.

En cada una de las casillas de la primera fila se escribe una letra A 0 una letra
B y luego se completa escribiendo las mismas letras, de acuerdo con la siguiente
regla: se eligen tres casillas consecutivas de la primera fila y se escribe debajo de la
casilla del centro de éstas, en la segunda fila, la letra que aparece mas veces en las
3 casillas escogidas. Asi se completa la segunda fila y se continda con las
siguientes.

Para trabajo individual

a. Muestra dos posibles formas de completar el tablero.

b. Escribe la letra A en siete casillas cualesquiera de la primera fila y
completa el tablero?.

2 El lector queda invitado a desarrollar las actividades pedidas, e imaginandose varios participantes
trabajando individualmente, hacer la actividad b de varias formas

.
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Para trabajo grupal (grupos de dos o tres participantes)

a. Escribiendo la letra A en siete casillas de la primera fila, ;se puede
asegurar que se obtendra una letra A en la casilla de la ultima fila?

b. ¢Cual es la minima cantidad de casillas de la primera fila en las que
debe escribirse la letra A para asegurar que, en cualquier orden en que
estas se escriban, siempre se tenga una letra A en la casilla de la ultima
fila?

c. Con base en el analisis hecho para responder la pregunta planteada en
b, formular y demostrar un teorema, relacionado con la situacion
planteada.

Comentarios

La actividad c se planteara segun el nivel de los participantes. Es muy
interesante plantearla en talleres con profesores.

Las actividades individuales familiarizan al participante con la situacion
planteada y dan elementos para responder las preguntas planteadas en las
actividades grupales. La experiencia muestra que en los grupos descubren
facilmente que escribiendo la letra A en siete casillas de la primera fila, no se puede
asegurar que se obtendra una letra A en la ultima fila. Es una excelente oportunidad
para hablar de lo que es un contraejemplo, pues si alguien afirma que escribiendo la
letra A en siete casillas de la primera fila se asegura obtener la letra A en la ultima,
para demostrar que tal afirmacion es falsa, basta mostrar un caso cualquiera en el
que se escriba la letra A en siete casillas de la primera fila y se obtenga la letra B en
la dltima fila. Es oportuno conversar con los participantes, replanteando la primera
pregunta grupal usando la expresion “es suficiente”. Las experiencias llevan a
concluir que no es suficiente tener siete casillas con la letra A en la primera fila
para obtener A en la ultima fila. Segun el nivel de los participantes, puede ser
oportuno hacer comentarios relacionados con las proposiciones compuestas de la
forma “si p entonces q”, que se simbolizan p — q, en las cuales “p es condicion
suficiente para q” y “g es condicién necesaria si se cumple p”

Analogamente, pensando en responder la segunda pregunta grupal, es claro
que escribiendo la letra A en las nueve casillas de la primera fila, siempre se
obtendra la letra A en la ultima fila; o dicho de otra manera, es suficiente tener la
letra A en las nueve casillas de la primera fila para asegurar tener una A en la ultima;
también se podria enunciar en una forma mas usual (“si... entonces...”):

“si en todas las casillas de la primera fila se escribe la letra A entonces en la
casilla de la dltima fila obtendremos una A”

.
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Sin embargo esto es similar a decir que es suficiente que un paralelogramo
tenga cuatro angulos interiores rectos para que sea un rectangulo; o. en la forma “si
... entonces ...”

“si un paralelogramo tiene sus cuatro angulos interiores rectos entonces el
paralelogramo es un rectangulo”

La similitud esta en que ambas proposiciones son verdaderas pero no son
utiles o interesantes por ser muy evidentes. Los teoremas de la forma “si...
entonces...” son proposiciones verdaderas que establecen una o mas condiciones
suficientes, y son mas utiles o interesantes en la medida que la afirmacién no sea
tan evidente; por ejemplo,

“si un paralelogramo tiene un angulo interior recto entonces el paralelogramo
es un rectangulo”

La pregunta planteada en b lleva a buscar una relaciéon légica que vaya “mas
alla de lo evidente”. Si las casillas de la primera fila las numeramos del 1 al 9, de
izquierda a derecha, al escribir la letra A en las casillas 4 y 5 6 en las casillas 5 y 6,
se puede ver facilmente que aunque en las siete casillas restantes se haya escrito la
letra B, siempre se obtendra A en la ultima fila Podria pensarse entonces que dos es
la minima cantidad de casillas de la primera fila en las que debe escribirse la letra A,
pero leyendo con cuidado la pregunta b, se encuentra que es acerca del numero
minimo de casillas en las que se escriba la letra A, en cualquier orden, por lo cual,
dos casillas no es la respuesta correcta, ya que se estaria exigiendo que se escriba
en las casillas 4 y 5 6 5y 6, con lo cual ya el orden no es cualquiera. Por otra parte,
facilmente se puede construir un contraejemplo, pues basta escribir A sélo en las
casillas 1 y 9 (y obviamente B en las siete casillas restantes) para obtener B en la
ultima fila.

Como ya se vio que con siete letras A en la primera fila no se puede asegurar
la obtencién de A en la ultima fila, la respuesta a la pregunta b no puede ser siete.
Mas aun, no puede ser siete ni menor que siete, pues en tales casos en la primera
fila habria por lo menos dos casillas con la letra B y bastaria que tales casillas sean
lad4ylab5dla5yla6 para que inevitablemente se tenga B en la ultima fila.

En consecuencia, sélo resta analizar qué pasa al escribir la letra A en ocho
casillas de la primera fila. En tal caso solo se escribira B en una casilla y en todo trio
de casillas consecutivas siempre aparecera mas veces la letra A, por lo cual es
imposible que en la segunda fila haya alguna casilla con la letra B y como resultado
final, en la ultima fila se tendra siempre la letra A.

Finalmente, podemos dar una presentacion “matematizada” de lo analizado
respecto a la situacion planteada:

.
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Lema 1: Si se escribe la letra A en ocho casillas cualesquiera de la primera fila
entonces se obtendra la letra A en la ultima fila

Lema 2: Si se escribe la letra A en siete o0 menos casillas cualesquiera de la
primera fila, no se puede asegurar que en la ultima fila se tendra la letra A.

Teorema: ElI minimo numero de casillas de la primera fila en las que debe
escribirse la letra A, en cualquier orden, para asegurar que se obtendra A en la
ultima fila, es ocho.

La demostracién de los lemas se ha hecho con detalle, y la del teorema es
consecuencia de ambos lemas. El lema 1 garantiza que con la A en ocho casillas
cualesquiera de la primera fila se asegura la A en la ultima, y el lema 2 garantiza que
ocho es el numero minimo.

El lector queda invitado a pensar en una situacion similar generalizando la idea,

con n casillas en la primera fila. ;Como serian los lemas y teorema
correspondientes, y sus respectivas demostraciones?

.
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