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Euler y el Andlisis Matematico

José M. Méndez Pérez

Leonhard Euler (1707, Basilea, Suiza - 1783, San Petersburgo, Rusia) es
quizas el matematico mas prolifico de toda la historia, equiparable sin duda en
importancia al trio de matematicos por excelencia: Arquimedes, Newton y Gauss. Su
vasta obra ha originado una ingente empresa editorial que, bajo el nombre de Opera
Omnia, pretende reproducir fielmente toda su produccién cientifica. Se inicié en 1911
y esta aun sin concluir. La Comision de Euler de la Academia Suiza de Ciencias y la
editorial Birkhduser han realizado el improbo esfuerzo de reeditar, con absoluto
respeto a las fuentes originales, todos los trabajos de Euler organizandolos en cuatro
series. La primera esta dedicada a sus trabajos matematicos; la segunda y tercera, a
sus contribuciones a la mecanica, la astronomia y otras ramas de la fisica; y la
cuarta, a su extensa correspondencia cientifica y epistolar. jEn total, 86 volumenes,
cantidad que probablemente sea superadal

En lo que respecta al Analisis Matematico nos centraremos expresamente en
tres obras:

Introductio in Analysin Infinitorum*
Institutiones Calculi Differentialis
Institutiones Calculi Integralis

La primera, Introductio in Analysin Infinitorum —publicada en dos volumenes en
1748— se puede considerar por los temas tratados como una preparacién o
introduccion para las otras dos. En esta obra maestra el concepto basico es el de
funcién. Euler define una funcion de la siguiente forma

Una funcién de una magnitud variable es cualquier expresion analitica
formada con la cantidad variable y con numeros o cantidades constantes...

Desde luego, no coincide exactamente con la definicién actual de funcion. Pero
mas alla del rigor de la definicion, el hecho destacable y realmente significativo es
que Euler convirtio a la funcién en el objeto fundamental del Calculo, que hasta
entonces se basaba esencialmente en las propiedades de las curvas.

Euler estudia todas las funciones elementales, las funciones polindbmicas,
trigonométricas, exponenciales y logaritmicas. Insistimos, por una parte, que Euler

Existe una magnifica edicion facsimil del primer volumen de esta obra con su version en castellano. Véase la
referencia bibliografica [E]
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marco un hecho revolucionario: a partir de él ya no se hablara —por ejemplo— de
curvas o lineas trigonométricas, sino de funciones trigonométricas. Por otra parte,
Euler se da cuenta de la naturaleza inversa de las funciones logaritmo y
exponencial. Los logaritmos no sélo tienen importancia porque permiten simplificar
calculos complicados; ahora adquieren el status de funcion, la funcioén inversa de la
funcién exponencial. Una vez que Euler ha introducido la funcién exponencial

y=a‘’(a>1), y habla del grado en el que y depende de z, resulta esclarecedora su
afirmacion

... daremos un valor a z tal que a‘ =y . Este valor de z, considerado como
funcién de y, se llama el logaritmo de y

Actualmente escribiriamos
z=log,y<a’' =y

Otros aspectos que llaman poderosamente la atencién en esta obra son cémo
Euler trabaja con unas cantidades infinitamente pequefias y otras cantidades
infinitamente grandes, como pasa de los desarrollos finitos a los desarrollos infinitos,
cdmo encuentra los desarrollos en serie de las funciones elementales sin utilizar la
derivacion y cémo la funcion logaritmo aparece en las cuestiones mas
insospechadas. C. B. Boyer asegura que /ntroductio es el estudio de las funciones
por medio de procesos infinitos, especialmente a través de series infinitas [E].

Una muestra de la poderosa imaginacion de Euler fue su deduccién del
desarrollo en serie de la funcion exponencial y=a”(a>1) . No podia recurrir a la

derivacién, concepto que aparece en su obra posterior Institutiones Calculi
Differentialis. Entonces procede considerando una cantidad positiva infinitamente
pequena w, que, sin llegar a ser cero, le permite escribir

a’=1l+y
donde y denota otra cantidad infinitamente pequefa. A continuacién postula que
a” =1+kw

siendo k un numero que depende de la base a. Seguidamente introduce una nueva
: 2
variable

. X
j=—
@

y utiliza el desarrollo del binomio de Newton para obtener

2 Ponemos j en lugar de la i, inicial de la palabra infinito, de la versién original de Euler, a fin de evitar
confusiones con la notacion habitual de la unidad imaginaria.
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a* = (a”)i =(1+ ko)’ :(l+k—jxj =

] 2.1 J 3.2.1 J

:1+kx+(j__1)(kzxzj +(j_1?(.j_2)£ X 3} +
J 2.1 J-J 321

A continuacién argumenta que j = x/w tiene que ser una cantidad infinitamente
grande, puesto que w es infinitamente pequefio, lo cual le autoriza a poner

_Jflz1 _J__2:1 _173:1
J . o
llegando a que
2,2 33
aX:1+kx+k X +k X
21 321

En particular, si x=7y k=1, obtiene

1 1
a =1+1+—+—-+--+
12 123 1.23..n

Esta base, que surge de forma tan natural, la representa por e —posiblemente
porque es la vocal que sigue a la a— y determina numerosas cifras decimales

e =2'718281828459...

En definitiva, Euler ha deducido el célebre desarrollo exponencial

2 3 n 0
eX:1+X+X_+ X R X +...:ZX_

Desde una perspectiva actual, la deduccion de este desarrollo no ha sido muy
rigurosa. Hay que tener presente que en esa época, incluso hasta finales del siglo
XIX, se manipulaban las series sin preocuparse de su convergencia. Euler llama
naturales o hiperbdlicos a los algoritmos asociados con la base e.

Si se pone a’¥ =¢* , al tomar logaritmos hiperbdlicos resulta yIna=x [E, p.
115]. Sustituyendo este valor de x en (1) se tiene finalmente
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(Ina)> , (Ina)® , (Ina)" - Ina)
a’=1+(lna)y+ + DRI Gl
(Ina)y 1.2 y 1.2.3 y 1.2.3...n Z:(;

que representa el desarrollo de la funcién exponencial de base arbitraria.

La correspondiente funcidn inversa es el logaritmo neperiano, hiperbdlico o
natural, en nuestra notacién y=Inx . Igual de milagrosa parece la forma en que

Euler infirié el desarrollo en serie de la funcién logaritmica [Dun].

x> x* x* s X"
|I’11+X =X—-——F——— F = _1n+1_
(1+x) >3 nzzl:( ) :

Veamos ahora un maravilloso resultado que constituyé la consagracion
definitiva de Euler, la resolucién del conocido como problema de Basilea. Jakob
Bernoulli (1654-1705) fue —entre otras cosas— un estudioso de las series y habia
obtenido la suma de muchas de ellas. Esto le animé a considerar series de la forma

pr] neP op 3P neP (2)
y, en particular, la serie

=1 1 1 1
Y=l
_1n 2 3 n (3)

Esta serie era, en apariencia, mas sencilla que alguna de las que Jakob
Bernoulli habia conseguido sumar. Pero tras fracasar en cuantos intentos efectud
para determinar su suma, se vio obligado a lanzar el siguiente mensaje a la
comunidad matematica pidiendo ayuda

Grande sea nuestra gratitud si alguien encuentra y nos comunica lo que
hasta ahora se ha escapado a nuestros esfuerzos...

Asi naci6 el famoso problema de Basilea. Euler, no podia ser otro, abordé este
problema y después de algunas tentativas fallidas, llegé a su solucién. Para ello
procedid en las siguientes etapas

(i) Considera la funcion

x2 x* X6

I T

Obsérvese que P(0)=1.

(ii) Facilmente establece que
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P(X) _ sen X

Notese que los ceros de esta funcion son x=kz, para k==x1+243.. | no
aportando k=0 ninguna raiz.

(iii) Conocidos sus ceros, factoriza la funciéon P(x) como si se tratara de un
polinomio, asi

e B B e
{5l

En realidad, Euler ha expresado la funcion P(x) mediante un producto infinito.

(iv) Ahora realiza operaciones en (iii) y el resultado lo iguala con la otra
expresion de P(x) dada en (i)

2 4 6
_X_+X__X_+...:1_(i2+ 12+ 12+...sz+(...)x4+...
3 5 7 z° 4z° 9w

(v) Finalmente iguala los coeficientes de x” en el primer y segundo miembros
de (iv) para colegir que

1 (1 1 1 j
— = — 4+ + + ...

3 7% Ar?* 9r?
de donde
1+i+i+ =+ —7[—2
22 32 n? 6

iCon qué ingenio y finura probd Euler que

=1 1 1 1 7’
2—2:1+_2+_2+...+_2+...:_
n=1 n 2 3 n 6 i

El problema de Basilea estaba resuelto. Con sus propias palabras, He
encontrado que seis veces la suma de la serie (3) es igual al cuadrado de la longitud
de la circunferencia de un circulo cuyo diametro es uno... Y asevera ...se hace
patente asi que todas las series contenidas en la forma general
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1+i+i+i+&c
2P 39 4p

que, cada vez que p fuere un numero par, se podra expresar mediante la periferia
del circulo 7 ; en efecto, la suma de la serie mantendra siempre una proporcion

racional con 7T° [E, p. 170]. Después relaciona la suma de las series (2) para todos
los valores pares de p desde 2 hasta 26. Por simple curiosidad escribimos la ultima
[E, p. 171]

24
1+2%+3%+4%+&c: 76977372'7 2 2
Mas adelante, Euler obtuvo —con la ayuda de los numeros de Bernoulli— la

férmula general que suministra la suma de la serie (2) en el caso de que p sea un
numero natural par arbitrario. Aunque no tuvo el mismo éxito para valores impares
de p, en realidad ningun matematico lo ha tenido hasta ahora, fue capaz de ofrecer
valores aproximados de la suma de la citada serie para muchos valores impares de

p.

En Institutiones Calculi Differentialis (1755) Euler mostré mayor preocupacion
por la relacion entre las cantidades infinitesimales que por saber en qué consistian.
Asi, el cociente de dos cantidades infinitamente pequefias puede ser una cantidad
finita bien definida. De este modo considera el cociente incremental

f (X+ Ax) = f(x)
AX

(expresién indeterminada del tipo %) que originaria el concepto de derivada

[Dur, p. 168] desplazando las diferenciales de Leibniz. Otras aportaciones de Euler
en este libro son un teorema (que lleva su nombre) sobre la caracterizacion de las
funciones homogéneas, una férmula para derivar cierta clase de funciones
compuestas y el empleo del desarrollo de Taylor para hallar los extremos de una
funcién.

Resulta ilustrativo en este punto detallar cémo obtiene la derivada de la funcion
logaritmica. Si ponemos en la notacion actual, y =Inx, recurriendo al desarrollo en

serie ya visto y a las propiedades de los logaritmos, Euler escribio

dy = In(x + dx) — Inx = In X =9 =|n(1+%}
X X

dx 1(dxj2 1[dxj3 1(dxj4
=———|—| +=|—| ——|—| +
X 20X 3L X 4\ X
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y, arguyendo que las potencias (dx)?,(dx)%,(dx)*..., de la magnitud infinitamente
pequefia dx son despreciables cuando se comparan con la propia cantidad dx
concluyo que

dx dy 1
d = — { _— = —
y ” , asi que X X

La ultima obra de esta trilogia, Institutiones Calculi Integralis, publicada entre
los afios 1768 y 1770 en tres volumenes —cuando estaba a punto de perder
completamente la vista— estd dedicada al calculo de integrales (determinando
primitivas mediante funciones elementales) y a la resolucion de algunas ecuaciones
diferenciales ordinarias y en derivadas parciales, como la ecuacion de la cuerda
vibrante.

Asimismo merece la pena destacar las aportaciones de Euler a una nueva
rama de las matematicas, el Calculo de Variaciones. En pocas palabras, en esta
disciplina se trata de determinar las funciones y = f(x) que hacen que la integral

[ 90x yydx

tome un valor maximo o un valor minimo. Con estas nuevas técnicas se pudieron
abordar el problema de la braquistécrona (la curva mas rapida o de descenso mas
rapido), los problemas isoperimétricos y de las lineas geodésicas sobre superficies,
entre otros. Cuando Lagrange le escribié en 1755 para explicarle su teoria general,
Euler —que era un matematico completamente consagrado desde hacia tiempo—
ya habia obtenido muchos resultados en este campo. Ademas de ser un
extraordinario matematico, Euler fue una persona muy generosa. Reconocio que los
métodos de Lagrange eran mejores que los suyos, retrasé la publicacion de alguno
de sus trabajos y prefiri6 que el joven Lagrange se llevara todos los honores por
estos descubrimientos [B]. No obstante, en la mayoria de los textos las ecuaciones
que dan condiciones necesarias para la existencia de extremales —asi se
denominan las funciones y = f(x) que minimizan o maximizan la anterior integral—

llevan el nombre de ecuaciones de Euler. Ello se ajusta mas a la historia.

Las matematicas también deben a Euler la eleccion de un buen numero de
simbolos. No olvidemos que la adopcién de una notacion adecuada facilita y agiliza
la escritura matematica. Asi, Euler fue el primero en emplear la notacion funcional
f(x), introdujo el numero e, popularizé 7z para denotar la relacién entre la longitud
de una circunferencia y su diametro (aunque su introduccion se debe a W. Jones en
1706), utilizd ¥ para indicar la suma de una serie, cred una notacion proxima a la
actual para la integracién definida... También representd por i la unidad imaginaria,
si bien en un principio i designaba el numerum infinite magnum (el infinito) y escribia
explicitamente la unidad imaginaria como J=1. Por ejemplo, Euler definié en
Introductio

-
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e =(1+iji y In@+ x):i[(1+ X)?_lJ

en notacion de hoy, cuando n tiende a infinito,

n

X — |im(1+§jn y  In@+x) =lim n((1+ 0 —1]

respectivamente, en tanto que definia

eﬁx _e—ﬁx Jix
SeNX=-—————  cosx=

2-1

Afirma el historiador de las matematicas, C. B. Boyer [B] que Introductio hizo
por el Analisis lo que los Elementos de Euclides por la Geometria. Ciertamente, esta
obra junto con las dos Institutiones, esa trilogia ha ejercido una enorme influencia en
las matematicas. La mayoria de los libros de texto posteriores se basan en las
mismas y todo el mundo reconoce que con estos tratados Euler transformé el
Calculo de Newton y Leibniz en una importante rama de las Matematicas modernas:
el Analisis Matematico.

—+/—1x
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