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Resumen

En este pequefio articulo presentamos y comentamos la soluciéon dada por L. Euler a un
acertijo del siglo XVIII conocido como "el problema de los puentes de Konisberg". Es un
ejemplo paradigmatico de puesta en funcionamiento de técnicas de resolucion de problemas
y de generalizacion.

Leonard Euler fue un matematico muy prolifico. Durante su vida abordé temas
de campos tan diversos como la geometria, el algebra o el analisis. Fue también un
innovador, pues fue capaz de abordar nuevos problemas y sentar las bases de
partida para nuevos campos de la matematica. Como todo creador tuvo intuiciones
brillantes y fue capaz de realizar demostraciones que maravillan por su sencillez y
elegancia.

También introdujo varias notaciones en matematicas que son, hoy dia, de uso
generalizado. Por ejemplo, utilizé6 por primera vez la letra e, como base para los
logaritmos neperianos, en manuscritos durante los afios 1727-1728. En el campo de
los numeros complejos designo una letra para representar la unidad imaginaria. Asi,
en una memoria presentada a la Academia de San Petersburgo en 1777, pero no

publicada hasta después de su muerte, utiliza la letra i como simbolo de J-1.Esta
notacion no volvera a utilizarse hasta 1801, afio en que Gauss empieza a hacer un
uso sistematico de la misma, entre otras obras, en sus célebres Disquisitiones
Arithmeticae.

En la correspondencia que mantuvo, con importantes matematicos y filésofos,
hay resultados sin probar, que han traido de cabeza a varias generaciones de
matematicos brillantes. Uno de los mas célebres es la conjetura que relaciona las
caras, los veértices y las aristas en todo solido de caras planas. En carta a C.
Goldbach, fechada en Berlin en noviembre de 1750, entre otros resultados le refiere
algunos sin probar: “encuentro sorprendente que estas propiedades de la geometria
sélida no hayan sido vistas por nadie hasta ahora, siendo tan tarde cuando yo lo he
hecho. Es mas, que los importantes teoremas 6 y 11, sean tan dificiles que todavia
no ha sido posible probarlos satisfactoriamente”. El teorema 6 es la famosa
propiedad que involucra las caras, las aristas y los vértices de un sélido limitado por
caras planas y cuya formulacion es CARAS + VERTICES = ARISTAS + 2. En su
formulacién Euler, en lugar de vértices, habla de angulos sdlidos.
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En una carta enviada a J. Bernoulli en 1740, Euler le comunica que las

expresiones y = 2cosx e y= eV e‘ﬁlx, verifican ambas la ecuacion diferencial

d? R . o

d—32/+y =0, y por lo tanto deben ser idénticas. Mas tarde en su obra Introductio in
X

Analysin Infinitorum deduce por primera vez, esta expresion que relaciona la funcién
exponencial con las razones trigonométricas, a través de, sorprendentemente, la
unidad imaginaria. Alli aparecen, deducidas, las siguientes expresiones:

e+v\/j1 n efv«/jl e+v\/j1 _ efv\/jl

cosv = y senv =
2 2

Expresiones que conducen mediante un simple calculo a la célebre formula

eVt =COoSV ++/—1senv. Aunque Euler proporciona dos expresiones, una para el

argumento positivo y otra para el negativo, nosotros aqui nos hemos tomado la
libertad de, utilizando la misma notacion, refundir las dos férmulas en una.

Uno de los resultados mas interesantes es la resolucion del famoso “acertijo”
conocido con el nombre de los “puentes de Kdningsberg”.

Leibniz, en carta a Huygens el 8 de septiembre de 1679, le transmitia la
necesidad que sentia de un nuevo analysis: “Incluso no me quedo satisfecho con el
Algebra ya que no proporciona ni la mas corta ni la mas maravillosa construccion
geomeétrica. Es por ello por lo que creo que necesitamos de otro Analysis, puramente
geométrico o lineal, que exprese directamente la posicién (situs) como el Algebra
expresa la magnitud”. Parece ser que Huygens se mostr6 escéptico con la propuesta
de Leibniz. Quizas la idea de un analisys situs o geometria situs llegé (*) a los oidos
de Euler a través de uno de los Bernoullis como era la tradicion oral en la época.

“Ademas de la rama de la geometria relativa a las magnitudes, que ha recibido
siempre la mayor atencion, hay otra, casi desconocida antes de Leibniz, que este
menciond por primera vez y denomind geometria situs. Tiene sélo que ver con la
determinacion de la posicion y sus propiedades: no trata de las magnitudes ni de los
calculos que pueden hacerse con ellas (%). Asi comienza el articulo Solutio
problematis as geometriam situs pertinentes, publicado en 1736, volumen 8 de
Commentarii Academiae Scientiarum Petropolitanae.

El articulo de Euler tiene el sabor de la ciencia en estado naciente y de la
ejecucion de técnicas heuristicas para la resolucion de problemas. En su
introduccién, no repara en avisarnos, de que no ha sido posible todavia determinar
la clase de problemas que son relevantes para este nuevo campo, ni qué meétodos
deben emplearse para resolverlos. El articulo trata de un problema, quizas mas un
acertijo para la época, en el que Euler muestra el método encontrado por €l para su

! Struik, 1986, pagina 183.
?Para una version en espafiol completa de articulo de Euler consultese de Armas Cruz y Garcia Cruz, 1983,
paginas 15-23.
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solucion, y no duda en calificar, tanto al problema como al método, como un ejemplo
de geometria situs ya que no requiere ni de medir ni de calcular distancias.

El problema en palabras de Euler: “En Kdningsberg, Prusia, hay una isla A,
llamada der Kneiphof, quedando dividida por el rio que la rodea en dos ramas, y
estas ramas son cruzadas por siete puentes, a, b, c, d, e, f, g. Se pregunta si se
puede planear un paseo de tal manera que cruce por cada puente una y solo una
vez” (Figura 1).
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Figura 1

Euler afiade una formulacion general del problema: “Cualesquiera que sea la
disposicion y division del rio en ramas y el nUmero de puentes, ¢puede saberse si es
0 no posible cruzar cada puente exactamente una vez?

Euler sugiere, como primera aproximacion a la solucion, realizar una lista
exhaustiva de todas las rutas posibles y ver, entonces, si hay alguna que satisfaga la
condicion. Debido al numero de posibilidades existentes, el procedimiento le parece
dificil y laborioso. Ademas, seria impracticable (°) para un niimero mayor de puentes.

“El método que he desarrollado consiste y se apoya en la forma mas
conveniente de representar el cruce de puentes” (Figura 2).

% Euler dice “imposible”.
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Utiliza las letras mayusculas, de forma que la secuencia ABCD, significa que se
pasa de la zona A a la B, no importa por qué puente, y luego se va de B a Dy, por
ultimo de D a C. De forma analoga, los cruces de cuatro puentes se representan por
cinco letras. En general, “la representacion de un itinerario cualquiera contiene un
namero de letras mayor en una unidad que el numero de puentes cruzados”.

Figura 2

Con este método es irrelevante por qué puente se cruza, lo que simplifica el
problema. Si existiera una ruta a través de los siete puentes, entonces se
representaria por una lista de ocho letras, en las que las letras AB y CA, aparecerian
dos veces adyacentes en la lista, mientras que las otras combinaciones soélo
aparecerian una vez.

Euler ha reducido el problema a encontrar una lista de ocho letras, formada por
las letras A, B, C y D, en las que varios pares de ellas han de aparecer un nimero
requerido de veces.

Ahora, se pregunta: ¢ es posible disponer las letras de tal forma?

Sugiere, buscar una regla al respecto.

Para tal fin, introduce una simplificacion en el dibujo y considera el caso de un

area simple formada por dos regiones separadas por un rio, que se conectan por
varios puentes (Figura 3).

Figura 3
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Continua su razonamiento asi: “Tomemos el puente a, si una persona cruza
este puente es que viene de A o tiene que llegar a A; en cualquier caso la letra A
aparecera una vez en la representacion. Si cruza tres puentes apoyados en A, esta
letra aparecerd dos veces, tanto si el viaje comienza en A como si no. De forma
similar, si son cinco los puentes, en la representacion del itinerario a través de ellos
se encontrard tres veces la letra A.” Una vez dispuesto este razonamiento, esta en
condiciones de formular la regla general: “si el nUmero de puentes es impar, y se
aumenta en uno, el nimero de apariciones de la letra A, es la mitad de esta suma”.

Una vez establecida la regla general, esta se aplica al problema en cuestion.
Como en el area A se apoyan cinco puentes, A tiene que repetirse tres veces en la
representacion del itinerario. Para B resultan, dos apariciones, puesto que hay tres
puentes que se apoyan en B. Lo mismo ocurre para C y D. Luego el total de
apariciones es de 9 letras en la secuencia, y hemos visto que ésta so6lo consta de 8.
Luego tal itinerario no puede efectuarse a través de los siete puentes de
Koningsberg.

Euler no se content6 con resolver el “acertijo” de los puentes de Koéningsberg,
sino que avanzo6 hacia una generalizacion del problema.

Estudiemos su forma de proceder.

Lo primero que hace es afirmar que la regla dada para hallar el nimero de
apariciones de la letra A, es también valida si todos los puentes vienen de otra area
B o de otras areas. Pues alli, considero solo el area A independientemente de a que
area vienen o van los puentes.

¢, Qué ocurre si el nimero de puentes que se apoyan en A es par?

Si el nimero de puentes que se apoyan en A es par, debe tenerse en cuenta si
se parte o no de A. Si se parte de A, esta letra aparecera dos veces en la secuencia,
una para indicar la partida y otra la llegada. Pero si se parte de otra area, entonces
s6lo aparecera una vez, para indicar tanto la llegada como la salida. Imagine el
lector las situaciones en que haya cuatro y seis puentes que se apoyen en A, y
considérese si se parte 0 no de A. En tal caso habra si se parte de A, la letra A
aparecera tres o cuatro y si no se parte habra dos o tres apariciones
respectivamente.

De estos dos ejemplos, Euler, induce la siguiente regla general: “Para un
namero par de puentes si se sale de A, el nUmero de veces que aparece esta letra
es igual a la mitad del nimero de puentes aumentada en uno; pero si se sale de un
area distinta es igual a dicha mitad”.

Como s6lo puede iniciarse una ruta desde un area unica, resulta que: si el
namero de puentes es impar, el numero de apariciones de la letra que denota un
area es la mitad del nimero de puentes mas uno; pero si es par, el nUmero de
apariciones es justo esa mitad. Por consiguiente se tiene la siguiente regla para la
posibilidad de ruta en cualquier caso:
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Si el total de apariciones es igual al niumero de puentes mas uno, el itinerario
pedido es posible y tendra que iniciarse en un area con un numero impar de
puentes; si, por el contrario, el nUmero total de letras es el de puentes disminuido en
uno, también es posible el itinerario, pero ha de partirse de un area el la que se
apoye un numero par de puentes, pues el numero de letras se vera asi
incrementado en uno.

Como ejemplo de aplicacion de esta regla, Euler elabora un método que utiliza
para resolver una nueva situacion (Figura 4).

Figura 4

Método
Primero. Designa por letras mayudsculas A, B, C, D, E, F, las seis areas.
Segundo. Construye una tabla en la que asigna a cada letra el nUmero de
puentes que se apoyan en ella, marcando con * las areas con numero par de

puentes.

Tercero. Afiado una columna en la que junto a cada par pongo su mitad, y junto
a cada impar el resultado de aumentar en uno y hallar la mitad de la suma.

Cuarto. Sumo esta ultima columna y comparo con el numero de puentes de la
situacion incrementado en 1.

(0]

EICES pu:ntes calculo
A* 8 4
B* 2
C* 4 2
D 3 2
E 5 3
F* 6 3
16
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Quinto. Si hay igualdad en los valores determinados en el apartado cuatro,
entonces es posible el itinerario que pasa una y solo una vez por cada puente.

¢,De qué area hay que partir?
Hay mas de una solucion que el lector alcanzara facilmente.

Este fragmento, muestra la aplicacion de varias técnicas heuristica a la
resolucién de un problema. Primero la busqueda de una representaciéon, notacion,
adecuada y carente de ambigledad, que contemple los elementos esenciales del
problema y elimine los superficiales. Luego, un esquema o dibujo, que facilita y guia
el razonamiento. La simplificacion del problema para poder obtener la regla general,
se limita a dos regiones y las conexiones entre ellas. Por ultimo, una generalizacion
y un método de solucién.

En fin, toda una leccion magistral de resolucion de problemas.

Por ultimo, aqui tienes un plano actual (Figura 5) de la ciudad de Kéningsberg,
llamada Kaliningrado. Como puedes observar algunos de los puentes, dos
exactamente, no existen. La pregunta obvia es ¢se puede hoy realizar el paseo
planteado en la época de Euler? Es decir, ¢es posible realizar un paseo que pase
unay solo una vez por cada puente?

Figura 5

Para terminar una observacion. Cuando nos asomamos a la historia de la
matematica, solemos utilizar el presente como referente para el pasado. Asi,
aparecen expresiones que nos asombran, jqué moderno es lo que fulanito hizo hace
tantos afios!, o nos lamentamos de la falta de conocimiento de los “antiguos”, jcon lo
facil que es hacer esto asi! Esta forma de aproximarnos a la historia de la
matematica distorsiona el pasado y nos impide evaluar los logros en su justa
medida. Incluso las dificultades que entrafié determinado conocimiento nos parece
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algo trivial, cosa de los de antes, de los viejos. En muchos sitios se afirma que al
resolver el problema de los puentes de Kdningsberg, Euler inauguré la teoria de
grafos. Pues bien, después de trabajar sobre el articulo original, veo a un resolutor
de problemas, resolviendo uno particular y proponiendo, luego, un método general.
Esta faceta, es tan educativa como puede ser sentar las bases de una nueva teoria.
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