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En este articulo se presenta el relato de dos experiencias desarrolladas en cuarto
afio (14-15 afos), en distintos colegios, de la Educacién Secundaria, en donde
se incorpora la modelizacién matematica como estrategia pedagogica con el
objetivo de motivar el trabajo matematico y establecer fuertes raices cognitivas
Resumen | de los conceptos de funcién lineal y cuadratica, utilizando recursos tecnologicos.
Se pretende ofrecer descripciones y analisis de las situaciones de ensefianza y
aprendizaje generadas en contextos de modelizacién, como insumos para poder
modificar las estrategias didacticas en los nuevos escenarios educativos.
Palabras clave: Modelizacién Matematica, Funciones, Educaciéon Secundaria

This article presents the account of two experiences developed in the fourth year
(14-15 years), in different schools, of Secondary Education, where mathematical
modeling is incorporated as a pedagogical strategy with the aim of motivating
mathematical work and establishing strong cognitive roots of the concepts of
Abstract linear and quadratic function, using technological resources.

The aim is to offer descriptions and analyzes of the teaching and learning
situations generated in modeling contexts, as inputs to be able to modify the
didactic strategies in the new educational settings.

Keywords: Modelling Mathematical, Functions, Education Secondary

Este artigo apresenta o relato de duas experiéncias desenvolvidas no quarto ano
(14 a 15 anos), em diferentes escolas, do ensino médio, onde a modelagem
matematica é incorporada como estratégia pedagdgica, com o objetivo de motivar
o trabalho matematico e estabelecer fortes raizes cognitivas dos conceitos de
Resumo | fungao linear e quadratica, utilizando recursos tecnolégicos.

O objetivo é oferecer descricbes e andlises das situagdes de ensino e
aprendizagem geradas em contextos de modelagem, como insumos para
modificar as estratégias didaticas nos novos contextos educacionais.
Palavras-chave: Modelagem Matematica, Fungdes, Ensino Secundario

1. Introduccioén

La escuela y sus actores inmersos en un mundo que experimenta continuamente

grandes cambios nos lleva a tener que reflexionar respecto de nuestra practica
docente y el paradigma en que estamos ubicados, no podemos evitar ver lo que
sucede a nuestro alrededor, en nuestra sociedad.

La educacion secundaria no esta ajena a estos cambios y la obligatoriedad es

uno de ellos. En este sentido, el desafio, no es pensar simplemente cémo hacemos
para que los chicos estén todo el tiempo en la escuela, completen niveles educativos
y aprendan, sino también cémo revisamos la propuesta formativa, de forma tal que los
prepare para vivir en sociedades que son mucho mas complejas que aquéllas en las
cuales surgio la escuela y donde la pluralidad de perspectivas, la diversidad cultural,
aparece como una riqueza reconocida.
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La importancia y necesidad de considerar el lenguaje matematico presente en la
vida diaria de nuestros estudiantes debe ser una oportunidad para establecer un
didlogo entre los saberes escolares y los saberes del alumno.

Los problemas son los que le dan sentido a la matematica y priorizar trabajar con
ellos implica también pensar la matematica como una actividad de modelizacion, lo
gue nos exige un cambio de mirada sobre el trabajo que propiciamos entre nuestros
estudiantes respecto del saber matematico. Barbosa, senala:

La modelizacién es un ambiente de aprendizaje en el que los estudiantes son
invitados a indagar y/o investigar, por medio de la matematica, situaciones de
otras areas de la realidad (Barbosa, 2001, p. 6).

Los temas abordados en el aula, en la mayoria de los casos, son distantes de la
realidad de los estudiantes dejando de lado lo que podria motivarlos y no contribuyen
a dotar al alumno de herramientas para enfrentar los desafios del mundo
contemporaneo. La modelizacion matematica, puede ser vista como una estrategia de
ensefanza que instala la relacién entre el mundo real y la matematica en el centro de
la ensefianza y el aprendizaje.

Si nos remitimos a los Materiales Curriculares para el ciclo orientado de la
Educacion Secundaria de Matematica (Ministerio de Cultura y Educacion de La
Pampa, 2013) se promueve la modelizacibn como una actividad fundamental del
hacer matematico.

Se presentan en este trabajo dos ejemplos, producto de experiencias en distintos
colegios, sobre el uso de la modelizacion matematica como estrategia pedagogica con
el objetivo de motivar el trabajo matematico, establecer fuertes raices cognitivas de
los conceptos matematicos basicos y proporcionar a los estudiantes experiencias
donde la Matematica es un medio para describir, analizar y comprender situaciones
de la vida cotidiana.

Se abordan, en aulas de secundaria de distintos colegios, la funcion lineal y
cuadratica, analizando qué ocurrio en la real gestion de la clase.

El desarrollo de las propuestas exige observar, en detalle, lo que ocurre en estos
ambientes de aprendizaje. Se pretende asi, ofrecer descripciones y analisis de las
situaciones de ensefnanza y aprendizaje generadas en contextos de modelizacion,
para poder modificar las estrategias didacticas propuestas o crear aquellas que se
consideren adecuadas para este nuevo escenario educativo.

2. ;En qué consiste la Modelizacién Matematica?

Para la implementacion de la modelizacion matematica como un recurso en el
aula, algunos autores han sugerido una serie de fases o etapas (Bassanezi, 2002,
p.24; Blum et al, 2007, p.225; Blomhoj & Jensen, 2003, p.129).

En este trabajo, se adoptan los momentos descriptos por Blomhgj & Jensen
(2003) que ofrecen una visualizacion util y completa del proceso de modelizacion, a
través de seis etapas 0 sub-procesos:

(a) Formulacion del problema: formulacion de una tarea (mas o menos explicita)
que guie la identificacion de las caracteristicas de la realidad percibida que
sera modelizada.
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(b) Sistematizacion: seleccion de los objetos relevantes, relaciones, etc. del
dominio de investigacion resultante e idealizacion de las mismas para hacer
posible una representacion matematica.

(c) Matematizacion: traduccidn de esos objetos y relaciones al lenguaje
matematico.

(d) Analisis del sistema matematico: uso de métodos matematicos para arribar a
resultados matematicos y conclusiones.

(e) Interpretacion/Evaluacién: de los resultados y conclusiones considerando el
dominio de investigacion inicial.

(f) Validacion: evaluacion de la validez del modelo por comparacion con datos
(observados o predichos) y/o con el conocimiento tedrico o por experiencia
personal o compartida.

El proceso de modelizacion siempre toma la forma de un proceso ciclico donde
las reflexiones sobre el modelo y la intencion de su utilizacién conducen a una
redefinicion del modelo. De hecho, cada uno de los seis sub-procesos puede introducir
cambios en el proceso previo.

La modelizacion matematica como estrategia pedagdgica incluye objetivos
didacticos y conceptuales. Por un lado, fomentar el proceso de aprendizaje de los
estudiantes de conceptos matematicos basicos y, por otro lado, tratar con actividades
de modelizacion considerando el conocimiento del ciclo de modelizacidn como una
herramienta para planificar la actividad.

3. Breve Descripcion del disefio metodolégico

La intencion de esta investigacion es analizar, interpretar y comprender las
caracteristicas de las dos propuestas didacticas de matematica que incorporan la
Modelizacion Matematica como estrategia pedagodgica apoyadas por el uso de
tecnologia en la Educacion Secundaria.

Se emplea un abordaje cualitativo, el cual tiene como propésito “proporcionar
informaciones mas descriptivas que priman por el significado dado a las acciones”
(Borba y Araujo, 2012, p. 24). Se utilizan una variedad de técnicas de recoleccion de
datos y métodos de analisis e interpretacion de estos.

Entre las caracteristicas de la investigacidon cualitativa destacamos Ila
predileccion por un ambiente natural como fuente directa de datos, el predominio de
datos descriptivos, una mayor preocupacion con el proceso que con el producto, una
postura inductiva en el analisis de los datos y la importancia dada al significado que
los participantes del estudio atribuyen a sus actividades (Lincoln y Guba, 1985, pp.
39-43).

La perspectiva cualitativa requiere multiples modos de recolectar datos
(entrevistas en profundidad, observacién participante, analisis de documentos, entre
otras), y también diversos métodos de analisis sobre los mismos. No hay un privilegio
de unos sobre otros, todo depende de la pregunta de investigacion, de las
caracteristicas del campo y de la creatividad del investigador para lograr la
comprensiéon del fendmeno.

El ambiente didactico en el que se desarrollan las propuestas de ensefianza se
constituira en nuestro escenario de investigacion.
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En el marco del ambiente didactico antes descripto se realizaran observaciones
de tipo cualitativa. Adler y Adler (1994) caracterizan la observacion cualitativa como
fundamentalmente naturalista, en el sentido de que se efectua en el contexto natural,
entre las personas que participan naturalmente de los acontecimientos y siguiendo su
flujo natural, pues ningun fendmeno puede ser entendido fuera del tiempo y el contexto
en el cual ocurre. Los observadores cualitativos no estan amarrados por categorias
predeterminadas de medidas o respuestas, sino que procuran conceptos o categorias
emergentes que parecen significativas para los participantes del estudio.

Otra fuente de datos a la que recurriremos seran producciones escritas de los
estudiantes.

Segun Charmaz (2006), la interpretacion de los datos tiene como propésito
generar comprensiones fundamentadas en la interrelacion del referencial tedrico de la
investigacion con los registros de las evidencias recolectas.

A partir de las observaciones y producciones escritas de los participantes, se
iniciara un proceso de triangulacion de los datos, como alternativa de validacion (Flick,
2002, pp. 5-24). La combinacién de multiples practicas metodoldgicas, materiales
empiricos, perspectivas y observadores en un estudio se entiende mejor, entonces,
como una estriega que potencia el rigor, la amplitud, la complejidad, la riqueza y la
profundidad de una investigacion dada (Flick, 2002, pp. 5-24).

4. Descripcion y analisis de las experiencias

Las dos experiencias se desarrollaron en cuarto ano del ciclo orientado de la
Educacion Secundaria y las tematicas que se abordan, las ubicamos en relacién con
uno de los ejes que estructura el espacio, segun los Materiales Curriculares para el
ciclo orientado de la Educaciéon Secundaria de Matematica (Ministerio de Cultura y
Educacién de La Pampa, 2013), en relacion con las funciones y el algebra.

En cuanto a los saberes seleccionados para el cuarto afo del ciclo orientado de
la educacién secundaria (14 -15 afios) esta presente la modelizacion de situaciones
que promuevan la interpretacion, analisis y uso de funciones y ecuaciones lineales y
cuadraticas. Identificar, definir, graficar, describir e interpretar distintos tipos de
funciones en diferentes marcos, decidiendo qué tipo de funcidn y de representacion
se adecua como modelo para los diversos problemas.

El concepto de funcidn, muy importante en el contexto matematico, debe ser
abordado en una forma que permita al alumno mas que la mera construccion de tablas
y graficos.

Es interesante llevar al alumno a confrontar relaciones funcionales que, desde
su manejo inicial, permiten un analisis cualitativo de los graficos que representan esas
relaciones.

Los datos se recolectaron durante el desarrollo de actividades de modelizacion
en cursos de distintos colegios. Las principales fuentes fueron las guias de actividades
para los estudiantes, fotografias, los trabajos escritos producidos por los estudiantes,
las observaciones registradas en el aula como dialogo entre los estudiantes y
actitudes importantes de ser consideradas como elemento de informacion. El analisis
de estas experiencias nos conducira a resultados significativos que tienen como fin
contribuir a generar cambios en la practica escolar.

4.1 Funcion Lineal: el problema de las velas
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La primera de las experiencias que se describe tuvo como obijetivo iniciar el
estudio de la funcion lineal.

La idea fue trabajar a partir de modelizar una situacion extramatematica,
presentando como punto de partida el interrogante:

¢ Cual es el tiempo que tardan distintos tipos de velas en consumirse?
Los contenidos especificos abordados en relacién con la funcion lineal son:

e representacion (grafica, férmula, tabla, descripcién verbal);

e formula (parametros pendiente y ordenada);

e modelizacion de una situacién.

Al iniciar el trabajo dentro del aula se presenta al grupo el problema a resolver.

Los estudiantes conforman grupos de 2 o 3 y comienzan a trabajar, se plantea
una actividad experimental en la que se estudia cémo varia la altura de la vela a
medida que transcurre el tiempo, utilizando distintas velas y registrando sus
observaciones. Los grupos elaboran hipétesis e identifican variables, grafican los
datos y obtienen conclusiones.

En esta etapa de experimentacion, como se muestra en la figura 1, se utilizan
velas de distinto tipo, encendedor, regla y/o centimetro y el crondémetro del teléfono
celular. Basicamente el trabajo consistié en medir la altura de la vela, encenderla y
dejar quemar un tiempo determinado que cada grupo establecia, apagarla y medirla
nuevamente.

Figura 1. Etapa de experimentacion de dos de los grupos.
Fuente: Fotografias propias de la experiencia.

El docente tuvo que intervenir ante algunos interrogantes surgidos como:
e ;siempre debemos dejar la vela encendida el mismo tiempo?
e ;debemos hacer el experimento hasta que se nos queme toda la vela?
e ;anotamos lo que achica la vela o la medida que va quedando?

Algunas de las respuestas del docente fueron: “tengan en cuenta que lo que
tratamos de hacer es analizar el tiempo que tardan distintas velas en consumirse”,
“analicen qué tipos de datos obtendran del experimento para poder responder luego
el interrogante”, “comencemos con el experimento y vamos a ir administrando el
tiempo”.

En el transcurso del experimento aparecieron inconvenientes con algunas velas
en donde la altura no variaba ya que se consumian en el centro. Esto permitié que los
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estudiantes comprendieran que el problema planteado no solo dependia de la altura,
sino que hay otras variables que influyen en el proceso de quemado de las velas. Por
lo tanto, se decidi6 realizar nuevamente el experimento utilizando unicamente velas
de cera, de forma cilindrica y de un diametro determinado.

Los grupos fueron registrando los datos obtenidos en tablas. Mostramos
algunos ejemplos en la Figura 2.

En un principio los registros de las mediciones siguieron un formato textual y
posteriormente los distintos grupos decidieron organizarlos usando tablas.

Figura 2. Ejemplos de registros de los datos del experimento por distintos grupos
Fuente: Fotografias propias de las producciones de los estudiantes.

La eleccién de las variables se realizé luego de una puesta en comun guiada por
la profesora, donde se analizaron los factores que influyen a la hora de encender una
vela y observar el tiempo de duracioén de esta (tiempo, altura, ancho, o diametro, clase
de material de fabricacion de la vela). Segun Bassanezi (2002, p. 27) la abstraccion
es un proceso que debe llevar a la formulacion de los modelos matematicos. Dicho
proceso incluye la seleccion de las variables, la formulaciéon del problema en un
lenguaje especializado, la formulacién de hipétesis y la simplificacion, dado que en
muchos casos los fendmenos son lo suficientemente complejos para ser considerados
con todos sus detalles.

Para comenzar el trabajo se realizaron las simplificaciones necesarias y se
consideraron como variables la altura de la vela, en centimetros, y el tiempo en
minutos. Seguidamente los estudiantes analizaron los datos obtenidos y registrados
en las tablas. Seleccionamos, para mostrar cdmo continué el trabajo, la tabla de uno
de los grupos (Tabla 1):
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Tie mpo 0 5 10 15 20
(en minutos)
Altura da:a la vela 8.5 7.5 7 6,5 6
(en centimetros)

Tabla 1. Tabla construida por uno de los grupos.

Dos grupos discutian sobre la posibilidad de responder a la pregunta inicial y
conjeturaban:

— “La vela tarda 80 minutos en consumirse completamente”
— “La vela tarda 85 minutos en quemarse toda”

Mientras que otros grupos expresaban no poder responder hasta terminar
definitivamente el experimento, es decir quemar totalmente la vela.

Una de las ventajas que presento al elaborar tablas es que les permite descubrir
regularidades como son diferencias constantes, diferencias que crecen (o decrecen)
regularmente, productos o cocientes constantes, etc.

Los alumnos buscaron regularidades entre los datos obtenidos. En las
conversaciones que mantienen, se menciona que la altura de la vela aumenta ciertos
centimetros por cada minuto transcurrido. Se hace evidente, por tanto, que los
alumnos se han dado cuenta de que la relacion entre los datos que van obteniendo
implica una tasa de variacion media constante.

Se continud con la tarea volcando los datos de la tabla en un sistema de ejes
cartesianos. Para ello debieron decidir, en funcion de los valores registrados en la
tabla de datos, el intervalo visible del eje de abscisas y de ordenadas. Luego de que
esos datos tomaron la forma de puntos del plano, estudiaron el comportamiento que
tiene la “curva” o grafica resultante.

Luego se busco expresar esta relacion mediante una funcién matematica. En la
Figura 3, se muestra el trabajo de uno de los grupos.
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Figura 3. Trabajo de uno de los grupos.
Fuente: Fotografias propias de las producciones de los estudiantes.
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En otro momento de la actividad, a partir de los datos registrados y utilizando el
programa GeoGebra, se compararon los resultados obtenidos utilizando lapiz y papel.

Para llegar a determinar una ecuacion que relacione las variables, se apel6 a
una "funcion de ajuste”. Es decir, se tratd de encontrar, una funcion que "pase" o que
“‘esté mas cerca" del conjunto de datos que se obtuvieron por experimentacion.

Utilizando el software GeoGebra (Figura 4) se buscaron la expresion analitica de
una funciéon adecuada para ajustar los puntos obtenidos a partir de la tabla de datos.

En este momento del trabajo, la confirmacion visual es muy valiosa, pero
posteriormente se necesitd validar las conjeturas realizadas.

13 {altura de la vela en cm

A=(0,85)

fy=-012x+83

1

tiempo en minutos
0 1 2 3 4 5 6 7 [ 9 0 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Figura 4. Grafico y expresion obtenida con GeoGebra por uno de los grupos.
Fuente: Captura de pantalla de la produccién de los estudiantes.

Se observa entonces que el uso de un software, como GeoGebra, puede ayudar
a los estudiantes a visualizar el hecho de que se puede utilizar funciones matematicas
gue no necesariamente deben pasar por todos los puntos y a validar otras encontradas
en forma analitica.

El uso de GeoGebra facilita la conversidn e interaccidon de los diversos registros
de representacion semidtica de un mismo objeto matematico, lo que posibilita el
estudio y analisis de los invariantes conceptuales de cada tipo de representacion lo
que lleva a la discusion e intercambio entre los estudiantes.

Como expresan Ruiz, Avila y Villa-Ochoa:

El uso de recursos tecnoldgicos en el aula de clase permite la creacion
de ambientes de aprendizaje en que los estudiantes pueden producir
conocimiento matematico de una forma alternativa, donde se resalten
aspectos de los conceptos no siempre explicitos en el modelo tradicional de
presentacion expositiva. El asistente matematico GeoGebra integra el trabajo
en las areas de geometria, algebra y analisis matematico en un ambiente
dindmicos potenciando entre otros, el desarrollo del pensamiento variacional
(Ruiz, Avila y Villa-Ochoa, 2013, p. 12).

La formula que encontraron utilizando GeoGebra tiene diferencia con las
halladas por los grupos, por lo que se analizé en una puesta en comun las similitudes
y diferencias.
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El modelo hallado se encuentra en consonancia con la definicion dada por
Biembengut y Hein quienes afirman que:

Un modelo matematico puede ser formulado en términos familiares, tales
como: expresiones numéricas o férmulas, diagramas, gréaficos o
representaciones geométricas, ecuaciones algebraicas, tablas, programas
computacionales, etc. Dicho modelo proviene de aproximaciones realizadas
para poder entender mejor un fendbmeno y retrata, aunque con una vision
simplificada, aspectos de la situacion investigada (Biembengut y Hein , 2003,
p. 12).

El rol docente es de gran importancia, para que los alumnos se sigan
preguntando, conjeturando y validando sus conclusiones. El profesor interviene
reflexionando “A partir de los datos tomados de la realidad, debemos tratar de validar
un modelo matematico que nos permita explicar el fenbmeno, cuestionando las
suposiciones basicas, los datos usados para estimar los parametros, predecir lo que
podria suceder con otra vela”.

Y también plantea algunos interrogantes para reflexionar como:
e ; Qué graficos obtuvieron a partir de los datos obtenidos?
e ;Responden a funciones directamente proporcionales? ; Por qué?

e ;Se puede sefalar alguna relacion entre los términos de las formulas y los
graficos obtenidos?

En esta primera parte, se pudo observar que los estudiantes se involucraron
completamente en la actividad, hasta los que no estaban trabajando anteriormente, y
manifestaron estar motivados por el tipo de tarea que tenian que realizar.

Se encontrd una relacién lineal entre la altura y lo que se consume la vela en el
tiempo transcurrido, en la cual los parametros corresponden a la altura inicial como
ordenada al origen y la velocidad del consumo como pendiente. Esta relacion se
obtuvo con datos recogidos a partir de la experimentacion y el uso de GeoGebra.

La situacién planteada deja abierta la posibilidad de continuar profundizando con
el tema en un abordaje interdisciplinario con otras areas de conocimiento, como fisica
y quimica, tanto para mejorar la comprension de los alumnos acerca de como se
produce el quemado de las velas como para la obtencion de modelos matematicos
mas complejos y evolucionados.

En una clase posterior, se propuso a los estudiantes, a través de una hoja de
célculo interactiva de Excel o Excelet (Figura 5), la construccién de un modelo
funcional interactivo que tiene también como propdsito hacer visible de otra manera,
la relacion matematica-realidad estableciendo la altura de dos velas diferentes a
medida que transcurre el tiempo y recoger dato en un grafico.

Es una oportunidad de relacionar las TIC con la modelizacién, pues éstas
resultan ser una importante herramienta didactica para la representacion de
simulaciones de modelos.
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Combasatidn de uma vels

Medelizacidn Matemdtica: Velas
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Figura 5. Hojas de Calculo interactiva de Excel.
Fuente: Captura de pantalla de la produccion de los estudiantes.

Se trabajé con la siguiente guia de preguntas:

e ;Con el paso del tiempo ¢,qué le sucede a la vela?

e ;Qué representa la interseccion del gréafico con el eje y

e ; Qué representa el valor que multiplica al tiempo en minutos?

e ; Cuales datos coinciden con los del experimento que ustedes realizaron? o
¢Como comparan los datos de sus experimentos con los modelos
presentados en la planilla de calculo?

e ;Qué representa la funcion creciente? ;Y la decreciente?

Se fomentd la discusidén acerca de las conjeturas elaboradas por los grupos y
coémo se validaron.

Las hipoétesis y conjeturas de los distintos grupos se expusieron, discutieron y
validaron. El docente tuvo que trabajar sobre la interpretacion de los errores u
obstaculos didacticos encontrados en los comentarios anteriores.

A partir del analisis de la informacion recogida, se puede decir que unos pocos
alumnos interpretan el modelo matematico como una funcion sin identificacion clara
con la situacién que le dio origen, pero la mayoria, en cambio, si tienen presente que
el modelo obtenido pretende describir matematicamente el tiempo que tarda en
consumirse la vela.

Las respuestas que surgieron pueden ser enmarcadas en la propuesta de Blum
y Leiss (2007); es decir, los estudiantes buscaron comprender el problema, simplificar,
resolver matematicamente e interpretar, y realizar una explicacion de los resultados
obtenidos.

Triangulando la informacién obtenida, podemos decir que, a partir de la situacion,
los estudiantes pueden construir una sélida base cognitiva para el concepto de funcion
como un proceso ligado a variables, asi como a un objeto matematico, que puede
representarse en diferentes formas: verbal, tabular o numérica, algebraica o simbdlica,
y visual o gréfica.

La hoja de calculo interactiva permite a los estudiantes desarrollar un modelo
para comprender funciones lineales en general, es decir, cambiar la perspectiva de
trabajar con un modelo de alguna situacion real para ver el modelo en cuestion como
un medio para comprender un concepto matematico.
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4.2. Funcion cuadratica: el problema de las monedas

La segunda experiencia que se describe tuvo como objetivo, en el aula de clase,
iniciar el estudio de la funcion cuadratica.

Se trabajo a partir de modelizar una situacion, desde el siguiente interrogante:
¢ Cuantas monedas necesito para “llenar” un circulo?

Se conformaron grupos de 2 o 3 estudiantes para trabajar en la actividad
planificada en la que se estudié cémo varia la cantidad de monedas necesarias para
rellenar un circulo si se modifica la longitud de su radio, utilizando distintas monedas
(%0,25; $0,50 y $1).

La situacion planteada se desarrolld6 en un ambiente experimental que
presupone el uso de materiales relacionados con el problema propuesto y la
produccion de un informe escrito por cada grupo sobre el trabajo realizado y las
conclusiones obtenidas.

Uno de los inconvenientes que se fueron perfilando a partir de las reflexiones
realizadas con los estudiantes en los momentos iniciales del trabajo sobre la
comprensién de la situacidén problematica, fue el significado de “llenar” o completar un
circulo. Se acordd con todos los grupos que llenar o completar significa no
superponerse entre si ni salirse del circulo.

Es importante que los estudiantes reciban apoyo en la comprensiéon de la
situacion real que deben modelizar. Por ello el docente propone una discusién previa
con todos los estudiantes sobre la forma de como estan idealizando y entendiendo la
situacion o el problema.

Con este planteamiento los participantes comenzaron diversas tareas para
responder esta pregunta como, por ejemplo: definir como hacerlo, proponer
estrategias para abordar la pregunta, identificar variables y condiciones y decidir como
recolectar, organizar e interpretar los datos.

Basicamente el trabajo consistié en rellenar circulos de distinto radio con
monedas y cada grupo recibié una copia de circunferencias con distintos diametros.
Ademas, se proporcion6 a los estudiantes el radio de cada una de las monedas: la de
$0,25 tiene radio 12,1 mm; la de $0,50 radio 12,6 mm y la de $1 un radio de 11,5 mm.

Los distintos grupos se organizaron para explorar el problema usando distintos
tipos de monedas y enmarcar su pensamiento sobre varios modelos posibles.

Se realizé la tarea planteada utilizando monedas de $0,25 y circulos de distinto
tamarno (radio=1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8). Luego se repitié el experimento anterior utilizando
monedas de $0,50 y $1 sin mezclarlas, como se puede observar en la Figura 6.

|

Figura 6. Rellenado de circulos con monedas.
Fuente: Fotografias propias de las producciones de los estudiantes.
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En el informe escrito que presentaron los grupos indicaron que el concepto
matematico de funcion era una herramienta eficaz para modelizar estas situaciones
de cambio, y es la nocion de dependencia entre variables la que involucra la existencia
de una relacién entre cantidades, la cual implica la idea de que un cambio en una de
las variables tendra efectos sobre las otras.

Finalizada esta primera etapa el docente intervino y pregunté: ¢ Cuales son para
el grupo las variables que se relacionan en el problema? ;Cual es la variable
independiente y cual la dependiente?

Luego de la discusién en cada uno de los grupos, se acordd con toda la clase
que la variable independiente seria el radio de los circulos y la variable dependiente
la cantidad de monedas.

Fue necesario registrar los datos obtenidos del experimento. Para ello
discutieron en los grupos la forma de organizarlos y se puso en evidencia la
importancia de la nocion de representacion (Figura 7).
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Figura 7. Tablas construidas por distintos grupos.
Fuente: Fotografias propias de las producciones de los estudiantes.

Se observa que este problema no responde al formato de un tipico problema
escolar y genera que los estudiantes movilicen todo su bagaje de conocimientos,
interactuando la logica de la matematica con la del sentido comun. La creacién de un
modelo matematico para el problema permiti6 generar un importante discusion y
exploracion de la situacion experimental, que involucrd construccidn y reconstruccion
de conceptos matematicos relevantes.

El docente fue quien tuvo a cargo la tarea de explicitar aquellos conocimientos
matematicos involucrados en la resolucion del problema.

Con la idea de producir relaciones entre las variables que tuvieron en cuenta, el
docente planted: Sera posible, para cada tipo de moneda, encontrar una férmula
para calcular cuantas monedas son necesarias para completar un circulo de cualquier
radio? ¢ Qué deberiamos tener en cuenta?

En esta etapa los alumnos utilizaron el software GeoGebra instalado en sus
netbooks, notebooks o celulares (Figura 8) para trazar los puntos correspondientes a
la medida el radio y la cantidad de monedas segun las tablas construidas por los
distintos grupos. La representacién de los puntos en un sistema de ejes cartesianos
reveld una representacion visual de un nuevo concepto no lineal.

Los estudiantes a veces esperan que el problema esté relacionado con alguno
de los conceptos que ya han aprendido y que se resuelva con la aplicacion de este
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conocimiento. Asi que desde el principio buscan conceptos matematicos familiares
gue se ajusten mas o menos a la situacion dada.

En este momento es necesaria la intervencion docente para realizar una primera
presentacion de las funciones polindmicas, exponenciales y logaritmicas.

Luego, se ajustan a un modelo, eligiendo entre lineal, cuadratico, exponencial y
logaritmico, con todos los datos que la clase recopil6 (Figura 8).

Figura 8. Gréficas construidas con GeoGebra por distintos grupos.
Fuente: Fotografias propias de las producciones de los estudiantes.

Partiendo de los datos obtenidos por cada grupo generaron funciones de ajuste
a los puntos trazados en el plano (Figura 9).

El objetivo era construir la idea de modelo y evaluar si era adecuado para la
situacion dada, asi como lograr que los estudiantes se involucraran y se aseguraran
a partir de la funciéon dada por el software de que era apropiada para modelizar la
situacion.

Ante la pregunta: 4 Cual es la funcidn que ajusta satisfactoriamente la cantidad
de monedas cuando el radio aumenta?

Usando el método de los minimos cuadrados que conduce a minimizar la funcién
error se decidi6 que el modelo que mejor ajustaba correspondia a una funcién
cuadratica.

Cada grupo fue capaz de explicar y justificar su eleccion del modelo discutido
entre los miembros del grupo y con el resto de la clase.
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Figura 9. Funciones de ajuste generadas con GeoGebra por uno de los grupos.
Fuente: Captura de pantalla de la produccion de los estudiantes.

El docente destaco la relacion entre la representacion algebraica brindada por el
software y el sentido del problema (Figura 10).

Usando ese modelo respondieron a las siguientes cuestiones: ;Qué radio
deberia tener un circulo para poder ser “llenado” con 100 monedas de $0,25? ;Y de
$0,50? ¢Y con las de $1?

En esta instancia se socializaron las tareas y conclusiones de cada grupo y las
compararon con las de sus comparieros, considerando que el error y las exploraciones
son instancias necesarias para el aprendizaje.

Figura 10. Socializacién e intervencion docente.
Fuente: Fotografias propias de la pizarra del aula.

La actividad permitio estimular el desarrollo del pensamiento matematico, y le
dio mucho sentido al uso de funciones para modelizar situaciones. Los estudiantes
estaban interesados en encontrar una respuesta al problema planteado.

Algunos grupos manifestaron que cuanto mayor fuera el numero datos y en
consecuencia de puntos en el grafico mejor seria la funcion de aproximacion que
ajustara a esos datos.

Varios grupos descartaron alguno de los modelos obtenidos aduciendo a
distintas razones, por ejemplo, las polindmicas de grado tres observando que las
graficas no se correspondian con lo que se podia predecir en el futuro, ya que cuando
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el radio del circulo aumenta, se supone que van a entrar mas monedas y en la grafica
de la funcion polindmica de tercer grado se observa que comienza a decrecer. Por
eso consideraron el modelo cuadratico como el mas apropiado para describir esta
situacion.

Los estudiantes desarrollaron un concepto matematico con reflexiones implicitas
sobre el contexto real. El modelo matematico obtenido cubre estructuras esenciales
de la situacion real. Este fue un momento significativo de aprendizaje en la distincién
adecuada entre la funcion obtenida y la funcidén aplicada en el caso concreto de la
modelizacion realizada, o sea en la interpretacion del resultado matematico acotando
el dominio de definicion en el contexto del problema.

El tiempo para la construccién del modelo y su validacion fue escaso comparado
con el tiempo destinado a la experimentacion y sistematizacion. Segun Blomhoj (2004)
y Blomhoj y Jensen (2003) este fendmeno es uno de los principales obstaculos al
trabajar con actividades de modelizacién en el aula.

El aprendizaje se produce por construccién, a través de investigaciones que han
sido planificadas por el profesor, es decir, planifica para la adquisicion de un
conocimiento determinado. Son de interés tanto la adquisicion de conceptos, como el
desarrollo de procedimientos y el fomento de actitudes positivas hacia la matematica
y el trabajo escolar en general.

El docente, utilizando el enfoque de modelado como herramienta de ensefianza,
estimuld a los estudiantes sobre el aprendizaje de las matematicas, promoviendo la
aplicacion interdisciplinaria y haciendo que el proceso de ensefianza sea mas cercano
a la realidad del alumno.

La tecnologia contribuyéo a generar cambios en la manera de plantear y
desarrollar las clases de matematica.

Las experiencias realizadas en las distintas clases mostraron que una dificultad
esta en la atenciéon que el docente debe disponer a cada grupo, ya que cuando el
trabajo de los grupos de estudiantes se diversifica, el grado de acompafiamiento no
va seguido de un ritmo similar de trabajo. Y seria natural que después de varias
experiencias el profesor se sienta mas preparado para llevar adelante este tipo de
propuestas.

A partir de las producciones de los alumnos se destaca que es a través de la
construccidon de modelos, que el alumno relaciona los conceptos matematicos con la
realidad y entiende la necesidad del estudio de la Matematica y su importancia en la
aplicacion a otras disciplinas.

Del analisis de las experiencias coincidimos con Patricia Sadovsky (2005) quien
sostiene que la modelizacion permite apreciar el trabajo matematico de una manera
mucho mas integrada en la medida que posibilita ver el funcionamiento de problemas,
técnicas, representaciones y demostraciones.

En general, la insuficiencia de algunas herramientas plantea la
necesidad de inventar nuevas técnicas y nuevos modos de representar mas
potentes o ajustados; al hacerlo pueden surgir nuevas relaciones y se puede
acceder a perspectivas mas generales. La reflexion sobre los problemas
puede dar lugar a conjetura, a la identificacion de propiedades que podran —
o no- reformularse en organizaciones tedricas que funcionen mas o menos
descontextualizadas de los problemas que les dieron origen (Sadovsky, 2005,
p. 31).
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5. Comentarios Finales

La modelizacion matematica como una metodologia de ensefianza nos exige un
cambio de mirada sobre el trabajo en el aula, la responsabilidad de los estudiantes en
el acto de aprender y de los profesores en su rol de orientadores. Los estudiantes
ponen de manifiesto distintas maneras de pensar y abordar los problemas
favoreciendo el desarrollo de sus sistemas conceptuales.

Acordamos con Blomhgj (2004) en que un argumento importante a favor de la
modelizacion matematica como elemento central en la ensefianza de la Matematica
es que tiende puentes entre la experiencia de la vida diaria de los alumnos y la
Matematica.

Las experiencias promueven que los estudiantes elaboren conclusiones a partir
de las observaciones realizadas, la informacion disponible y la confrontacion de ideas
en clase dando las razones que permiten sostenerlas; la reflexion sobre lo producido
y las estrategias que se emplearon.

Blum, et al. (2007) observan que, si bien hoy las aplicaciones y la modelizacién
juegan roles mas importantes en las clases de matematica que los que jugaban en el
pasado, aun existe una brecha considerable entre los ideales expresados en las
reformas curriculares innovadoras y las practicas de ensefianza que se desarrollan
dia a dia.

En el analisis de las dos experiencias se puso en accion el reconocimiento del
caracter empirico de la produccién matematica y su vinculo con la tecnologia.

El escenario creado por la profesora en los dos cursos abrio posibilidades para
que los estudiantes formularan preguntas, explicaran, utilizaran el lenguaje
matematico y se involucran en procesos de modelizacion transitando las diferentes
etapas de este.

La modelizacion matematica como estrategia pedagdgica contribuye a la
construccion del significado de los conceptos matematicos; los estudiantes, ademas
de tener la oportunidad de entender como son necesarios para resolver un problema
determinado, también encuentran anclajes de analisis y comprension de otros
conceptos matematicos involucrados en la resolucion del problema.

La insercidon de esta estrategia en la clase de matematica se justifica por la
necesidad de buscar estrategias alternativas en el proceso de ensefianza aprendizaje
que instale la relacién entre el mundo real y la matematica en el centro de la
ensefianza y el aprendizaje. Esta interaccion o movimiento permanente: del mundo
real a la matematica y desde la matematica al mundo real son esenciales.

En las dos situaciones de modelizacion planteadas, los estudiantes necesitan
buscar caminos para abordar el problema; necesitan interrogarse y “mirar” la realidad.
En definitiva, necesitan poner en juego lo que saben sobre la situacion real y aportar
conocimiento extramatematico relevante para la actividad, incluyendo una dosis de
intuicion matematica y sentido comun.

Las intervenciones docentes tienen como objetivo promover la discusion y el
intercambio de ideas entre los estudiantes. Se los debe incentivar a comprender y
explicar las decisiones y supuestos, y a desarrollar su sentido critico. En los problemas
propuestos una discusion interesante puede darse en la eleccion de las unidades a
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usar, el tipo de monedas, el tamafio de velas y el tipo de error o precision que seria
conveniente usar.

El trabajo de hallar y analizar el modelo matematico puede ser favorecido y
facilitado si se incorpora el uso de tecnologia digitales. En muchos problemas los
estudiantes pueden completar la informacion presentada con datos y elementos que
buscan en Internet. En las situaciones planteadas, el uso del software GeoGebra fue
determinante para la profundizacion y exploracion de ideas matematicas involucradas
en las actividades planteadas.

Las actividades presentadas se diferencian de las que aparecen en la mayoria
de los libros de textos de ensefanza secundaria, los enunciados propuestos en este
trabajo pueden considerarse problemas abiertos para acentuar su naturaleza
indeterminada y ambigua, susceptible de multiples enfoques, en contraste con
preguntas o problemas cuya estructura matematica se presenta mas definida y
predecible. Esto significa, que los enfoques o abordajes pueden variar entre los
distintos grupos o en los distintos niveles de ensefianza, pero es esencial el uso de
distintas representaciones, incluidos esquemas, tablas, graficos, registros numeéricos
y algebraicos, relaciones matematicas, etc. Por lo tanto, el uso de la modelizacién
matematica lleva a los estudiantes, naturalmente, al uso de representaciones multiples
y su combinacién en una actividad dada.
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