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REVISTA IBERDAMERICANA DE EDUCACION MATEMATICA

El concepto de funcidén através de la Historia

Sastre Vazquez, P.; Rey, G.; Boubée, C.

Resumen

Analizar los procesos histéricos en el desarrollo de la Matematica permite conocer la forma
en que surgen, se sistematizan y se desarrollan los métodos, las ideas, los conceptos y las
teorias de esta ciencia. En este trabajo se realiza una revisién bibliografica de los hechos
mas importantes en el desarrollo histérico del concepto de funcién. El objetivo es ofrecer una
resefa historica que pueda ser utilizada como una herramienta pedagoégica, que al mostrar
los caminos recorridos, permita buscar nuevas alternativas, conjeturar mayores alcances y
mejorar posibilidades para el desarrollo del proceso de ensefianza-aprendizaje del concepto
“funcién”.

Introduccion

La historia de la Matematica esta llena de anécdotas y de problemas
interesantes que pueden motivar el aprendizaje de los estudiantes y colaborar en el
desarrollo de actitudes positivas, permitiendo un acercamiento a esta ciencia desde
un punto de vista humano. Puede ser sumamente util explorar los inicios de un
concepto, las dificultades con las que tuvieron que enfrentarse los matematicos y las
ideas que surgieron al enfrentar situaciones nuevas.

El desarrollo de la Matematica como ciencia esta marcado por los procesos
dialécticos que se dan con las contradicciones en las cuales surgen y evolucionan
los conceptos, leyes y procedimientos. En la ensefianza no se puede repetir el curso
de la historia evolutiva de las ciencias; pero el caracter l6gico que sigue la
ensefanza también requiere reconocer, por ejemplo, que los sistemas de
numeraciéon son el resultado de un proceso continuo de actividad intelectual, que la
Aritmética y la Geometria estan vinculadas entre si desde sus inicios, que la
interpretacion mecanica de ciertas relaciones aportaron muchas ideas que
penetraron con fuerza en el pensamiento matematico de aquellos que se dedicaban
a la actividad relacionada con la produccién de conocimientos matematicos y que
fueron motivos de enfrentamientos y crisis en sus fundamentos.

Es decir, la Ciencia Matematica sigue un curso evolutivo que la practica
docente no puede seguir. Durante el proceso de ensefianza-aprendizaje se ofrecen
los resultados matematicos bajo una fuerte sistematizacion de sus teorias y ello
hace que el conocimiento tome formas de presentacion graduada en el contenido
que se explica, y coloca al profesor en la situacion de plantear los conceptos, leyes y
procedimientos, que conduzcan al alumno al desarrollo de sus capacidades
intelectuales y de la concepcion cientifica del mundo de manera dinamica y eficiente,
cual si se revelara como un descubrimiento o una investigacion.



El concepto de funcion a través de la Historia
Sastre Vazquez, P.; Rey, G.; Boubée, C.

Todo profesor de Matematica debiera tener un conocimiento aceptable de la
historia de esta ciencia, no con el objetivo de organizar un curso con contenidos
historicos, sino para poder utilizar, en el plano del acercamiento del objeto de estudio
al alumno, las consideraciones mas relevantes de su desarrollo y, sobre todo, para
favorecer la comprension de que esta ciencia evoluciona en el marco del desarrollo
socio-cultural de la humanidad.

En resumen, la comprensién de una teoria matematica no puede ser completa
si se desconocen sus origenes. Ir a ellos y ver cdmo esa teoria ha influido en el
conocimiento son pilares fundamentales para el educador y para el investigador,
porque constituyen una herramienta pedagdgica de gran valor al mostrar los
caminos recorridos por la ciencia, condicion necesaria para poder buscar nuevas
alternativas, conjeturar mayores alcances y mejorar posibilidades.

En esta revision bibliografica se realiza la exposicion siguiendo el criterio de
Youschkevitch, (1976) quien organiza la evolucion del concepto de funcion
distinguiendo tres periodos: Epoca Antigua, Edad Media y Periodo Moderno.

Epoca Antigua

Se conoce como "Matematica Antigua o prehelénica" a aquella que se
desarrollaba en las antiguas civilizaciones de Egipto, Mesopotamia, China e India.

En la época antigua no existia una idea abstracta de variable, y las cantidades
se describian verbalmente o por medio de graficos. Sin embargo, en este periodo,
comienzan a desarrollarse algunas manifestaciones que implicitamente contienen la
nocioén de funcion.

El conteo implica una correspondencia entre un conjunto dado de objetos y una
secuencia de numeros para contar. Ya los cavernicolas dejaron huellas de una
actividad que pareciera ser la de contar. Por ejemplo, sobre restos dseos se han
encontrado ciertas marcas sencillas que pudieron servir para llevar alguna cuenta.
Puede decirse entonces, que la nocion de funcion tiene sus raices en el desarrollo
del concepto de numero.

Las cuatro operaciones aritméticas elementales son funciones de dos
variables. En las tablas numéricas babilénicas (2000 a.C. — 500 a.C.) se presentaba
el resultado de multiplicaciones y divisiones, de cuadrados, cubos y raices
cuadradas y cubicas. Ademas, se han encontrado tablas con férmulas de calculos
tan llamativas como la de la suma de n términos de una progresion geométrica, o la
de los numeros pitagoricos, o las que muestran la utilizacidon de reglas de tres,
simples y compuestas. Los babilonios tenian un manejo algebraico muy
desarrollado, caracterizado por la sustitucion, el cambio de variables, y hasta el uso
de la ley exponencial. Conocian la formula de la ecuacion de segundo grado, e
incluso reducian ecuaciones de grado superior, con cambios de variables incluidos,
a las de segundo grado.
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Si bien los babilonios no manejaban aun el concepto de funcién, la nocién de
este concepto se encuentra implicita en las tablillas astrondmicas, ya que éstas
reflejaban observaciones directas de fendmenos enlazados por una relacion
aritmética, como por ejemplo, los periodos de visibilidad de un planeta y la distancia
angular de ese planeta al Sol.

i
4

Tablilla con motivos geométricos (DivulgaMat) Tablilla Plimpton con las ternas pitagéricas(DivulgaMat)

Mas tarde, (500 a.C. - 500 d.C.), durante la época de la cultura helénica,
aparecen cambios en los contenidos que traen aparejados consigo un mayor estudio
de la Geometria. Aparecen los llamados problemas “clasicos”, como por ejemplo: a)
la cuadratura del circulo, al cual se dedicé Anaxagoras, y b) la duplicacién del cubo,
con Menecmo, (discipulo de Eudoxo), quien demostré que se trataba de un
problema no plano (se consideraban planos a los problemas que se resolvian
utilizando regla y compas), y que en realidad era un problema solido, en cuya
resolucion intervenian las conicas. Los esfuerzos para resolver estos problemas
trajeron consigo la creacion de diferentes curvas por parte de Apolonio, Arquimedes
y Pappus, entre otros.

Los griegos trataron con problemas que tenian implicita la nocién de funcién,
pero no fueron capaces de reconocerla y, menos aun, de simbolizarla. Sin embargo,
ellos calcularon areas, volumenes, longitudes y centros de gravedad y desarrollaron
tablas de acordes y tablas de senos similares a las actuales. A principios del siglo Il
a.C., los astronomos griegos adoptaron el sistema babilénico de almacenamiento de
fracciones y, casi al mismo tiempo, compilaron tablas de cuerdas de un circulo. Para
un circulo de radio determinado, estas tablas daban la longitud de las cuerdas en
funcién del angulo central correspondiente, que crecia con un determinado
incremento. Eran similares a las modernas tablas del seno y coseno, y marcaron el
comienzo de la Trigonometria. Pero todos estos desarrollos de los griegos fueron
explicados verbalmente, en tablas, graficamente o mediante ejemplos. A modo de
sintesis, puede decirse que estos estudios sobre las relaciones entre magnitudes
geomeétricas variables, si bien no respondian explicitamente al concepto de funcion,
pueden ser considerados como los primeros antecedentes aportados por la cultura
helénica.
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Edad Media

La Edad Media comienza con la caida de Roma en el afio 476, y finaliza en el
afo 1453, con la caida de Constantinopla en manos turcas. Aunque pueda
suponerse que en esta etapa, muchas veces caracterizada como de oscurecimiento
de las ciencias, las Matematicas se mantuvieron estaticas, esto no fue tan asi.
Durante este periodo, Europa estaba constituida por una coleccion de pueblos
aislados y de poco nivel cultural, con la Iglesia Catdlica como albacea intelectual. En
lo referente a lo cultural, no existia mucha relacion con la mayor parte del
pensamiento clasico griego, distancia que ya se habia establecido desde el mismo
Imperio Romano. Sin embargo, los arabes, ademas de recuperar un buen numero
de obras griegas, van a proporcionar a Occidente un gran tesoro que desarrollara de
forma increible la Aritmética, sentando, ademas, las bases de una nueva rama de
las Matematicas: el Algebra.

Durante la Edad Media se estudiaron fenémenos naturales como: calor, luz,
color, densidad, distancia y velocidad media de un movimiento uniformemente
acelerado. Las ideas se desarrollaron alrededor de cantidades variables
independientes y dependientes, pero sin dar definiciones especificas. Asi, la
evolucion de la nocion de funcidn se dio asociada al estudio del cambio, en particular
del movimiento. Una funcién se definia por una descripcidon verbal de sus
propiedades especificas, 0 mediante un grafico, pero aun no se usaban las formulas.

El estudio del cambio se inicia con la representacién grafico-geométrica,
construida por Nicolas Oresme (1323 - 1382), como método para representar las
propiedades cambiantes de los objetos. Oresme desarrollé una teoria geométrica de
las latitudes de las formas. En su obra Tractatus de latitudinibus formarum, las
funciones aparecen dibujadas por primera vez, trasladando al plano lo que hasta
entonces habian hecho los gedgrafos sobre la esfera. Mantuvo incluso los nombres,
y llamé longitud y latitud a los antepasados de lo que hoy llamamos abscisa y
ordenada.

Oresme asocié el cambio fisico con figuras geométricas. El area completa
representa la variacion en cuestion, aunque sin hacer referencia a valores
numeéricos. (Kline, 1972). Este matematico consideraba que todo lo que varia se
puede imaginar como una cantidad continua representada mediante un segmento
rectilineo. Asi, en la representacion grafica del cambio de la velocidad a través del
tiempo, utilizaba una linea horizontal para representar el tiempo (longitud), y a las
velocidades en los diferentes instantes, las ubicaba en lineas verticales (latitud).

En la Figura 1 se observa la representacion de A
una velocidad que decrece uniformemente desde el
valor OA en O, a cero en B, quedando dibujado un . E
triangulo. El rectangulo OBDC, determinado por E
(punto medio de AB) tiene la misma area que el
triangulo OAB y representa un movimiento uniforme a o B
lo largo del mismo intervalo de tiempo. Figura 1
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Si bien durante la Edad Media se lograron algunos resultados de interés en
Matematicas, puede decirse que éstos no fueron de una gran trascendencia. La
situacion cambidé durante el Renacimiento bajo la accion de las importantes
transformaciones sociales, culturales y politicas asociadas a este periodo.

Periodo Moderno

En los inicios de esta época, que comienza a finales del siglo XVI, las funciones
fueron equivalentes a expresiones analiticas. Kleiner (1989), senala que desde 1450
a 1650 se produjeron sucesos fundamentales para el desarrollo del concepto de
funcién: 1) La extension del concepto de numero al de numeros reales, e incluso a
ndmeros complejos (Bombelli, Stifel), 2) La creacién del Algebra simbdlica (Vieta,
Descartes), 3) El estudio del movimiento como un problema central de la ciencia
(Kepler, Galileo) y 4) La unién entre el Algebra y la Geometria (Fermat, Descartes).

Hasta el siglo XVII el Algebra estuvo subordinada a la Geometria, pero a partir
de este momento el rol se invirtid y, con ello, se dio un cambio sustancial en la
historia de las Matematicas. La dependencia del Algebra de la Geometria comenzé a
invertirse cuando Vieta (1540 -1603), y luego Descartes, emplearon el Algebra para
resolver problemas de construcciones geométricas. Vieta vislumbro la posibilidad de
usar el Algebra para tratar la igualdad y la proporcién entre magnitudes, sin tener en
cuenta de qué campo cientifico provenian los problemas, (Kline, 1972). Ademas,
este matematico francés fue quien propuso el uso de letras para representar las
variables.

Quien también contribuy6 a la creacion de la idea de funcion fue Galileo (1564 -
1642). El introdujo lo numérico en las representaciones gréaficas y expreso las leyes
del movimiento, a las que incorpord el lenguaje de la teoria de las proporciones,
dando un sentido de variacion directa o indirectamente proporcional, lenguaje que
junto con la teoria de la época encubrié aspectos de la variacion continua. En su
obra se encuentran numerosas expresiones de relaciones funcionales. Con
palabras, y en el lenguaje de las proporciones, muestra claramente que esta
tratando con variables y funciones.

Con la llegada de la obra de Descartes, (1596 - 1650) se produce un enorme
avance. Descartes buscaba liberar a la Geometria del exceso de figuras, pero
también buscaba darle sentido o significado al Algebra por medio de la Geometria.
Fue revolucionario al establecer que una curva se construye con solamente ofrecer
una ecuacion algebraica. Recordemos que en la Antigledad, para que una curva
existiera, era necesario que hubiera un procedimiento con regla y compas para
poder construirla.

Asi es que Descartes fue quien desarroll6 la idea de introducir una funcion en
forma analitica. El queria reducir la solucién de todos los problemas algebraicos y de
ecuaciones, a un procedimiento estandar que le permitiera encontrar las raices. Este
matematico fue el primero en poner en claro que una ecuacion en x e y es una forma
de mostrar una dependencia entre cantidades variables, de modo que los valores de
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una de ellas pudieran calcularse a partir de los correspondientes valores en la otra
variable.

Descartes rechaza la idea de que solo son legitimas las curvas factibles de ser
construidas con regla y compas, y propone nuevas curvas generadas por
construcciones mecanicas. Clasifica las curvas en “mecanicas” y “geométricas”.
Establece que las curvas “geométricas” son aquellas que pueden expresarse
mediante una unica ecuacion algebraica, de grado mixto, en x e y, con lo que acepta
la concoide y la cisoide, mientras que llama “mecanicas” a todas las demas curvas,
como la espiral y la cuadratriz.

La ampliacién del concepto de “curvas admisibles” significd un paso importante
que permitié incorporar curvas antes rechazadas, y ademas, permiti6 ensanchar su
dominio, ya que dada cualquier ecuacion algebraica en x e y podia obtenerse una
curva y asi generar nuevas curvas. (Kline, 1972).

Ademas mostro, en sus trabajos de Geometria, que tenia una idea muy clara
de los conceptos de variable y funcion, realizando una clasificacion de las curvas
algebraicas segun sus grados y reconociendo que los puntos de interseccion de dos
curvas se obtienen resolviendo, en forma simultanea, las ecuaciones que las
representan.

La distincion de Descartes entre curvas “geométricas” y “mecanicas”, dio lugar
a que Gregory (1638 - 1675) realizara la distincidén entre funciones “algebraicas” y
“trascendentes”. En 1667, este matematico dio la definicion mas explicita del siglo
XVII, definiendo una funcién como:

“una cantidad que se obtiene de otras cantidades mediante
una sucesion de operaciones algebraicas o mediante
cualquier otra operacion imaginable”

Con la ultima expresion quiso mostrar la necesidad de afadir, a las cinco
operaciones del Algebra, una sexta operacion que él definié como el paso al limite.
(Kline, 1972).

No puede dejar de mencionarse que Fermat (1601 - 1665) aplicé el analisis de
Vieta a los problemas de lugares geométricos y presentd en un estilo moderno, con
las notaciones de Vieta, los principios fundamentales de la Geometria Analitica. A
pesar de que Fermat escribidé sobre estos temas antes que Descartes publicara sus
trabajos, su obra fue publicada de manera p6stuma y posterior a la de Descartes.

La Geometria Analitica fue decisiva para el desarrollo del Calculo Diferencial e
Integral, que constituyd una auténtica revolucién en el pensamiento matematico. La
aparicion del Calculo, significa hacer referencia a Newton y a Leibniz, a la creacion
de una de las herramientas matematicas mas potentes y al nacimiento de un nuevo
paradigma cientifico: la Naturaleza puede ser explicada a partir de ecuaciones
diferenciales. Esto conlleva a la consideracion continua y dinamica de las relaciones
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funcionales, en contra de la consideracidén discreta y estatica imperante hasta el
momento.

Se introducen las variables y se comienzan a utilizar expresiones de relaciones
entre variables por medio de ecuaciones. Surgen asi muchos ejemplos de funciones,
aunque aun no se distinguen las variables dependiente e independiente en una
ecuacion.

Es de hacer notar que los objetos de estudio del Caélculo desarrollado por
Newton y Leibniz no fueron las funciones, sino las curvas. Se intentaban solucionar
problemas referidos a longitudes, areas y tangentes relacionadas a curvas, como asi
también encontrar la velocidad de puntos moviéndose a través de curvas.

Leibniz (1646 - 1716) fue el primer matematico en utilizar la palabra funcién en
1692, (Struik, 1969). Uso esta palabra para referirse a cualquier cantidad que varia
de un punto a otro de una curva, tal como la longitud de la tangente, de la normal, de
la subtangente y de la ordenada. Por ejemplo, Leibniz afirmaba que “una tangente
es una funcién de una curva” (lacobacci, 1965). También introdujo las palabras:
constante, variable, coordenadas y pardmetro en términos de un segmento de
constante arbitrario o cantidad. Clasific6 a las curvas en: “algebraicas”, las
representadas por una ecuacion de cierto grado y “transcendentes”, las
representadas por una ecuacion de grado infinito o indefinido. Es de hacer notar que
Leibniz no utilizaba el concepto de funcion como lo entendemos en la actualidad ya
que, para él, una curva estaba formada por un numero infinito de tramos rectos
infinitamente pequenos.

En 1665, Newton utilizé la palabra fluent para representar cualquier relacion
entre variables. Ademas introdujo la nocién de diferencial, designada por la palabra
momento, el cual es producido por una cantidad variable llamada genita, en una
aproximacion al concepto de funcion.

Newton y Leibniz contribuyeron decisivamente al desarrollo del concepto de
funcién, introduciendo el desarrollo de funcién en una serie de potencias. En esta
época la idea de funcién era muy restringida, pues se reducia a funciones analiticas,
abarcando inicialmente las que se podian expresar mediante una ecuacion
algebraica y poco después, las desarrollables en serie de potencias.

En el siglo siguiente, XVIII, aparece uno de los matematicos mas prolificos de
la historia: Euler, quien habia sido precedido por una familia de matematicos suizos
realmente sorprendente: los Bernoulli (Johann y Jacob). El concepto de variable,
aplicada a objetos geométricos se sustituye por el concepto de funcion como una
férmula algebraica. El estudio se desarrolla alrededor de la representacion, en
particular en serie de potencias de las funciones.

Euler (1707 - 1783) continua el camino para precisar la nociéon de funcién

comenzando a definir nociones iniciales como son: constante y cantidad variable v,
en 1755, define funcién como una expresion analitica:
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“la funcion de una cantidad variable es una expresion
analitica compuesta de cualquier manera a partir de esa
cantidad variable y de niumeros o cantidades constantes”.
(Ruthing, 1984)

Si bien Euler no define qué es una “expresion analitica”, la que fue definida
formalmente recién en el siglo XIX, explica que las expresiones analiticas admisibles
son las que contienen las cuatro operaciones elementales, raices, exponentes,
logaritmos, funciones trigonométricas, derivadas e integrales. Clasifica a las
funciones en: 1) “algebraicas y trascendentes”, 2) “univariadas y multivariadas” y 3)
“implicitas y explicitas”.

Euler se enfrenta al problema de que si a toda funcion le corresponde una
curva, también toda linea curva deberia representarse por una funcion. Asi admite
como funciones a las llamadas curvas mecanicas. Al ampliar el concepto de funcién
distingue dos clases: las “continuas” y las “discontinuas”.

El significado de estos dos términos era distinto al significado actual. Para
Euler, una funcion “continua” es aquella que esta representada por una sola
ecuacion, aun cuando su dibujo conste de mas de un trazo, como el caso de la
hipérbola. Las “discontinuas”, por su parte, son las curvas mecanicas. Es decir, son
aquellas para las que no hay una ecuacién conocida, aun cuando su trazo en papel
sea seguido.

Resumiendo, durante este periodo aparecieron nuevas funciones (las
“trascendentes”) que ayudaron a resolver problemas relacionados con la Fisica
(cicloide, catenaria, lemniscata, etc). Euler lleva mas alla la idea de funcién,
considerando como ente matematico lo que hasta ese momento era considerado
como una herramienta para resolver problemas, generalmente relacionados con la
Fisica. Abre asi la posibilidad de estudiar las funciones como objetos matematicos.

El concepto de funcién evoluciond, enriqueciéndose y cambiando su significado
a partir de la controversia iniciada entre Dalambert y Euler sobre el problema de la
cuerda vibrante. Dada una cuerda elastica con extremos fijos se la deforma de
alguna manera inicial y se la suelta para que vibre. El problema consiste en
determinar la funcién que describe la forma de la cuerda en cada instante.

La discusion entre Dalambert (1717 - 1783), y Euler y D. Bernoulli (1700 -1782)
se centrd alrededor del significado de la palabra funcién y verso sobre las funciones
que solucionaban este problema, sosteniendo los dos ultimos autores que se debian
buscar soluciones mas generales.

Para entender mejor esta controversia se debe tener en cuenta que durante el
siglo XVIII los matematicos aceptaban por “articulo de fe”, es decir sin demostracion
y sin duda alguna, que:

“si dos expresiones analiticas coinciden en un intervalo,
ellas coinciden en todas partes”
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En 1747, Dalambert propone una solucion para el problema de la cuerda
vibrante. Al afio siguiente Euler publica un articulo sobre el mismo problema,
coincidiendo con la solucibn dada por Dalambert, pero discrepando en su
interpretacion, ya que él consideraba que esa solucién no era la “mas general”. En
1753, Bernoulli, propone una nueva solucion al problema de la cuerda vibrante.
Tanto Euler como Dalambert, rechazaron esta solucion, basando sus argumentos en
el “articulo de fe” de la época. Ellos sefalaron que dado que f(X) y la serie coincidian
en un intervalo, éstas debian coincidir en todos lados, concluyendo que la solucion
de Bernoulli conducia al absurdo de una funcion f(x) que es par y periddica. (Kleiner,
1989).

Si bien, a primera vista pareciera que las soluciones de Euler y Dalambert, para
el problema de cuerda vibrante, eran iguales, si se tiene en cuenta el hecho que
ellos usaban palabras iguales para referirse a objetos diferentes, es claro que ambas
soluciones no son idénticas. Tanto Euler como Dalambert aceptaban que si dos
expresiones analiticas toman los mismos valores en todos los puntos de un
intervalo, deben ser idénticas. También coincidian en que la palabra “ecuaciéon”
significaba igualdad de dos expresiones analiticas, aunque sin entrar a discutir qué
constituye una expresion analitica. Sin embargo, su concepto de funcion era
diferente: Dalambert entendia por ello cualquier expresién analitica, mientras que
Euler entendia que se trataba de cualquier curva dibujada libremente a mano.

El mayor efecto que produjo el debate sobre el problema de la cuerda vibrante
fue la extension del concepto de funcidn para permitir en él la inclusion de: 1)
Funciones definidas por expresiones analiticas a trozos y 2) Funciones que tenian
un grafico y no tenian una expresion analitica

A partir de 1720, y hasta 1820, comenzd a desarrollarse en el seno del campo
de la Matematica una nueva disciplina cuyo objeto de estudio fueron las funciones:
el Anadlisis. Antes de esto las funciones fueron mayoritariamente definidas y
aplicadas en el Calculo. Entonces se discutia si las funciones debian ser
representadas geométricamente (en la forma de una curva), analiticamente (en la
forma de una férmula), o I6gicamente (en la forma de una definicién).

Fourier (1768 - 1830), estudiando el flujo de calor en cuerpos materiales,
contribuyé a la evolucién del concepto de funcién al considerar la temperatura como
funcibn de dos variables: tiempo y espacio. Conjetur6, pero no probd
matematicamente, que era posible desarrollar una funcién dada en un intervalo
apropiado mediante una serie trigonométrica.

Todos estos desarrollos rompieron el “articulo de fe” imperante en el siglo XVIII,
dejando en claro que dos funciones dadas por diferentes expresiones analiticas
pueden coincidir en un intervalo y ser diferentes fuera del mismo. Fourier puso las
representaciones de funciones por medio de expresiones analiticas (algebraicas) al
mismo nivel que las representaciones geométricas (curvas).

Los trabajos de Fourier obligaron a reexaminar el concepto de integral y fueron
el punto de partida que condujo a Cantor a la creacién de su Teoria de Conjuntos.
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Ademas, a partir de estos trabajos se renovd el énfasis en las expresiones
analiticas, lo cual condujo a una revision del concepto de funcion. (Edwards, 1982;
Langer 1947).

Los matematicos desde Euler hasta Cauchy, pasando por Fourier, parecian
estar de acuerdo con la naturaleza “arbitraria” de las funciones, pero en la practica
ellos pensaban en las funciones como expresiones analiticas o curvas. Dirichlet fue
el primero en considerar la nocién de funcion como una “correspondencia arbitraria”.
Y restringié explicitamente a un intervalo, el dominio de una funcion.

No puede dejar de mencionarse que Fourier utilizaba en sus trabajos unos
razonamientos matematicos que serian claramente inaceptables en nuestra época.
Fue Dirichlet (1805 - 1859), quien se dedic6 a la tarea de convertir el trabajo de
Fourier en un trabajo matematicamente aceptable, encontrando que el resultado de
Fourier, que afirmaba que toda funcion podia ser representada por una expansiéon en
series, era falso. En 1829 Dirichlet establecio las condiciones suficientes para que tal
representacion sea posible y definié funcion de la siguiente forma:

“y es una funcion de la variable x, definida en el intervalo
a<x<b, si para todo valor de la variable x en ese intervalo,
le corresponde un valor determinado de la variable vy.
Ademas, es irrelevante como se establece esa
correspondencia.”

Como ya se ha dicho, hasta ese momento, las funciones se concebian como
expresiones analiticas o curvas, y es Dirichlet quien, por primera vez, considera a
una funcion como una “correspondencia”. Presenta el primer ejemplo explicito de
una funcién que no esta dada por una expresion analitica, ni tampoco posee una
grafica o curva que la represente. Es el primer ejemplo que ilustra el concepto de
funcidbn como una correspondencia arbitraria y también es ejemplo de una funcién
que es discontinua en todas partes, en el sentido actual, no en el de Euler. A partir
de los trabajos de este matematico, el concepto de funcion adquiere un significado
independiente del concepto de expresion analitica, (Bottazzini, 1986; Grattan-
Guinness, 1970; Youschkevitch,1976).

La funcion presentada por Dirichlet es una funcién de variable real que no es
continua en ningun punto de la recta y se define en el intervalo [0,1] de la siguiente
manera:

1, six e[a,bln (RAQ)

=10, six ela.bln Q

La funcion vale la unidad para todo punto de [0,1] irracional, y cero para todo
punto racional del mismo intervalo. Por lo tanto, la funcion esta definida para todo
punto de [0,1]. La representacion grafica de esta funcién es un poco dificil: entre dos
puntos racionales cualesquiera de [0,1] hay infinitos puntos irracionales, y la
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reciproca también es cierta, asi es que la grafica de la funcién consta de una nube
lineal de puntos de ordenada unidad y otra nube lineal de puntos de ordenada nula.

Los trabajos Dirichlet sugirieron que el nuevo camino era la completa
separacion de los conceptos de funcidn y de su representacion analitica. En 1872,
Weierstrass construyé un ejemplo de una funcion continua que no es derivable en
ningun punto de su dominio, demostrando que era falsa la conjetura que circulaba
en aquella época que afirmaba que las funciones continuas eran diferenciables salvo
en puntos aislados. (Ver Fig. 2)

V
I ~ rn |
I

Fig.2 :Funcién de Weierstrass en el intervalo [-2, 2].
La funcién tiene un comportamiento fractal.(Wikipedia®)

Durante algun tiempo, las definiciones de funcion dadas por Dirichlet y
Weierstrass, fueron totalmente aceptadas por la comunidad matematica. Sin
embargo, recientemente se hizo claro que no todos los matematicos estaban
completamente de acuerdo respecto del valor y el sentido de estas definiciones:
algunos sefalaron que la definicion de Weierstrass es excesivamente restrictiva;
otros la encontraron perfecta; otros, demasiado general, y aun otros, carente de
significado.

La Teoria de Conjuntos iniciada por Cantor (1845 - 1918) produce una nueva
evolucién del concepto de funcién, extendiéndose la nocion para incluir:

“toda correspondencia arbitraria que satisfaga la condicion
de unicidad entre conjuntos numéricos 0 Nno NUMEricos”

La evolucioén continud: desde el concepto de correspondencia, los matematicos
pasaron al concepto de relacion. Desde 1900 hasta 1920 se introdujeron conceptos
como: espacio métrico, espacio topoldgico, espacio de Hilbert y espacio de Banach.
Estos desarrollos condujeron a nuevas definiciones de funciéon basadas en conjuntos
arbitrarios que ya no son los numeros reales. Caratherdory (1917) define funcién
como:
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“una regla de correspondencia desde un conjunto A en los
nameros reales” (Malik, 1980)

A medida que avanza el nivel de la Matematica, haciéndose mas abstracta,
ocurre lo mismo con la definicion de funcion. Los desarrollos en el campo del
Algebra abstracta y de la Topologia dan lugar al surgimiento de nuevas definiciones
tedricas conjuntistas. El grupo Bourbaki, en 1939, defini6 funcion como una
correspondencia entre dos conjuntos de una forma semejante a la dada por Dirichlet
en 1837 (Monna, 1972; Youschkevitch, 1976):

Sean E y F dos conjuntos, que pueden o no ser distintos.
Una relacion entre un elemento variable x de E y un
elemento variable y de F, se llama relacion funcional en vy,
si para todo x en E, existe un Unico y en F el cual esta en
la relacion dada con x. Damos el nombre de funcién a la
operacion gue, de esta forma, asocia cada elemento x en
E con el elemento y en F que esta en relacién con x, se
dice que y es el valor de la funcién en el elemento x, y se
dice que la funcion esta definida por la relacion dada. Dos
relaciones funcionales equivalentes determinan la misma
funcién.

Bourbaki también formulé una definicion de funciéon equivalente, como un
conjunto de pares ordenados (Kleiner, 1989). En sus palabras:

“una funcién del conjunto E en el conjunto F se define
como un subconjunto especial del producto cartesiano
ExF”

La forma de ver una funcion por Bourbaki difiere del punto de vista de Dirichlet
en que el dominio y el codominio no estan restringidos al conjunto de numeros
reales. En la definicién de Dirichlet el dominio de la funcidén es un intervalo finito de
numeros reales y el codominio esta formado por numeros reales.

Conclusiones

Durante alrededor de 3700 afios se trabajo con objetos matematicos que solo
llevaban implicitos el concepto de funcion. Pero fueron necesarios 300 anos para la
formacion y desarrollo del concepto como tal, el que inicialmente surgié en relacién
con problemas del Calculo y del Analisis.

A lo largo de la historia, los conocimientos matematicos relativos a las
“funciones” se han ido construyendo, bien sobre ideas previas o bien contra ellas,
sobre la base de los intereses, cuestionamientos, problemas, posibilidades y
limitaciones de cada cultura y de cada época.
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La conceptualizaciéon de funcion aceptada actualmente, desde un punto de
vista didactico, admite representaciones en diferentes registros, cada uno con
diversos alcances y limitaciones, cuyos antecedentes y significaciones pueden
rastrearse a lo largo de la Historia.

Asi, en el inicio de la génesis del concepto, la construccion de las tablas
babilonicas puede asimilarse a lo que actualmente es la representacion a través de
tablas de valores. Del mismo modo, el trabajo con curvas desarrollado por los
griegos puede ser interpretado como las primeras representaciones graficas de las
funciones.

Posteriormente, con la aparicién de la Geometria Analitica se introducen las
variables, y las relaciones entre ellas se expresan por medio de ecuaciones, aunque
sin distinguir las variables dependientes de las independientes. Con la llegada del
Calculo los estudios continuan alrededor de las representaciones geomeétricas,
aunque ya se vislumbra el inicio de las representaciones analiticas. En los
comienzos de lo que luego seria el Analisis, el concepto de funcidon pasa de ser
concebido como expresion analitica (formula arbitraria) a ser entendido como curva.

Al constituirse el Analisis Matematico en la ciencia general de las variables y
sus funciones, se define una funcibn como una expresion analitica y toda la
propuesta es algebraica. Pero luego, con los trabajos de Fourier, dichas
representaciones algebraicas se colocan a igual nivel que las representaciones
geométricas. Posteriormente, las funciones se independizan de las expresiones
analiticas: la nueva definicion considera que una funcidon es una correspondencia
arbitraria.

El siguiente cuadro resume la evolucién de las definiciones de “funcion” de los
ultimos tres siglos.

Epoca Definicion

Cualquier relacion entre variables
Una cantidad obtenida de otras cantidades mediante
operaciones algebraicas o cualquier otra operacion imaginable

Siglo XVl Cualquier cantidad que varia de un punto a otro de una curva
Cantidades formadas usando expresiones algebraicas y
trascendentales de variables y constantes
Cantidades que dependen de una variable

S| Funcion de cierta variable como una cantidad que esta

iglo XVIII

compuesta de alguna forma por variables y constantes
Cualquier expresion util para calcular

Correspondencia entre variables

Siglo IX Correspondencia entre un conjunto A y los numeros reales

Correspondencia entre dos conjuntos

Adaptacién a partir de Mathematical and Pedagogical Discussions of the Function Concept. Seoul Apt. 2-
1002, Yeoeuido-dong, Yeongdeungpo-gu, Seoul 150-010, Korea; Journal of the Korea Society of
Mathematical Education Series D: Research in Mathematical Education Vol. 3, No. 1, May 1999, 35-56
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Conocer la génesis de los principales contenidos escolares puede convertirse
en una importante herramienta didactica que los docentes pueden utilizar
creativamente en la busqueda de aprendizajes cada vez mas significativos.

Cada docente es constructor de su propia metodologia de ensefianza, y al
disefiar toda situacidon didactica pone en juego una determinada concepcion de la
ciencia en general y de la Matematica, en particular. Ensenar y aprender un
contenido matematico es también, inevitablemente, ensefiar y aprender una
concepcion de la ciencia Matematica. En este marco, resulta relevante considerar el
devenir histérico de los conocimientos para promover una conceptualizacion de la
Matematica como una ciencia en construccion permanente, dedicada a la
elaboracion de conocimientos como recursos para resolver problemas, al desarrollo
de procesos dirigidos a demostrar la validez de esos conocimientos y a la
comunicacion de los saberes producidos..., una Matematica que es producto de
construcciones socio-histéricas y, por tanto, resultante de interacciones sociales...,
una Matematica que no es eterna ni inmutable.
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