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¢Alguien sabe qué es el numero?
Juan D. Godino, Viceng¢ Font Moll, Miguel R. Wilhelmi, Mario Arrieche

Resumen

Presentamos una vision global sobre los nimeros naturales que puede ser Util para
los profesores de matematicas de educacién primaria y secundaria. Usamos un
episodio de clase, en el que un formador de profesores presenta la construccion
logicista de los niumeros naturales, como contexto de reflexion sobre los diversos
significados de los numeros. Nuestro andlisis estd basado en la nocion de
significado personal e institucional de los objetos matematicos, entendidos como
sistemas de practicas operativas y discursivas ligadas a la solucién de situaciones
— problemas.

Abstract

We present a global view about whole numbers, which can be useful for primary
and secondary school teachers. A class episode, in which a teacher educator
introduces the set theoretical construction of these numbers to a group of students’
teachers, is used as a context to reflect on the different meanings of numbers. The
analysis is based on the ideas of personal and institutional meanings of
mathematical objects. Meanings are here understood as systems of operative and
discursive practices linked to specific problem-situations.

Resumo

Apresentamos uma visdo global sobre os nimeros naturais que pode ser Util para
os professores de matematicas de educacdo primaria e secundaria. Usamos um
episédio de aula, onde um formador de professores apresenta a construcdo
logistica dos numeros naturais, como contexto de reflexdo sobre os diversos
significados dos numeros. Nossa andlise estd baseada na nogéo de significado
pessoal e institucional dos objetos mateméticos, entendidos como sistemas de
praticas operativas e discursivas ligadas a solugéo de situagdes — problemas.

1.Introduccidén

Uno de los temas de estudio usuales en el programa de formacion inicial de
maestros es “NUmeros naturales. Sistemas de numeracion”, cuyo objetivo es la
profundizacién por parte del estudiante del concepto de nimero natural y sus usos y
de las relaciones con los sistemas de simbolos que los representan. Parece
razonable que cuando preguntemos a un estudiante, ¢qué son los numeros
naturales?, no se limiten a recitar la serie 1, 2, 3,..., Sin0O que sean capaces
discriminar entre el concepto “nimero” de los simbolos y las palabras mediante los
cuales se expresan. Sin embargo, es también esperable que no sean capaces de
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dar una definicion de la nocién de “numero natural”. Esto no debe sorprendernos: el
concepto de numero natural ha sido motivo de fuertes controversias filosoficas; de
hecho, la conceptualizacién actual es relativamente reciente (data de finales del siglo
XIX y principios del XX). Asimismo, para cualquier concepto matematico, podemos
encontrar distintas definiciones coherentes entre si, pero que resaltan un
determinado aspecto del nimero.

La naturaleza de los numeros naturales, y en particular su relacién con los
conjuntos, es una cuestion que interesa tanto a las matematicas como a la filosofia
de las matemaéticas. Pero los nimeros® son también herramientas esenciales en
nuestra vida cotidiana y profesional, por lo que constituyen un tema de estudio
imprescindible en la escuela desde los primeros niveles. EI maestro debe tener, por
tanto, ideas claras sobre los usos de los numeros, los sistemas de numeracion, los
procedimientos de calculo, asi como sobre el origen y naturaleza de los numeros.

En este trabajo, a partir de un episodio de clase en la formacion de maestros,
abordamos el estudio de las relaciones entre las nociones conjuntistas y los
nameros naturales. Consideramos necesario distinguir entre los usos practicos e
“informales” de los nimeros (responder cuestiones tales como, ¢ cuantos elementos
hay? o ¢qué lugar ocupa un objeto?), y los usos “formales” (qué son los numeros y
cémo se construyen los sistemas numéricos); cuestiones estas ultimas, relativas a
los fundamentos de la matematica como cuerpo organizado de conocimientos.
Dentro de estos dos grandes contextos de uso es posible distinguir diversos
momentos historicos en los cuales las cuestiones se abordan con diversos recursos
y desde distintas aproximaciones, poniéndose en juego practicas operativas y
discursivas propias. Vistos de manera retrospectiva podemos identificar ciertas
invariancias que permiten hablar del “nimero natural”, en singular, pero desde un
punto de vista local parece necesario distinguir entre los diversos nimeros naturales
gue “manejaron” los pueblos primitivos y culturas antiguas (egipcios, romanos,
chinos,...), como también entre las practicas huméricas que se realizan actualmente
en la escuela infantil o primaria, y las que realizan los matematicos logicistas del
siglo XIX o las formulaciones axiomaticas hilbertianas.

"En vano aplicaremos nosotros, los occidentales, nuestro propio
concepto cientifico del namero, violentamente, al objeto de que se
ocupaban los mateméticos de Atenas y Bagdad; es lo cierto que el tema,
el propésito y el método de la ciencia que en estas ciudades llevaba el
mismo nombre, eran muy diferentes de los de nuestra matemética. <<No
hay una matematica; hay muchas matematicas>>." (Spengler, 1918, 96).

Asi pues, la comprension de la naturaleza y significado de los numeros
requiere adoptar una vision antropologica sobre la matematica, como la propuesta,
entre otras aproximaciones, por el “enfoque ontosemidtico del conocimiento y la
instruccion matematica” (Godino, Batanero y Font, 2007). Esta es la razon por la que
en la seccion 3 incluimos algunas ideas basicas sobre este marco tedrico, las cuales
son seguidamente aplicadas a discernir las caracteristicas principales de los
significados informales y formales de los numeros.

1 En este articulo, por defecto, “nimero” es “nlimero natural’.
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Comenzamos presentando el episodio de clase mencionado?, que nos va a
servir de motivacion inicial para el abordaje de este problema.

2. El episodio de clase

Incluimos, a continuacién, un extracto de una interaccion profesor-estudiantes
de maestro en torno a la coexistencia, no siempre coherente, de concepciones
diversas de los nameros naturales. El episodio es una muestra de los conflictos
semioticos tanto de los estudiantes como del propio formador.

[El formador comienza la clase sobre “los nUmeros naturales” expresando]:

Trabajaremos primero el concepto de nimero, la idea, y después pensaremos
en el idioma en que podemos escribirlo. ¢Qué son los numeros?, por ejemplo:
¢Qué es el namero cinco? Se nos presenta un problema, utlizamos los
nameros desde muy pequefios. Sin embargo, se nos pregunta, ¢qué es un
namero?, y tenemos dificultad para responder.

[Pregunta a los estudiantes]

¢Alguien sabe qué es un nimero??

[Un alumno responde]

“Un signo que designa una cantidad”.

[El profesor vuelve a preguntar],

“¢,Qué es el nimero cuatro?”

[Los alumnos no responden].

[El profesor escribe en la pizarra el simbolo "4" y dice]:

Esto no es mas que un signo. ¢Cual seria la idea que hay detrds de esto?,
¢, Como podria definirlo?

[El profesor se responde]

Si quiero comunicar qué significa el nidmero cuatro ponemos ejemplos de
grupos que vengan de cuatro en cuatro, como por ejemplo: cuatro tizas, cuatro
dedos, cuatro personas, cuatro sillas, etc. Lo que tienen de comun todos
estos conjuntos es lo que llamamos la idea de ser cuatro.

¢De qué manera se trabaja en Educacion infantil y en Educacion primaria? Se
empieza a mostrar los nameros como utiles, pero como futuros maestros, lo
vamos a tomar como objeto de estudio.

[Continua la clase explicando la construccion logicista de los niumeros naturales
como conjunto de las clases de equivalencia de conjuntos finitos obtenidas
mediante la relacion de equipotencia o coordinabilidad de conjuntos]

[El profesor, mientras dice “vamos a partir de dos conjuntos” escribe en la
pizarra]

A, B conjuntos finitos: A #B < Ff: A — B, biyectiva

2 Tomado de Arrieche (2002), p. 305-306.
3 Esta pregunta del formador nos ha sugerido el titulo de este trabajo.
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[Explica que la relacién de coordinabilidad entre conjuntos es una relacion de
equivalencia, es decir, cumple con las propiedades reflexiva, simétrica y
transitiva. Explica que la relacion de equivalencia clasifica a los conjuntos, se
forman clases de conjuntos].

Para denotar la clase de un conjunto escribiremos CI(A) = {conjuntos B tales
que, B ~ A}.

¢, Qué tienen en comun los conjuntos equipotentes con uno dado?

El nimero de elementos. Aquello que tienen en comun es lo que se llama
numero natural. Se han clasificado todos los conjuntos, y a cada una de estas
colecciones de conjuntos equipotentes es lo que se llama nimero natural.

El episodio muestra un modelo didactico del tipo “mayéutica socratica”, esto
es, las preguntas del profesor son retéricas, ya que él detenta toda la carga del
discurso. De hecho la respuesta inicial dada por el alumno (“un signo que designa
una cantidad”) no es considerada, ni discutida, ni valorada... El profesor tiene una
“hoja de ruta” que cumplir y en ella no se contemplan las intervenciones de los
estudiantes como “motor” del proceso instruccional. Las intervenciones de los
estudiantes cumplen una mera funcién fatica o de contacto, esto es, mostrar una
buena disposicion mutua entre emisor y receptor. Este hecho es indicador de la
presuncion, por parte del profesor, de la existencia de un “significado privilegiado”
del nimero natural; a saber, aquel asociado a la definicién conjuntista.

En la siguiente seccidn describimos algunas nociones tedricas que
consideramos Utiles para entender la pluralidad de significados de las nociones
matematicas, las cuales aplicaremos al caso de los nUmeros naturales.

3. Los significados como sistemas de practicas

En el Enfoque Ontosemidtico del Conocimiento y la Instruccibn Matematicos
(EOS) (Godino, Batanero y Font, 2007) se concibe el significado de los conceptos
matematicos (namero, funcion,...), desde una perspectiva pragmatico-antropolégica.
Segun el EOS, el significado de un objeto matematico es el sistema de practicas
operativas y discursivas que una persona (una institucion, comunidad de
practicas,...) realiza para resolver una cierta clase de situaciones-problema en las
que dicho objeto interviene. En los sistemas de practicas intervienen diversos tipos
de objetos interrelacionados (configuracién); ademas de la propia situacién-problema
gque motiva las practicas matematicas en el EOS se consideran como objetos
intervinientes y emergentes de las practicas, lenguajes, conceptos, proposiciones,
procedimientos y argumentos.

Los sistemas de practicas se han categorizado en el EOS teniendo en cuenta
diversos puntos de vista. El primero es la distincion entre las facetas personal e
institucional. La primera hace referencia a las practicas idiosincrasicas de un
individuo particular; la segunda, a las practicas sociales y compartidas por un grupo
de personas miembros de una misma institucion. Cuando esta nocion se aplica a la
descripcion de los conocimientos de un sujeto particular sera necesario distinguir el
sistema global de practicas que potencialmente puede poner en juego dicho sujeto,
de los subsistemas de practicas declaradas (en un proceso de evaluacion) y
logradas (al ser comparadas con unas practicas institucionales de referencia). En
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cuanto a las précticas institucionales también es necesario distinguir entre las
efectivamente implementadas en un proceso de estudio, de las pretendidas, y de las
practicas de referencia. De esta manera, la interpretacién semiotica de las practicas
lleva a hablar de significados personales (globales, declarados y logrados) y de
significados institucionales (implementados, evaluados, pretendidos, referenciales).
La figura 1 resume los tipos de significados personales e institucionales introducidos
en el EOS.

Desde esta perspectiva se entienden los procesos de aprendizaje en términos
de acoplamiento de significados, como se indica en la parte central de la figura 1. La
ensefianza implica la participacion del estudiante en la comunidad de practicas que
soporta los significados institucionales, y el aprendizaje, en ultima instancia, supone
la apropiacion por el estudiante de dichos significados.

/ SIGNIFICADOS . .. .. ( smmncmos\
PERSONALES | Participacion |\ o /i ClIONALES

( Global \ Ensefanza / Referencial \
Declarado Pretendido
Acoplamiento

Logrado

Implementado

Evaluado

Apropiaciéon \ J/
N e ) prop

Aprendizaje

SISTEMA DE PRACTICAS
(Operativas y discursivas)

TRASFONDO ECOLOGICO DE LAS PRACTICAS
(Material, biolégico y social)

Figura 1: Tipos de significados pragmaticos

3.1. Significados informales de los numeros

Para comunicar a otras personas, y como medio de registrar para nosotros
Mismos en otros momentos, el tamafo o cantidad de elementos de un conjunto de
objetos discretos podemos hacerlo usando diferentes recursos y procedimientos:

1) En nuestra cultura occidental actual esta generalizado el uso de las “palabras
numericas”, uno, dos, tres..., y los simbolos numéricos indoarabigos, 1, 2,
3,... Estas colecciones ilimitadas de palabras y simbolos son las que usan
nuestros estudiantes cuando preguntamos, por ejemplo, ¢Cuantos alumnos
hay en clase?, y responden “hay noventa y un estudiantes”, o, escriben, “91”.
Para ello han debido aplicar un procedimiento riguroso de conteo, poniendo
en correspondencia biyectiva cada alumno de la clase con una y solo una
palabra numérica recitadas en un orden establecido®.

*Véase en Cid, Godino y Batanero (2004) una descripcion sistematica de las diversas técnicas de
recuento de cardinales y ordinales.
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Podemos observar que al contar han aplicado los principios del conteo:

» Principio del orden estable. Las palabras numéricas uno, dos, tres,... deben
recitarse siempre en el mismo orden, sin saltarse ninguna.

= Principio de la correspondencia uno a uno. A cada elemento del conjunto
sometido a recuento se le debe asignar una palabra numérica distinta y sélo una.

» Principio cardinal. La palabra adjudicada al ultimo elemento contado del conjunto
representa, no soélo el lugar que ocupa ese objeto en el recuento efectivamente
realizado, sino también el cardinal del conjunto.

Como consecuencia de la aplicacion sistematica de estos principios se tiene:

» Principio de irrelevancia del orden. El orden en que se cuentan los elementos del
conjunto es irrelevante para obtener el cardinal del conjunto.

Ademas, en relaciéon con el desarrollo cognitivo del nifio, se tiene el:

» Principio de abstraccion: no importa la naturaleza de los objetos que se estén
contando, ni si la coleccion es un conjunto homogéneo o heterogéneo de objetos.

» Principio de conservacion de la cantidad: la variacion de la posicién espacial de
los objetos no afecta a la cantidad.

2) Si les pedimos que comuniquen el resultado del recuento sin usar las “palabras o
los simbolos numéricos” los alumnos pueden inventar otros medios de expresar el
tamafio, numerosidad, nimero de elementos (o cardinal) del conjunto de alumnos de
la clase. Por ejemplo:

- La coleccion de marcas ///..., o cuadraditos, sobre el papel, tantos como
elementos tiene el conjunto.

- Una combinacién de simbolos para distintos agrupamientos parciales (* para
indicar diez alumnos, / para expresar una unidad).

Cada uno de estos “sistemas de objetos” usados para expresar la “propiedad” de
los conjuntos “numero de elementos”, o cardinal, es un “sistema numeral”. Para que
efectivamente sirvan a este fin deben cumplir una serie de reglas (axiomas de
Peano):

1. Uno es ndmero natural.

2. A cada numero le corresponde otro numero que se llama su siguiente o
sucesor.

3. Uno no es sucesor de ningun otro elemento.

Dos elementos diferentes de N no pueden tener el mismo sucesor (la funcién
sucesor es inyectiva).

5. Todo subconjunto de N que contiene un primer elemento y que contiene el
sucesor de cada uno de sus elementos coincide con N (principio de
induccion).

Como tenemos libertad para inventar simbolos y objetos como medio de
expresar el cardinal de los conjuntos, esto es, de responder a la cuestidn, ¢cuantos
hay?, la coleccion de sistemas numerales posibles es ilimitada. En principio
cualquier coleccion ilimitada de objetos, cualquiera que sea su naturaleza, se podria
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usar como un sistema numeral: diversas culturas han usados conjuntos de
piedrecitas, o partes del cuerpo humano, etc., como sistemas numerales.

De esta manera, es clave aceptar la vinculacién del “niamero” con el “sistema de
representacion”, pero también hay que aceptar que el nUmero no tiene una relacion
“necesaria” con un sistema concreto de simbolos.

Asimismo, la conservacion de la cantidad y del numero de elementos de las
colecciones de objetos (cardinalidad) no es la Unica caracteristica del niamero. El
orden lineal, el caracter conexo de la serie o las propiedades iterativas de los
nameros son caracteristicas consustanciales y que configuran asimismo su
significado.

3.2. Significados formales

Hemos mencionado en el apartado anterior la formulacion axioméatica de Peano
para los nUmeros naturales, la cual se apoya esencialmente en el uso iterado de la
funcidn siguiente S. De hecho, la axiomatica de Peano es comun a todos los
subconjuntos de numeros enteros positivos minorados, es decir, que tienen un
elemento minimo o primer elemento. Si denotamos por a este primer elemento, la
axiomatica de Peano permite definir cualquier conjunto E entero minorado. En
efecto, sea E un conjunto E entero minorado, entonces:

1. aekE.
3S,S:E—>E,talque: Ve e E,S(e) e E.
Node e Etalque: S (e) = a.

Seane,ue NyS (e) =S (u), entonces e = u.

o bk 0N

(Principio de induccion). Sea A c E, tal que:
a) ae A
b) Siee A= S (e) € A.

Entonces A=E.

De tal manera que si asignamos “a. = 1, E = N” se retoma la definicibn empirica
de los numeros naturales antes introducida.

Pero en el debate “fundacional” de las matematicas, surgido a finales del siglo
XIX y principios del XX, se introdujeron otras maneras de concebir los ndmeros
naturales.

A finales del siglo XIX se fundamenta toda la matematica sobre los numeros
naturales y esta ultima sobre la teoria de conjuntos. Sin entrar en detalles formales,
la idea de fondo de esta alternativa es la que usa el formador del episodio
mencionado en la seccion 2: partir de un conjunto formado por un solo elemento (y
todos los equipotentes, o coordinables, con él); todos tienen “la propiedad”, o
cardinal, de tener un elemento. A continuacion, se considera un conjunto que tiene la
propiedad, o cardinal, de tener dos elementos, y todos los equipotentes con él. Y asi
sucesivamente, se construye el sistema de todos los cardinales finitos. Es claro que
este sistema de cardinales finitos cumple los axiomas de Peano.
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Las entidades matematicas que se ponen en juego en las situaciones de
cardinacion y célculo aritmético son analizadas de manera formal o estructural en el
marco interno de las matematicas. Para ello los nimeros dejan de ser considerados
como medios de expresion de cantidades de magnitudes (niumeros de personas o
cosas, papel que cumplen en una situacion, etc.) y son interpretados, bien como
elementos de una estructura caracterizada segun la teoria de conjuntos, bien segun
los axiomas de Peano®. En este contexto de formalizacién matematica se plantean
cuestiones tales como,

- ¢ Cbmo se deberian definir los nUmeros?

- ¢ Como se deberian definir las operaciones aritméticas a partir de los axiomas
de Peano?

- ¢Como se deberian definir las operaciones aritméticas cuando los nameros
naturales son definidos como los cardinales de los conjuntos finitos?

- ¢Qué tipo de estructura algebraica tiene el conjunto N de los naturales dotado
de la ley de composicion interna adicién?

La respuesta a estas cuestiones requiere la elaboracion de recursos linguisticos
especificos, técnicas operatorias (recursion, operaciones conjuntistas), conceptos
(definiciones conjuntistas de adicion y sustraccion; definiciones recursivas; definicion
algebraica de sustraccion), propiedades (estructura de semigrupo con elemento
neutro para la adicion y multiplicacion) y argumentaciones (deductivas), en definitiva
un sistema de practicas operativas y discursivas con rasgos 0 caracteristicas
especificas, adaptadas a la generalidad y rigor del trabajo matematico.

A pesar de las diferencias entre los significados informales-empiricos y
formales de los numeros siempre ha existido una fructifera relacién sinérgica entre
los mismos: “Los requerimientos practicos han inducido innovaciones de escritura
como el refinamiento de los sistemas de notacidon posicionales y la introduccion de la
notacion numérica negativa. Los desarrollos conceptuales han sustentado estas
innovaciones, asegurando que las reglas de los procedimientos reflejen las
estructuras de significados subyacentes, asi como desarrollando el conocimiento de
otras propiedades” (Ernest, 2006, 80).

4. ¢Qué son los numeros naturales?

¢, Qué son realmente los nimeros, si llamamos numeros tanto a ‘1, 2, 3...7,
como a ‘uno, dos, tres,...”, como a ‘one, two, three,...’, etc.? (Ferreirds, 1998, 52).
Esta cuestion es sin duda de dificil respuesta, si tenemos en cuenta las fuertes
controversias que se plantearon entre autores de la talla de Frege, Russell, Peano,
Dedekind, etc., a propoésito de las diferentes formulaciones del numero natural.
Segun Russell, con el fin de proporcionar al concepto de namero con alguna
extension, que sea real, tenemos que comprender “el nUmero como el niamero de
una cantidad” y proporcionar una aplicacion para el concepto asi definido
demostrando la existencia de conjuntos de cardinalidad arbitraria (Otte, 2003, 222).

5 La caracterizacion de los nimeros naturales segun la teoria de conjuntos o segun la axioméatica de Peano no agotan las formalizaciones del nimero
natural. Por ejemplo, Bedoya (2003) introduce y relaciona de manera sucinta las axiomaticas de Peano, Pierce y Lawvere (segun la teoria de categorias).
Oostra (2008) analiza de manera mas extensa el articulo On the Logic of Number de Peirce, afirmando que Peirce desarrollé una presentacion axiomatica
para N antes que Peano.
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De esta manera la intuicién aritmética se sustituye por una intuicion conjuntista, lo
qgue no deja de ser conflictivo.

Para Frege los numeros son objetos perfectamente concretos que existen en
un cierto mundo ideal, y su analisis de los naturales se desarroll6 de acuerdo con
esa idea. Por el contrario, Dedekind se limitd a sefialar que todos los conjuntos de
nameros (ya sean en una lengua o en otra, ya los denotemos con cifras arabes o
chinas) tienen una misma estructura, y que esta estructura es lo que caracteriza al
conjunto de numeros naturales (Ferreirés, 1998, 52).

El trabajo de Benacerraf (1983) ha dado argumentos de peso para cuestionar
las visiones conjuntistas de los numeros naturales. Benacerraf concluye que los
nameros no pueden ser conjuntos, 0 conjuntos de conjuntos, ya que existen muy
diferentes presentaciones del significado y referencia de las palabras numéricas en
términos de la teoria de conjuntos. El nUmero 3 no es ni mas ni menos que aquel
que es precedido por 2 y 1 (y, en su caso, el 0)°, y seguido por 4, 5, etc. O, de
manera mas precisa, es un objeto que esta precedido por dos (o tres) objetos en un
orden preestablecido y seguido por infinitos también ordenados, de tal manera que
dos elementos definidos como “contiguos” lo seran siempre. Con otras palabras,
cualquier objeto puede desempeiiar el papel de 3; esto es, cualquier objeto puede
ser el tercer elemento en alguna progresion (preestablecida de manera arbitraria). Lo
que es peculiar a 3 es que él define ese papel - no por ser un paradigma de ningun
objeto que lo juegue, sino por representar la relacion que cualquier tercer miembro
de una progresion guarda con el resto de la progresion.

“Por tanto, los nimeros no son objetos en absoluto, porque al dar las
propiedades (necesarias y suficientes) de los numeros simplemente
caracterizamos una estructura abstracta - y la distincién esta en el hecho de
que los ‘elementos’ de la estructura no tienen ningunas propiedades
distintas de las que relacionan unos con otros ‘elementos’ de la misma
estructura” (Benacerraf, 1983, 291).

Una vez que tomamos conciencia de que, ademéas de los simbolos
indoarabigos, 1, 2, 3,..., podemos usar una infinita variedad de “objetos”
(perceptibles, manipulables o0 mentales) para expresar el tamafo de las colecciones
finitas de otros objetos debe resultar conflictivo decir que los nUmeros naturales son,
1, 2, 3... La Unica solucién es aceptar que un namero natural es un elemento de
cualquier sistema numeral y el conjunto de los nimeros naturales es la clase de
sistemas numerales, no un sistema numeral particular. Ahora bien, como todo
sistema numeral viene caracterizado por una estructura u organizacion recursiva
especifica (los axiomas de Peano, por ejemplo) también podemos decir que el
conjunto de nimeros naturales se caracteriza por la estructura de cualquier sistema
numeral. Cada numero particular sera un elemento de dicho sistema.

En la vida cotidiana y en la practica escolar los numeros naturales se asimilan
al sistema de simbolos y palabras numéricas, 1, 2, 3..., uno, dos, tres..., one, two,
three..., pues estos sistemas numerales constituyen sistemas naturalmente
ordenados, sistemas que cumplen los axiomas de Peano. Pero el maestro debe

6 ¢ Es el cero nimero natural? El desarrollo histdrico establece que el 0 se introdujo tardiamente por la matemética hindd (siglo VIII) y, por lo tanto, no goza
del marchamo de “naturalidad”... Sin embargo, en la actualidad, no hay consenso entre los matematicos. Asi, por ejemplo, algunos investigadores en
Teoria de NUmeros prefieren no reconocer el cero como un nimero natural, mientras que otros, cuyo campo de investigacion es la Complejidad de
Algoritmos, sostienen la postura opuesta.
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tomar conciencia de que cuando considera la serie de simbolos, 1, 2, 3..., como los
nameros naturales, esta haciendo uso de una metonimia, esto es, tomar la parte por
el todo: no es lo mismo un ejemplar particular que la clase o tipo al que pertenece.

El profesor de matematicas debe conocer que la expresion “El conjunto N de
los numeros naturales” induce a confusion, ya que fuerza a pensar en una secuencia
de objetos, identificables de manera univoca. Con ella se oculta la arbitrariedad de la
naturaleza de los objetos que forman los sistemas naturalmente ordenados, o
simplemente a identificarlos con los simbolos numerales indoarabigos 1, 2, 3...

Dada la abstraccién que supone este discurso tedrico, la ensefianza de los niumeros
en los niveles de educacion primaria debera limitarse a los componentes operatorios
(situaciones de cardinacion y ordenacion, lenguajes y técnicas), evitando
definiciones innecesarias para el trabajo efectivo con los nimeros.

La figura 4 representa la pluralidad (sin buscar la exhaustividad) de
significados informales y formales de los numeros naturales. Las situaciones de
cardinacibn han sido abordadas por diversas culturas mediante practicas e
instrumentos diferentes, dando lugar a objetos “numero” diferentes. Estas diversas
configuraciones numeéricas son articuladas en nuevos contextos de uso formales
dando lugar a distintas construcciones numéricas’.

0

PRACTICAS
FORMALES/
CONFIGURACIONES ¢

CONFIG. A

CONFIG. C

CONTEXTOS
FORMALES DE
Uso

PRACTICAS
INFORMALES/
CONFIGURACIONES

CONFIG 1 CONFG 2 CONFIG 3 CONFIG ...

ANTIGUO ANTIGUA ANTIGUA
EGIPTO CHINA ROMA

aal s B

‘ SIGNIFICADOS DE NUMERO

CONTEXTOS
INFORMALES DE
Uso

Figura 4: Pluralidad de significados de los numeros

" En la figura 2 el contexto “conjuntista” refiere a las construcciones de N basadas en la coordinabilidad de conjuntos, mientras
gue “axiomatico” a las basadas en los axiomas de Peano (u otros equivalentes).
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Es importante resaltar que las practicas informales no tienen una existencia
meramente “histérica”. Coexisten en el tiempo con la formalizacion cientifica en las
practicas usuales de las escuelas y determinan el progreso de los significados
personales. No son un “mal menor”, sino hitos necesarios en el desarrollo cognitivo
de los nifios y consustanciales a los procesos de transposicion didactica.

5. Anédlisis del episodio y reflexiones finales

En la respuesta del estudiante: “Un signo que designa una cantidad”, se pone
de manifiesto una manera de concebir los niUmeros, que proviene de la experiencia
empirica de uso de los numeros, pero que puede servir de base para describir de
manera “rigurosa”, “lo que son los nimeros”. Cualquier sistema de signos que pueda
cumplir el papel de designar cantidades (discretas o discretizables) estara formado
por un primer elemento y una funcién siguiente univoca, en definitiva, un sistema de
“objetos” que cumple los axiomas de Peano, o una axiomatica equivalente (Peirce,
Dedekind).

Ciertamente que el conjunto cociente asociado a la relacion de equipotencia
definida entre los conjuntos finitos constituye un sistema “naturalmente ordenado”, y
por tanto, cumple los axiomas de Peano. Son también los niameros naturales. Pero
no hay razén matematica ni filoséfica para privilegiar la configuracion de objetos y
significados de la construccion logicista de los numeros. La comprension de los
nameros requiere, en particular, articular esta configuracion con la generada a partir
de los axiomas de Peano, que es semejante a la construccion elaborada por
Dedekind (1888).

Ademas, hay que tener en cuenta que la formalizacion matematica no agota
todos los usos de los numeros. Cuando un nifio pequefio solicita presionar el botén
del ascensor del piso donde vive, sabe que el nimero que ahi aparece representa
un lugar en una botonadura, no el nimero de personas que viven, ni los afios que él
tiene, ni ninguna otra cantidad. De manera similar, cuando juega al juego del
pafiuelo y sale corriendo cuando se nombra su nimero entiende que es una forma
de designacién de una persona, no el nimero de personas que deben salir 0 que
constituyen el equipo. Este uso como ordinal, o como cédigo, hace que tanto la
respuesta del estudiante como del profesor formador sean restrictivas. Por ejemplo,
¢qué hubiera dicho el profesor si un alumno contesta a la pregunta qué es el nUmero
con “signo que designa la posicidon de un objeto en un una coleccién ordenada”?

Los numeros, la aritmética, es la respuesta social al problema de comunicar el
tamafo o numerosidad de los conjuntos, de ordenar una coleccion de objetos y de
analizar procesos iterativos-recurrentes. Pero cada pueblo, cada forma de vida
comenzo dando su propia respuesta a este problema. En principio cada sociedad,
cultura, etapa histérica, tiene sus propios nimeros, y su propia aritmética asociada,
distinguible segun la configuracion de objetos y significados que la caracteriza. En
cada configuracion existen objetos organizados de manera recursiva, con un primer
elemento, y un siguiente determinado de manera univoca para cada elemento. Estas
organizaciones son las que permiten solucionar los problemas genéricos de la
cuantificacion, la ordenacion, la iteracion y la codificacion. Una mirada retrospectiva
a todas estas configuraciones es la que permite identificar las regularidades que hoy
describimos como numero natural (Rotman, 1988).
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Desde un punto de vista del aprendizaje, esto es, de la construccién de significados
personales, los niumeros aparecen inicialmente en formas repetitivas de expresion
(//l.., uno, dos,...), ligadas a gestos y movimientos corporales (sefialar, apartar,
caminar,...), en definitiva en representaciones actuativas.

“Inicialmente esto da lugar a una concepcién ordinal del namero, como
actividad ritmica corporal que tiene lugar en el tiempo, y como conjuntos
iconicos de marcas que resultan de simbolizar la actividad repetitiva
mediante la que fueron creados. La experiencia de completar tales
actividades con su resultado final, como un conjunto de marcas 0 un
recuento final, también da lugar a una concepcion cardinal de numero
como una representacion de la cantidad” (Ernest, 2006, 87).

En este proceso de desarrollo inicial del nUmero la nocion mas importante es
la de “siguiente” (inmediato sucesor). Otro principio central posterior es la
correspondencia uno a uno en el emparejamiento de signos a objetos. El
aprendizaje del sistema morfosintactico de los niameros naturales y del recuento
supone que el alumno sea capaz de participar en ciertas practicas sociales, y en
particular que pueda enunciar o producir signos numéricos de manera pertinente. La
apropiacion de estos significados de una manera creativa requiere varios afios de
intenso aprendizaje y supone, no solo el uso de los numeros para la solucion de
problemas practicos y competencia en diferentes sistemas de calculo y
representacion, sino también conocimiento de propiedades y relaciones numéricas
que justifican los procedimientos y aplicaciones practicas.

Reconocimiento:

Investigacion realizada en el marco del proyecto: SEJ2007-60110/EDUC. MCYT-
FEDER.
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