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Resumen

Las limitaciones de nuestros alumnos estan relacionadas, muchas veces,
con la ausencia del potencial modelizador de la nocién de funcion, el
excesivo hincapié en el registro algebraico, la falta de articulacion entre
registros, el oscurecimiento de los elementos fundamentales de variabilidad y
dependencia, y el trabajo descontextualizado, tan frecuente en matematica.
En este articulo proponemos algunos aportes didacticos simples y viables.

Abstract

The limitations of our students are related, sometimes, with the absence of
the potential modeling of the function notion, the excessive anxiety in the
algebraic record, the articulation lack among registrations, the dimness of the
fundamental elements of variability and dependence, and the work outside of
context, so frequent in mathematical.

In this paper we propose some simple and viable didactic contributions.

Resumo

As limitagbes de nossos alunos estédo relacionadas, muitas vezes, com a
auséncia do potencial modelizador da noc¢éo de funcao, o excessivo hincapié
no registo algebraico, a falta de articulacion entre registos, o oscurecimiento
dos elementos fundamentais de variabilidad e dependéncia, e o trabalho
descontextualizado, téo frequente em matematica.

Neste artigo propomos alguns contribuas didacticos simples e viables.

Introduccion

De las multiples dificultades que presentan los alumnos ingresantes a la
Universidad, dentro del area Matemética, creemos que por su generalizacion y por
su importancia en el desarrollo de las carreras, se destaca el tema "funciones". El
presente trabajo intenta aportar elementos alternativos para el abordaje didactico de
este tema, y en particular de la funcion lineal.
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El concepto de funcion, como otros, es abordado en la ensefianza secundaria o
polimodal, pero los alumnos ingresantes a la Universidad no demuestran haber
adquirido la capacidad de interpretar, definir y graficar funciones que modelicen
situaciones problematicas, tanto del campo de la matemética como de otras areas
del conocimiento.

Desarrollo

Todos los objetos de saber sufren un importante trabajo de preparacion
didactica, trabajo de transformacion elaborado apuntando al pasaje de estos objetos
al seno de la situacion de ensefianza. Tanto los libros de texto como los programas
oficiales adaptan los objetos matematicos a ciertas exigencias que precisa todo
saber que se desea incluir en el sistema de ensefianza, las que le provocan
transformaciones.

Algunas de las exigencias a las que nos referimos son las siguientes (Ruiz
Higueras, 1998):

¢ Dividirlo en campos de saber delimitados, dando lugar a un fraccionamiento y
autonomizacion de los saberes parciales;

e Definir una progresion ordenada en el tiempo, lo que implica una
programacion de los aprendizajes;

e Verificar la conformidad entre la progresion y los conocimientos de los
alumnos, lo que se expresa en objetivos o expectativas de logro y que implica
la necesidad de evaluacion;

e La explicitacion de algunas nociones matematicas que se emplearan como
herramientas para resolver problemas, lo que implica su introduccién como
objetos de estudio.

En varios libros de texto, el concepto de funcion aparece como caso particular
del concepto de relacion y éste es definido a partir de algunos conceptos
elementales de la teoria de conjuntos.

En muchos casos, primero se formaliza el conocimiento a ensefiar y luego se lo
aplica en la resolucibn de ejercicios que, en general, estan construidos
exclusivamente para la aplicacion directa del concepto aprendido, sin ningun tipo de
transformacién. Ruiz Higueras expresa:

“Nuestros alumnos de secundaria manifiestan en general una concepcion de la nocion
de funcion como un procedimiento algoritmico de célculo... Podemos decir que sus
definiciones no determinan el objeto funcién, sino las relaciones que han mantenido
con él”,

“Tanto se ha descompuesto el objeto funcion en segmentos para su ensefianza que el
alumno no logra unificarlos dandoles una significacion global. ElI alumno ha visto
muchos objetos alli donde s6lo debia existir uno”.

Encontramos en nuestros alumnos una diversidad de concepciones respecto

de la nocion de funcién. Probablemente, el sistema de ensefianza del que provienen
no ha promovido el estudio y andlisis de la variabilidad de fenbmenos sujetos a
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cambio, donde las funciones encontrarian una especial significacion estrechamente
ligada a sus origenes epistemoldgicos. Las situaciones ligadas a las diferentes
concepciones de los alumnos se refieren al uso de rutinas y procedimientos
algoritmicos: construir tablas, calcular dominios, representar funciones, etc. Se
utilizan féormulas como “recetas”, sin utilizar su gran poder modelizador. Las férmulas
algebraicas son visualizadas como conjunto de técnicas eficaces para encontrar el
valor de las incognitas, esta concepcion elimina el sentido de variabilidad,
movilizando incognitas en lugar de variables.

El tratamiento dado por el sistema de ensefianza a la nocion de funcion da
lugar a la formacion de concepciones muy limitadas, que no generan una
concepcion mas completa de la misma.

Dado que la variable didactica es la Unica que depende casi exclusivamente de
una eleccion docente o de un proyecto del sistema educativo, nos detenemos sobre
ésta e intentamos plantear algunos aportes vinculados a ella.

Pensar en modificaciones didacticamente posibles de llevar a cabo para
optimizar el aprendizaje de los alumnos, nos ha hecho plantear distintos
interrogantes.

¢,Cuales son las dificultades mas frecuentes de los alumnos referidas a este
concepto? ¢ Como tratar los errores que cometen? ¢ A qué aspectos conviene dar
mas importancia? ¢ Como encarar la ensefianza, en la Universidad, de un tema visto
en niveles anteriores?

Somos conscientes que la formacion de un concepto matematico se lleva a
cabo a través de un largo proceso. Shlomo Vinner (1983), presenta un modelo de
construccion de un concepto, que involucra las representaciones, las propiedades
asociadas al concepto y las definiciones del mismo. Dice este autor:

“Sea C un concepto y P una persona. La representacion mental que P
hace de C es el conjunto de todas las representaciones que se han asociado
con C en la mente de P. La palabra representacion esta usada en sentido
amplio e incluye cualquier representacién visual del concepto, incluyendo
simbolos. El grafico de una funcion especifica, algun diagrama, férmula y/o
tabla, la expresion simbdlica y = f (x), etc. pueden estar incluidas en la
representacion mental del concepto de funcion de alguna persona.

Ademas de la representacion mental de un concepto puede haber un
conjunto de propiedades asociadas con el concepto (en la mente de nuestra
persona P). Por ejemplo, si alguien piensa que una funcion siempre se puede
expresar por una unica férmula, en su mente se encuentra esta propiedad
asociada al concepto de funcién (existe en su mente esta asociacion,
independientemente de su veracidad). Se llama imagen de un concepto a su
representacion mental junto con el conjunto de propiedades asociadas al
concepto. Queda claro por su definicion, que la imagen de un concepto es
propia de cada persona.
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Se entiende por definiciéon de un concepto a una formulacién verbal que
explica el concepto con precision, en un sentido no circular Para algunos
conceptos tenemos sumada a su imagen mental su definicion verbal, para
muchos otros solo tenemos su imagen. Por ejemplo, no tenemos una
definicion de naranja, casa, etc., pero si muy claras imagenes mentales de los
mismos. Ellos fueron adquiridos cuando éramos chicos, probablemente por
medio de definiciones ostensivas.

El modelo plantea la existencia, en la estructura cognitiva, de dos
celdas diferentes: una para la imagen del concepto y otra para su definicién
verbal (para evitar confusion aclaramos que no se trata de celdas bioldgicas).
Puede existir interaccion entre ambas aunque pueden haberse formado
independientemente. La forma de introducir un concepto puede activar una o
la otra.

Para manipular un concepto se necesita la imagen del concepto y no su
definicion. Al pensar o reflexionar casi siempre se evoca la imagen del concepto y no
su definicion. Esto es asi sobre todo en el aprendizaje informal. En el aprendizaje
formal la situacién puede ser diferente, aqui si entra en juego la definiciébn verbal.
Las definiciones verbales tienen dos origenes: o bien nos las han ensefiado o bien
las fabricamos cuando tenemos que explicar otros conceptos. Las que nos han
ensefiado forman parte de un sistema general (en el caso de conceptos
matematicos y cientificos en general) al que no estamos necesariamente
familiarizados. A veces nos presentan definiciones antes de que tengamos una
imagen del concepto y esperamos aprender mas para llenar este vacio. Las
definiciones verbales tienen su razon de ser: por un lado ayudan a formar la imagen
del concepto y por otro son de utilidad en la ejecucion de ciertas tareas cognitivas”.

Muchas de las dificultades que tienen los alumnos aparecen cuando utilizan
las representaciones del concepto de funcidn, que son muy variadas, a veces
limitadas y no siempre veraces.

Las limitaciones estan relacionadas, muchas veces, con la ausencia del
potencial modelizador de la nocion de funcion. Uno de los conceptos constitutivos de
la nocién de funcion entendida como herramienta apta para modelizar fendmenos de
cambio es la nocidon de dependencia. La nocion de dependencia implica la existencia
de un vinculo entre cantidades y conlleva la idea de que un cambio en una de las
cantidades tendra efectos sobre las otras.

Pero la nocion de dependencia es dificiimente identificable sin otra nocion que
constituye el verdadero punto de partida del concepto de funcion la variabilidad. En
efecto, el Unico medio de percibir que una cosa depende de otra es hacer variar
cada una por vez y constatar el efecto de la variacién. Los principales elementos que
integran la nociéon de funcion son, entonces, la variacion, la dependencia, la
correspondencia, la simbolizacidén y expresion de la dependencia, y sus distintas
formas de representacion.

Para que las funciones puedan ser una verdadera herramienta de modelizacion, es
necesario que no se oscurezca su esencial significado de dependencia entre
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variables, perdiendo su caracter dinAmico para transformarse en algo puramente
estatico.

El COPREM (Comision para la Reflexion sobre la Enseflanza de la
Matematica) formulo la siguiente recomendacion (1978): “Una funcién no es ni una
estadistica de valores ni una representacion grafica ni un conjunto de calculos ni una
férmula, sino todo ello al mismo tiempo”.

El concepto de funcion permite modelizar multiples situaciones del mundo real,
relacionando variables diversas. De esta manera, se posibilita el andlisis de las
situaciones desde un punto de vista dinamico, lo que permite sacar conclusiones y
formular generalizaciones.

Caracterizaremos brevemente a la actividad matematica y al proceso de
estudio de la matematica, siguiendo a Chevallard, Gascon y Bosch (1997), como el
trabajo de modelizacibn encaminado a resolver problemas pertenecientes tanto a
objetos o procedimientos propios de la matematica (intramatematicos) como a
objetos o fendmenos ajenos a la matematica (extramatematicos).

Se debe tener en cuenta en la eleccion de problemas, que estén formulados
dentro de un marco que le resulte familiar a los alumnos, o de facil apropiacion,
incluyendo conocimientos con los que el alumno ya esté familiarizado. En la
siguiente tabla 1 mostramos distintas formas de abordar un mismo contenido, en
éste caso referido a funcion lineal, con actividades contextualizadas, o no:

Tabla 1

Contenido Actividad Contextualizada Actividad Descontextualizada
Matematico

Un cultivo de soja produce 2,6 ton/ha
aplicando una fertilizacion con fosfato
diamonico (DAP) de 45kg/ha, y produce
3 ton/ha si se fertiliza con 55 kg
DAP/ha.

a) Expresar la relacion entre la
produccion (P) y la fertilizacion (f) con
DAP en forma de funcién P(f).

b) Otra variedad de soja se comporta Hallar la ecuacion de la recta que pasa

Ecuacion de

larecta que diferente frente al mismo fertilizante: | PO" I.OS puntos'F'>1(45; 2'6.) y P2 (553).
pasa por Graficar. ldentificar pendiente y
produce 2,7 ton/ha si se aplican 40 kg ’ :
dos puntos. ordenada al origen.

DAP/ha, y 3,3 ton/ha si se agregan 60
kg DAP/ha. Exprese la relacion P,(f).

c) Compare el comportamiento de
ambas variedades y saque
conclusiones.

d) ¢Qué informacion esta representada
en la pendiente y la ordenada al origen
de cada una de las funciones?
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En una experiencia de alimentacion de
ganado bovino, el lote A es alimentado
con forraje natural, iniciando la
experiencia con un promedio de 300 kg
de peso por animal, y alcanzando los
360 kg promedio a los 90 dias.
El lote B es suplementado con grano,
teniendo un peso promedio de 290 kg
por animal a los 15 dias de iniciada la
experiencia, y aumentando 800 g/dia.
Ecuacion de | Si la relacion planteada se adapta a
larecta que |una funcion lineal:
pasa por un |a) Hallar las ecuaciones
punto y correspondientes para el lote Ay para
tiene el lote B.
pendiente u | b) Grafique las rectas correspondientes
ordenada |en un mismo sistema de ejes.
conocida. |c) Compare ambas ecuaciones y
responda:

c.1) ;Qué lote alcanza antes
los 350 kg por animal?

c.2) ¢Cual seria el peso
promedio del lote luego de 100 dias de
experiencia?

c.3) ¢,Qué tipo de alimentacion
es mas eficiente para el engorde del
ganado, y como lo reflejan las
ecuaciones?

Hallar la ecuacién de la recta que pasa
por P (360; 90) y corta al eje y en 300.
Graficar.

Hallar la ecuacion de la recta cuya
pendiente es m =800 y pasa por P
(290; 15). Graficar.

Para resolver un problema matematico es necesario identificar a qué conceptos
y a qué resultados ya producidos recurrir, es decir, el dominio de la matematica en el
gue conviene encararlo. Dado que existen muchas maneras de presentar o expresar
una informacion, es necesario encontrar una representacion adecuada para cada
concepto matematico involucrado.

El concepto de funcion puede admitir representaciones en diferentes registros,
con diversos alcances y limitaciones. Un registro no esta ligado ni a objetos ni a
conceptos particulares; esta constituido por los signos, en el sentido mas amplio del
término: trazos, simbolos, iconos. Los registros son medios de expresion y de
representacion y se caracterizan precisamente por las posibilidades ligadas a su
sistema semiotico. Un registro da la posibilidad de representar un objeto, una idea o
un concepto, No necesariamente matematico.

La nocion de funcion puede representarse en diferentes registros:

e Regqistro verbal: En este registro la funcion admite como representacion una
descripcién en lenguaje natural. Si se quiere estudiar un fenémeno
utilizando una funcién como modelo, se cuenta generalmente, en principio,
con una descripcion de este tipo.

e Regqistro tabla: En este registro, una funcion se representa con una tabla de
valores que pone en juego la relacion de correspondencia. Este registro
tiene limitaciones ya que en una tabla so6lo puede incluirse un namero finito
de pares de valores.
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e Regqistro _grafico: En este registro, una funcidon se puede representar por
medio de una curva (continua o no) en el plano cartesiano. Se pone en
juego la nocién de grafo de una funcion. También presenta limitaciones, ya
gue como en el caso de la tabla, es necesario imaginar que continlla mas
alla de lo que es posible observar.

e Regqistro algebraico: En este registro, una funcién se puede representar por
una expresion algebraica o formula, que permite calcular la imagen f(x) para
toda x perteneciente al dominio de la funcion, por lo tanto esta
representacion tiene pocas limitaciones y son aquellas que provienen del
calculo.

e Reaqistro algoritmico: en este registro, la representacién de una funcion es
un programa o un procedimiento, como los que utilizan las calculadoras o
computadoras. Representa el proceso para calcular la imagen a partir de los
valores del dominio.

La articulacion entre el registro grafico y algebraico resulta en general la méas
dificultosa para los alumnos. La lectura de representaciones gréficas involucra una
interpretacion global; ya que se trata de discriminar variables visuales y percibir las
variaciones correspondientes en los simbolos de la escritura algebraica.

En la enseflanza se suelen proponer actividades de pasaje de la
representacion algebraica de una funcion a la representacion grafica construida
punto por punto y es poco frecuente que se considere el pasaje inverso.

En algtn momento del aprendizaje del concepto de funcion, el alumno deberia
poder distinguir la funcidén de sus representaciones. Las actividades de articulacion
entre registros podrian favorecer dicha diferenciacion.

En la mayoria de los libros de texto referidos a funcién lineal, el alumno
encuentra férmulas para hallar la ecuacion de la recta que pasa por un punto,
conocida la pendiente, o0 que pasa por dos puntos, y sus respectivas deducciones.

Esas formulas son validas, pero si el alumno no alcanza a apropiarse de su

verdadero significado, pasan a ser simples férmulas memorizadas, y si falla la
memoria, la formula carecera de utilidad. (ver Tabla 2)
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Tabla 2

Con férmula Sin férmula

Ecuacion y-y, = m( x — X, ) Si tenemos un punto Py = (X; ; y1) que pertenece a una

de la recta con pendiente m, entonces se puede obtener la
recta ecuacion de esa recta, dado que:
dados un Ecuacion explicita de cualquier recta: f(x) = mx +b
puntoy la Para este caso particular, f(x) =y;; y X=Xx; ;entonces
pendiente yi=mx;+b
Despejando b=y;—mx;

La ecuacion de esa recta es: f(x) = m x + (y; - mXy)

Y-V, X — X, Sitenemos dos puntos P; = (X ; Y1) Y P2 = (X2 ; y2) que
= pertenecen a una recta, entonces se puede obtener la
Yo = Y1 Xp =X ecuacion de esa recta, dado que:
La pendiente de la recta, segln fue definida, es
Ecuacion
dela
recta
dados Para este caso particular, para el punto Py: fX)=y; ;v
dos X=X, ;yparaelpuntoP,: fX)=y, ;y X=X
puntos

Entonces, hallada la pendiente y con uno de los dos
puntos P; o P, , se puede utilizar la técnica desarrollada
en el item anterior, resultando:
b=y;- mx, o bien b=y,- mx,
Entonces:
f(xX) =mx+(y:-mxy )
o bien fx)=mx+(y2-mx;)

En cambio, utilizando el significado geométrico de la pendiente y de la
ordenada al origen, puede hallarse la ecuacién de una funcion lineal y graficarla sin
la realizacion de una tabla de valores (x,y).

Esta metodologia de trabajo evita la utilizacion de formulas de memoria, y
ayuda a consolidar los conceptos y la interpretacion de la funcion lineal y sus
parametros. Se trabaja conceptualmente y no memoristicamente, a lo cual nuestros
alumnos no se hallan habituados y plantea un verdadero e importante desafio a los
docentes.

Conclusiones

La alternativa de ensefianza del tema funcion (y en particular funcion lineal)
que pretendemos superadora de la clasica, se sostiene sobre los siguientes pilares:

e reconocimiento de las representaciones mentales de los alumnos adquiridas
previamente al ingreso a la Universidad;
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e poder modelizador del concepto de funcién, basado en sus elementos
constitutivos de dependencia y variabilidad que le otorgan su caracter
dinamico;

e diferenciacion del concepto de funcion de sus representaciones en los
distintos registros;

e resolucion de situaciones problematicas contextualizadas, que promuevan la
articulacion entre los diferentes registros.

Cada docente, como constructor de su propia metodologia de ensefianza,
reformula constantemente su practica docente. Es fundamental reflexionar sobre la
propia practica, analizarla, evaluarla, con vistas a aumentar su saber didactico, en
pos de tomar decisiones que mejoren la ensefianza y promuevan el aprendizaje.

El docente necesita libertad y creatividad en su accion, pero debe hacer uso
responsable de las mismas. Lo que esta en juego es demasiado importante como
para experimentar sin fundamentacion.
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