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Infinito, a debater no ensino secundario!
Patricia Sampaio

Resumo

Apresenta-se um estudo sobre as concepgdes de infinito numa turma do 12° ano de
escolaridade, tendo-se verificado que este conceito ndo é abordado com rigor no
percurso de um aluno que estude matematica. Aplicou-se uma webquest como
forma de extensdo e refinamento do conhecimento e verificou-se que esta
ferramenta cognitiva se mostrou eficaz. Durante a experiéncia realizaram-se dois
testes de resposta aberta constituidos por trés questdes. No primeiro teste, os
alunos demonstraram dificuldades de aceitacdo do infinito e apenas consideraram a
existéncia do infinito potencial. JA no segundo teste, os alunos demonstraram
aceitar a existéncia de varios infinitos e a comparacao entre 0S mesmos, em termos
de cardinalidade de conjuntos.

Abstract

We present a study about the concepts of infinity in a 12th grade class, having
verified that this concept is not talked with rigor in the mathematics curricula of a
student. It was implemented a webquest as a way of extending and refining
knowledge and it was verified that this mindtool was efficient. During the experience
we applied two tests with three open questions each. In the first test, students
demonstrated some difficulties in accepting infinity, having just considered potential
infinite. In the second test, students demonstrated that they accepted different
infinites and the comparison between them, in terms of cardinality.

Resumen

Se presenta un estudio sobre las concepciones de infinito en un grupo de 12° afio de
escolaridad, habiéndose verificado que este concepto no ha sido abordado con rigor
previamente. Se aplic6 una webquest como forma de extension y refinamiento del
conocimiento y se verifico que esta herramienta cognitiva se mostr6 eficaz. Durante
la experiencia se realizaron dos pruebas de respuesta abierta constituidas por tres
cuestiones. En la primera prueba, los alumnos demostraron dificultades de
aceptacion del infinito y sélo consideraron la existencia del infinito potencial. Ya en la
segunda prueba, los alumnos demostraron aceptar la existencia de varios infinitos y
la comparacién entre los mismos, en términos de cardinalidad de conjuntos.

Introducao

Aparentemente, o Infinito ndo € um tema tabu na Matemética do ensino
portugués, no entanto, este € frequentemente esquecido. Trata-se de um conceito
abordado, ainda que tenuemente, ao longo do percurso escolar de um aluno do
ensino portugués. No 3° ciclo (7°, 8° e 9° anos de escolaridade, dos 12 aos 15 anos
de idade) estudam-se os conjuntos dos numeros naturais, inteiros, racionais e reais,
h& uma familiarizagcdo com a no¢c&o de numero irracional e é introduzida a nocao de
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funcdo. Segundo Abrantes (2001, p. 67), no final do 3° ciclo do ensino béasico os
alunos deverao adquirir a “compreensdo do conceito de funcdo e das facetas que
pode apresentar, como correspondéncia entre conjuntos”. Na passagem para o
ensino secundario (10°, 11° e 12° anos de escolaridade, dos 15 aos 18 anos de
idade) estamos em condi¢des de adquirir contornos muito mais formais. Nestes trés
anos, o conceito de funcdo é aprofundado, tentando desenvolver-se com algum
rigor. No 10° ano € trabalhada a nocao de funcdo, no 11° é introduzido o uso
informal das nocdes de limite, continuidade e sucessdo e no 12° ano estudam-se
estes conceitos de uma forma mais rigorosa. Segundo Silva (2002a, p. 9), os alunos
devem “chegar aos conceitos de infinitamente grande, de infinitamente pequeno e
de limite de uma sucessao”.

A nocdao de infinito potencial é intuitiva e deste modo facilmente compreendida
pelos alunos, fazendo parte do curriculo nacional do ensino béasico, no entanto as
nocgoes de infinito actual e cardinalidade de um conjunto podem né&o ser abordadas
no ensino secundario. A introducéo de conceitos tdo complexos como o infinito deve
ser suportada por processos didacticos que tenham em conta os obstaculos dos
estudantes, assim como as suas concepcoes prévias (Igliori e Silva, 1998; Singer e
Voica, 2003; Waldegg, 1996). Tendo em conta que a histéria da Matematica nos
mostra que o conceito de infinito gerou muitas polémicas durante séculos, torna-se
um ponto de partida para entender as dificuldades do conceito em causa e permitir
aos alunos compreender os paradoxos do passado que se instalam facilmente nos
seus pensamentos.

Apresenta-se uma experiéncia numa turma do 12° ano de escolaridade
composta por 16 alunos, numa escola do Norte de Portugal, cujas idades se situam
nos 17 (6 alunos), 18 (8 alunos), 19 (1 aluno) e 25 (1 aluno) anos, com 75% de
individuos do sexo feminino. Neste estudo implementou-se uma estratégia de
ensino, uma webquest, pretendendo-se saber se a sua aplicacdo poderia contribuir
para uma melhor compreensao quer do infinito potencial quer do actual, contribuindo
para a extensao e refinamento do conhecimento, tendo para tal sido elaborados dois
questionarios, um pré e um pos a utilizacdo desta ferramenta cognitiva, tendo por
base a investigacdo realizada, em Portugal, por Martinho (1996) sobre uma analise
das concepgdes de Infinito numa turma do 10° ano e as investigagdes realizadas, no
estrangeiro, por Tall (1980) e Tall e Tirosh (2001) sobre as concepc¢des de Infinito,
limites e niUmeros reais. Ambos os questionarios sdo compostos por trés questdes,
de resposta aberta, abordando diversos temas relacionados com o infinito.

Questdo 1do Q1

Relativamente a primeira questdo do primeiro questionario exigia-se a
interpretacdo de um excerto do texto “Parliamo tanto di me” (cap. XVI) de César
Zavattini sobre uma competicdo Matematica, a qual quem ganha é quem pronunciar
0 numero mais elevado. 50% dos alunos responderam que “ninguém” ganharia, 25%
responderam “quem disser infinito”, 12,5% afirmaram que ganhava “quem disser o
namero mais elevado” e 6,25% responderam que o “pai” (um concorrente) ganharia.
E necessario referir a auséncia de resposta por parte de 1 aluno.
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Para quem respondeu que ninguém poderia ganhar o concurso, ocorreram
varios tipos de respostas, podendo ser categorizadas pela sua justificacao:

> 0S numeros sao infinitos;

Sujeito 13 - “O pai ndo tem razdo porgue 0S numeros sao infinitos, por isso
poderia estar eternamente a repetir mais um, mais dois, ... mais bilides, que haveria
sempre alguém a dizer mais dois, mais trés, ... mais bilibes mais um, isto €, ninguém
podera ganhar o concurso, é impossivel.”

» acompeticdo esta relacionada com o tempo;

Sujeito 4 - “A questdo é complexa e ninguém tem raz&o. Tudo isto porque este
jogo e a sua vitéria estéo relacionados com o tempo. A verdade € que como o tempo
€ continuo, muitos outros assuntos associados ficam indeterminados.”

» o infinito remete para um processo inacabado.

Sujeito 9 - “Qualquer um poderia ganhar o concurso, teriam apenas que
acrescentar sempre numeros ao resultado anterior até que houvesse desisténcias.
Caso contrario, ninguém ganharia, pois o0 infinito remete para um numero
inacabado.”

Quanto aos estudantes que responderam “quem disser infinito” houve dois
tipos de respostas:

» aque invocava simplesmente o “infinito”;

Sujeito 7 - “Nao ganha quem disser mais dois porque alguém poderia dizer
infinito e ganhava essa pessoa.”

» aque assume o “infinito”.

Sujeito 15 - “Este pai ndo tem razdo porque existe o infinito e o infinito ndo tem

fim.
Questédo 3do Q1

Na terceira questdo os alunos apenas tinham de responder quantos elementos
possuia cada conjunto, sendo constituida por quatro alineas, salientando-se que
este assunto ja foi abordado no ensino béasico. A percentagem de respostas
correctas € muito elevada nas trés primeiras questdes. Ja relativamente a questao
3.4 nota-se uma enorme lacuna na compreensdo do conceito de intervalo de
nameros reais.

A primeira destas quatro alineas referia-se ao cardinal do conjunto vazio tendo
os alunos respondido zero elementos na totalidade dos casos. Desta forma, a
percentagem de respostas correctas é 100%. Na segunda alinea, 93,75% dos

estudantes responderam correctamente que o0 conjunto {_ 1’2'5’8} é formado por
quatro elementos e 1 aluno considera que o conjunto € infinito. Na terceira, a maioria
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considerou que um conjunto com reticéncias € infinito (87,5%). No entanto, é de
salientar que 2 alunos afirmaram que o conjunto {1,2,3,4,5,...}possui cinco elementos,
nao o considerando, deste modo, infinito.

A 3.4 foi a questdo deste grupo que maior numero de respostas erradas

obteve. Apenas 9 dos 16 alunos afirmaram que o intervalo [1’3] é infinito, isto €,
56,25% responderam correctamente. Os outros 7 (43,75%) consideraram 0s
nameros 1 e 3 e responderam dois elementos, ou seja, hdo pensaram nos infinitos
nameros reais que existem entre o 1 e o 3, enfatizando a incompreensdo do
conceito de intervalo de numeros reais aprendida no 9° ano de escolaridade e
desenvolvida ao longo do ensino secundario.

Comparacgédo da questdo 2 do Q1 com a questédo 1 do Q2

No primeiro questionério era pedido aos alunos para indicarem algumas
palavras que associassem ao infinito e no segundo questionario era-lhes solicitado
para indicarem como explicariam a alguém o que € o infinito. Ambas as questdes
pretendem analisar as concepcdes dos alunos relativas ao infinito (quadro 1).

O leque de ideias que estes alunos associam ao infinito € muito variado, tendo
sido contabilizadas 14 expressdes diferentes com o primeiro questionario e 10
expressfes com o segundo. A expressao mais comum € “sem fim” e representa
68,75% e 87,5% do total dos alunos nos primeiro e segundo questionarios,
respectivamente. De realcar a diferenca existente entre o nimero de alunos que
associaram o infinito a um processo continuo antes de realizarem a webquest (1) e

depois de a realizarem (7).

Q1 - Indica algumas palavras que associes ao INFINITO. Q. - Como poderias
explicar a alguém o que é o infinito?

N° de respostas Q; | N° de respostas Q;
Sem fim 11 14
Continuo 1
llimitado 3
NUmeros 3
Incontéavel
Universo
Muito grande
Recta 1
Transcendente
Céu
Indeterminado
Inatingivel
Sem principio
Desconhecido
Além

Mar
Inexistente
Muito pequeno

NINW|N

N

N

N

N

Quadro 1: Ideias que os alunos associam ao infinito.
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Dos 16 estudantes que realizaram a webquest:

> 4 mantiveram a mesma ideia;

Sujeito 3
Q1 Q2

“llimitado, algo sem fim.” *“O infinito é algo ilimitado, que n&do tem fim.”
» 7 ampliaram a ideia inicial,

Sujeito 14

Q1 Q2
“Algo que nunca tem “Algo que nunca tem fim, que envolve um processo
fim” continuo.”

» 5 mudaram de opinido.

Sujeito 1
Q1 Q2
“Espaco, numeros.” “E algo que nunca acaba, que nado tem fim, que

envolve um processo continuo.”

Questao 2do Q2

Tendo em conta um excerto da conferéncia dada por David Hilbert, em 1925,
intitulada “Hotel de Hilbert”, proferida no encontro da Sociedade de Matematica de
Westphalie em memdéria a Weierstrass, era pedido aos alunos que comparassem o
namero de elementos do conjunto {1,2,345,6,7,89,..} com o do conjunto
{2,3,4,5,6,7,8,9,10,...}. A maioria dos estudantes (87,5%) disse que o matematico tinha
razao, isto €, concordaram que era possivel estabelecer uma correspondéncia entre
estes dois conjuntos, como se evidencia na figura 1, associada ao texto.
Considerava-se um hotel hipotético com infinitos quartos, todos ocupados, mas
como o hotel possui um namero infinito de quartos, o héspede do quarto nimero 1
mudava-se para o0 2, o do quarto 2 para o 3 e assim sucessivamente, ficando o
quarto namero 1 vago para hospedar o senhor que havia chegado. Apenas 1 aluno
ndo concordou com o matematico e 1 aluno ndo respondeu a questo.

Figura 1: Correspondéncia entre dois conjuntos.
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Esta questdo visava entender como eles estabeleciam as correspondéncias
entre dois conjuntos e de acordo com as suas justificacdes as respostas foram
agrupadas em cinco categorias:

» 9 alunos responderam que existe uma correspondéncia entre os dois
conjuntos;

Sujeito 10 — “O matematico tem razdo porque se se pode estabelecer uma
correspondéncia entre estes dois conjuntos entdo eles tém o mesmo numero de
elementos.”

» 3 alunos disseram que existe uma correspondéncia um a um entre os dois
conjuntos;

Sujeito 16 — “O matematico tem razdo porque se ha uma correspondéncia um a
um entre os elementos dos conjuntos, estes tém o mesmo numero de elementos.”

» 1 aluno respondeu que os conjuntos tém o mesmo cardinal;

Sujeito 1 — “Quando ha uma correspondéncia entre dois conjuntos, eles tém o

mesmo cardinal, logo se 12223324, onta0 a cada elemento do primeiro
conjunto posso corresponder um elemento do outro conjunto. Logo, o matematico
tem razao.”

» 1 estudante referiu que os conjuntos sao infinitos;
Sujeito 9 — “Sim. Ambos 0s conjuntos remetem para o infinito.”
» 1 estudante fez uma associacdo a conjuntos finitos.

Sujeito 15 — “Acho que ndo. Por exemplo, os quartos eram de 1 a 20. O senhor
do quarto 20 teria de se mudar para o quarto n° 1.”

Questao 3do Q2

A Ultima questdo deste questionario era mais filosofica. A sua interpretacao
prendia-se com o facto de varios conjuntos serem infinitos e terem o mesmo cardinal
apesar de serem distintos ou de existirem diversos conjuntos infinitos com cardinais
diferentes. Deste modo, pedia-se aos alunos para comentarem a figura 2.

O PRAZERE
TODO MELL MAS
DEVE HAVER ALGUM
EMGAND, POB
EU sou
IMNFINITO!

PRAZER, NOBRE
COLEGA, MEU
MOMEE
INFINITO!

Figura 2: Imagem da questéo 3 do Q..
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As ideias salientes nas respostas dadas foram sintetizadas no quadro 2.
Metade deles associou a figura a ideia de que existem varios conjuntos infinitos,
podendo ter cardinais diferentes (2) ou iguais (1) e que nem todos 0s conjuntos
infinitos tém o mesmo numero de elementos (3), dando alguns exemplos.

N° de
respostas

Véarios conjuntos infinitos 8
Cardinais diferentes 2
Cardinais iguais 1
#R>#N 3
#N=#2N 1
#Q<#R 2
HR>HZ. 1
Nem todos 0s conjuntos infinitos tém o mesmo numero de elementos 3

1

—=016) 1

6 é infinito

Ha dois infinitos; t®© ¢ —®© 1
Problema da identificacdo do infinito 1
O infinito é indeterminado 1
O infinito ndo tem fim 2
O infinito é transcendente a normalidade humana 1

A vida é infinita 1
N&o sabe 1

Quadro 2: Respostas obtidas a questao 3 do Q..

Discussao dos resultados

Pela andlise da questdo 2 do primeiro questionario verificamos que 68,75% dos
estudantes associaram a expressao “sem fim” ao infinito, revelando uma concepcao
de infinito limitada apenas ao potencial. Foram obtidas 14 ideias diferentes de
infinito, demonstrando a falta de precisdo do termo. Ja na questdo 1 do segundo
guestionario que visava o0 mesmo, 25% dos alunos mantiveram a mesma ideia,
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43,75% ampliaram a ideia inicial e 31,25% mudaram de opinido. Sendo de salientar
que agora 87,5% consideram que o infinito é “algo sem fim”.

Na questdo 2 do segundo questionario, 87,5% dos estudantes consideraram
que era possivel estabelecer uma correspondéncia entre o0s conjuntos

{1’2’3’4’5’6’7’8’9""} e {2’3’4’5’6’7’8’9’10""}, mas destes apenas 3 referiram uma
“correspondéncia um a um” e 1 usou a expressao “mesmo cardinal”.

A Ultima questdo do segundo questionario que apresentava duas figuras a
afirmarem que ambas eram o infinito, era aberta e de caracter mais filosofico.
Metade dos alunos respondeu que existem varios conjuntos infinitos, tendo 18,75%
mencionado que ha conjuntos com cardinais diferentes/iguais, 18,75% dito que nem
todos os conjuntos tém o mesmo numero de elementos e 43,75% dado exemplos
concretos de comparacao de conjuntos. Demonstrando uma aprendizagem efectiva
sobre a cardinalidade de um conjunto.

Conclusao

O infinito actual no é intuitivo! E necessario abordar o tema com cuidado,
salientando os paradoxos da histéria da matematica. Neste caso, analisou-se as
concepcodes de infinito de uma turma do 12° ano de escolaridade e verificou-se que a
maioria destes alunos aceita o infinito potencial, mas n&o considera o infinito actual.
Aplicou-se uma webquest sobre o tema de forma a ampliar e refinar o0 conhecimento
e verificou-se que a nocdo de infinito realmente sofreu alteracdes. No fim da
experiéncia alguns alunos ja conseguiram comparar conjuntos com 0 mesmo
cardinal e entender que existem diferentes infinitos, embora ainda com algumas
limitacGes. Trata-se de um conceito que necessita de ser abordado com mais rigor
na escolaridade bésica e secundéaria em Portugal.
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