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Resumen

Presentamos un material didactico digital propuesto para un curso de Calculo
Integral y Vectorial en una y varias variables en la Facultad de Ingenieria de la
Universidad Nacional de La Plata. El material en formato de CD dispone de una
breve introduccién al Maple, con comandos basicos para el desarrollo de los
contenidos de la asignatura, talleres didacticos y actividades de ejercitacion, que
guian al alumno en el proceso de ensefianza y aprendizaje a partir de la
visualizacién

Abstract

A digital media is presented which facilitates the teaching of Integral and Vector
Calculus (single- and multi-variable) at the College of Engineering of the National
University of La Plata. The material, in CD format, provides a brief introduction to
Maple, including the basic commands needed to cover the subject content,
educational workshops and exercises, each of which guide the student in the
process of learning through visualization.

Resumo

Apresentamos um material didactico digital proposto para um curso de Calculo
Integral e Vectorial huma e varias variables na Faculdade de Engenharia da
Universidade Nacional da La Plata. O material em formato de CD dispde de uma
breve introducdo ao Maple, com comandos basicos para o desenvolvimento dos
conteudos da matéria, oficinas didacticas e actividades de ejercitacion, que
guiam ao aluno no processo de ensino e aprendizagem a partir da visualizacion.

Introduccion

La practica habitual de desarrollar el proceso de ensefianza usando como
recursos casi exclusivos la tiza y el pizarron, se esta abandonando de manera
progresiva. Los avances de la ciencia y la tecnologia han puesto a disposicion del
docente una serie de medios y/o objetos que pueden servir de elementos
mediadores para el desarrollo de su actividad cotidiana. Una de las tendencias
actuales consiste en la incorporacion, cada vez mas frecuente, de nuevas
tecnologias en la ensefianza que permiten otros modos de aprendizaje. Las nuevas
tecnologias permiten introducir imagenes, animaciones y sonidos que provocan
generalmente, en los alumnos, un acercamiento a los nuevos temas a estudiar y una
motivacion de los mismos.

En este contexto, en la Facultad de Ingenieria de la Universidad Nacional de La
Plata, un grupo de profesores preocupados por el mejoramiento de la ensefianza en
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las materias basicas del Area Matematica realizan distintas actividades con el objeto
de mejorar el rendimiento académico de los alumnos. En esta facultad, la
metodologia de ensefianza en las materias basicas de Matematica considera al
alumno como constructor de su propio conocimiento y no mero receptor y al docente
como guia del aprendizaje. Las clases son participativas, en aulas con
computadoras y libros para uso de los alumnos. Este marco es propicio para la
implementacion de nuevas estrategias de ensefianza y aprendizaje.

Presentamos el material educativo desarrollado e implementado en la catedra
de “Matematica B”, curso de Calculo Integral y Vectorial en una y varias variables,
para alumnos de primer afio de las todas las carreras de la Facultad de Ingenieria de
la Universidad Nacional de La Plata (FI UNLP).

La materia es semestral. Los alumnos se distribuyen segun su especialidad en
varias comisiones. Cada grupo estad a cargo de un Profesor, un Jefe de Trabajos
Practicos y Ayudantes, los que trabajan en forma conjunta en el aula. Los alumnos,
como guia para el estudio de la asignatura, disponen de un material tedrico-practico
impreso desarrollado por el Profesor Titular de la catedra'. Este material aborda
todos los contenidos de la asignatura teniendo en cuenta que no solo importa el
conocimiento sino la forma en que éste se presenta y promueve en el alumno la
conexion de los nuevos conocimientos con los previos. Para el desarrollo de los
contenidos y ejercitacion, se proponen actividades adicionales y auto-evaluaciones
que le permiten al estudiante reforzar conceptos dificiles de asimilar. Las actividades
inducen al alumno a vincular conceptos matematicos y fisicos como también el uso
de un software matematico para la implementacion de las aplicaciones informaticas.
El material impreso constituye un eje central en el desarrollo de las clases teérico-
practicas.

A partir de las aplicaciones en Maple del material impreso, surge la necesidad
de implementar un material educativo en formato de CD-ROM que acompafie a las
Guias Teodrico Précticas, con el objetivo de innovar en la practica pedagdgica y
ofrecerle al alumno un nuevo recurso, que por la naturaleza misma del material, le
brindara todo lo que la tecnologia entrega: visualizacién, exploracién y motivacion.

Maple? es el software con el que trabajan los alumnos en las materias basicas
de Matematica. Es una herramienta de calculo, manipulacion y visualizacion
matematica, es un programa interactivo disefiado para resolver de forma simbdlica,
problemas en las areas de Ciencias e Ingenieria. A diferencia de otros software
matematicos que solo pueden operar con numeros de punto flotante, Maple puede
resolver problemas que involucren definiciones de matematica formal y retornar
respuestas como objetos matematicos.

1. Objetivos del material

La principal funcidn con la que fue concebido el material digital es la de ofrecer
un entorno para la exploracion, la experimentacion, la creatividad y favorecer la
comprension y apropiacion de los conceptos a partir de la visualizacion gréfica.

1 http://www.ing.unlp.edu.ar/catedras/F0302/
2 http://lwww.maplesoft.com/
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En matematica, segun Ferrer, “la visualizacibn constituye un aspecto
importante, es algo natural si se atiende la naturaleza misma de la matematica”.
Ademas segun Zimmermann W. y Cunningham S., “desde la perspectiva de la
matematica es inusual la restriccion de que las imagenes deben ser manipuladas. La
visualizacion se toma como la habilidad para trazar con lapiz y papel un diagrama
apropiado, con ayuda de una calculadora o una computadora. El diagrama sirve
para representar un concepto matematico o un problema y ayuda a comprender el
concepto o a resolver el problema. La visualizacién no es un fin en si mismo sino un
medio para conseguir entendimiento; visualizar un problema significa entender el
problema en términos de un diagrama o de una imagen. La visualizacion en
matematicas es un proceso para formar imagenes mentales con lapiz y papel, o con
la ayuda de tecnologia y utilizarla con efectividad para el descubrimiento y
comprension de nociones matematicas. Esto pone de manifiesto la importancia de la
visualizacion dentro del ambito del proceso del aprendizaje de las matematicas”.

El material, también pretende motivar el uso de un software matematico, en
este caso el Maple, lo cual contribuira a completar el perfil profesional de un futuro
ingeniero. Este software permite una participacion activa y creativa por parte del
estudiante dado que con esta herramienta podra conjeturar, experimentar, y extraer
conclusiones. Con minimos conocimientos informaticos el estudiante tiene toda una
gama de posibilidades (simulacion estadistica, programaciéon de algoritmos
numericos, analisis avanzado de problemas de investigacion operativa y de
optimizacién). Asimismo permite al profesor explicar conceptos que, de otra forma,
guedarian en un nivel de abstraccion dificil de asimilar por muchos estudiantes en un
tiempo breve, como volumenes generados por regiones planas al rotar alrededor de
un eje, representaciones de superficies en tres dimensiones, conceptos y resultados
tedricos susceptibles de ser comprobados empiricamente.

Otro objetivo importante es el de promover el trabajo grupal. El alumno
comparte y socializa el conocimiento, y asi lo enriquece. El aprendizaje colaborativo
tiene como estrategia disminuir la dependencia de los estudiantes de sus profesores
y aumentar la responsabilidad de ellos por su propio aprendizaje.

Objetivos a destacar

 Ofrecer un entorno para la exploraciéon, la experimentacion y la
visualizacion.

. Motivar el uso de un software matematico.

»  Favorecer la comprensiéon y la apropiacion de los conceptos a partir de la
visualizacion.

*  Obtener conclusiones a partir de las graficas obtenidas.

*  Promover el trabajo grupal.

*  Prescindir de célculos tediosos utilizando el software.

» Reforzar puntos conceptuales que resulten dificiles de asimilar.
* Vincular conceptos comunes de la matematica y la fisica.

«  Complementar las actividades de la clase.

e Servir como medio para la autoevaluacion.
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2. Elaboracion del material editado
Desarrollo del material

El proceso de elaboracion de material didactico, segun Area Moreira, en
general, requiere el desarrollo de cinco grandes tareas o fases que pueden
representarse del siguiente modo:

v Disefio o planificaciéon del material

Desarrollo de los componentes y dimensiones
Experimentacion del material en contextos reales
Revision y reelaboracion

Produccion y difusion

ASRNENEN

En nuestro caso y de acuerdo a estas fases, el material fue planificado por los
autores, que son profesores de la asignatura, conocedores de los contendidos de la
materia y quienes mejor conocen las necesidades y dificultades de los alumnos,
alcanzada a partir de la amplia experiencia docente en el aula. El disefio y
digitalizacion del material fue realizado por un técnico especialista en el tema que
traslado la propuesta de los profesores al lenguaje digital.

El material elaborado, se compone de texto hipermedial, imagenes y archivos
de extension mws (correspondientes a archivos ejecutables de Maple). A su
estructura se accede a partir de una portada con formato de navegador. Se
almacena en soporte de CD-ROM y ademas esta disponible en la pagina web de la
Facultad de Ingenieria®.

El material educativo es editado desde el afio 2007 por la Editorial de la
Universidad Nacional de La Plata, y se distribuye a los alumnos a través del Centro
de Estudiantes de la Facultad de Ingenieria de la UNLP.

Tipo de material

Los materiales multimedia educativos se pueden clasificar segun su estructura,
sus contenidos, sus destinatarios, segun su concepcion sobre el aprendizaje, u
otros. Encuadramos el material editado como un “material educativo formativo y
multimedial” dado que responde a un plan determinado para ensefiar y esta
compuesto por representaciones de contenidos y situaciones de aprendizaje en
multiples formatos como ser texto, graficas y animaciones accesibles para el
usuario.

El material fue concebido para ser usado como material didactico en cursos
presenciales de matematica para alumnos del primer afio de las distintas carreras de
Ingenieria. Tiene el propdsito de ser motivador del aprendizaje dado que incluye
elementos que captan la atencion de los alumnos y mantienen su interés. El uso del
material en el aula, favorece los procesos de ensefianza y aprendizaje, grupales e
individuales.

8 http://www.ing.unlp.edu.ar/fismat/imapec/Soft/matb_maple/Matematica_B.html
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Estructura y contenido del CD-ROM

El CD-ROM dispone de una portada (Figura 1) a partir de la cual, a través de
una barra de herramientas se accede a un Tutorial de Maple, con instrucciones
basicas del software, a Talleres y Actividades (Tabla 1). Estos Ultimos estan
secuenciados por temas de acuerdo al cronograma de la materia. Los contenidos de
los Talleres y Actividades fueron desarrollados segun conocimientos previos de los
alumnos propiciando un aprendizaje activo.

Talleres Actividades
* Sumas de Riemann  Integracién en una variable
* Sodlido de revolucion » Ecuaciones diferenciales
e Triedro de Frenet * Integrales Mdltiples
e Campos vectoriales * Integral de Linea
* Rueda exploradora » Superficies y curvas
» Campos conservativos Yy circulacion

Tabla 1

Era-roRdBE TS By S

Contenidos:

Portada

Fig. 1 Portada del CD-ROM

Nota: Los archivos de
Maple estén realizados

P
descar garlos
primeramente a su disco

3. Talleres

La confeccion e incorporacion de los Talleres en el material educativo, se debe
a que constituyen una importante herramienta pedagoégica innovadora que ha sido
implementada y estudiada por diversos autores, entre ellos, Gloria Mirebant Perozo,
quien define: “Un taller pedagdgico es una reunion de trabajo donde se unen los
participantes en pequefios grupos o equipos para hacer aprendizajes practicos
segun los objetivos que se proponen y el tipo de asignatura que los organice. Puede
desarrollarse en un local, pero también al aire libre”. En el lenguaje corriente, taller
es el lugar donde se hace, se construye o se repara algo. Asi, se habla de taller de
mecanica, taller de carpinteria, taller de reparacion de electrodomésticos, u otros.

Desde hace algunos afios la practica ha perfeccionado el concepto de taller
extendiéndolo a la educacién, y la idea de ser “un lugar donde varias personas
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trabajan cooperativamente para hacer o reparar algo” pasa a ser “lugar donde se
aprende haciendo junto a otros”, esto dio motivo a la realizacion de experiencias
innovadoras en la busqueda de métodos activos en la ensefianza.

Por otra parte se considera que el taller es una importante alternativa. Mediante
la realizacion de los Talleres, los docentes y los alumnos desafian en conjunto
problemas especificos buscando también que el aprender a ser, el aprender a
aprender y el aprender a hacer se den de manera integrada, como corresponde a
una autentica educacién o formacion integral. Mediante la realizacion de los Talleres
los alumnos en un proceso gradual o por aproximaciones, van alcanzando la
realidad y descubriendo los problemas que en ella se encuentran a través de la
accion-reflexion inmediata o accion diferida.

Los Talleres del CD-ROM contienen definiciones, ejemplos resueltos y
ejercitacion, que motivan al alumno a reflexionar y afianzar conceptos. Fueron
concebidos para ser realizados en forma grupal por los alumnos en el aula y guiados
por los profesores. Esta forma de trabajo en el aula genera en los alumnos una
forma distinta de interaccion (Figura 2).

El Taller de Sumas de Riemann tiene como objetivo final la comprension de la
definicion de integral definida como el limite de una sucesion de Sumas de Riemann.
A través de diversas actividades se induce a los alumnos a formalizar el concepto.
En el Taller de sélidos de revolucion el alumno visualiza los sélidos que se generan y
esto le facilita el planteo de las integrales que calculan su volumen (Figura 3). En el
Taller de campos vectoriales el alumno apoyado en la visualizacion grafica de
campos vectoriales en dos y tres dimensiones, sera capaz de intuir y comprender
conceptos fisicos del calculo vectorial, como calculo e interpretaciéon de rotor,
divergencia y lineas de flujo.

En este taller incluimos ejemplos de campos vectoriales de uso y de estudio
frecuente en Fisica, como son el campo gravitacional, eléctrico y magnético (Figura
4). Completando el estudio del calculo vectorial, el Taller de Campos Conservativos
y Circulacion permite analizar semi-cuantitativamente el valor de la circulacion sobre
una curva cerrada, observando cual es el angulo formado entre el campo y el vector
tangente al desplazamiento. Finalmente en el Taller de la rueda exploradora, el
alumno visualiza en una gréfica animada los vectores que forman el triedro de
Frenet y como éstos cambian sobre la trayectoria.

Fig. 2: Alumnos y docentes trabajando con el Taller de Sumas de Riemann
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Triedro De Frenet T
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Actividades de la Guia
Sucesiones
Integral
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Integrales Multiples

Series numericas

Integral De Linea -

Mota: Los archivos de Maple estan
algunos realizados enMaple 8y
otros en Maple 10. 31 su v v
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Fig. 3: Taller de Sélidos de Revolucion.
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Mota: Los archivos de Maple estin

algunaos realizados en Maple 8y o .
otros en Maple 10. Si su v >Hl:=[2*%x,2*%y]:

Fig. 4: Taller de Campos Vectoriales
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Ejemplo de un Taller

Detallamos uno de los Talleres, “Célculo aproximado del area bajo una curva:
Sumas de Riemann. Acotacion del error”.

Es el primer taller que realizan los alumnos en el curso de Matematica B,
usando Maple, luego de haber trabajado con propuestas que muestran la
importancia del célculo del area bajo la curva en distintas areas del conocimiento.

Tiene como objetivo final la deduccion de la definicion de integral definida como
el limite de una sucesion de Sumas de Riemann, a través de diversas actividades
que inducen a los alumnos a formalizar el concepto. Ademas mediante la
visualizacion de las distintas aproximaciones del “area bajo la curva” se espera que
puedan comprender el proceso e introducir la idea del calculo exacto.

En la actividad 1 del Taller se grafica funcion f(x)=x? para x en el intervalo [0,4],
y se definen distintas sumas: a izquierda (S;), a derecha (S,), y la regla del punto
medio (S3). Se indican los comandos de Maple (Tabla 2) para calcular las sumas en
forma simbdlica y numérica que aproximan la integral y luego los comandos que
permiten visualizar estas aproximaciones (Figura 5). Como ejercicio se les pide
comparar los valores de las diferentes sumas,

3 ki 2
S1=3 (1-1)F =14, 52=3 i*=30, $3=Y% (”%)2 -2
- =0

=1 i=1
hacer el analisis de los graficos y se les hacen preguntas, para ir construyendo las
ideas de aproximacion y acotacion del error cometido al aproximar.

A patrtir de los graficos, los alumnos pueden verificar que para esta funcién S; <
S3< S,y que lacotadel erroresE =S, - S;.

Cddigo de Maple parala actividad 1
> with(student):
Célculo, evaluacién y gréfico de la suma a izquierda.
> S1:=leftsum(f(x), x=0..4, 4); evalf(S1);
>leftbox(f(x),x=0..4,'shading'=red,color= black);
Calculo, evaluacion y gréafico de la suma a derecha.
> S2:=rightsum(f(x),x=0..4,4); evalf(S2);
> rightbox(f(x), x=0..4, 'shading'=blue,color= blac  Kk);
Calculo, evaluacion y gréafico de la suma aplicando la regla del punto medio.
> S3:=middlesum(f(x),x=0..4,4); evalf(S3);
> middlebox(f(x),x=0..4,,color= black);

Tabla 2
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Fig. 5: Sumas a izquierda, a derecha y regla del punto medio.

En la actividad 2 se disefia un procedimiento repetitivo que permite encontrar el
valor numérico de las sumas asociadas a distintas particiones del intervalo. Se
construye una tabla con los datos obtenidos y se analizan, para responder la
pregunta siguiente: ¢cual es el valor que aproxima al area bajo la curva? A
continuacion se disefia un procedimiento para realizar una tabla que hard mas
simple el analisis de los datos.

Cdédigo de Maple para la actividad 2
> forifrom 1to5 do j:=1000%*i :
S1[i]:=evalf(leftsum(f(x), x=0..4, j)):
S2[i]:=evalf(rightsum(f(x),x=0..4,))):
S3[i]:=evalf(middlesum(f(x), x=0..4,))):
E[i]:=S2[i] -S1]i]:
fila[i]:=[j,S1[i],S2[i],S3[i],E[i]]:end do:
>tabl a:=array([fila[1],fila[2],fila[3],fila[4],fila[5]]);

Tabla 3

(1000 2130134400 21.36534400 2133332800 0.06400000]
2000 2131733600 2134533600 2133333200 0.03200000
fabla = | 3000 2132266785 2134400118 2133333274 0.02133333
4000 21.32533400  21.34133400 2133333300 0.01600000
5000 2132683376 2133975376 2133353312 0.01280000]

Tabla 4

Los alumnos pueden observar en la tabla 4 que a medida que va creciendo el
namero de subdivisiones del intervalo, la cota del error va disminuyendo y los
valores de las distintas sumas se aproximan al mismo valor.
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En la actividad 3 se propone usar una sentencia de Maple para animar con un
namero grande de subdivisiones del intervalo (Tabla 5), la visualizacion de la
sucesion de las areas de los rectangulos, la cual se aproxima al area bajo la curva y
ayuda a los alumnos a formalizar el concepto de integral definida (Figura 6).

Cédigo de Maple para la actividad 3
>restart;
>with(Student[Calculus1]):
>Approximatelnt(x*2,x=0..4,method=midpoint, output= animation);
Tabla 5
7[ 169 s
14 74 1ad jf
12 7[ 12 ,z%

Fig. 6: Graficas obtenidas en la actividad 3

En la actividad 4 se les propone repetir las actividades 1 y 2 para otras dos
funciones, una que es mondétona decreciente y otra que no. El objetivo es que los
alumnos relacionen y comparen estos resultados con los obtenidos previamente,
haciéndoles notar que la relacion de desigualdad entre las sumas S;, S, y S; en este
caso es otra.

La realizacion de este taller pretende disparar el estudio de otros métodos
numericos para el calculo aproximado de integrales definidas usando sumas de
areas de otras figuras como por ejemplo el Método de los Trapecios y el error
cometido en dicha aproximacion.

4. Actividades

Las Actividades fueron concebidas para que el alumno disponga de las
instrucciones en Maple necesarias para resolver y/o verificar ejercicios de célculo
propuestos en las Guias como son: calculo de integrales en una y varias variables,
integrales de linea, integrales de superficie, integrales impropias y resolucién de
ecuaciones diferenciales, como asi también las sentencias para la grafica de
superficies y curvas.

Ejemplo de una de las Actividades

Una de las actividades del CD-ROM corresponde al tema: “Ecuaciones
Diferenciales”. Esta actividad tiene por objetivo que el alumno visualice campos de
direcciones, encuentre la solucion general de una ecuacion diferencial ordinaria de
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primer orden, y dadas distintas condiciones iniciales encuentre y grafique las
soluciones halladas.

Supongamos que tenemos una ecuacion diferencial del tipo y' = f(x,y). Esta
ecuaciéon muestra que la pendiente de la tangente a la curva solucion en el punto
(x,y) es f(x,y). Si trazamos segmentos rectilineos cortos con pendiente f(x,y) en
varios puntos (X,y), a ese conjunto de segmentos se le llama “campo direccional” o
“campo de pendientes”. Cada segmento rectilineo tiene la misma pendiente que la
curva solucion en (x,y) y, por tanto, es tangente a la curva en ese punto.
Recordemos que en un entorno de (x,y), si existe la derivada, la tangente aproxima
bien a la curva. Cuantos mas segmentos trace, mas clara se vuelven las imagenes
de las curvas solucion.

Es importante notar que realizar con papel y lapiz el campo de direcciones de
una ecuacion diferencial es un proceso tedioso, de ahi la importancia de utilizar en
este caso un software matematico. Usando Maple los alumnos pueden visualizar
rapidamente el campo de direcciones para una ecuacion dada y varias curvas de la

familia de soluciones halladas induciendo la nocion fisica de lineas de flujo (Figura
7).

Para resolver la ecuacion, y hallar la solucion general se usa el comando
dsolve:

solp:=dsolve({D(y)(x) = x+y(x)}, y(X));
solp :={y(x) = -x-1+exp(x)*_C1}
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Fig. 7: Campo de direcciones y familia de soluciones de la ecuacion y’'(x)=x+y

5. Opinién de los alumnos sobre el material

Se consulté mediante una encuesta a los alumnos de un curso en el que se
motivo el uso del material. Se les preguntd sobre la utilizacion previa del software, la
realizacion de las Actividades y Talleres del CD-ROM Yy la experiencia de trabajo con
los mismos. La encuesta constaba basicamente de las siguientes preguntas:
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Preguntas Resultados
¢ Utilizo Maple con anterioridad a esta asignatura? Sl el 52%
¢ Realizo los talleres? Sl el 91%

Sobre el total de alumnos que respondieron Sl en la pregunta

anterior:

¢ Le agradd realizar las actividades del CD-ROM? Slel 77%

¢, Coémo calificaria el material presentado? Muy bueno: 32 %
Bueno: 65 %
Regular: 3%
Malo: 0%

¢UsoO los Talleres para verificar resultados de ejercicios? Sl el 51%

¢Los Talleres lo ayudaron a comprender y visualizar mejor los | Sl el 90%
temas?

6. Conclusiones y tareas pendientes

Creemos que es necesario adecuar la enseflanza de la matematica a los
nuevos tiempos a través de la utilizacion de materiales digitales en las propuestas
educativas, siempre que el recurso didactico tenga el fin de ser un medio para
mejorar el aprendizaje. Para ello, hay que encontrar un adecuado equilibrio entre el
manejo conceptual de los temas, el uso de nuevas tecnologias y la metodologia de
ensefianza. Segun G. Kaplun, “un material educativo no es solamente un objeto
(texto, multimedia, audio visual u otro) que proporciona informacién sino que, en un
contexto determinado, facilita o apoya el desarrollo de una experiencia de
aprendizaje”.

Trabajar en el aula con materiales distintos a los tradicionales, motiva el interés
de los alumnos y estimula la actividad intelectual, dado que el proceso por el cual las
personas construyen representaciones mentales es beneficiado si se le presentan
imagenes que puedan interpretar, manipular, experimentar y extraer conclusiones de
las mismas. Ademas, la incorporacion de tecnologia en el aula, favorece la
participacion activa de los estudiantes, la reflexion critica, el trabajo grupal, la
interaccién con los docentes, en definitiva, redunda en el proceso de ensefianza y
aprendizaje.

Queda aun pendiente definir indicadores que permitan evaluar y validar el
material presentado por parte de alumnos de otros cursos, como de otros profesores
de la cétedra. También hacer una evaluacion cuantitativa del mejoramiento del
proceso de aprendizaje a partir del uso del medio presentado.
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