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Del Problem Solving alos Recorridos de Estudio e Investigacion
Cronica del viaje colectivo de una comunidad cienti  fica

Josep Gascon Pérez

Resumen

En este trabajo describiremos brevemente la génesis y el desarrollo de una de las
lineas de investigacion de la didactica de las mateméticas en Espafia desde principios
de los aflos 80 del pasado siglo hasta nuestros dias. Esta descripciébn sera
inevitablemente sesgada y en cierta medida autobiogréfica, pero los verdaderos
protagonistas de la historia seran los problemas a los que una pequefia comunidad se
ha enfrentado a lo largo de estos 30 afios. Ambos, los tipos de problemas y la
comunidad, han evolucionado paralelamente y ésta se ha constituido como comunidad
cientifica compartiendo, utilizando y desarrollando la Teoria Antropologica de lo
Didactico (Chevallard 1992, 1997, 1999; Chevallard, Bosch & Gascon 1997)

Abstract

In this work we will describe brief the genesis and the development of one of the lines of
investigation of the didactics of the mathematics in Spain from beginning of the 80s of
last century to the present day. This description will be inevitably slanted and uo to a
point autobiographical, but the real protagonists of the history will be the problems
which a small community has faced throughout these 30 years. Both, the types of
problems and the community, they have evolved parallel and this one has been
constituted as scientific community sharing, using and developing the Anthropologic
Theory of the Didactic. (Chevallard 1992, 1997, 1999; Chevallard, Bosch & Gascoén
1997)

Resumo

Neste trabalho descreveremos brevemente a génese e o desenvolvimento de uma das
linhas de pesquisa da didatica das mateméticas na Espanha desde principios dos
anos 80 do século passado até os nossos dias. Esta descricdo sera inevitavelmente
sesgada e em certa medida autobiografica, mas os verdadeiros protagonistas da
historia serdo os problemas aos que uma pequena comunidade se enfrentou ao longo
destes 30 anos. Ambos, os tipos de problemas e a comunidade, evoluiram
paralelamente e esta se constituiu como comunidade cientifica compartilhando,
utilizando e desenvolvendo a Teoria Antropolégica da Didatica (Chevallard 1992, 1997,
1999; Chevallard, Bosch & Gascon 1997).
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Si estuviera reescribiendo este libro empezariauocandlisis de

la estructura comunitaria de la ciencia, tema quo&ntemente

se ha convertido en importante objeto de la ingastén sociol6gica,
y que también empiezan a tomar en serio los rastores de la ciencia.

Thomas S. Kuhn
La estructura de las revoluciones cientificas
Posdata(1969)

Introduccion

El desarrollo de toda disciplina cientifica est4 profundamente ligado, como no
podria ser de otra manera, a la evolucion de los problemas de los que
sucesivamente se ocupa Yy, por tanto, debe interpretarse a la luz del desarrollo de
dichos problemas. Como sucede en todos los ambitos cientificos el desarrollo de la
didactica de las matematicas se lleva a cabo en el seno de una comunidad de
investigadores fragmentada en pequefas subcomunidades. En lo que sigue
tomaremos como protagonistas de la narracion a los problemas didacticos que
constituyen la “razén de ser” de una de dichas subcomunidades.’

Con la perspectiva que proporcionan treinta afios de trabajo continuado,
podemos mostrar un esquema general de las cuestiones probleméaticas que nuestra
comunidad ha ido estudiando a lo largo de todo este tiempo y disponer asi de un
mapa global del recorrido. Es importante subrayar, sin embargo, que la evolucién de
esta problematica no ha sido continua ni lineal ni, mucho menos, previsible de
antemano y que se ha ido diversificando a medida que se tomaba conciencia de la
magnitud y la complejidad del problema de la Educacion Matematica (Gascon 2002).
Esqueméticamente puede hablarse de cinco lineas de investigacién profundamente
relacionadas entre si, que surgen histéricamente de un problema docente (Gascon
1999b).

(1) El problema (1) Taller de Practicas _ {3) El papel dal profesor en las
docants ™ Matematicas Organizaciones Didacticas

(4) El preblema metadidactico: la naturalaza de la didachiea de las

maternateas como diseipling crentifiea

SRS, S —
—T i Reformulaciémdels |
Discontinuidzdes ! problematicadela |
MyDenwre 5y U “metacogmicion” :
b
Proceso de — s
algebrizacion de La modelizacion |/ ! Medelizacion i
las matematicas o como ]Jgna:.mma i ._E _en Cieu.clas :
enoolares de articulacion o Experimentales ;
L T
. '|l !_'_'_'_'_'_'_'_'_'_-
Lo matematico Yy Del proceso de :
como dimensicn { algebrizacidma |
esencial de lo i lz modelizacicn :
didaetice [ fumeional i
1 .
(%) Gran problema del curriculum

! Utilizaré las notas a pie de pagina para dar algunos datos biograficos de esta pequefia comunidad cientifica que también
denominaré “nuestra comunidad”. A este respecto hay que decir que si bien en la primera mitad de este periodo (1980-1995)
yo fui el responsable de coordinar el trabajo de la citada comunidad, desde 1995 podemos hablar de una coordinacién
compartida con Marianna Bosch.
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En determinados trabajos, y hasta en ciertas etapas relativamente prolongadas,
algunos de estos problemas toman un protagonismo especial mientras que otros
parecen haber desaparecido completamente. Pero a la larga los problemas
importantes reaparecen con nuevas implicaciones, modificando de nuevo el
panorama de la problematica didactica global®.

1. La problematica docente de la ensefianza de las m  atematicas como punto de
partida

Si nos situamos en 1980 podemos visualizar una pequefia comunidad de
profesores de matematicas que no compartiamos el punto de vista mayoritario que
consideraba en aquel momento la ensefianza de las matematicas como un “arte”
que dificilmente podia ser objeto de investigaciones sistematicas ni de indagaciones
disciplinadas. En contra de esta idea dominante empezaba a tomar fuerza en
nuestra incipiente comunidad la conviccién de que muchas cuestiones importantes y
no triviales relativas a la ensefianza de las matematicas eran ignoradas debido a una
falsa transparencia originada por su inmediatez. Reclamabamos, en consecuencia,
un cierto distanciamiento para poder llevar a cabo un estudio “cientifico” de la
problematica docente del profesor de matematicas.

Se empezaba asi a poner en duda la que podriamos denominar solucién del
sentido comun al problema de la Educacion Matematica y, en particular, los
presupuestos implicitos (y también muchos de los explicitos) del movimiento de
renovacion de materiales, que habia jugado un papel muy importante en la
dinamizacion de la ensefianza de las matematicas en Espafia a lo largo de la
década de los 70 pero que, por razones que nadie intentaba explicar, no estaba
dando en la practica los resultados esperados.

Empezaron a plantearse preguntas que apuntaban hacia una especie de
investigacion “fundamental”. Entre dichas preguntas podemos citar:

(@) ¢Como fundamentar los criterios para decidir el tipo de material matematico que
deberia disefiarse asi como la metodologia didactica mas adecuada en una
situacion escolar dada? Se preconizaba asi, aunque de forma incipiente, la
irrenunciable ambicion de construir una nueva disciplina cientifico-experimental:
la didactica de las matemaéticas.

(b) ¢De donde proviene la misteriosa persistencia y universalidad de las dificultades
en el aprendizaje de las matematicas?

(c) ¢Hasta qué punto estas dificultades dependen de la especificidad de los
diferentes aprendizajes matematicos? De aqui emergera posteriormente la
conviccion de que la nueva ciencia deberia desarrollarse en el seno de la
comunidad matematica porque su objeto de estudio era, primariamente, la propia
actividad matematica.

(d) ¢Cual es la relacion entre motivacion y aprendizaje? ¢ Existe una relacion causal
simple entre ellas o, simplemente, una correlacién alta?

2 psi, por ejemplo, la problematica en torno a la dimension ostensiva de la actividad matemaética fue abordada en la tesis de
Marianna Bosch (1994) y ha reaparecido recientemente con fuerza (Arzarello et Alt. 2008).
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(e) ¢Como medir experimentalmente los cambios en el aprendizaje producidos por
una intervencion didactica determinada?

Esta primera etapa concluye con las investigaciones relativas a la Resolucion
de Problemas® y una interpretacién critica del movimiento clasico del Problem
Solving mediante el planteamiento de una probleméatica mas basica:

(1) ¢Qué se entiende por problema de matematicas? ¢Qué papel juegan los
problemas resolubles mediante un algoritmo? ¢Y los problemas de
demostracion?

(2) ¢Problemas aislados o clases de problemas? ¢De donde extraer los criterios de
clasificacion de problemas?

(3) ¢Como disefar una instruccién dirigida a mejorar la capacidad de resolver
problemas? ¢Basta con dar una “descripcion” de la actividad que llevan a cabo
los resolutores expertos? (Kilpatrick 1967) ¢De donde extraer, en este caso, las
categorias para llevar a cabo dicha descripcion? ¢No seria necesario utilizar un
modelo tedrico?

(4) ¢Cbmo identificar los cambios que sufre la actividad de resolucion de problemas
en funcion del tipo de instruccion escolar?

Sin pretender resumir aqui las respuestas (parciales) a estas cuestiones que
empezaron a emerger en el trabajo de nuestra incipiente comunidad, describiremos
brevemente los supuestos metodoldgicos y epistemoldgicos en los que dichas
respuestas se fundamentaban. Esta explicitacion de los supuestos basicos es
importante porque es precisamente la evolucion de los mismos y su critica parcial o,
en otros términos, su contextualizacion en un marco mas comprensivo, la que dara
origen posteriormente a nuevas perspectivas de la investigacién y, en definitiva,
constituira el motor que hara evolucionar la problematica.

En primer lugar no se pretendia investigar los mecanismos psicolégicos del
aprendizaje de los métodos de resolucion de problemas. En consecuencia se definia
problema, clase de problemas y método de resolucion sin hacer ninguna referencia a
los estados mentales del sujeto que resuelve el problema. En segundo lugar, el
interés se centraba en el dominio de los métodos de resolucién, en lugar de utilizar
la actividad de resolucion de problemas para motivar o posibilitar la adquisicién de
ciertos sistemas conceptuales. En tercer lugar se introducia la nocion de alumno
hipotético con el objetivo de idealizar la actividad de resolucion de problemas y
liberarla, provisionalmente, de las variables contextuales y cognitivas que
distorsionan la estructura formal de los métodos de resolucion.

A partir de estos supuestos basicos se proponia un esbozo de una teoria
general de la resolucion de problemas de matematicas, se disefiaban metodologias
didacticas concretas y se formulaban hip6tesis contrastables empiricamente. Dicha
contrastacion se llevé a cabo en el aula, iniciAndose asi el estudio de la actuacion
del solucionador real de problemas en base al modelo proporcionado por el alumno
hipotético.

% Uno de los frutos de esta primera etapa es la presentacion de la tesis doctoral (Gascon 1989). Esta tesis fue la primera de
Didactica de las Matematicas que se leia en el Departamento de Matematicas de la Universitat Autdbnoma de Barcelona. Para

poder ser aceptada se requirieron informes favorables de los profesores Lluis Santal6 y Peter Hilton.
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2. Primera ampliacion de la problematica. EI  Taller de Practicas Matematicas vy
la necesidad de nuevos dispositivos didacticos

A finales de los afos 80 y principios de los 90 entramos en contacto con los
trabajos sobre modelizacién llevados a cabo por el equipo del profesor Yves
Chevallard de la Universidad de Aix-Marsella. Los resultados de estos trabajos
influyeron sobre nuestro punto de vista respecto al papel de la Resolucién de
Problemas en el ambito global de la ensefianza escolar de las matematicas.

Estos trabajos se situaban en la linea de los analisis precursores de Guy
Brousseau de los fendbmenos didacticos dentro de una perspectiva sistémica. En
sintesis, mientras la tradicién anglosajona del Problem Solving* centré el interés en
torno a las reglas heuristicas potencialmente Utiles para resolver problemas (lo que
constituye una posible interpretacion, pero no la Unica, de la heuristica de Pdlya), la
mal denominada “escuela francesa” se interesé prioritariamente por la situacion
didactica creada en torno a la actividad de resolucién de problemas en el aula,
entendiendo esta actividad como un medio para “hacer matematicas” mas que como
un fin en si misma.

Estos trabajos mostraban que el punto de vista dominante en el movimiento
clasico del Problem Solving tendia a provocar una descontextualizacion del
problema: éste se presentaba, en el uso escolar habitual, aislado y sin conexion con
el sistema (matematico o extra-matematico) a partir del cual surge en una
determinada actividad matematica. Se planteaba, implicitamente, una cierta
contraposicion entre el conocimiento del sistema y la simple resolucién de los
problemas que resultan (o deberian resultar) del estudio del mismo. Esta separacion
podria explicar, al menos parcialmente, la dificultad de los alumnos para hacerse
suyo el problema (la devolucion del problema en la terminologia de Brousseau),
dado que dicha devolucion sdélo parece posible a partir de una devolucién previa del
sistema en el seno del cual surge el problema en cuestion.

¢, Cual es la relacion entre este punto de vista y los trabajos iniciales de nuestra
comunidad en resolucién de problemas? La respuesta no es sencilla, pero lo que
esta claro es que en ambos casos se pretende superar, aunque en direcciones
diferentes, las limitaciones del punto de vista clasico sobre la resolucién de
problemas liderado por el movimiento del Problem Solving.

Parecia interesante, por tanto, plantearse la posibilidad de elaborar un modelo
capaz de abarcar ambas generalizaciones: la que lleva del problema a un método de
resolucién y, por lo tanto, al estudio de una clase de problemas y la que lleva del
problema a un sistema (matematico o extra-matematico) que le proporciona un
contexto y que converge en el proceso de modelizacion de dicho sistema.

* E| denominado movimiento del Problem Solving en matematicas tiene su origen en los trabajos de Pélya (1945, 1954, 1962-
5) y fue desarrollado inicialmente por Kilpatrick (1967), Bell (1976), Lesh & Landau (1983) y Schoenfeld (1985) entre otros, asi
como por Landa, Luria y Tsvetkova dentro de la escuela soviética (Kilpatrick & Wirszup 1969-75). En este trabajo no
analizaremos ni la primera etapa del movimiento del Problem Solving, etapa que podriamos denominar “clasica’ y que se
describe en Kilpatrick (1985), ni tampoco el desarrollo posterior de dicho movimiento (en el nimero 39 de ZDM Mathematics
Education, publicado en 2007, se hace una revision del estado actual de las investigaciones en torno a la Resolucién de
Problemas).
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El avance en esta direccién condujo muy pronto a situar la problematica de la
resolucién de clases de problemas en relacién con la modelizacion matemética. En
este estadio del desarrollo de la problematica didactica surgio el interés por llevar a
cabo un analisis mas fino de la actividad matematica, esto es, la necesidad de
construir y utilizar un modelo funcional de dicha actividad.> Con la emergencia de la
teoria de los momentos didacticos aparecié la necesidad ineludible de crear un
nuevo dispositivo didactico en el que el momento del trabajo de la técnica pudiese
vivir con normalidad en las instituciones docentes. A dicho dispositivo se le dio el
nombre de Taller de Practicas Matematicas.

Nacid asi una nueva linea de investigacion que ocupo gran parte del trabajo de
nuestra comunidad en los afios sucesivos y que se materializé en el disefio y
experimentacion de diversos Talleres de Practicas Matematicas y, también en la
indagacién de las funciones potenciales de ese nuevo dispositivo didactico en la
ensefianza universitaria de las matematicas (Bosch & Gascon 1993, 1994).

3. Segunda ampliacibn de la probleméatica. El papel del profesor en las
Organizaciones Didacticas escolares

Paralelamente al desarrollo de la linea de investigacion que partiendo del
Problem Solving hace una primera estacion en los Talleres de Practicas
Matematicas, surgen nuevas cuestiones problematicas relacionadas en primera
instancia con el problema de la formaciéon matematico-didactica del profesorado de
matematicas® y, posteriormente, con el papel del profesor en el proceso de
ensefianza-aprendizaje de las matematicas.

Este es otro de los problemas omnipresentes, aunque como problema teorico
explicito tiene una aparicién bastante tardia. Podria afirmarse que en la segunda
mitad de la década de los 90 aunque no se habia planteado explicitamente el
problema del curriculum de matematicas ni, mucho menos, el problema de la
articulacion de la matematica escolar, se estaban empezando a tratar dichos
problemas “en acto” mediante el disefio de libros de texto y las correspondientes
Guias Didéacticas’. En estos textos se pretendia incorporar algunos aspectos de la
actividad matematica cuya importancia habia sido puesta de manifiesto en los
trabajos de investigacion.

Asi, por ejemplo, se planteaba la actividad matematica escolar como el estudio
de campos de problemas matematicos que van desarrollandose a medida que se
avanza en el proceso de estudio. Se enfatizaba que resolver un problema no es una
cuestion de suerte y que “entender” las matematicas no es un proceso instantaneo.
Para hacer matematicas, como para llevar a cabo cualquier otra actividad humana

® A través de Marianna Bosch, en esos momentos alumna de tesis de Chevallard, tuvimos la oportunidad de invitar al profesor
Yves Chevallard a la UAB en enero de 1991. Este imparti6 un curso titulado Teoria y Préactica de la ingenieria didactica:
algunas consideraciones. En él empez6 a desarrollar las ideas basicas para analizar la actividad mateméatica en términos del
enfoque antropolégico. Pero lo mas importante es que dicho curso constituyé el germen de la teoria de los momentos
didacticos y en él Chevallard subrayo la importancia capital de una dimension de la actividad matemética bastante desconocida
y mal considerada: el momento del trabajo de la técnica.

® También aparecieron cuestiones relativas al papel potencial de la Didactica de las Matematicas en la formacién de todo
matematico, independientemente de la profesion que como tal mateméatico vaya a desarrollar en un futuro. Ninguna de estas
cuestiones puede separarse de la problematica, siempre presente, de la naturaleza de la Didactica de las Matematicas como
disciplina.

" En este proyecto participaron, ademas de M. Bosch, los profesores Josep Maria Lamarca, Albert Compta y Pedro Miguel G.
Urbaneja.
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(como, por ejemplo, jugar a baloncesto), existen técnicas (normalmente no
algoritmicas) que hay que trabajar hasta llegar a dominarlas para poder acceder a
un nivel mas alto de la actividad. Se trata de un proceso lento que, como sucede con
cualquier otra actividad humana que persigue un objetivo valioso y que requiere
paciencia y el establecimiento de objetivos a largo plazo.

En cuanto a la teorizacion didactica explicita de la problematica que gira en
torno al papel del profesor en el proceso de estudio escolar de las matematicas, hay
que decir que se ha empezado a tratar en épocas relativamente recientes. Lo cierto
es que aun hoy dia estamos lejos de disponer de las herramientas tedricas para
tratar globalmente dicho problema. De hecho, en el &mbito del enfoque
epistemoldgico en didactica de las matematicas las investigaciones sobre las
“practicas docentes” del profesor de matematicas han aparecido bastante
tardiamente y, desde luego, mucho mas tarde que en las investigaciones llevadas a
cabo dentro del enfoque cognitivo. Puede considerarse que no fue hasta principios
de la década de los 90 cuando, por primera vez, el desarrollo de algunas teorias que
se sitban inequivocamente en el Programa Epistemoldgico — singularmente la Teoria
de las Situaciones Didacticas (TSD) y la Teoria Antropologica de lo Didactico (TAD)
— permiti6 empezar a abordar el estudio de la modelizacion del papel del profesor®.

En los primeros trabajos de nuestra comunidad en esta linea de investigacion
se postula la importancia de la formacién didactica basica para todas las profesiones
del matematico (y no solo para los futuros profesores de matematicas) y se empieza
a criticar el prejuicio que lleva a buscar la solucién de los problemas de la formacion
del profesorado en conocimientos que supuestamente “deben existir ya en algun
lugar” y que, por tanto, Unicamente faltaria identificarlos.

Las primeras aportaciones de nuestra comunidad a este basto problema
pueden esquematizarse en dos apartados: una reformulacion del problema para
despersonalizarlo y situarlo en el ambito mas comprensivo de las Organizaciones
Didacticas (OD) y una primera descripcion de la codeterminacion (o determinacion
reciproca) entre ciertos tipos ideales de OD y el modelo epistemoldgico de las
matematicas que las sustenta.

3.1. Reformulacién en el ambito de la TAD del probl  ema del papel del profesor

Partiendo de la nocién cultural de “practicas docentes del profesor de
matematicas” se constata que dichas practicas constituyen una parte inseparable de
la “praxeologia didactica espontanea del profesor” (que contiene, ademas de la
praxis, los discursos que interpretan y justifican dichas practicas) y, por tanto, que es
imprescindible modelizar ésta como un todo. Pero, ademas, lo que hace un profesor
particular en una situacion de enseflanza concreta proviene siempre de una
amalgama de préstamos institucionales cuyas funciones permanecen desconocidas
y que van cambiando a lo largo del tiempo. Se trata, por tanto, de una utilizacion
ocasional y oportunista de fragmentos de una organizacidbn que denominaremos
praxeologia (u organizacion) didactica institucional. Es obvio que para dar razon de
la praxeologia didactica espontanea del profesor se requiere esta segunda
ampliacion del sistema empirico a modelizar. Sélo asi se podra superar el punto de

8 Fue precisamente en I'Ecole d’Eté de 1991 en la que, por primera vez, se traté explicitamente en el ambito del Programa
Epistemologico el tema “La place de I'enseignant dans le systéme didactique”.

-
U N I@NREVISTA IBEROAMERICANA DE EDUCACION MATEMATICA - JUNIO DE 2010 - NUMERO 22 - PAGINA 15



W & tevmitade Del Problem Solving a los Recorridos de Estudio e Investigacion
Crénica del viaje colectivo de una comunidad cientifica

Josep Gascon Pérez

vista de los enfoques esencialmente cognitivos e individualistas que pretenden
responder a cuestiones del tipo:

(a) ¢Coémo caracterizar los conocimientos y las concepciones de un profesor (o de
un determinado tipo de profesores)?

(b) ¢ Como se relacionan dichas concepciones con las practicas docentes que éstos
llevan a cabo? ¢En qué medida los “puntos de vista respecto a lo que son las
matematicas y a como se deben ensefar” determinan las practicas docentes
gue el profesor realiza efectivamente en el aula?

(c) ¢Como inciden los conocimientos y las concepciones del profesor sobre el
aprendizaje matematico de los alumnos?

Sustituyendo este planteamiento por un conjunto de cuestiones mucho mas
comprensivas relativas a las OD institucionales y que, con las herramientas que
proporciona la TAD, pueden formularse como sigue (Barbé et Alt. 2005):

(@) ¢Como caracterizar las organizaciones didacticas que viven en las instituciones
escolares?

(b) ¢Cuales son las restricciones que las OD imponen sobre la emergencia y la
evolucion de las praxeologias espontdneas del profesor? ¢Qué papel juega la
formacion matematico-didactica del profesor en el desarrollo de su relacion
personal a las praxeologias matematicas y didacticas institucionales?

(c) ¢Como se condicionan mutuamente las OD y las OM que viven en una
institucion escolar determinada? ¢ Qué implicaciones tienen sobre la matematica
“a ensefar” y sobre la matematica “efectivamente ensefiada’?

Es obvio que los resultados de la investigacion didactica relativos a la practica
docente del profesor de matematicas (y, mas en general, los resultados relativos a la
determinacién mutua entre las OM y las OD escolares) deberan servir para modificar
las condiciones de trabajo de éste (los dispositivos didacticos institucionalizados, la
reorganizacion de la matematica escolar, el disefio de programas de estudio, etc.).
Pero, en contra de la evidencia del sentido comun, no estd claro que todo
conocimiento necesario para el control de una actividad deba ser forzosamente
transmitido a los actores de dicha actividad, puesto que no esta probado que dicho
conocimiento explicito mejore la actividad en cuestion. Puede mostrarse que, en
algunos casos y en determinadas condiciones, dicho conocimiento puede entorpecer
y hasta desvirtuar el desarrollo de la actividad®.

En otros términos, aunque tuviésemos resultados concluyentes respecto a los
problemas relativos al papel del profesor de matematicas en las OD escolares, no
esta claro en qué medida ni en qué forma seria conveniente ensefar estos
resultados (o las técnicas didacticas que pudiesen derivarse de ellos) a dichos
profesores como parte de su formacion didactica. Esta es, por tanto, otra cuestion
abierta y, por cierto, nada trivial.

° Esta idea, con ciertas variantes, aparece en Brousseau (1993): “La posibilidad de ensefiar didactica a los profesores depende
de la capacidad de éstos para mantener una separacion entre, por un lado, su actividad profesional como profesores de
matematicas, y por otro, los medios profesionales que posibilitan esta actividad. Y esta separacién no esta, en principio,
asegurada. No se pueden lanzar en paracaidas resultados de didactica a los profesores, sin mas, de la misma manera que no
se pueden dar medicamentos a un pueblo en el que no hay ni médicos ni hospitales. La eficacia docente de los conocimientos
didacticos depende, por lo tanto, de la posibilidad social de organizar las relaciones futuras entre profesores y didactas. Sin
esta organizacion fracasaremos. Y este es el punto crucial del desarrollo y control de la actividad de los profesores [...]".
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3.2. Descripcion de los tipos ideales de OD y anali  sis de su relaciéon con el
modelo epistemoldgico de las matematicas en el que se sustentan

Como respuesta (parcial) a las citadas cuestiones se caracterizaron tres tipos
ideales de OD bidimensionales: clasicas, empiristas y constructivistas mostrando
que cada uno de ellos se sustenta en un modelo epistemoldgico general de las
matematicas y se elabor6é un “espacio” de los tipos ideales de OD posibles como
instrumento metodoldgico para analizar las OD empiricas (Gascén 2001a).

Se ha mostrado que sobre las OD posibles en una institucion determinada
inciden restricciones mas especificas que las que provienen del nivel de la disciplina
matematica considerada como un todo (esto es, mas especificas que las que
provienen del modelo epistemoldgico general de las matematicas) y, también,
restricciones mas genéricas. Entre las primeras se han estudiado las restricciones
originadas por el modelo epistemoldgico especifico de un area o de un sector de las
matematicas escolares y entre las segundas algunas las provenientes de los niveles
“pedagdgico”, “escolar’ y “social”.

3.2.1. El caso del algebra elemental

Se ha estudiado la influencia del modelo epistemoldgico especifico del algebra
elemental dominante en la ESO sobre las OD que existen en esta institucion escolar.
Algunos trabajos han puesto de manifiesto que el modelo epistemoldgico especifico
del algebra elemental es una parte esencial del discurso que pretende justificar,
interpretar y engendrar las técnicas didacticas de la ensefianza del algebra en la
E.S.O. (Bolea, Bosch & Gascon 2001a, 2001b, 2004). Dado que el algebra es un
contenido presente “casi por todo” en la Ensefianza Secundaria de las matematicas,
su estudio abre la via para estudiar la influencia del modelo epistemoldgico general
(de las matematicas) dominante en una institucién escolar sobre las OD que pueden
vivir en dicha institucion. En la seccidén 5.1. se analiza con mas detalle este caso.

3.2.2. El caso de los limites de funciones

En este caso hemos estudiado el fendmeno de la bicefalia del curriculum, cuya
explicacion ultima habria que buscarla en el proceso histérico de transposicion
didactica®™ y en la presi6n del discurso matematico sabio sobre la matemaética
ensefiada en Secundaria. Como resultado de este fendbmeno no ha sido posible
articular la practica matematica escolar que el disefio curricular propone llevar a
cabo en la Secundaria post-obligatoria espafiola con las exigencias “sabias” de rigor
y formalismo correspondientes. El resultado final es conocido: en el disefio curricular
de la ensefianza secundaria espafola no se construye un discurso tecnolégico
adecuado a la préactica de calculo de limites que se puede desarrollar efectivamente
en dicha institucidon ni se propone una practica matematica que pueda sustentarse
en la teoria de los limites de funciones (en términos €-8) que aparece efectivamente.
Esta teoria debe considerarse como un mero “artefacto decorativo” puesto que no
permite ni describir, ni justificar ni interpretar la actividad matematica que propone la
escuela en torno a los limites de funciones (Barbé et Alt. 2005).

1% | a TAD puede considerarse como el desarrollo histérico de la Teoria de la Transposicién Didactica cuya primera publicacién
en forma de libro data de 1985 (Chevallard 1985/1991). En Bosch & Gascon (2007) se describe la evolucion del enfoque
antropoldgico entre 1980 y 2005 y sus principales aportaciones al desarrollo de la ciencia didactica.
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Este fendmeno de la bicefalia tiene dos consecuencias didacticas importantes:

(a) Provoca enormes dificultades para descifrar, a partir de los datos curriculares,
cual es la OM a ensenfiar. Es previsible que, de forma mas o menos implicita, el
profesor tome el “algebra de limites” como la OM a ensefiar, puesto que se trata
de la OM local mas cercana (en términos de los objetos matematicos que la
constituyen) al conjunto de tareas, técnicas y tecnologias existentes en el
curriculum a este nivel de ensefianza. Pero esta eleccion no eliminard las
dificultades y hasta contradicciones originadas por la ausencia curricular de la
tecnologia matematica necesaria para interpretar y justificar la practica
efectivamente realizada y por la presencia de elementos tecnoldgicos “ajenos” a
la misma.

(b) Hace préacticamente imposible “dar sentido” mateméatico a la OM a ensefar
puesto que sin salir del tema del “calculo de limites” no es posible dar cuenta del
porqué y para qué debe estudiarse dicho tema. Pero el encierro en el nivel
tematico hace que el profesor no tenga ni los medios ni la legitimidad para
reestructurar las relaciones entre el conjunto de los temas de un sector del
curriculum (y, mucho menos, de los sectores de un area como, por ejemplo, el
calculo diferencial escolar).

Tanto el fendmeno de la bicefalia como sus indeseables consecuencias
didacticas pueden interpretarse, al menos parcialmente, como el resultado de la
incidencia del modelo epistemolégico especifico de la OM escolar en torno a los
limites de funciones sobre la OD escolar correspondiente (esto es, sobre la forma de
organizar el proceso de estudio de los limites de funciones). Este trabajo constituye
un ejemplo paradigmatico de la fecundidad de los resultados de la investigacion
didactica cuando se reformula en el &mbito de la TAD el problema del papel del
profesor.

4. El problema “metadidactico” de la naturaleza de la didactica de las
matematicas como disciplina

El interés de nuestra comunidad por el problema de la epistemologia de la
didactica de las matematicas, esto es, por el problema de la naturaleza de la
didactica de las matematicas como disciplina se remonta, de hecho, a los origenes,
en 1980. Ya en esa época se proponia, en contra de la ideologia dominante en
aquellos momentos, construir una nueva disciplina cientifico-experimental, la
didactica de las matematicas, que tomase la actividad matematica como su objeto
primario de estudio. Pero, naturalmente, el tratamiento sistematico de dicho
problema ha requerido de desarrollos tedricos relativamente recientes y que, de
hecho, se siguen elaborando™.

" En 1991 nuestra comunidad se integra en un Seminario a nivel del estado espafiol: el Seminario Interuniversitario de
Investigacion en Didactica de las Matematicas (SI-IDM) que se funda en ese momento. Dicho Seminario ha mantenido una
importante actividad cientifica desde su nacimiento hasta el afio 2005. Entre sus objetivos fundacionales figura explicitamente y

de manera muy relevante estudiar el problema de la naturaleza de la didactica de las matematicas como disciplina. No es de
extrafiar que, cuando en 1998 un importante nimero de miembros del SI-IDM manifestamos la intencién de constituirnos como
grupo de trabajo en el seno de la incipiente Sociedad Espafiola de Investigadores en Educacion Matematica (SEIEM), lo
hiciésemos bajo la denominacion de Didactica de las Mateméaticas como Disciplina Cientifica (DMDC). De hecho, una de las
preocupaciones principales comunes al SI-IDM y al grupo DMDC gira en torno al esclarecimiento del objeto de estudio propio

de la didactica de las matematicas, la naturaleza de los problemas didacticos, la relacion de la didactica con otras disciplinas
y, muy en especial, a las relaciones entre las matematicas y la didactica de las matematicas.
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Un primer posicionamiento de nuestra comunidad en relacidon a este problema
es el siguiente: para clarificar el problema “metadidactico” debemos realizar el
esfuerzo de evitar confusiones entre las practicas sociales relacionadas con la
ensefianza y el aprendizaje de las mateméticas y la disciplina que estudia los
fendbmenos emergentes de dichas practicas. A fin de contribuir a clarificar dicha
distincion, parece razonable, al menos en este punto, seguir la tradicion europea y
denominar “didactica de las matematicas” a la disciplina en cuestiéon'?.

Es precisamente en el momento en que la didactica de las matematicas se
distingue de ese conglomerado de “enfoques”, “paradigmas”, “teorias”, “tradiciones”
y “practicas profesionales” de diversos tipos que constituyen lo que habitualmente se
denomina Mathematics Education, cuando puede empezar a ser considerada como
disciplina autdnoma (relativamente, como todas) y cuando puede surgir la cuestion
epistemologica de cuél es su naturaleza como tal disciplina y, en particular, la
cuestion del universo de disciplinas en el que se sitla, asi como el ambito dentro del
cual hemos de delimitar su objeto de estudio. La respuesta a estas cuestiones
determinara en gran medida el tipo de problemas que tratar4 y, por tanto, la
naturaleza de la disciplina.

Siguiendo el punto de vista de Yves Chevallard en este problema, nuestra
comunidad propone situar la didactica de las matematicas en el universo de la
antropologia de las mateméticas (Chevallard 1991) en el que compartird con la
historia y la epistemologia’® de las matematicas un mismo objeto de estudio: la
génesis, el desarrollo, la utilizacién y la difusién personal e institucional del saber
matematico. Cada una de estas disciplinas se caracterizara, dentro del ambito de la
antropologia de las matemaéticas, por la forma especifica de tomar en consideracion
“lo matematico”. En una primera aproximacion propusimos caracterizar la didactica
de las matematicas, en el ambito de la antropologia de las matematicas, como la
disciplina cuya manera especifica de tomar en consideracion “lo matematico”
consiste en integrarlo con “lo pedagdgico”. Simplificando mucho las cosas, se
postula que existen, esencialmente, dos maneras diferentes de llevar a cabo este
proceso de integracion o didactificacion conjunta de lo pedagdgico y lo matematico
que se corresponden con los dos Programas de Investigacion que aparecen en
cierta reconstruccion racional del desarrollo de la didactica de las matematicas™.

Desde el punto de vista del Programa Cognitivo se supone que el problema de
la Educacion Matematica puede ser abordado y resuelto a partir del analisis de

12 Nuestra disciplina recibe diferentes nombres en las diversas tradiciones culturales. Entre éstos figura el de “Matematica
Educativa” que, al parecer, se acufié en México y se utiliza en algunos paises iberoamericanos. “En el mundo anglosajon, el
nombre que le han dado a la practica social asociada es el de Mathematics Education, mientras que en la Europa continental le
han llamado [a la disciplina] didactique des mathématiques o didaktik der mathematik [...]” (Cantoral 1996, p. 133).

'3 La epistemologia de las matematicas tal como se la conceptualiza en nuestra comunidad es el resultado de una doble
ampliacion de la epistemologia clasica: la primera tuvo lugar a partir de la década de los setenta gracias, especialmente, a los
trabajos de Imre Lakatos (1971, 1976, 1978a, 978b); la segunda ampliacién de la epistemologia de las matematicas esta
generada por la necesaria ampliacion de su base empirica para alcanzar el rango de disciplina “experimental” (Gascén 1993).

* Se utiliza la reconstruccién racional (Lakatos 1971), de la evolucién de la didactica de las matematicas que se describe
inicialmente en Gascoén (1998) y se desarrolla en Gascon (2002, 2003a, 2003b) y que expresa nuestro punto de vista respecto
a la naturaleza de nuestra disciplina. Partiendo de la problematica de la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas, —como
objeto de investigacion basico de la didactica de las matematicas— se postula la existencia de dos ampliaciones sucesivas de
dicha problematica que modifican progresivamente su objeto primario de investigacion dando origen, respectivamente, a dos
Programas de Investigaciéon (Lakatos 1978b) en didactica de las matematicas: el Programa Cognitivo y el Programa
Epistemolégico.
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ciertas caracteristicas individuales de los sujetos (actitudinales, cognitivas,
metacognitivas, motivacionales, linglisticas, etc.) relativas a su relacion con los
objetos matematicos. Por tanto, para tratar dicho problema, la didactica de las
matematicas debe construir y contrastar empiricamente modelos:

(a) De la estructura cognitiva asociada a un concepto.
(b) Del desarrollo del pensamiento matematico del sujeto.

Asi, por ejemplo, Ed Dubinsky inicia la Teoria APOS (Asiala et Alt. 1996) a
partir de la reformulacién del mecanismo de la abstraccién reflexiva de Piaget, para
aplicarla a las matematicas “avanzadas” y considera que: “La teoria APOS trata de
describir el desarrollo, en la mente del alumno, de la comprension de un concepto
matematico”. (Dubinsky 2000, p. 61). Por su parte, Alan H. Schoenfeld considera,
analogamente, que elaborar una “teoria de la mente” es uno de los objetivos
principales de la Investigacién en Educaciéon Matematica (Schoenfeld 2001).

Desde el punto de vista del Programa Epistemolégico, por el contrario, el
problema de la Educacion Matematica debe ser abordado a partir del andlisis de las
practicas matematicas que se llevan a cabo en las diferentes instituciones (no sélo
docentes). Por tanto, para tratar dicho problema, la didactica de las matematicas
debe construir y contrastar empiricamente:

(@) Un modelo epistemoldgico general de las matematicas y los correspondientes
modelos locales de sus diferentes ambitos (que deben ser coherentes con el
modelo epistemoldgico general).

(b) Modelos de la génesis y el desarrollo (la “ecologia”) de las OM en cada una de
las instituciones y de su difusion intra-institucional e inter-institucional.

Esta hipdtesis provoca una matematizacién® del problema de la Educacion
Matematica y, al mismo tiempo, una despersonalizacion del mismo puesto que lo
sitta a un nivel institucional, relativamente independiente de la voluntad, la
formacion, la motivacion®® y las restantes caracteristicas individuales de los sujetos
de las instituciones (Gascon 2002).

5. Lineas de investigacion en torno al gran problem  a del curriculum

Todos los problemas que nuestra comunidad ha ido formulando y abordando a
lo largo de estos 30 afios y, en particular, aguellos que han convergido en las tesis
que se han dirigido y elaborado en su seno, presentan dos caracteristicas
principales:

(a) Por una parte tienden a abarcar un ambito cada vez mas amplio del universo
didactico-matematico. Se observa una tendencia a tratar problemas didacticos
cuyo dmbito matemético engloba, al menos, el nivel de las areas (el algebra, la
geometria o el calculo) mucho mas alla de las nociones, los objetos y los temas
matematicos concretos.

% puesto que el andlisis cientifico de las practicas matematicas requiere elaborar modelos epistemol6gicos nuevos de los
diferentes &mbitos de las matematicas (asi como un modelo epistemolégico general). Esto no puede hacerse sin llevar a cabo
reorganizaciones de los saberes matematicos para que puedan ser reconstruidos en las diferentes instituciones y difundidos
entre ellas. Dichas reorganizaciones deben ser consideradas como una actividad genuinamente matematica.

18 Asi, por ejemplo, cuando se pretende resolver el problema de la Educaciéon Matematica apelando basicamente a la formacion
de los profesores y a la motivacion de los alumnos se vuelve a caer en el mito pedagégico que, resurgiendo de sus cenizas,
vuele a proponer una presunta “solucién” repetidamente fracasada.
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(b) Y, por otra, se relacionan con aspectos especificos del que podriamos llamar
problema del curriculum (¢Como diseflar, de manera didacticamente
fundamentada, el curriculum de matematicas para cierta etapa educativa?) y con
el problema asociado al fendbmeno de la desarticulacion de la matematica escolar
(¢Como organizar la ensefianza escolar de las mateméaticas de manera que
provoque la articulacion de todos los tipos de contenidos que propone el
curriculum: procedimentales, conceptuales y actitudinales? ¢ Coémo conseguir, en
definitiva, que los conocimientos matematicos aprendidos por los alumnos no se
reduzcan a un conjunto completamente desarticulado de técnicas mas o0 menos
algoritmicas y carentes de sentido?).

Podria decirse que ha sido la propia evolucion interna de cada uno de los
problemas, construidos y abordados con la ayuda de las herramientas que
proporciona la TAD, la que ha provocado un desarrollo de la problemética en esta
direccion.

En lo que sigue, para simplificar el relato, agruparemos los tipos de problemas
didacticos estudiados en torno a lineas de investigacién que, a su vez, cristalizan en
sendas tesis doctorales dirigidas y realizadas dentro de nuestra comunidad. Hay que
subrayar, sin embargo, que las intersecciones entre estas diferentes lineas de
investigaciéon —asi como entre cada una de ellas y los problemas mas generales
descritos anteriormente— son multiples. Por otra parte, muchos de los trabajos que
desembocaron en un proyecto de tesis doctoral se iniciaron con bastante
anterioridad a la explicitacion de dicho proyecto y, como es natural, se prolongan
mas all4 de la lectura de la tesis.

5.1. El proceso de algebrizacion de las Organizacio nes Matematicas
escolares '

La linea de investigacion que desemboca en el trabajo de tesis de Pilar Bolea
tiene su origen en los trabajos germinales de Yves Chevallard (1985, 1989a, 1989b,
1989c) y en otros trabajos que relacionan el patron de Analisis-Sintesis con la
emergencia del lenguaje algebraico (Gascon 1989, 1993, 1993-94, 1999a). En estos
trabajos preliminares se desarrollan algunas ideas que relacionaban el Patron de
Andlisis-Sintesis con la emergencia del lenguaje algebraico (0, en la terminologia de
Lakatos, que ponian de manifiesto la “naturaleza analitica del algebra). A partir de
este momento hemos desarrollado una gran cantidad de esfuerzos (articulos, cursos
de doctorado y ponencias) en esta direccion. Aunque no es posible resumir las
aportaciones de esta linea de trabajo, esquematizaremos brevemente en lo que
sigue las principales cuestiones tratadas en este ambito hasta el afio 2002,
afiadiendo en cada caso algun elemento de respuesta a la misma.

1. El“algebra elemental”, ¢aparece en la ESO como una OM en si misma 0 como
un instrumento de estudio de otras praxeologias? Ni como una cosa ni como la otra.
Deberia aparecer inicialmente como un “instrumento algebraico” para dar origen,
progresivamente, a OM cada vez mas algebrizadas. S6lo posteriormente el modelo
algebraico puede independizarse del sistema de partida.

7 Esta linea de investigacion cristaliz6 en la tesis doctoral de Pilar Bolea defendida en 2002 (Bolea 2003).
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2. Utilizando la estructura de las OM, ¢como se pueden caracterizar las
modelizaciones algebraicas en el conjunto de modelizaciones matematicas? (a)
Permiten modelizar explicita y materialmente las técnicas matematicas. (b) Sittan el
modelo en el nivel tecnolégico de la OM modelizada. (c) EI modelo algebraico de
una OM puede interpretarse como una extensiéon de OM.

3.  ¢Qué relacibn hay entre las modelizaciones algebraicas y el grado de
algebrizacion de las praxeologias matematicas? Existe una dualidad entre las OM
algebrizadas (que hemos caracterizado a partir de un conjunto de indicadores IGA1-
IGA4) y las modelizaciones algebraicas.

4. ¢Cbébmo se transforman las OM y la OD a lo largo del proceso de algebrizacion?
(a) Integracion de los componentes de OM. (b) Reduccion drastica del material
ostensivo utilizado. (c) Completacion relativa de la OM.

5. ¢Cual es el grado de algebrizacion de las OM que se estudian actualmente en
la Ensefianza Secundaria? Fendmeno de la desalgebrizacion del curriculum de la
ESO. Caracter problematico del proceso de algebrizacién de las OM escolares
(contradiccion con el contrato didactico institucional vigente actualmente en la ESO).

6. ¢Por qué, en la institucion escolar de Secundaria, se tiende a identificar el
“algebra” con una obra que prolonga y generaliza unilateralmente la “aritmética
escolar” (aritmética generalizada)? ¢Por qué la introduccion al algebra escolar
siempre esta ligada a la aritmética? ¢Como se relaciona este fenbmeno, que
podriamos denominar “aritmetizacion del algebra escolar” con el fenédmeno,
aparentemente inverso, de la “algebrizacion de la aritmética escolar moderna”?
Fendmeno de la atomizacién del proceso de estudio en las instituciones escolares.

7. ¢Es posible algebrizar una OM concreta en el segundo ciclo de la ESO (14-16
afos), aunque ésta aparezca como una obra prealgebraica en la OM escolar? Las
modificaciones encaminadas a hacer vivir localmente una OM algebrizada en la ESO
seran inestables y tenderan a desaparecer a corto plazo. Ver el caso de la
divisibilidad (Gascon 2001b).

8. ¢Qué caracteristicas especificas, en términos de los momentos del estudio y
de los dispositivos didacticos, deberia tener una OD escolar para hacer posible el
estudio escolar de una OM plenamente algebrizada? ¢ Cuales son las restricciones
gue dificultan la existencia de este tipo de procesos de estudio en la Ensefanza
Secundaria? (a) Posibilidad de llevar a cabo un cuestionamiento tecnolégico. (b)
Potenciacion del caracter manipulativo (escrito) del momento exploratorio. (c)
Creacién de un dispositivo didactico en el pudiese vivir el momento del trabajo de la
técnica.

9. ¢Como podemos describir y analizar la actividad didactica del profesor como
director del proceso de estudio del algebra escolar? ¢Cual es la “tecnologia
didactica” dominante en la ESO respecto del algebra escolar? ¢Como afecta dicha
tecnologia —esto es, el discurso interpretativo y justificativo de las técnicas didacticas
que se utilizan en la ensefanza del algebra— sobre el proceso de estudio? EI modelo
que identifica el “algebra escolar” con una prolongacion y generalizacion unilateral
de la “aritmética escolar” (aritmética generalizada) constituye la base sobre la que
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descansa la tecnologia didactica espontanea del profesor respecto de la ensefianza
del algebra escolar.

5.2. Discontinuidades Matematicas y Didacticas entr e la Secundaria y la
Universidad *®

Partiendo de un problema docente que es percibido como “acuciante” por parte
de los profesores de matematicas del primer ciclo universitario, se inicié esta linea
de investigacion en la década de los afios 90 (Gascon 1997).

Fue en el afilo 2000 cuando de manera clara se empez6 a formular una
conjetura general, a modo de hipétesis basica de esta linea de investigacion,
utilizando las nociones de praxeologia puntual, local y regional. Se trata de una
caracterizacion de las OM que se estudian en Secundaria como puntuales, rigidas y
aisladas y de las OM que se estudian en la Universidad como regionales cuya
presentacion suele concentrarse, por razones de economia, en una teoria en la que
la OM en cuestion acaba cristalizando. En ambas instituciones se dificulta
enormemente la reconstruccion de OM locales relativamente completas lo que hace
que el transito de Secundaria a la Universidad sea un momento especialmente
delicado del proceso global de estudio de las matematicas y ponga de manifiesto de
manera prototipica el fendmeno de la desarticulacion de la matematica escolar.

Los trabajos que se sitian en esta linea de investigacion giran en torno a cinco
conjeturas especificas que hemos propuesto para describir en primera instancia los
diferentes aspectos o dimensiones de la rigidez de las OM que, segun la conjetura
general, se estudian en Secundaria:

C1: Dependencia de la nomenclatura asociada a una técnica.

C2: Ausencia del cuestionamiento tecnoldgico de las técnicas y, en particular, de la
interpretacion del resultado obtenido con ella.

C3: Inexistencia de dos técnicas escolares diferentes para realizar una misma tarea.
No forma parte de la responsabilidad matematica asignada al alumno decidir de
entre dos técnicas (o dos variaciones de una misma técnica) cual es la mas
adecuada para realizar una tarea concreta.

C4: No reversion de las técnicas para realizar la tarea “inversa” de una tarea dada.
C5: Ausencia de situaciones abiertas que requieran un trabajo de modelizacion.

La metodologia de investigacion utilizada consistié en la comparacion entre dos
tipos de indicadores empiricos de estas conjeturas (una muestra de estudiantes de
primeros cursos de diferentes facultades y escuelas técnicas y una muestra de los
libros de texto mas utilizados. Los resultados obtenidos en esa comparacion ponen
claramente de manifiesto que la relacion personal de los alumnos a las OM que se
estudian en Secundaria estd esencialmente determinada por la relacion institucional
a dichas OM. Se confirma, una vez mas, que el origen del fenbmeno que estamos
analizando es institucional, lo que constituye uno de los postulados basicos del
enfoque epistemoldgico.

!8 Esta linea de investigacion cristalizo en la tesis doctoral de Cecilio Fonseca (2004).
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Otro resultado importante obtenido en esta linea de investigacion es la
caracterizacion de las OM locales relativamente completas tanto en lo que se refiere
a su estructura, en términos de los componentes que la constituyen: tipos de
problemas, técnicas, tecnologia y teoria, como al proceso de una hipotética
reconstruccién escolar de las mismas, en términos de momentos del proceso de
estudio (Bosch, Fonseca & Gascon 2004)

Asimismo se puso de manifiesto la conveniencia de partir de una cuestién (que
acabara siendo la “razon de ser” de la OM que se construird) suficientemente rica
COMO para generar nuevas cuestiones y requerir como respuesta una OM local
relativamente completa. Dicha cuestion puede ser intramatematica o
extramatematica. Asi, por ejemplo, algunos trabajos partieron de una cuestion
planteable en el ambito de la economia y cuya respuesta requiere construir una OM
local relativamente completa en torno a la diagonalizacibn de matrices (Bosch,
Fonseca & Gascon 2003). Resultd, en definitiva, que las discontinuidades entre la
Secundaria y la Universidad no dependen Unicamente, ni principalmente, de la
naturaleza de las OM que se estudian en Secundaria y que se han caracterizado
como OM puntuales, rigidas y aisladas. En efecto, otra de las aportaciones
importantes de esta linea de investigacion demuestra que en la Ensefianza
Universitaria no se retoman las técnicas matematicas que se estudian en Secundaria
para mostrar sus limitaciones, desarrollarlas con ayuda de los nuevos elementos
tecnolégicos y tedricos que aporta la matematica universitaria e incluirlas en OM
mas amplias (locales, regionales, ...) y completas. Y esto es asi incluso en aquellos
casos en gue las técnicas de Secundaria se vuelven a utilizar en la Universidad
como es el caso de la Regla de Ruffini (Bosch, Fonseca & Gascon, to appear).

5.3. La modelizacion como instrumento de articulaci on de la matematica
escolar. De la proporcionalidad a las relaciones fu  ncionales *°

El problema de la articulacion de la matemética escolar o, en otros términos, la
problematica en torno al fenbmeno de la desarticulacion de las OM escolares y en
particular el aislamiento escolar de la relacion de proporcionalidad, ha estado latente
desde mediados de los afios 90. En efecto en un libro de texto del afio 1995 ya se
proponia una OM a ensefiar (en torno a las relaciones funcionales entre dos
magnitudes) que integra la relacion de proporcionalidad de magnitudes como una
mas dentro de un determinado conjunto limitado de relaciones funcionales. Esta
propuesta podria interpretarse como una aportacion implicita al problema didactico
de la articulacion de la matematica escolar. Sin embargo hay que esperar al afio
2001 para que se relacione explicitamente la articulacion con la modelizacion
matematica. Los primeros trabajos en dicha direccion se refieren a la desarticulacion
de la geometria escolar y, en particular, con el estudio de la incidencia del autismo
tematico sobre dicha desarticulacion (Gascon 2003c; Garcia et Alt. 2006).

En el caso de la proporcionalidad este punto de vista requiere cuestionar el
modelo epistemoldgico de la proporcionalidad que se desprende de los libros de
texto y del disefio curricular y que, por tanto, es el dominante en la institucién escolar

'° Esta linea de investigacion culminé en la tesis doctoral de Francisco Javier Garcia (2005). La profesora Luisa Ruiz Higueras
de la Universidad de Jaén asumié la codireccion de esta tesis doctoral.
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y acaba siendo asumido implicitamente (y acriticamente) por la inmensa mayoria de
las investigaciones en este campo.

El cuestionamiento de dicho modelo ha conducido a discutir abiertamente la
posibilidad de tomar el “razonamiento proporcional” como objeto de estudio en si
mismo. Dado que el aislamiento de la proporcionalidad como éambito de
investigacion se corresponde con la distribucion tradicional de la matematica escolar
(en temas, sectores y areas) impuesta por los programas oficiales, la tesis también
cuestiona el criterio que guia dichos programas para aislar la relacion funcional de
proporcionalidad y sugiere alternativas.

De este doble cuestionamiento, que pone en tela de juicio la pertinencia de
aislar la proporcionalidad como objeto de investigacion y como objeto matematico a
ensefar, surge otra de las principales aportaciones de esta linea de investigacion: el
problema didactico de la proporcionalidad debe ser integrado en el estudio mucho
méas comprensivo del problema de la ensefianza-aprendizaje de las relaciones
funcionales entre magnitudes.

La respuesta que proponemos al problema didactico planteado se materializa
en el disefio y experimentacion de un Recorrido de Estudio e Investigacion (REI)
(Chevallard 2005, 2006) generado por una cuestion relativa a los posibles Planes de
Ahorro.

(a) En primer lugar se postula que la necesaria articulacion entre las OM escolares
en torno a las relaciones funcionales entre magnitudes (incluyendo entre ellas la
relacion de proporcionalidad) debe partir del cuestionamiento de las razones de
ser de dichas relaciones funcionales y de la posibilidad de plantearlas mas alla
del nivel tematico.

(b) En segundo lugar se acepta que la citada razén de ser comun a las relaciones
funcionales entre magnitudes radica en la problematica de la modelizacion de
sistemas en los que dos o mas magnitudes son susceptibles de estar
relacionadas entre si. Este segundo postulado responde a la capacidad
articuladora de la actividad de modelizacidbn matematica.

5.4. Lo matematico en la creacion y analisis de Org  anizaciones Didacticas. El
caso de los Sistemas de Numeracion y la medida de m  agnitudes continuas

En la confluencia del problema metadidactico (sobre la epistemologia de la
didactica de las matematicas) y el problema del papel del profesor en las OD
escolares se encuentra el problema de la relacion entre “lo matematico” y “lo
didactico”. Con los instrumentos que proporciona la TAD se ha empezado a estudiar
este Ultimo problema en dos casos muy relacionados entre si: la medida de
magnitudes continuas y los sistemas de numeracion. En ambos casos “lo
matematico” aparece como el nucleo o el “esqueleto” en torno al que se estructura la
organizacion del proceso de estudio, esto es, la Organizaciéon Didéctica.

En el caso de los Sistemas de Numeracion se parte de una cuestion generatriz
gue pretende indagar cudales son las caracteristicas que cumple nuestro sistema de
numeracion (posicional completo) para que se haya impuesto de manera absoluta

% Esta linea de investigacion ha dado origen al trabajo de tesis doctoral de Tomas Angel Sierra (2006).
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sobre todos los que han existido a lo largo de la historia (cosa que no ha sucedido,
por ejemplo, con las lenguas).

Se disefd y experimentd un proceso de estudio en el que la reconstruccion del
sistema de numeracion posicional completo se obtenia como el resultado final de
una sucesion creciente de OM que abarcan tipos de problemas cada vez mas
amplios y técnicas progresivamente mas potentes.

g-OM; 1 OM, O OMy O OM,,

En este esquema del MER disefiado, g representa la citada cuestién generatriz,
OM; la Organizacion Matematica inicial que o bien dispone de un solo simbolo o bien
de infinitos simbolos (uno para cada numero natural). Las tres dltimas
Organizaciones Mateméticas son, respectivamente, OM desarrolladas entorno a: un
sistema de numeracion “aditivo” (OM,), un sistema de numeracion “hibrido” (OM) y
un sistema de numeracion “posicional” (OM,). Cada una de estas OM intermedias
constituye un eslabon del “esqueleto” matematico y puede considerarse como una
respuesta parcial y provisional (que se completa relativamente en la siguiente OM de
la cadena) a la cuestion generatriz.

El objetivo del proceso didactico no puede reducirse en ningun caso a la OM,
finalmente construida (que no es otra que la OM en torno a al sistema de
numeracién posicional completo) sino que debe abarcar todo el recorrido de estudio
puesto que las OM intermedias son las que motivan y dan sentido a la OM final.

En el caso de la medida de magnitudes continuas se elaboré un MER con el
objetivo de integrar los tres dominios que, segun Brousseau (2000) aparecen
separados para los alumnos y de una manera un poco confusa: (a) el universo de
los objetos medibles concretos, (b) el universo de los procedimientos de definicion
de la aplicacién medida y (c) el universo de la estructura numérica. Dicha integracion
comporta la decision de incluir en el MER de la medida de magnitudes el universo de
los objetos medibles y la actividad de medicion efectiva, lo que contrasta con la
practica escolar habitual que no considera dicho universo como verdaderamente
“matematico” debido a la sujecion de la Escuela a la institucion “sabia” productora
del saber.

Mediante dicha integracion se pretendia empezar a poner las condiciones que
permitan superar el fendmeno indeseable de la aritmetizacion de la medida y, por
otra, volver a instaurar en la matematica escolar la dialéctica entre la medida exacta
y la medida aproximada.

5.5. Metacognicion, Resolucion de Problemas y Ensefi  anza de las Matematicas.
Reformulacion de la problematica de la metacognicio n desde el enfoque
antropolégico %

Utilizando las herramientas que proporciona el enfoque antropolégico (en
particular, la complejidad creciente de las praxeologias y los niveles de
codeterminacion didactica) se muestra que la problematica en torno a lo que
habitualmente se denomina “metacognicion” puede interpretarse como un aspecto
mas de la actividad matematica y tratarse propiamente en el &mbito de la

2! Esta linea de investigacion ha dado origen al trabajo de tesis doctoral de Esther Rodriguez (2005).
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problemética didactico-matemética. Se trata, en definitiva, de abordar, con las
nuevas herramientas, algunos de los problemas didacticos que habian quedado
abiertos en antiguas investigaciones en torno a la resolucion de problemas de
matematicas.

Asi el problema del papel de la metacognicion en la resolucién de problemas
de matematicas se ha abordado utilizando una reformulacién del problema que parte
de reinterpretar los “hechos didacticos” que estdn en la base del Problema de
P6lya?? abordado por el movimiento clasico del Problem Solving (Rodriguez, Bosch
& Gascon 2008).

Desde el punto de vista de la TAD se postula que muchos de los hechos
didacticos que son considerados como indicios de dificultades cognitivas o
metacognitivas de los estudiantes pueden explicarse mejor a partir del analisis de la
estructura de las OM y de las OD que tienen cabida en la institucién escolar. Para
sustentar esta afirmacion se reinterpretaron como sigue algunos de los hechos que
constituyen la base empirica del Problema de Pdlya.

(1) La planificacion de estrategias matematicas para resolver problemas no
rutinarios requiere poder situar el problema en una OM al menos local y esto es muy
dificil en las actuales instituciones docentes puesto que, como hemos mostrado en
trabajos anteriores, las OM locales relativamente completas estan practicamente
ausentes en la matematica escolar (Bosch, Fonseca & Gascon 2004).

(2) El control de las estrategias matematicas y la capacidad de evaluar y regular su
funcionamiento y sus resultados sélo pueden llevarse a cabo en relacion explicita
con la razon de ser de la OM en la que el problema en cuestidén ha surgido, esto es,
en referencia a las cuestiones a las que dicha OM responde. Pero de nuevo hay que
recordar que la ausencia escolar de la razon de ser de las OM que se estudian en la
Escuela es un hecho habitual que esta directamente relacionado con un fendmeno
didactico de largo alcance que se ha denominado autismo tematico (Chevallard
2001, Gascon 2003c).

(3) Para incluir la denominada regulacion metacognitiva en la escuela habria que
superar la separacion estricta entre lo (considerado como) matematico y lo
(considerado como) pedagdgico en la institucion escolar. Esto comportaria una
nueva distribuciéon de responsabilidades entre el profesor y los estudiantes que
llevaria a compartir, en cierta medida, algunas responsabilidades presuntamente
pedagogicas (en el sentido de no matematicas) y que el contrato didactico actual
asigna en exclusiva al profesor.

5.6. Ecologia de la Modelizacion Matematica en la e nsefianza universitaria de
las Matematicas. Los Recorridos de Estudio e Invest igacion 2

Dado un programa oficial de estudios propuesto en una institucion docente
determinada y descrito en términos clasicos, esto es, mediante temas (que

22 E| que denominamos “problema de Pélya” puede formularse en los siguientes términos: Suponiendo que los estudiantes
dominan las técnicas “basicas” o elementales y poseen los conocimientos matematicos necesarios, ¢,cOmMo conseguir que sean
capaces de construir y utilizar adecuadamente estrategias complejas para resolver “verdaderos” problemas matematicos o
problemas “creativos”? (Bosch & Gascén 2005).

% Esta linea de investigacion ha dado origen al trabajo de tesis doctoral de Berta Barquero (2009).
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contienen “definiciones”, “teoremas”, “demostraciones” y algunos tipos de
problemas), ¢como disefiar un proceso de estudio que permita articular en una OM
suficientemente comprensiva y relativamente completa las OM puntuales y bastante
rigidas que aparecen aisladas en el programa en cuestion?

Se postulé que la modelizacion matematica ha de jugar un papel esencial en
este proceso de articulacidbn y, en consecuencia, cualquier ingenieria didactica
debera sustentarse en un andlisis previo de las restricciones transpositivas que
dificultan que la modelizacion matematica viva con normalidad en las instituciones
docentes, incluyendo las de nivel universitario.

Asi, después de reformular el problema docente de la ensefianza de las
matematicas en CCEE en términos de articulacion y funcionalidad de la matematica
ensefiada para que ésta pueda utilizarse como herramientas para dar respuesta a
cuestiones problematicas dentro de las CCEE, se plantea una segunda
reformulacion en la que la modelizacion, en sentido clasico, juega un papel central:
¢,cOmMo conseguir que las matematicas se ensefien como una herramienta de
modelizacion de situaciones o hechos cientificos, de tal forma que la ensefianza
globalmente considerada no se organice en funcion de los contenidos matematicos
sino de los problemas o proyectos que los estudiantes deben realizar?

Pero la formulacién del problema en el ambito de la TAD requirié, ademas, una
redefinicién de la nocidon de modelizacibn matematica para integrarla en el modelo
epistemoldgico de las matematicas que propone la TAD y una ampliacion del
espacio institucional tradicionalmente reservado a la didactica de las matematicas a
fin de subrayar la dimension ecologica del problema:

(@) ¢Qué condiciones se requieren y qué restricciones dificultan o impiden que las
OM se ensefien, aprendan, estudien y utilicen como herramientas de modelizacion
en los actuales sistemas de ensefianza de las matematicas para CCEE?

(b) ¢En qué nivel de la escala de codeterminacion matematico-didactica aparecen
estas restricciones y en qué nivel deberiamos situarnos para poder considerarlas
como condiciones “modificables”?

(c) ¢Qué tipo de OD posibilitarian una integracion global (mas alla de una
experimentacion local) de la modelizacion mateméatica (interpretada como la TAD
propone) en los citados sistemas de ensefianza? ¢Cual es la ecologia de estas
organizaciones didacticas?

Para empezar a responder al problema didactico asi planteado hemos llevado
a cabo un estudio empirico muy amplio con ayuda del cual hemos ido caracterizando
el modelo didactico y el modelo epistemoldogico dominantes en la institucion
universitaria de los que se desprenden las primeras restricciones sobre la vida de la
modelizacion matematica en las instituciones universitarias. Para responder a estas
restricciones, hemos propuesto, disefiado e implementado un nuevo dispositivo
didactico, los Recorridos de Estudio e Investigacion (REI) introducidos por
Chevallard (2005, 2006). Este nuevo dispositivo didactico apuesta por la introduccion
de una nueva epistemologia escolar que reemplaza el paradigma escolar de la
“monumentalizacion” de los saberes por un paradigma de cuestionamiento del
mundo.
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A propésito de los REI, podemos esquematizar una evolucién que se inicié en
la probleméatica docente en torno al papel de la resolucion de problemas en la
ensefianza de las matematicas (y cuya respuesta inicial fue propuesta por el
movimiento clasico del Problem Solving), continué con la problematica en torno al
papel del trabajo de la técnica como dimension esencial de la actividad matematica
(y cuya respuesta la proporcioné el Taller de Practicas Matematicas) y que ahora
culmina en los REI como dispositivo didactico que constituye la respuesta de la TAD
al problema de la desarticulacion y de la falta de sentido de la matematica escolar.

5.7. Iniciacibn escolar al algebra elemental y su a rticulacion con la
modelizacion funcional *

Después de los citados trabajos de tesis de Javier Garcia surgié la necesidad
de estudiar el problema ecoldgico de la modelizacién funcional lo que requirié, a su
vez, la elaboracion previa de un MER de dicho ambito de la matematica escolar
(situado, en el caso de Espafa, en el nivel de Bachillerato, esto es, para alumnos de
entre 16 y 18 afios). Al abordar el correspondiente problema de ingenieria didactica
mediante el disefio y experimentacion de un proceso de estudio en el que la
modelizacion funcional era imprescindible, aparecieron multiples restricciones
institucionales entre las que destaca el caracter prealgebraico de la matematica
escolar (Ruiz Munzon et Alt. 2007a, 2007b). Reaparecia asi el problema, en cierto
sentido “previo”, de la necesaria introduccion temprana del algebra elemental que
aunque habia sido descrito y analizado en la tesis de Pilar Bolea, no habia sido
tratado en su totalidad.

Aparecid asi la conveniencia de diseflar un MER capaz de articular
globalmente la introduccion del algebra elemental en los primeros cursos de la ESO
(12-14 afios), lo que incluye el lenguaje algebraico y los nimeros negativos (Bolea &
Cid 2007), con el desarrollo del instrumento algebraico en la segunda etapa de la
ESO (14-16 afios) y con la modelizacion funcional en el Bachillerato (16-18 afios).
Dicho MER se formulé en términos de una sucesion de OM cada vez mas amplias y
completas de tal manera que cada una de las OM que aparecen puede considerarse
como un modelo matematico de la anterior (Ruiz Munzoén et Alt. to appear).

Nos planteamos, en primer lugar, el problema de como introducir el algebra
(entendida como un instrumento de modelizacion) en la primera etapa de la ESO
(12-14 afios). Mostramos, mediante un desarrollo tedrico y un extenso trabajo
experimental, que es posible introducir el instrumento algebraico en la ensefianza
obligatoria de manera completamente funcional, en lugar de reducir el algebra
elemental a la manipulacion formal del calculo algebraico (lo que incluye la
resolucién de ecuaciones y la resolucién de ciertos prototipos de problemas de
“planteo algebraico”).

Para ello fue necesario proponer una “razon de ser” del algebra escolar, esto
es, explicitar y dar visibilidad institucional a un tipo de cuestiones que, postulamos,
son las cuestiones que viene a resolver la modelizacion algebraica y las que dan
sentido a la introduccion temprana del algebra. Ademas, dado que pretendiamos
iniciar a los alumnos en el uso de la modelizacidon algebraica, debiamos elegir un

 Esta linea de investigacién ha dado origen al trabajo de tesis doctoral en fase de finalizacién de Noemfi Ruiz Munzén que se
presentara en el Departamento de Matematicas de la Universitat Autonoma de Barcelona.
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sistema inicial para modelizar que cumpla fuertes restricciones institucionales,
puesto que situamos la citada introduccion en la primera etapa de la ESO espafiola
(en concreto en el segundo curso, 13-14 afios). Tomamos como punto de partida el
sistema de los “problemas aritméticos”, esto es, problemas que pueden resolverse
mediante una cadena de operaciones aritméticas (+, —, X, /) ejecutables a partir de
los datos que acostumbran a ser cantidades conocidas de ciertas magnitudes. Tanto
las cantidades que resultan de las operaciones intermedias como la cantidad
incégnita, tienen que poder ser interpretadas en el contexto del enunciado del
problema. Las técnicas clasicas de resolucion de los problemas aritméticos
escolares se materializan en discursos verbales que, partiendo de los datos y
mediante una cadena de operaciones aritméticas, permiten calcular la cantidad
incognita.

¢, Qué cuestiones probleméticas pueden dar sentido (requerir necesariamente)
la introduccion funcional del lenguaje algebraico? Postulamos que se trata de un tipo
de cuestiones que se caracterizan por plantearse en términos de relaciones entre las
variables del problema y cuya respuesta es, en general, otra relacién. Una vez que
los alumnos estén en posesion del instrumento algebraico, ¢qué ampliaciones
progresivas de dicha OM se requerirdn para avanzar en las sucesivas etapas del
proceso de algebrizacion? ¢Qué nuevos dispositivos didacticos se requeriran para
llevarlo a cabo? A medida que avance el proceso de algebrizacion, ¢como se
modificara el estudio del resto de las OM escolares? ¢COomo se reorganizara el
curriculum de matematicas de la Ensefianza Secundaria, desde la divisibilidad, la
geometria sintética, la probabilidad y la estadistica, hasta el estudio de las relaciones
funcionales entre magnitudes y la introduccion del calculo diferencial e integral?
Estos son algunos de los problemas que se tratan en el trabajo de tesis de Noemi
Ruiz Munzon.

6. jSalvemos los problemas!

Toda investigacion parte de un problema y, como dice Lakatos, deberia
concluir generando nuevos problemas mas profundos y relevantes. Este
convencimiento, que es muy claro para todo investigador, corre el peligro de diluirse
y hasta de desaparecer en una cultura cada vez mas mercantilizada. Como dice
Daniel Innerarity refiriendose a la filosofia, es absolutamente imprescindible salvar la
capacidad de generar problemas y, podriamos afadir, la capacidad de vivir con
ellos:

[...] en unos momentos en los que la solucién de los problemas pasa por ser el
convencimiento —nada ingenuo, cuidadosamente forjado a base de prisas y olvidos—
de que no hay problemas, cuando abundan soluciones demasiado faciles a
problemas apenas formulados, cuando la facilidad se ha convertido en indecencia y
la rapidez aliada de lo rudimentario. [...] Cultura es también, y sobre todo, respeto a
las preguntas que no podemos responder [...]. Salvemos los problemas frente a la
presion de los competentes [...] (Innerarity 2005).

En lo que concierne a la didactica de las matematicas, y dado que formamos
parte de la generacion fundadora de esta disciplina, podemos decir que estamos
todavia inmersos en pleno proceso de desmagificacion (Bosch, Chevallard &
Gascon 2006). Asi, es habitual encontrarnos todavia con ilusionistas, no siempre
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desinteresados, que proponen soluciones “magicas” a los problemas didactico-
matematicos. Dichas soluciones suelen presentarse en forma de esléganes
pedagdgicos que, naturalmente, pretenden dar soluciones inmediatas, directas y
completas a los problemas que el “sentido comun” plantea utilizando las nociones
aceptadas y vigentes en la cultura escolar.

Asi pues, como en el caso de la filosofia, es imprescindible salvar los
problemas didacticos frente a la presion de los ilusionistas y los competentes. Este
ha sido uno de los impulsos que, sin ser muy conscientes de ello, ha guiado la
génesis y el desarrollo de nuestra pequefia comunidad cientifica a lo largo de los
altimos 30 afos.
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