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Antes de nada quisiera dejar claro que este trabajo no tiene como objetivo
ofrecer una leccidbn magistral sobre el uso de un determinado programa, por el
contrario solo intenta ofrecer informacion de utilidad para aquel profesorado que aun
no conozca GeoGebra o que todavia no se haya animado a utilizarlo en su aula.

A pesar de la amplia oferta existente de programas de geometria dinamica, de
calculo simbdlico o de representacion de funciones, ademas de la gran cantidad de
paginas webs que ofrecen diferentes applets con propuestas para llevar al aula,
considero que GeoGebra esta ganando terreno al resto de opciones y, poco a poco
se esta haciendo imprescindible en el aula sobre todo cuando se apuesta por el uso
de las TIC como recurso didactico.

A las posibilidades que ofrece y a la sencillez para su uso, hay que afadir sus
caracteristicas de software libre, disponible para distintas plataformas y sobre todo
en continuo desarrollo, ofreciendo siempre la Ultima version que se puede descargar
en la Web www.geogebra.org.

Creado por Markus Hohenwarter , actualmente en la Universidad Johannes
Kepler de Linz (Austria) ha aumentado de manera exagerada el nimero de usuarios
en todo el mundo, ofreciendo traducciones del programa en casi todos los idiomas.

GeoGebra no es solo geometria dindmica (Geo) y algebra (Gebra), es mucho
mas, ya que ofrece herramientas y opciones que permitiran trabajar cualquier
contenido matematico, sobre todo en niveles educativos equivalentes a Primaria,
Secundaria o Bachillerato, sin contar las propuestas de futuro en las que estan
trabajando que haran que sea imprescindible para ensefiar matematicas.

Primeros pasos con GeoGebra

Para comenzar a utilizar GeoGebra es necesario tener claro algunas ideas
previas que ayudaran para profundizar y complicar poco a poco las construcciones
gue se puedan realizar.

A partir de unos objetos basicos en el plano se iran estableciendo relaciones
entre ellos que, cuando estén bien definidas, se mantendrdn al cambiar las
condiciones iniciales.

Esta es una de las caracteristicas de los programas de geometria dinamica que
diferenciara entre dibujar y construir. Dibujar sera trazar unos objetos junto a otros
sin ninguna relacion entre ellos y por tanto, al modificar las condiciones iniciales, al
no existir relaciones, se perderan las relaciones que deberian existir entre ellos; sin
embargo al hablar de construir estamos indicando que se han establecido relaciones
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matematicas 0 geométricas entre los objetos que se mantendran al cambiar las
condiciones iniciales. Aclaramos esto con un sencillo ejemplo.

Actividad 1.

A partir de una circunferencia ¢ y un punto exterior A. Traza la circunferencia que
tenga centro a A y sea tangente a la circunferencia c.

Comenzamos dibujando los objetos iniciales, el punto Ay la circunferencia c.

Podemos intentar “dibujar” la circunferencia tangente, para ello seleccionamos la

Antes de cambiar nada en la construccion, pensemos si hemos utilizado alguna
propiedad geométrica.

herramienta @ .

La respuesta es que no hemos utilizado ninguna propiedad y por tanto al mover la
circunferencia ¢ o el punto A, las circunferencias dejaran de ser tangentes, como
podemos observar en la imagen siguiente al mover el punto A.

.
La construccion correcta se lograra al determinar de manera exacta el punto de

tangencia. Para ello, basta con trazar la recta que une A con el centro de la
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circunferencia para determinar los puntos de tangencia que seran los puntos de
interseccion.

Ya solo queda trazar las dos circunferencias que cumplen la condicion pedida de
tangencia.

La primera construccion se ha obtenido dibujando y por tanto no mantiene relaciones
que si se han utilizado en la segunda que si es una construccion.

Algo similar ocurre cuando se propone la construccidon de la circunferencia inscrita a
un triangulo en la que una vez obtenido el incentro se intenta dibujar la
circunferencia sin pensar que es necesario determinar el punto de tangencia sobre
cualquiera de los lados.

Actividad 2.

A partir de un poligono cualquiera, construir un nuevo poligono con un lado menos
pero cuya area sea igual a la del poligono inicial.
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Comenzamos dibujando un poligono cualquiera, utilizando para ello la herramienta
.

] [
Poligono *

-

Aplicando que dos triangulos con igual base y altura tendrén la misma area, unimos
dos vértices, por ejemplo B y D con una recta. Trazamos la recta paralela a BD por
el vértice intermedio C y prolongamos el lado ED.

El punto de corte de estas dos rectas sera el nuevo vértice que hace que se cumpla
la condiciébn de mantener el area ya que los triangulos BCD y BDF tienen igual base
y altura. Ya solo queda dibujar el nuevo poligono cuya area es igual a la del poligono
inicial tal como aparece en la vista algebraica.

J 1 084x+4T72y=13.94
Y f1 =433

J g 0.84x + 472y =19.52
4 h:-2.06x + 2.06y =-13.47

4 poligonol =15.3
# poligono2 =15.3

Como propuesta de trabajo planteamos la construccion de un poligono con un lado
MAas cuya area sea igual a la del poligono inicial. En la imagen que hemos insertado
correspondiente a la ventana algebraica podemos observar que aparecen las
ecuaciones de las rectas que hemos trazado, lo cual nos da nuevas posibilidades de
trabajo en el aula.

Mostremos nuevas actividades, por ejemplo algunos lugares geomeétricos que se
pueden obtener a partir de la opcion Lugar que ofrece GeoGebra, representada por

la herramientaas::‘ 0 a partir de las opciones de las posibilidades de animacion y
trazo que quizas sean mas vistosas.

Actividad 3.

Sea A un punto interior de una circunferencia c y P un punto de ella. Hallar el lugar
geomeétrico descrito por las rectas perpendiculares al segmento PA, cuando P
recorre la circunferencia.

Comenzamos dibujando los objetos iniciales A, P y c, dibujando a continuacion, el
segmento PA y la recta perpendicular al segmento por el punto P, utilizando para
' 3

ello las herramientas Segmento y Recta perpendicular —
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AN

Para obtener el lugar geométrico activamos la traza de la recta perpendicular
pulsando el botdn derecho con el cursor situado sobre ella.

I

Recta b: Recta que pasa por P perpendicular a a

Ecuacidny=ax+h
Forma Paramétrica

v - Muestra Objeto
v Ao Muestra Rétulo
# Activa Rastro

|&f Copia en Campo de Entrada

Renombra

4 Borra

[&] Propiedades ...

Ya solo nos queda mover el punto P para que aparezca el lugar descrito cuando el
punto recorre la circunferencia.

Podemos observar que se trata de una elipse cuyo centro es el centro de la
circunferencia y A es uno de sus focos. Como alternativa podemos disefar la
construccion para que el movimiento del punto P se produzca de manera automatica
en lugar de manual.
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Ahora, podemos plantear ¢qué ocurre cuando el punto A es un punto exterior a la
circunferencia c?

Solo tendremos que arrastrar el punto A fuera de la circunferencia, teniendo la
precaucion de pulsar las teclas Ctrl — F para eliminar el rastro anterior, antes de

volver a mover el punto P para obtener la imagen de una nueva cénica, en este caso
una hipérbola.

Como GeoGebra no es solo geometria, proponemos algunas actividades para
trabajar otros contenidos, como puede ser la representacion de funciones.

Para representar una funcion basta con escribir su ley de formacion en la linea
de Entrada que encontramos en la parte inferior de la ventana.

k]

Chjetos Libres
& fix)=xt-6x+4
rﬁ Objetos Dependientes

] ey

—

@l Entrada: 1“4-51“2+4l

Aparecera la representacion de la funcion como aparece en la imagen
siguiente, en la que previamente hemos activado la representacion de los ejes de
coordenadas a partir de las opciones disponibles en el menu Vista.

¢, Qué podemos hacer a partir de la representacion de una funciéon?

Al pulsar sobre la pestafia Comando aparecera la amplia lista de funciones
disponibles, que en este caso, al tratarse de una funcién polinGmica es ain mayor ya
gue podemos obtener las raices, los extremos o los puntos de inflexién a partir de
las instrucciones raiz[f(x)], extremo[f(x)] y puntoinflexion[f(x)].

Los puntos correspondientes apareceran representados en la funcion y sus
coordenadas las tendremos en la ventana algebraica.
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) Objetos Libres
o flx)=xt-5x+4

) Ohjetos Dependientes

..... @ A={20)
..... 2 B=(1,0)
e R NS @ C= |:1| m
c p |- 3 D=(2,0)
. J E=(-1.58,-2.25)
% A N A 3 F=(0,4)
----- & G=(1.58,-2.25)
----- & H={(-0.91,0.53)
----- & 1=(0.91, 0.53)

Ademas, para cualquier funcibn podemos obtener su funcion derivada
utiizando el comando Derivada, que devuelve la expresion a la vez que la

representa.
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) Objetos Libres
o fix)=x*-5x*+4
) Objetos Dependientes
@ olx)=4x*-10x

De manera similar se podra obtener la integral utilizando la sintaxis integral[f(x)]
o el valor de una integral definida cuando ademas se incluyan los extremos de

integracion integral[f(x],a, b].
Pensemos lo facil que resultaria realizar una construccion para facilitar la

interpretacion del concepto de derivada en un punto.
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Como ya hemos indicado al dibujar cualquier punto aparecen de manera
automatica sus coordenadas en la ventana algebraica, pero si deseamos realizar el
proceso contrario, dibujar un punto a partir de sus coordenadas, bastar4 con
introducirlas a partir de la linea de entrada, escribiendo (a,b) o A=(a,b), siendoay b
las coordenadas y A el nombre que desea asignar al punto.

Es recomendable acceder al menu Vista para activar la cuadricula.

Si escribimos u=(a,b) estaremos creando el vector u cuyas coordenadas seran
(a,b).

B
L 4
2 | ."g"
1_
J Objetos Libres
@ A=(1,2) v
@ B=(1,3) 0
@ u=(3,1) ERRE o 1 2z 3
) Ohjetos Dependientes
.1_

Con opciones como las anteriores es facil deducir que GeoGebra sera de gran
ayuda para resolver problemas de geometria afin o euclidea como el que se
propone a continuacion.
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Actividad 4.

Halla la ecuacion de la recta definida por el punto A (2, 3) y el vector G= (1, 3).
Determina la ecuacion de la recta paralela que pasa por el punto (-2, 1).
Comenzamos definiendo el punto A y el vector U, introduciendo sus coordenadas a
partir de la linea de entrada.

A
g L

A

Para trazar la recta pedida podemos utilizar la herramienta Recta Paralela —
para dibujar la recta paralela al vector tpor el punto A o escribir en la linea de
entrada la instruccion recta[A,u].

En cualquiera de los dos casos, aparecera la representacion de la recta y su
ecuacion en la ventana algebraica que también se mostrard en la ventana grafica
cuando se indique en las propiedades del objeto (recordamos que hay que pulsar el
botdn derecho sobre el objeto del que se desea cambiar las propiedades).

a-3+y=-3
3_
/ T T T
0 1 2 3 4

Para resolver el segundo apartado, bastara con introducir el nuevo punto y
repetir el proceso anterior.

=
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'
Lad
=

+

-

T

-1

a-3m+y=-3

Como actividad para que realicen proponemos:

En el triangulo de vértices A(3, 2), B(-1, -2) y C(-4,4). Calcular:
a. Las ecuaciones de las rectas que contienen a los lados.
b. Las ecuaciones de las alturas.
c. La longitud de la altura trazada desde el vértice A.
d. Las coordenadas del ortocentro.

Esperamos que estas sencillas actividades permitan hacerse una primera idea de
GeoGebra a quien no lo conozca y le animen a trabajar con él, para ir descubriendo
el enorme potencial que ofrece, que como indiqué al principio esta en continua
evolucion y desarrollo con nuevas versiones que ampliaran las posibilidades de
calculo simbdlico o de representacion en 3D.

En este trabajo no hemos entrado en descripcion de herramientas y tareas ya que
en la web de GeoGebra se puede descargar un manual, sin contar la gran cantidad
de ejemplos que es posible encontrar en la red (en la bibliografia os propongo
algunas) que seguro ayudaran a incorporarlo como un recurso mas, de enorme
potencia y sobre todo facil de utilizar en el aula por la sencillez que conlleva como
otra de sus principales caracteristicas.
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