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Cooperativismo y Matematica en el Aula.
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Resumen

En este trabajo se expone una propuesta para ser desarrollada en el aula,
especialmente en la escuela secundaria, la cual es basada en la Teoria de Juegos,
y que tiene por objetivo fundamental relacionar la Mateméatica con la vida real.
Principalmente poniendo énfasis en el desarrollo de conductas sociales cooperativas
a través del andlisis matematico de las situaciones planteadas. Se propone no sélo
la exposicion del tema sino también practicas experimentales con el mismo

Abstract

This paper presents a proposal to be developed in the classroom, especially in
middle school, which is based on game theory, and fundamental aims relate
mathematics to real life. Primarily emphasizing the development of cooperative
social behavior through mathematical analysis of the situations. It proposes not only
the exposition of the subject but also with the same experimental practices

Resumo

Neste trabalho expde-se uma proposta para ser desenvolvida no aula,
especialmente na escola secundéria, a qual é baseada na Teoria de Jogos, e que
tem por objectivo fundamental relacionar a Mateméatica com a vida real.
Principalmente pondo énfasis no desenvolvimento de condutas sociais cooperativas
através da analise matematica das situacdes propostas. Propde-se ndo sO a
exposi¢ao do tema sendo também praticas experimentales com o mesmo.

Introduccion

Generalmente, la Matematica es ensefiada como un conjunto de férmulas y
variaciones de las mismas totalmente carentes de sentido practico. Es decir
entidades abstractas lejanas de lo cotidiano, de las vivencias de nuestras vidas
diarias. ¢Quién no recuerda con estupor aguellos temas complicados que nunca
mas volveremos a usar en nuestras vidas que nos demandaron horas de estudio?

Sabemos que esto no refleja la verdad, que la mayoria de los contenidos
provienen de hechos concretos, pero esto siempre queda oculto tras la rigidez con
gue se acostumbra a ensefarlos. Es cierto, existen temas complicados, los cuales
son dificiles de presentar sin formalismo y abstraccion; pero otros dan muchas
posibilidades, y este es el humilde objetivo de esta presentacion.

Uno podria concentrarse en ciertas preguntas pragméaticas pero no por ello
poco interesantes: ¢ Qué esperamos que el aprendizaje de la Matematica deje en el
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alumno?, ¢Son los contenidos clasicos lo suficientemente atractivos para que el
alumno disfrute de ellos y desarrolle abstraccion Matematica? Responderlas no es
tarea sencilla, claro estd, pero evidentemente la busqueda de estas respuestas en si
misma es un camino a seguir. Es aqui donde la propuesta de este trabajo puede
tener utilidad, y disponer al alumno a adentrarse en una forma de Matematica por lo
menos distinta a la habitual.

La principal idea es dar un esbozo de un tema que no es parte de los cursos
de Matematica tradicionales, la Teoria de Juegos, y que a mi entender podrian tener
una importante contribucion en el desarrollo del pensamiento matematico de los
alumnos.

En Wikipedia (http://es.wikipedia.org/wiki/Teor%eC3%ADa_de_juegos) podemos
encontrar una breve introduccion al tema, la que se transcribe a continuacion:

La teoria de juegos es un area de la matematica aplicada que utiliza modelos para
estudiar interacciones en estructuras formalizadas de incentivos (los llamados
juegos) y llevar a cabo procesos de decision. Sus investigadores estudian las
estrategias Optimas asi como el comportamiento previsto y observado de individuos
en juegos. Tipos de interaccion aparentemente distintos pueden, en realidad,
presentar estructuras de incentivos similares y, por lo tanto, se puede representar mil
veces conjuntamente un mismo juego.

Desarrollada en sus comienzos como una herramienta para entender el
comportamiento de la economia, la teoria de juegos se usa actualmente en muchos
campos, desde la biologia a la filosofia. Experimentd un crecimiento sustancial y se
formalizé por primera vez a partir de los trabajos de John Von Neumann y Oskar
Morgenstern, antes y durante la Guerra Fria, debido sobre todo a su aplicacion a la
estrategia militar —en particular a causa del concepto de destruccidn mutua
garantizada. Desde los setenta, la teoria de juegos se ha aplicado a la conducta
animal, incluyendo el desarrollo de las especies por la seleccion natural. A raiz de
juegos como el dilema d el prisionero, en los que el egoismo generalizado
perjudica a los jugadores, la teoria de juegos se ha usado en economia, ciencias
politicas, ética y filosofia. Finalmente, ha atraido también la atencién de los
investigadores en informatica, usandose en inteligencia artificial y cibernética.

Aunque tiene algunos puntos en comun con la teoria de la decision, la teoria de
juegos estudia decisiones realizadas en entornos donde interaccionan. En otras
palabras, estudia la eleccidbn de la conducta Optima cuando los costes y los
beneficios de cada opcion no estan fijados de antemano, sino que dependen de las
elecciones de otros individuos. Un ejemplo muy conocido de la aplicacién de la
teoria de juegos a la vida real es el dilema del prisionero, popularizado por el
matematico Albert W. Tucker, el cual tiene muchas implicaciones para comprender
la naturaleza de la cooperacion humana.”

Es en esta parte de la Matematica donde quiero hacer hincapié, y en especial
en los llamados dilemas sociales, que modelan situaciones reales de cooperacion (o
egoismo) entre los jugadores o grupos de ellos (Kollock. 1998). Esto ademas suma
un contenido social al del razonamiento matematico que esperamos el alumno
incorpore. Es decir preguntas como las siguientes deberian surgir:
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« ¢ Conviene pensar en conjunto y no individualmente?
* ¢ Qué mecanismos aseguran que nuestra cooperacion sirva?
» ¢ Quién debe generar estos mecanismos?

En un hermoso libro (Fisher. 2008), el autor, con numerosos ejemplos,
fundamenta la idea de que la Mateméatica puede mezclarse con la vida diaria.

Esta rama de la Matematica no cuenta, en principio y en su forma basica, con
excesiva cantidad de férmulas, teoremas y entes abstractos que puedan complicar
el entendimiento del alumno; a la vez su cercana relacion con hechos cotidianos la
hace una herramienta maravillosa que extrailamente no ha sido explotada en toda
su dimension.

Comenzaremos con una revision de los dilemas sociales mas conocidos,
algunos detalles matematicos surgiran a medida que la exposicion avance y
trataremos, con la menor cantidad de tecnicismos.

El dilema del prisionero, el comienzo de la histori  a.

Este es histéricamente el primer dilema social de la teoria de juegos, y existe
una vasta biografia sobre el mismo (Poundstone. 1992). La cuestion es bien simple,
dos personas son encarceladas por un hecho delictivo, ellas se encuentran en
celdas separadas e incomunicadas y ambos reciben la misma propuesta del juez de
la causa.

» Si usted confiesa ser culpable y su comparfiero también confiesa ambos
recibirdn 4 afos de castigo.

» Si usted no confiesa y su compafero tampoco lo hace ambos recibiran 2
afos de castigo.

* Siuno de ustedes no confiesa y el otro si lo hace, el primero recibira 10 afios
y el segundo saldra en libertad.

Podemos ver el problema graficamente con el siguiente esquema:

JugadorA
Confiesa No Confiesa
Jugador B
Confiesa (4,4) (0,10)
No Confiesa (0,10) (2,2)

En el cuadro cuando escribimos el par (a , b) estamos significando que el
jugador A recibira el pago a y el jugador B el pago b, en este caso el pago es la
cantidad de afios preso, un pago no muy bienvenido por ellos.

La situacion es la siguiente; lo mejor que ellos pueden lograr, pensando en
conjunto (cooperativamente) es confesar ambos y cumplir una condena de 2 afios
cada uno.
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Pero el riesgo es que el otro no confiese (ellos no conocen la decision del otro)
y tener que cumplir 10 afios, lo cual hace que la situacion empeore.

En cambio si ambos no confiesan deberian cumplir con 4 afios cada uno, pero
si alguno individualmente decide confesar, ese se haria cargo del delito y el que no
confeso saldria libre.

Por lo tanto, la mejor opcidon individual es no confesar, pues
independientemente de la decision del otro la situacion no lo llevaria a cumplir mas
de 4 afnos. Esto es lo que se conoce como Equilibrio de Nash. En otras palabras en
un Equilibrio de Nash ningun jugador podria mejorar su pago cambiando de
estrategia independientemente de lo que hagan los otros jugadores. Como
conclusién podemos decir, en simples palabras

La mejor solucion individual no coincide con la
mejor solucion grupal.

Esto es lo que da el nombre a este tipo de situaciones, dilemas sociales. Ya habra
quedado claro que aqui no hay férmulas, ni calculos complicados pero
definitivamente hay Matematica!!

Pensando en esta situacion lo primero que uno concluye que el desenlace
depende de la confianza y el compaferismo de los protagonistas, y eso es claro;
pero el tipo de analisis es puramente matematico.

La Tragedia de los Comunes

El dilema que presentamos a continuacion, es basicamente equivalente al
Dilema del Prisionero, pero muchas personas o grupos de ellas.

El trabajo original fue publicado en el afio 1968 por G. Hardin y mucho se ha
investigado y se sigue investigando sobre él. Esta es una cita de aquel trabajo que
casi lo define:

“La ruina es el destino hacia el cual corren todos los hombres, cada uno
buscando su mejor provecho en un mundo que cree en libertad de los
recursos naturales”

Pensemos en la siguiente situacion, en cierto pais los productores agricolas
deben restringirse con el uso del agua debido a la sequia imperante. Supongamos
gue si ellos cooperan con la restriccidbn conseguiran una produccion de 5 quintales
por hectarea, mientras que si no lo hacen conseguiran 10 quintales por hectarea.

Si la mayoria de ellos no coopera, el reservorio de agua sera menor, la
restriccion sera mas fuerte y solo produciran 1 quintal los que cooperen y 2 los que
no lo hagan.

Podemos hacer un cuadro para este problema, similar al del dilema del
prisionero.
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Mayoria
No coopera Coopera
Individuo
No Coopera 2.,2) (10,5)
Coopera (1,2) (5,5)

Con el mismo razonamiento que en el dilema del prisionero, llegamos a la
misma situacion anticooperativista, el individuo prefiere optar por su mejor resultado
individual antes que por un mejor resultado para todos. Podemos sacar una breve
conclusion de este ejemplo:

Debemos incentivar en los individuos el cooperativismo

Esta conclusion proviene de un andlisis de la situacion, y casi es evidente en la
vida real, pero situaciones como estas se ven a diario en nuestras vidas y sin los
incentivos correctos el resultado siempre desfavorece a todos.

La caza del ciervo

El nombre de este dilema proviene de una vieja historia contada por el fildsofo
Jean Jacques Rousseau:

“Si un ciervo iba a ser cazado, cada uno dio cuenta de que, con el fin de
tener éxito, debia cubrir fielmente su puesto, pero si una liebre pasoé y
quedé al alcance de cualquiera de ellos, no hay duda de que él la
persiguio sin escrupulos, vy, tras la confiscacion de su presa, le importaba
muy poco, si con ello hizo que sus compafieros pierdan la suya.”

La historia habla de la eterna lucha entre la cooperacién social y la libertad
individual. Podemos citar la famosa frase de Rousseau sobre la libertad

“La verdadera libertad consiste en dar algo de mi libertad para entonces
poder tener nuestra libertad”

La situacién ahora es la siguiente, dos jugadores a los que llamaremos Ay B
pretenden cazar un ciervo, para lograrlo ellos deben permanecer en sus posiciones
hasta el momento oportuno, pero cada uno puede tener la posibilidad de cazar una
liebre facilmente que se cruza por sus caminos, claro esta descuidando su posicion,
perjudicando al otro jugador.

El dilema de la caza del ciervo puede ser visto como un dilema del prisionero
“invertido”, es decir lo que llamamos el Equilibrio de Nash (el cual no era la solucién
cooperativista en aquel caso) ahora coincide con la solucion cooperativa.

En este juego el diagrama, como el usado en los anteriores juegos, es:
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JugadorB
Caza Liebre | Caza Ciervo
Jugador A
Caza Liebre (2,2) (2,0)
Caza Ciervo (0,2) (10,10)

Con el mismo razonamiento que en el dilema del prisionero, llegamos a una
conclusion similar, la soluciéon cooperativa (10,10) es la mejor para los dos, pero ante
la posibilidad de asegurarse una presa, aunque sea menor cada individuo puede
elegir una estrategia que no permita llegar a la solucién 6ptima para todos.

La diferencia aqui es que el cooperativismo es roto por un jugador que ve la
posibilidad de individualmente minimizar los riesgos, en el dilema del prisionero los
jugadores pretenden maximizar sus ganancias, y en el juego de la caza del ciervo
ellos pretenden minimizar los riesgos. Una interesante referencia es (Skyrms. 2004)

Este juego tiene un correlato para mas de dos jugadores que es interesante de
trabajar, asi como también una versién probabilistica del mismo (técnicamente se
llama a esto estrategias mixtas) también posible para los dos dilemas anteriores.

Como una nota matematica, debemos decir que existe una formalizacién de lo
que llamamos juego, junto con una de equilibrio de Equilibrio de Nash.

Ademas existen juegos que no cuentan o tienen multiples equilibrios de Nash
considerando sus estrategias puras. Un importante teorema asegura la existencia de
Equilibrios de Nash para estrategias mixtas. en juegos con una cantidad finita de
estrategias puras (Webb. 2007)

Trabajando con los dilemas sociales

Sumado al hecho de ensefiar estos juegos en una clase, hecho que de por si
ya causaria sorpresa en el alumnado, que no acostumbra a relacionar Matematica
con situaciones reales, se puede agregar, experimentacion al respecto, otro hecho
novedoso, pues en general se cree que la Matematica es un ciencia puramente
tedrica. Las clasicas frases “en Matematica todo estda hecho” o “uno mas uno
siempre es dos” son s6lo muestras de ello.

Quiero citar dos propuestas que me parecen interesantes de desarrollar. Una
de ellas se puede encontrar en la referencia (Pascual. 2009), donde los autores,
mediante un software implementan un juego similar a la tragedia de los comunes
para ser utilizado en ensefianza.

Un juego tipo tragedia de los comunes, inspirado en pesca, es decir una fuente
comun de explotacion (un lago, un rio, etc.), junto con una tasa de reproduccion sin
ningun tipo de regulacion para comenzar, e incorporando un sistema de premios y
castigos (disefiados por los alumnos) seria un posible “experimento” a desarrollar en
el aula.
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Como ya hemos dicho en la referencia (Fisher. 2008), se pueden encontrar
innumerables situaciones para ejemplificar estos juegos y otros con hechos de la
vida real, cuya discusion en el aula enriqueceria el tema y al alumnado.
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